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Resumen: En este articulo se describen los resultados de la implementacion de una
actividad provocadora de modelos [APM1] relacionada con el problema de la defo-
restacion en el estado de Michoacan, México. La actividad es una de tres APM que se
diseriaron como parte de una investigacion de corte cualitativo. Las tareas se implemen-
taron con un grupo de ocho docentes de nivel medio superior. El marco tedrico se estruc-
turo en torno a una perspectiva de Modelos y Modelacion. Los resultados indican que la
APM1 contribuyo al surgimiento, modificacion, ampliacion y refinamiento de formas de
pensar de los profesores relacionadas con modelos lineales y exponenciales.

Palabras clave: Actividad Provocadora de Modelos, Modelos y Modelacion, Docentes,
Funcion lineal, Funcion exponencial

Deforestation as a consequence of the increase in
cultivation areas: Model Eliciting Activity

Abstract: In this article we describe the results of the implementation of a model-elic-
iting activity, related to deforestation problem in the state of Michoacdn, Mexico. This
task is one of three model-eliciting activities designed into a qualitative research project.
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Participants were a group of eight teachers of upper secondary level. The theoretical
framework was based on Richard Lesh’ Models and Modeling perspective. We provide
evidence that the task supported the emergence, modification, extension and refinement
of teachers’ways of thinking about linear and exponential models.

Keywords: Model Eliciting Activity, Models and Modeling, Teachers, Linear Function,
Exponential Function

1. INTRODUCCION

Existen diversos estudios que han analizado el desarrollo de comprension de los es-
tudiantes respecto del concepto funcion, fundamentados en el uso de la modelacion en
el aula (Lesh y Doerr, 2003; NCTM, 2000; Yanagimoto y Yoshimura, 2013). En algunos
de ellos, se sefiala que muchos estudiantes tienen dificultades para comprender el con-
cepto; para establecer relaciones entre éste y otras ideas matematicas, tales como varia-
cién, ecuacion o modelo (Arlebick, Doerr y O’Neil, 2013); para comprender y utilizar
la notacion algebraica, y conectarla con otras representaciones como la grafica o la tabu-
lar (Duval, 1996).

La construccion de modelos que nos permitan entender, explicar, comunicar, y pro-
nosticar el comportamiento de fendmenos o situaciones no es una tarea sencilla. En los
individuos existe una tendencia a generalizar a partir de poca informacion, la cual no
siempre es pertinente al tomar decisiones. Sin conocimiento conceptual suficiente, y ha-
bilidades matematicas basicas, las personas pueden tener dificultades para entender las
ventajas y desventajas de adquirir cierto crédito o las consecuencias de la administracion
erronea de dosis de medicamento. Esto nos lleva a preguntarnos ;Qué formacion mate-
matica minima debe poseer cualquier individuo para enfrentar los retos de la vida diaria?
(Coémo promover esta formacion matematica en la escuela?

Pensar matematicamente va mas alld de hacer calculos, “con frecuencia implica des-
cribir situaciones matematicamente” (Lesh y Doerr, 2003: 15). Esta descripcion requiere
de analisis cualitativos y cuantitativos de la informacion, atribuir dimensiones al espa-
cio y ubicar eventos en marcos de referencia. Conceptos matematicos como funciéon y
variacion son clave en la formacion de los individuos (NCTM, 2000). Comprender el
concepto de funcion implica que los estudiantes relacionen e integren distintas repre-
sentaciones (Lesh, 2010), ademas, que identifiquen lo variable y lo invariante en una
situacion (Kaput, 1999). Al resolver un problema, los estudiantes deben entender que
cada representacion (tablas, graficas, metaforas basadas en la experiencia, diagramas o
dibujos, modelos concretos, lenguaje hablado, simbolos escritos, ecuaciones) propor-
ciona informacion diferenciada, la cual permite visualizar una situacion o problematica
desde diversas perspectivas e incrementar el nivel de comprension sobre ésta y concep-
tos subyacentes.

(Como se aprende un concepto? Un concepto no se aprende en forma aislada de
otros conceptos, fendémenos y procesos relacionados que le dan sentido y significado.
De acuerdo con la perspectiva de Modelos y Modelacion propuesta por Doerr y Lesh
(2003), las Actividades Provocadoras de Modelos [Model Eliciting Activities] posibili-
tan la construccion e integracion de conocimiento y habilidades matematicas. ;Qué tipo
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de actividades son €stas?, ;qué caracteristicas poseen?, ;como se construyen? Nos refe-
riremos en adelante a esta Perspectiva de Modelos y Modelacion como PMM. Estamos
conscientes de que hay varias perspectivas de modelos y modelacion (Kaiser y Sriraman,
20006) pero, por cuestiones de espacio, en este documento no se hace una revision y dife-
renciacion de las aportaciones de cada una de ellas.

En este articulo se describen resultados de una investigacion relacionado con el surgi-
miento, modificacion, ampliacion y refinamiento de formas de pensar de docentes acerca
de conceptos tales como funcion, variacion, ecuacion, asi como la relacion de estos con-
ceptos entre si, y con las representaciones graficas y tabulares, que dieron lugar a mo-
delos lineales y exponenciales. Se muestran las caracteristicas de una actividad que se
disend con base en la PMM. Interesaba conocer si la actividad propiciaba la construccion
de sistemas conceptuales compartibles, manipulables, modificables y reutilizables (mo-
delos) y determinar las caracteristicas de tales modelos al responder a las preguntas si-
guientes: {Cumple la actividad con los principios de disefio de una APM? ;Qué significa
que cumpla con ellos? ;Qué formas de pensar o modelos emergieron al realizarla? ;Qué
conocimientos, conceptos y habilidades matematicas se utilizaron? {Es posible obser-
var el surgimiento, modificacion, ampliacion y refinamiento de estas formas de pensar?

2. REVISION DE LITERATURA

De acuerdo con la perspectiva de Modelos y Modelacion (PMM) propuesta por Ri-
chard Lesh y colaboradores (Lesh y Doerr, 2003; Doerr, 2016; Lesh, 2010; Lesh, Yoon
y Zawojewski, 2007), el aprendizaje de las matematicas es un proceso de desarrollo de
sistemas conceptuales, que cambian de manera continua, se modifican, extienden y re-
finan a partir de las interacciones del estudiante con sus compatfieros y profesores al re-
solver problemas.

Los modelos son sistemas conceptuales (que consisten de elementos, relaciones y reglas
que gobiernan las interacciones) que son expresados mediante el uso de sistemas de notacion
externa, y que son utilizados para construir, describir, o explicar los comportamientos de otros
sistemas —de tal forma que el otro sistema pueda manipularse o predecirse de manera inteli-
gente. (Lesh y Doerr, 2003, p. 10)

Los modelos, por lo tanto, se pueden compartir, manipular, modificar y reutilizar,
para describir, interpretar, construir, manipular, predecir o controlar sistemas. El apren-
dizaje de un concepto se asocia con el desarrollo de modelos, esto es, de sistemas con-
ceptuales construidos a partir de las situaciones que enfrenta un individuo; se asocia con
las actividades que se realizan para entender un fenémeno, como la cuantificacion de in-
formacion cualitativa, medicion, ubicacion de eventos en sistemas de referencia, organi-
zacién y andlisis de datos, realizacion de célculos numéricos, resolucion de ecuaciones
o aplicacion de procedimientos (Lesh y Doerr, 2003). Alcanzar una comprension con-
ceptual implica considerar los conceptos en diversas dimensiones: concreto—abstracto,
particular—general, en contexto—sin contexto, intuitivo—analitico— axiomatico, fragmen-
tado—integrado (Doerr y Lesh, 2003).
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La construccién de conocimiento es un proceso social que implica fases de diferencia-
cién, integracion y refinamiento, durante las cuales se construyen, modifican, extienden
y refinan modelos. La interaccion entre los estudiantes durante el proceso de instruccion
es una oportunidad para contrastar y refinar los sistemas conceptuales de cada partici-
pante. La comunicacion y la confrontacion de ideas ayudan a resaltar informacion, rela-
ciones, y concepciones no consideradas o consideradas inadecuadamente, asi como para
explicitar criterios de evaluacion. La comprension conceptual cambia en la medida que
el individuo comunica y comparte sus modelos con otras personas. El conocimiento no
es algo inerte, sino algo mas parecido a un organismo vivo, a un sistema complejo, di-
namico, inmerso en un proceso de adaptacion continua, que se autorregula, y cuya exis-
tencia es, parcialmente, el resultado de construcciones humanas (Lesh y Yoon, 2004).

Los modelos residen en la mente y en los medios representacionales: “los significa-
dos asociados con un sistema conceptual dado tienden a estar distribuidos a través de
una variedad de medios representacionales” (Lesh y Doerr, 2003, p. 12). Los modelos
son personales porque reflejan la experiencia del estudiante o individuo al abordar situa-
ciones problematicas. La construccion de un modelo pertinente para describir, explicar
y pronosticar la evolucion o aspectos de esa situacion, es un proceso que permite a los
estudiantes relacionar los diferentes factores que inciden en esa situacion o fendmeno.
Los sistemas conceptuales internos, al ser exteriorizados mediante representaciones, su-
fren modificaciones. Algo semejante ocurre cuando se comparten y discuten estos mode-
los con otras personas. ;Como saber que un modelo es pertinente? Cuando el modelo se
utiliza para describir una situacion, para explicar sus cambios, para predecir su compor-
tamiento, esto es, cuando es util para responder preguntas que se plantean sobre dicha si-
tuacion. En este sentido, la construccion de sistemas conceptuales permite a una persona
desarrollar habilidades para crear nuevos modelos, a partir de sus experiencias previas
(Lesh y Doerr, 2003, p. 24-25; Lesh, Cramer, Doerr, Post, y Zawojewsky, 2003). Esto
hace que en la PMM se considere que el producto del aprendizaje es el proceso de cons-
truccion del modelo y no sélo el modelo.

En la PMM se propone que los alumnos resuelvan situaciones cercanas a la vida co-
tidiana, denominadas Actividades Provocadoras de Modelos, con el fin de “describir, ex-
plicar o predecir el comportamiento de situaciones significativas” (Arlebick, Doerr, y
O’Neil, 2013, p. 316). Lo anterior significa que los estudiantes, partir de su conocimiento
matematico previo, daran significado a las situaciones problematica mediante la cons-
truccion de herramientas matematicas. La actividad de modelacion propicia que los es-
tudiantes realicen acciones como: cuantificar informacion, dimensionar espacios, ubicar
eventos en marcos de referencia, organizar y analizar datos, realizar calculos, establecer
relaciones y funciones matematicas, desarrollar criterios de comparacion o decision, re-
solver ecuaciones y aplicar procedimientos, (Lesh y Doerr, 2003). Se busca, ademas, fo-
mentar el planteamiento de preguntas, formulacion de conjeturas, la argumentacion, la
toma de decisiones, comunicacion, evaluacion de respuestas y procedimientos.

El abordaje de una APM demanda del estudiante la construccion de una interpretacion
cuantitativa de las situaciones, asi como realizar varios ciclos de modelacion, que requie-
ren diferentes formas de pensamiento. El proceso de solucion exige mas que procesar la
informacién mediante el uso de un modelo invariante y unico, requiere también la trans-
formacion del modelo, su ampliacion o refinamiento. Para lograr todo lo antes sefialado,
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las APM deben disenarse siguiendo seis principios, descritos por Lesh, Cramer, Doerr,
Post, y Zawojewsky (2003) y Doerr (2016), los cuales se mencionan enseguida.

Principio de la realidad. Las situaciones deben estar cercanas a los intereses de
los estudiantes, sus experiencias y conocimientos para que le den sentido. Al di-
sefar la actividad el profesor debe responder lo siguiente ;esto puede suceder en
la vida real? El problema no necesariamente debe ser real, en el sentido abso-
luto, pero si estar cercano a alguna experiencia cotidiana del alumno. Para ello
se propone que el profesor se pregunte ¢ La actividad impulsa a los estudiantes a
dar sentido a la situacion con base en la ampliacion de sus experiencias y cono-
cimientos personales?

Principio de la construccion de modelos. La meta de la actividad debe ser el desa-
rrollo explicito de una construccion, descripcion, explicacion, o de una prediccion
justificada. Uno de los productos mas importantes que los alumnos deben crear, es
un modelo. Ello implica utilizar una amplia variedad de sistemas de representa-
cion, grafica, simbdlica o basada en el lenguaje comun; necesarios para describir
las relaciones, operaciones, y patrones subyacentes. Una pregunta util para satis-
facer este criterio es: ;La tarea pone a los alumnos en una situacion donde ellos
reconocen la necesidad de desarrollar un modelo para interpretar datos, metas, y
el posible proceso de solucion?

Principio de la autoevaluacion. Si los problemas son significativos para los es-
tudiantes, y ellos reconocen la necesidad de hacer construcciones, descripciones,
explicaciones, entonces puede ocurrir una aparicion de ideas novedosas y rele-
vantes en un grupo. Para que estas ideas o los sistemas conceptuales evolucionen,
son necesarias la seleccion y el refinamiento. Por ello, se sugiere preguntarse: (El
enunciado del problema sugiere criterios para evaluar la utilidad de soluciones
alternativas?, ;es claro el proposito (qué, cuando, porqué, donde, y por quién)?,
(permite a los estudiantes juzgar cuando sus respuestas requieren mejorarse, o
cuando necesitan refinarse o ampliarse para un propdsito dado?, ;permite que los
alumnos conozcan cuando han obtenido una buena respuesta?, o ;tienen que pre-
guntar continuamente al profesor si “ya alcanzaron la solucion”?

Principio de documentacion del modelo. Las situaciones deben ser revelado-
ras de pensamiento; es decir, deben responder las preguntas siguientes: ;Permi-
tira revelar explicitamente lo que piensan los alumnos acerca de la situacion? En
particular, ;permitird que los estudiantes proporcionen informacién que pueda
examinarse para identificar el tipo de sistema que pensaron y utilizaron (objetos,
relaciones, operaciones, patrones, y regularidades)? Para determinar si se satis-
face este principio, se sugiere revisar si los productos elaborados por los alum-
nos revelan, tanto como es posible, la forma como pensaron los datos, las metas,
y los procesos de solucion. Las descripciones y explicaciones deben responder a
preguntas del tipo: ;Qué objetos matematicos (por ejemplo; razones, tendencias,
coordenadas) utilizaron los estudiantes? ;Qué tipo de relaciones o comparaciones
(de equivalencia, de orden, e invariancia bajo transformaciones) entre los obje-
tos consideraron? ;Qué tipo de operaciones e interacciones (combinaciones aditi-
vas e interacciones multiplicativas) entre los objetos utilizaron? ;Qué principios
(transitividad y conmutatividad) dirigieron las comparaciones ¢ interacciones
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anteriores? ;Qué sistemas de representacion (graficas, diagramas, simbolos alfa-
numéricos, y metaforas) utilizaron?

e Principio de la reutilizacion del modelo. Es importante preguntarse ;El modelo de-
sarrollado es util s6lo para quién lo construyd y puede aplicarse Unicamente a la
situacion particular presentada en el problema?, o ;proporciona una forma de pen-
samiento que es transferible, transportable, facil de modificar, y reutilizable? Como
herramientas conceptuales, los modelos matematicos, y los procedimientos que se
derivan de ellos, al ser generalizables varian ampliamente; aunque algunos estan
bastantes restringidos a las peculiaridades de situaciones problema particulares.

*  Principio de la generalizacion del modelo. Este principio propone revisar si la ac-
tividad disenada responde a las siguientes preguntas: ;La solucion proporciona
un prototipo util, o una metafora para interpretar otras situaciones que pueden ser
mas complejas? Mucho tiempo después de que el problema ha sido resuelto ;po-
drian los estudiantes recordarlo cuando se encuentran con otra situacion estructu-
ralmente semejante?

Matematizar situaciones (o actividades provocadoras de modelos) es un medio para
apoyar la construccion y el desarrollo de comprension conceptual. De acuerdo con Doerr
(2016) es necesario establecer secuencias de actividades relacionadas estructuralmente.
La tarea del estudiante consiste en identificar las similitudes y diferencias entre las acti-
vidades, lo cual implica centrar su atencion en el sistema conceptual comun subyacente.
La necesidad de analizar y describir fendmenos naturales y sociales hace importante el
aprendizaje del concepto de funcion. Las funciones son herramientas que permiten in-
terpretar y describir fendmenos que cambian. Las funciones y sus representaciones (gra-
ficas, tablas y ecuaciones) pueden conceptualizarse “como la descripcion de relaciones
entre cantidades, determinadas por la medida de los atributos de los objetos” (Arlebick,
Doerr, y O’Neil, 2013, p. 317).

El disefio de actividades de esta investigacion se baso en las recomendaciones de la
PMM (seis principios sefialados). Es nuestro interés propiciar el desarrollo de conoci-
miento y habilidades matematicas en los docentes, relacionadas con conceptos de fun-
cion, ecuacion y variacion, de una manera no aislada de otros conceptos, fenémenos y
procesos relacionados que le dieran sentido y significado; y de una concepcion del apren-
dizaje —visto como sistemas conceptuales en continuo cambio— en el marco de la interac-
cion social mientras se realizan actividades.

3. METODOLOGIA

La metodologia del proyecto fue de cualitativa porque se documenté y analizo el de-
sarrollo de conocimiento, su modificacion, extension y refinamiento por los docentes, al
interactuar entre ellos y con el investigador para realizar actividades. Por ende, se disefia-
ron actividades, se implementaron y se documentaron resultados de la implementacion
en términos del uso de conceptos como variacion, ecuacion, funcion lineal, funcion ex-
ponencial a través de la creacion de modelos por los docentes al abordar las situaciones.
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3.1. Poblacion de estudio

Los participantes en este estudio fueron ocho profesores de nivel bachillerato que
imparten clases de matematicas en escuelas del estado de Michoacan, México, quienes
contaban con distintas formaciones profesionales como ingenieros o fisico matematicos.
Las tareas se implementaron durante un taller de verano, que fue parte de un evento re-
gional dirigido a profesores de matematicas. Es decir, habia un interés genuino por parte
de los docentes para aprender nuevas formas de trabajar en el aula que condujeran hacia
aprendizajes significativos. El taller tuvo una duracion de 10 horas, distribuidas en tres
sesiones. En la primera sesion se introdujo la perspectiva de Modelos y Modelacion y se
implemento la APM1. Se continu6 la discusion en la segunda sesion y se implemento la
APM2. En la tercera sesion se hizo el cierre de la APM2 y del taller.

3.2. Actividades Provocadoras de Modelos

La Actividad Provocadora de Modelos que aqui se discute (Figura 1) se denomina:
La deforestacion como consecuencia del incremento de areas de cultivo (APM1). A esta
actividad le siguid otra llamada: Propuesta de Reforestacion (APM2). Los objetivos, al
implementar las APM fueron apoyar la modificacion y extension del sistema conceptual
de los profesores alrededor de los conceptos de funcion, variacion, ecuacion, incognita,
solucion y sistemas de ecuaciones lineales; incidir en el desarrollo de habilidades para
la modelacion matematica, y concientizar a los docentes sobre las consecuencias que ha
tenido el incremento en la produccion y venta del aguacate sobre la deforestacion en el
estado de Michoacan. De acuerdo con lo revelado por Greenpeace (2017), la acelerada
destruccion de los bosques ha puesto en riesgo de extincion a una gran variedad de plan-
tas y animales que dependen de ese ecosistema.

Las APM se disenaron con base en los seis principios mencionados previamente. Los
conceptos de funcidn, ecuacion y variacion estan implicit amente involucrados en cada
APM; asi como los de crecimiento y razén de cambio. La APMI1 cuenta con informa-
cion numérica, tomada de diversas fuentes (periodicos, tesis y documentos oficiales) lo
cual hace que los datos sean diferentes entre si y, por lo tanto se deban revisar, analizar
y seleccionar.

Epsilon, 2018, n°99, 7-28, ISSN: 2340-714X 13
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Figura 1. Actividad Provocadora de Modelos APM1
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Yuri, funcionaria joven de la comunidad de Tingambato, preocupada por la reciente noticia
sobre la pérdida de bosque que ocurre en la Meseta Purépecha, investigé en internet la pro-
blematica con el fin de solicitar apoyo para detener la deforestacion. Pero, primero se pro-
puso informarse mejor sobre la situacion, de manera que ello le permitiera describirla. Su
intencion es, primero, concientizar a la poblacion y finalmente, conseguir apoyo de toda
la comunidad para resolver la problemética. La informacion que encontro fue la siguiente.

Un estudio realizado por el Centro de Investigaciones en Geografia Ambiental-
UNAM, en los municipios de Charapan, Cheran, Los Reyes, Nahuatzen, Nuevo San
Juan Parangaricutiro, Paracho, Periban, Tancitaro, Tingambato, Uruapan y Ziracuaretiro,
muestra como se perdieron 20 mil 32 hectareas de bosques entre 1976 y 2005. Y s6lo de
2000 al 2005 esta pérdida se acelerd y adquirié un ritmo de 509 hectareas por afio.

Un periodico de abril de 2017 sefial6 que cada afio se pierden entre 600 y 1000 hec-
tareas de bosque en todo el estado, segiin datos gubernamentales del Instituto Nacional
de Investigaciones.

En el afio 2014 de acuerdo con la Forestal la superficie con bosque (pino, pino-en-
cino y encino) en la Meseta Purépecha era de 147 744 ha. La Meseta Purépecha tiene
una extension territorial de 381 357 ha.

Yuri, a partir de esta informacion, tiene muchas preguntas. Le inquieta saber ;cuanto
bosque existio en 19767, ;cuanto bosque existio en 2005?, ;cuanto bosque existe actual-
mente?, jcudnto bosque existird dentro de 10 afos? Si el ritmo de pérdida de hectareas
continua siendo el sefialado ;jcuando dejara la Meseta Purépecha de tener bosques? Yuri
considera que el bosque pronto desaparecera. Sabe que la deforestacion esta relacionada con
el crecimiento de cultivo de aguacate por lo que buscd mas informacion para cotejar o eva-
luar la veracidad de los datos anteriores. Encontrd la siguiente informacion.

En 1960 no existian monocultivos de aguacate en la meseta purépecha; habia varie-
dades criollas que daban cobertura de sombra al cultivo del café. Hacia 1976 calculamos
una superficie de agricultura fruticola de 34 606 hectéreas, cuyo cultivo dominante ya
era el monocultivo de aguacate Hass, aunque atn persistian areas de cafetales. Hacia el
aflo 2000 el cultivo del aguacate domina la superficie fruticola y alcanza las 55 627 ha,
y en el afio 2006 aumenta atin mas hasta las 67 181 ha. El cultivo de huertas de aguacate
ha traido profundos cambios.

Bocco, basandose en informacion del censo del aguacate de SAGAR, establece el
area cubierta por aguacate en cinco municipios dentro de la Meseta Purépecha en 39 849
hectareas para el afio 1993, mientras que Coria y Martinez, a partir de la interpretacion
de fotografias aéreas de 1991, obtienen un total de 41 957 hectareas para la Meseta Pu-
répecha (62 393 para el estado de Michoacan).

Ayudale a Yuri a encontrar un método o procedimiento para dar respuesta a cada una de
sus dudas planteadas. Escribele una carta donde expliques tu procedimiento.

Figura 2. El problema.
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El material de la APM1 consta de cuatro hojas tamafio carta. En las dos primeras hay
un articulo periodistico, cuyo objetivo es familiarizar al lector con el contexto del pro-
blema. La tercera hoja contiene preguntas de comprension lectora. La cuarta hoja (Figura
2) incluye datos sobre deforestacion en el estado de Michoacan, tomados de diversas
fuentes, los cuales constituyen los insumos basicos para la actividad de modelacion (Co-
mision Forestal del Estado de Michoacan, 2014; Greenpeace, 2017; Instituto Nacional
de Estadistica y Geografia, 2017).

3.3. Forma de trabajo en el aula

La APM1 se implemento6 en un periodo de cuatro horas de la siguiente manera:

1. Fase individual. Entrega del articulo periodistico y lectura individual.

2. Fase en equipos. Resolucion del problema en equipo —dos equipos de 3 profesores
[denominados M1, M2, M3, N1, N2, N3] y una pareja de profesores [profesores
P1y P2]- en ambiente colaborativo. Los docentes construyeron el modelo, escri-
bieron una carta y prepararon una exposicion.

3. Fase grupal. Presentacion de la carta al grupo, evaluacion y discusion de mode-
los por todo el grupo.

4. Fase individual (tareas extra clase). Resolucion del problema individualmente.

La descripcion de lo ocurrido en el aula durante estas fases es la siguiente. El Inves-
tigador [I] entregé a los profesores las tres primeras hojas de la actividad; les pidié que
las leyeran y respondieran las preguntas individualmente. Después de que leyeron, dis-
cutieron en grupo la situaciéon y comentaron qué tanto conocian al respecto, como po-
bladores de la region. Enseguida, se les entregd el enunciado del problema y, en equipos
de tres integrantes, empezaron a abordarlo. Los modelos construidos fueron presentados
en la fase grupal. Una vez realizada la presentacion y discusion de resultados se solicito,
como tarea individual, realizar nuevamente la carta indicada en la hoja 4 de la APM1.

El investigador participd como observador durante el proceso de resolucion del pro-
blema y como facilitador de la discusion grupal. De vez en cuando intervino planteando
preguntas como las siguientes: ;ha quedado claro el problema?, ;es similar a los que
ustedes utilizan en sus clases?, ;qué informacion proporciona?, ;por qué ese modelo
es util?

Los instrumentos de recoleccion de datos incluyeron grabaciones de audio y video,
las cartas elaboradas por los docentes, fotografias de las producciones escritas que se
efectuaron en el pizarron, archivos electronicos de Excel y Word elaborados por los pro-
fesores, asi como notas de campo registradas en la bitacora del investigador. Estos ins-
trumentos sirvieron para identificar y analizar las formas de proceder de los profesores
ante la APM1, tanto individual, en equipo como en forma grupal; la forma de comuni-
cacion de ideas, la emergencia de conceptos y uso de habilidades matematicas; asi como
las modificaciones, extensiones y refinamiento de formas de pensar. Posibilitaron veri-
ficar o modificar las hipdtesis construidas a partir de las observaciones —bitacora del in-
vestigador—y corroborarlas, mediante estrategias de triangulacion.
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3.4. Criterios de analisis

Los seis principios propuestos para el disefio de las APM (Lesh, Cramer, Doerr, Post
y Zawojewsky, 2003; Doerr, 2016) sirvieron como criterios de andlisis para evaluar si
la APM1 propicid la construccion de sistemas conceptuales compartibles, manipulables,
modificables y reutilizables que apoyaran el surgimiento, modificacion, ampliacioén y
refinamiento de formas de pensar de docentes, relacionadas con conceptos de funcion,
variacion, ecuacion; asi como la relacion de estos conceptos entre si y con diversas re-
presentaciones. El cumplimiento de los principios permitié identificar los modelos, asi
como el proceso de construccion de los mismos, los conocimientos y habilidades mate-
maticas de los docentes a lo largo de la sesion. Es decir, durante el trabajo individual, en
equipo y grupal, a través del dialogo utilizado durante las interacciones en equipo, expo-
siciones y cartas elaboradas.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Se presenta el analisis de la actividad provocadora de modelos, con base en los seis
principios de la PMM. Se muestran reflexiones relacionadas con la interpretaccion, des-
cripcion y prediccion de la situacion; se analizan los modelos construidos por los docen-
tes, asi como la transformacion de sus formas de pensamiento.

4.1. Principio de la realidad

Fase 1. A todos los docentes les atrajo el contexto del problema, incluido en el arti-
culo de periddico, debido, entre otros aspectos, a que eran habitantes de la region y la
situacion ocurre en su entorno. Describieron, cualitativamente, de acuerdo con su expe-
riencia, como percibian el fenomeno de la deforestacion y el éxito del cultivo de agua-
cate; a través de narraciones de lo que conocian sobre la problematica. Manifestaron que
la deforestacion es motivo de preocupacion para muchos michoacanos, en particular, el
cambio de tipo de suelo —de bosque a zona de cultivo de aguacate— y la tala inmoderada.
No todos conocian a profundidad la situacion, por ejemplo, la existencia de zonas indige-
nas y sus programas de creacion de viveros para reforestar zonas de su region. Mencio-
naron que hace falta el impulso de mas iniciativas oficiales para resolver la problematica.
Por otra parte, comentaron que les interesaba el cuidado del medio ambiente y promo-
verlo en sus escuelas. Esto lo sefialaron durante la discusion de la lectura del articulo y
al final del taller, como se observa en el siguiente extracto.

Docente N2: Es una problematica muy interesante. En lo particular me interesa el cuidado

del medio ambiente. Es algo que promuevo mucho con mis estudiantes, por lo tanto, estos pro-
blemas me cayeron del cielo.
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4.2. Principios de construccion y documentacién de modelos

Durante la Fase 2 de resolucion en equipo de la APM1, los ocho profesores tuvieron
varias inquietudes. Consideraron que el problema no era tradicional, como los incluidos
comunmente en los libros de texto, con datos e incognitas necesarias y suficientes para
resolverlo. Sefialaron que habia datos de diversas fuentes: articulos de peridédico nacio-
nales, tesis y documentos oficiales. La interpretacion inicial de los ocho docentes fue
que tenian bastante informacidn, pero, al mismo tiempo, insuficiente para responder a
las interrogantes. Los comentarios siguientes [tomados de la transcripcion del audio] son
ejemplo de lo comentado por los docentes.

El docente M1 comento que habia bastante informacion; su referente de comparacion
eran los problemas tradicionales que se usan en clase. El profesor P1, por otra parte, no
identifico la existencia de datos pertinentes para resolverlo.

e MI1: Es un problema con mucha informacion y no esta correcta

e P1: No lo vamos a poder sacar... nos hacen falta unos datos que no nos estan

dando

Con base en esta interpretacion inicial, los equipos M y N propusieron la construc-
cioén de modelos concretos, graficos y simbolicos (Figuras 3 y 6) para describir e ilustrar
las relaciones, operaciones y patrones. El profesor M3 sugirié construir una represen-
tacion grafica, mientras que el equipo N propuso la construccion de un modelo lineal.

*  M3: ;Yo aqui qué haria? Pues... por ejemplo, plantearia una grafica, en las cuales
[sic]... ¢a partir de cuando es el estudio? Pues de dos mil... de la fecha inicial, a
la fecha, a la fecha, a la fecha final que es dos mil catorce, creo

e MI1: Desde mil novecientos setenta y seis

e NI1: Bueno... [inaudible], la informacion, un poquito mas precisa, sugiere real-
mente una variacion lineal.

e N2: S, si, si.

Ambos equipos, después de revisar la informacion, la seleccionaron, relacionaron y
organizaron, e hicieron operaciones. Desarrollaron, de manera explicita, una descripcion,
explicacion, y prediccion de la situacion de deforestacion en la region purépecha de Mi-
choacan y la documentaron (principio de documentacion del modelo). Hubo dos formas
de proceder, mediante el uso de modelos algebraicos lineales, y de modelos tabulares y
graficos exponenciales (Figuras 3 y 6). En ellos se observa la forma de pensar respecto a
la problematica y el uso de objetos matematicos, relaciones, operaciones, patrones y re-
gularidades; utilizaron variables, relaciones funcionales lineales y exponenciales.

4.2.1. Modelo lineal del equipo N

En la carta del equipo N (Figura 3) se observan los datos empleados para analizar
la situacion, las relaciones establecidas entre ellos, las operaciones aritméticas que per-
mitieron dar respuesta a las preguntas planteadas y, finalmente, un modelo algebraico.
Los integrantes del equipo N decidieron utilizar una tasa de cambio (800 ha/afio) para
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Figura 3. Carta del equipo N.

predecir cuando desapareceria el bosque. Al final, sumaron 2007 + 181.68 para argu-
mentar que el bosque desapareceria antes del afio 2189. Se puede observar que los inte-
grantes del equipo N no escribieron las unidades dimensionales de la tasa (Figura 3), sin
embargo, las mencionaron verbalmente durante su exposicion. Se consideraron unidades
de medida como hectareas y se proporcionaron argumentos para sustentar algunas de sus
respuestas; incluso se describio el significado de cada elemento de la funcién lineal que
obtuvieron como modelo:y = 800x + 145344 . La conclusion del equipo fue: “desapare-
cera el bosque antes del 2189 pero solo que no aumente la deforestacion afio con afio”.
Los docentes estimaron que en 172 afios ya no habra bosque en Michoacan. Su carta la
escribieron en lapiz y papel (Figura 3) al igual que el equipo M.

4.2.2. Modelo exponencial del equipo M

Los integrantes del equipo M mencionaron en su carta que la informacién [del pro-
blema] no estaba articulada (Figura 4); y verbalmente, expresaron que no estaba orga-
nizada, que no era suficiente y a veces los datos no coincidian. Este equipo selecciond
informacion, la organizo e hizo operaciones. Los profesores comentaron lo siguiente: “se
tabularon los datos y se encontr6 que en 1976 habian [sic] 34606 hectareas de cultivo de
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Querida Yuri
La informacion de la cual disponemos no esta articulada, pero consideramos la informa-
cion disponible, llegamos a las siguientes conclusiones:
1. Se tabularon los datos y se encontrd que en 1976 habian 34,606 hectareas de cultivos
de cinco municipios de la meseta purépecha
¢ Para el afio 2000 en toda la region purépecha 55, 627 hectareas
* Para el afio 2006, 67,181 hectareas de monocultivos de aguacate

En base a estos datos proyectados graficamente, se espera que en un aproximado de 40
aflos alcance un total de 147,000 hectareas de aguacate, porque en base a otro dato que te-
nemos del afio 2014 de la region purépecha, existian 147, 744 hectareas de bosque de un
total de 381, 357 hectareas de la region, es importante considerar que no se cuenta con in-
formacion suficiente de que cada una de las hectareas de bosque, sean cambiadas por cul-
tivo de aguacate.

Figura 4. Carta del equipo M. Se transcribi6 el texto para una mejor visibilidad.

cinco municipios de la meseta purépecha”. Es decir, identificaron datos y variables, y los
relacionaron a través de tablas y una grafica (Figura 5). Los profesores crearon un mo-
delo exponencial a partir de varios supuestos. Finalmente, predijeron que en 40 afios se
tendrian 147000 hectareas cultivadas de aguacate, casi equivalente al bosque existente
en la actualidad.

Una descripcion del proceso de construccion del modelo es la siguiente: Los integran-
tes del equipo M identificaron dos relaciones entre variables, (1) cantidad de hectareas de
cultivo de aguacate de la meseta purépecha [mp] vs tiempo y (2) cantidad de hectareas
perdidas de bosque en la meseta purépecha vs tiempo. Con base en los datos considera-
dos ttiles, se elaboraron tablas que permitieran entender el comportamiento de los datos
(Tabla 1). El subtitulo “Pérdida” que utilizaron los integrantes del equipo en la columna
2 (Tabla 1a) tiene dos significados: 1) corresponde a la cantidad de hectareas (ha) de bos-
que (fila dos, segunda columna) que se perdié en 29 afios, y 2) corresponde a la tasa de
cambio o hectareas de bosque perdidas por afio, de acuerdo con informaciéon contenida
en el problema. A partir de los datos de la Tabla 1a, el equipo M gener6 una nueva tabla
con datos que le permitieron analizar tanto el crecimiento del cultivo de aguacate como
la pérdida de bosque michoacano (Tabla 2). Los integrantes del equipo consideraron que
el cultivo de aguacate estaba creciendo con una tasa de 509 ha por afio. Esto se observa
en los datos de la segunda columna y en los de la tercera. El subtitulo pérdida se refiere a
la cantidad de hectareas de aguacate que existen en cada afio. La tercera columna corres-
ponde a la cantidad de hectareas de bosque michoacano existente cada afio.

Con base en los datos de la Tabla 1b (correspondientes a los afios 1976, 2000 y 2006)
los profesores elaboraron una grafica para describir la situacion (Figura 5). En el eje ho-
rizontal ubicaron el tiempo (periodo de 1960 a 2030); en el eje vertical la cantidad po-
sible de hectareas de cultivo de aguacate en la meseta purépecha (20000 ha-380000
ha). De acuerdo con la explicacion verbal del equipo, les faltd tiempo para trazar (en
el mismo plano cartesiano) la grafica de tipo exponencial decreciente, correspondiente
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al decrecimiento del bosque. Al parecer consideraron que las hectareas de bosque en
1960 eran las correspondientes a la extension total de area de la region 381357 ha (dato
de Tabla 1c) y en 1976 era 381357 ha menos 34606 ha (dato de Tabla 1b) de cultivo de
aguacate. No consideraron que pudiera haber extension territorial ocupada por poblado-
res o bien por otro tipo de cultivos.

Tabla 1. Organizacion de datos propuesta por los integrantes del equipo M. Se transcribio el
contenido de las tablas para una mejor visibilidad

H Itivad Extension hectareas
Aio Pérdida Ao a cultivadas Ano | total de area
con aguacate .. de bosque
de la region
1976-2005 | 20032 ha 1976 | 34606 ha 2014 | 381357 147744
2000-2005 | 509 por afio 1991 | 41997 ha
2005-2006 | 600 a 1000 2000 | 55627 ha
2006 | 67181 ha
(a) (b) (©

Tabla 2. Analisis de la situacion del afio 2005 al 2017. Se transcribi6 el contenido de la tabla
para una mejor visibilidad

Aio Pérdida Bosque
2005 20032
2006 20541
2007 21050
2008 21559
2009 22068
2010 22577
2011 23086
2012 23595
2013 24104
2014 24613 147744
2015 25122 147235
2016 25631 146726
2017 26140 146217
2027 31230 141127
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Figura 5. Grafica elaborada por los integrantes del equipo M.

4.2.3. Modelo de la pareja P

La pareja P de profesores identificd datos e incognitas, pero su forma de pensar, quiza
influenciada por una ensefianza-aprendizaje tradicional, le condujo a considerar que el
problema no podia resolverse, porque la informacion no era precisa para establecer una
relacion entre las hectareas de bosque de la meseta purépecha y el tiempo. No logrd
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seleccionar ni relacionar los datos, formular hipotesis y tomar decisiones para resolver el
problema. Esta pareja de profesores no consider6é que pensar matematicamente va mas
alla de hacer calculos, también es importante la estimacion.
e P2: Quisimos hacer eso [una tabla de datos] tratando de sacar un ritmo de defores-
tacion, pero no pude hacerlo, no pude. Al leerlo, los datos que me daban [los datos
incluidos en la carta] no coinciden.

4.2.4. Reflexiones

Los profesores se involucraron en la necesidad de analizar y describir el fendmeno de
deforestacion. Tuvieron que relacionar cantidades para interpretar la situacion, asi como
utilizar representaciones para comunicar sus descripciones y predicciones.

En los modelos de los equipos M y N se nota la identificacion de patrones y procesos
de generalizacion. En la carta del equipo N, aparecen procedimientos aritméticos segui-
dos por una identificaciéon de patrones y formalizacion de estos. Generalizaron la rela-
cién mediante una expresion algebraica, la cual denota un buen manejo de conceptos
matematicos como funciones lineales, variables, ecuaciones lineales, incognitas y solu-
cion. En el equipo M se observo algo similar, excepto que ellos procedieron con el uso de
representaciones aritméticas y graficas. Ambos equipos mostraron habilidades para iden-
tificar informacion, discernirla, organizarla, hacer conjeturas, tomar decisiones y eva-
luarlas durante el proceso de solucion. Sin embargo, los equipos M y N olvidaron que en
la hoja cuatro del problema se les pedia la escritura de una carta con la descripcion de un
procedimiento; por lo tanto, debian justificar por escrito las hipotesis o supuestos de los
que partieron para construir el modelo.

Los comentarios del equipo P son caracteristicos de lo que hemos observado en el
aula, desde nuestra experiencia (Vargas-Alejo, Cristobal-Escalante, y Carmona, 2018),
cuando se resuelve una actividad provocadora de modelos. Uno de los equipos del grupo,
usualmente no considera el proceso de estimacion como método valido para resolver un
problema. Esto posiblemente se relaciona con experiencias pasadas, relacionadas con
formas de aprendizaje tradicionales.

4.3. Principio de la autoevaluacion y reutilizacion del modelo

Durante el trabajo en equipo, pero sobre todo en la Fase 3 de discusion grupal, los
profesores evaluaron sus modelos ¢ identificaron si sus respuestas necesitaban mejo-
rarse, o requerian refinarse o ampliarse (Principio de la autoevaluacion) en términos de
dar solucion al problema de la deforestacion (APM1). Esto se observa en el siguiente
extracto del equipo M, quien habia considerado que en 40 afios se acabaria el bosque.

e Ml: le digo... falta de tiempo para ir acomodando los datos para las respuestas

que nos pedian, pero...

e I:yesque lo estan haciendo también a mano [se referia al proceso de graficacion]

* MI: si manual, y pues son informacion [sic] diferente [se refiere a los datos de

la Tabla 4: crecimiento de hectareas de cultivo de aguacate y decrecimiento de
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hectareas de bosque]... y ya después, esto en base, ya mas clara la informacion,
otra vez volver a hacer un analisis, volver a graficar la informacién; una y otra,
una sube y una baja [se refiere a las graficas que muestran como crece la canti-
dad de hectareas de cultivo de aguacate y cdbmo decrece la cantidad de hectareas
de bosque, Figura 5]

Durante la discusion grupal de presentacion de modelos, los ocho profesores determi-
naron que bajo ciertas condiciones los dos modelos construidos podian utilizarse y ade-
cuarse. Esto puede observarse en el siguiente extracto tomado del audio de un integrante
del equipo N.

e N1: Pero... lo que les digo es... no es una realidad, sino es, una adaptacion para
resolver y darnos una idea [se referia al modelo lineal construido, Figura 3]. Si
nos vamos a la realidad, no... muy pocas veces es un modelo lineal, son expo-
nenciales, pero con los datos que tenemos, no podemos manejar un modelo ex-
ponencial. ;Si?

El profesor N1 identificé que el modelo lineal podia utilizarse para aplicarse a otras
situaciones (Principio de la reutilizacion) y, por lo tanto, para resolver una familia de
problemas cuya estructura fuera similar. Incluso, consider6 que el proceso de estimar era
una forma de pensamiento transferible, transportable y reutilizable. Esto puede obser-
varse en el siguiente extracto tomado del audio del docente N1.

* N1: Yo lo que queria comentar es que... que a diferencia... Pues yo me fui luego,
luego, al modelo lineal porque yo hice una actividad con mis grupos muy simi-
lar a esta. La que te comentaba. Este... la basura que se estd produciendo ;cuan-
tas toneladas se estan produciendo al aflo? Y ;cuantas se van a producir en 10, 20
aflos? Entonces yo chequé que con la informacion que se tiene, no se puede hacer
una... un modelo exponencial, ;si?, es uno lineal; no es bueno a largo plazo, es
cierto. Pero nos da una buena idea. Entonces los chicos con los que trabajé se que-
daron con un aprendizaje significativo

Con excepcion del profesor N1 (como puede observarse a continuacion), el grupo no
mencion6 de manera explicita que el modelo podia ser un prototipo util para interpretar
otras situaciones, inclusive mas complejas..

e NI: Entonces... en realidad hay muchos datos mas, muchos parametros, mu-

chas variables que no estamos considerando por los cuales la deforestacion va
aumentando...

En su intervencién se observa que de tener mas informacion, la consideraria en su
modelo, el cual ampliaria o modificaria (Principio de la generalizacion del modelo).

4.3.1. Reflexiones

En esta Fase 3 se observd, tal como lo menciona la PMM (Lesh y Doerr, 2003), que
la comunicacion de modelos e interaccion social apoyd la construccion, modificacion,
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ampliacion y refinamiento de ideas de todos los equipos. Algo importante de resaltar es
que aunque varios profesores llevaban equipo de computo, no hicieron uso de hojas de
calculo, ni de graficadores.

4.4. Refinamiento de formas de pensar

En la Fase 4, de resolucion del problema en forma individual, sélo seis docentes en-
tregaron su carta. Tres profesores expresaron a Yuri en sus cartas individuales que el mo-
delo mas adecuado para describir el comportamiento de la situacion, a partir de los datos
contenidos en el problema, era un modelo lineal (dos docentes pertenecian al equipo N
y uno a la pareja P). El profesor M3 escribid que era complicado elaborar un modelo a
partir de los datos (se referia al hecho de construirlo con precision) y los docentes M1 y
M2 mencionaron que el modelo exponencial era el mas adecuado. Todos sin excepcion
comentaron que el bosque indudablemente desapareceria, pero que a partir de los datos
contenidos en el problema no se sabia, de manera exacta, cuando. Acordaron que podian
usar la estimacion para proponer respuestas, aunque seguian con la idea de tener datos
precisos para ofrecer un modelo adecuado.

4.4.1. Reflexiones

Se notaron cambios en las formas de pensar de los profesores con respecto a la posi-
bilidad de crear modelos, a partir de la estimacidn, para resolver la problematica. 80% de
los docentes manifestaron que no estaban acostumbrados a realizar este tipo de activida-
des, menos aun a usarlas en el aula. En general, solian resolver problemas tipicos de los
libros de texto en sus clases, lo cual podian modificar a partir de esta experiencia para in-
volucrar este tipo de situaciones.

5. REFLEXIONES FINALES Y CONCLUSIONES

Las preguntas planteadas inicialmente: ;Cumple la actividad con los principios de
disefio de una APM? ;Qué significa que cumpla con ellos? ;Qué formas de pensar o
modelos emergieron al realizarla? ;Qué conocimientos, conceptos y habilidades ma-
tematicas utilizaron los docentes? ;Es posible observar el surgimiento, modificacion,
ampliacion y refinamiento de estas formas de pensar? pueden responderse de la si-
guiente manera.

Encontramos evidencia de que la APM1 satisface cabalmente con cinco de los seis
principios establecidos: principio de la realidad, principio de la construccion del mo-
delo, principio de la autoevaluacion, principio de documentacion del modelo, principio
de la reutilizacion del modelo. La APM1 permiti6 revelar explicitamente lo que pensa-
ban los profesores acerca de la situacion durante todo el proceso de solucion del pro-
blema. Es decir, durante proporcion6 informacion para identificar el sistema conceptual
y su evolucion. Promovio la ampliacion y refinamiento del conocimiento y habilidades

Epsilon, 2018, n°99, 7-28, ISSN: 2340-714X 25



Ladeforestacion como consecuencia del incremento de dareas de cultivo: Actividad Provocadora de Modelos
César Cristobal-Escalante

matematicas de los docentes, al involucrarlos en las tareas de eleccion de datos, varia-
bles, discriminacidn, organizacion de la informacion y uso de la estimacion.

Los modelos que surgieron fueron lineales y exponenciales. Los profesores identi-
ficaron y utilizaron en sus modelos conceptos matematicos como variacion, ecuacion,
incognita y funcion (lineal y exponencial), pero ademas, utilizaron y validaron las ha-
bilidades de generacion de conjeturas, hipotesis, estimacion y toma de decisiones para
construir modelos. Los profesores discutieron la diferencia que implicaba el uso de dis-
tintos modelos en la prediccion del fendmeno analizado; en este caso el de deforestacion.
Tuvieron conflictos con sus percepciones tradicionales de resolucion de problemas ruti-
narios en el aula, donde basta el uso de alglin algoritmo o procedimiento para encontrar
soluciones. Sin embargo, el trabajo en equipo y la discusion grupal les permitié modifi-
car, extender y refinar sus formas de pensar.

Una tarea pendiente de incluir en el proyecto de investigacion es promover el uso de
la tecnologia para extender y refinar los modelos que emergieron para resolver la APMI1.
El uso de software como GeoGebra podria apoyar la construccion de modelos que fue-
ran reutilizables, transferibles y faciles de modificar para crear nuevos escenarios (prin-
cipio de la generalizacion del modelo) o bien para analizar situaciones similares con
datos distintos u otras condiciones iniciales. El caracter dindmico del software podria
apoyar la profundizacion y analisis de conceptos como variacion en modelos lineales y
exponenciales.
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,Qué andamios se ofrecen para ensenar
matematicas en Educacion Infantil? Preguntas e
interacciones en funcion del método

Marta Lopez y Angel Alsina
Universidad de Girona

Resumen: Se analizan dos tipos de andamios (preguntas e interacciones) en tres mé-
todos de enserianza de las matematicas en Educacion Infantil: cuaderno de actividades
(CA), manipulacion y experimentacion (ME) y rincones de trabajo (RT).

A partir de un estudio cuantitativo con 9 maestras y 149 alumnos de 3 a 6 anios se han
obtenido los siguientes resultados: a) en los tres métodos se plantean mas preguntas
cerradas que abiertas, b) en los tres métodos se observan interacciones monologicas,
duologicas, de contingencia explorativa y de contingencia conversacional; c) en RT es
donde mas abundan las preguntas abiertas, las interacciones duologicas y las de contin-
gencia conversacional. Se concluye que el método influye en el tipo de ayudas y, en con-
secuencia, en el aprendizaje que realizan los alumnos.

Palabras clave: prdcticas matematicas, andamios, preguntas, interaccion, Educacion

Infantil

What scaffolds are offered to teach mathematics
in children’s education? Questions and
interactions depending on the method

Abstract: Two types of scaffolding (the questions and the type of interactions) are ana-
lyzed in three methods of teaching mathematics in Early Childhood Education: activity
notebook (CA), manipulation and experimentation (ME) and work corners (RT).

Based on a quantitative study with 9 teachers and 149 students from 3 to 6 years old,
the following results have been obtained. in all three methods more closed questions are
asked than open ones,; b) monological, duological, exploratory contingency and conver-
sational contingency interactions are observed in the three methods; c) in RT is where
the open questions, the conversational contingency and duological interactions abound
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most. It is concluded that the method influences the type of aid and, consequently, the
learning carried out by the students.

Keywords: mathematical practices, scaffolding, questions, interaction, Early Child-
hood Education.

INTRODUCCION

Durante los tltimos afios se han llevado a cabo numerosas investigaciones con el pro-
posito de analizar el rendimiento matematico de los alumnos y cudl es la realidad educa-
tiva que existe alrededor de la ensenanza de esta disciplina en nuestro pais. Los resultados
de dichas investigaciones son abrumadores, pues todos coinciden en destacar una clara
preocupacion sobre el nivel matematico que presentan nuestros alumnos. Un ejemplo de
ello son los datos obtenidos en las pruebas de medicion del rendimiento matematico rea-
lizadas a nivel nacional e internacional tanto en Educacion Primaria como en Educacion
Secundaria, tales como Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS)
y Programme for International Student Assessment (PISA) respectivamente, en las que
los resultados de los alumnos espafioles se sitian por debajo de la media internacional.
En el estudio TIMMS 2015, por ejemplo, la puntuacion de los alumnos espaiioles de 4°
de Educacion Primaria fue de 505 puntos, mientras que la media de la OCDE se sitlia en
525 puntos (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2016a). Ocurre 1o mismo en el
estudio PISA 2015, en el que la puntuaciéon de Espana (486 puntos) se sitlia 4 puntos por
debajo de la media de la OCDE (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2016b).

Pero, /se repite esta misma tendencia en las primeras edades? La realidad es que
existen pocas investigaciones centradas en el estudio del rendimiento matematico de los
alumnos de Educacion Infantil. Aun asi, en este articulo partimos de la base que una po-
sible explicacion del bajo rendimiento matematico de los alumnos de las etapas de Edu-
cacion Primaria y Secundaria puede encontrarse en la manera como se lleva a cabo el
proceso de ensefianza y aprendizaje matematico en la etapa de Educacion Infantil.

Actualmente nadie pone en duda que para llevar a cabo un buen proceso de apren-
dizaje matematico, especialmente en las primeras edades, es imprescindible llegar a los
conocimientos desde la propia vivencia. En este sentido, McLeod (1994) senala la im-
portancia de establecer una relacion entre el aprendizaje matematico y el contexto edu-
cativo que ofrece la metodologia elegida. Seglin este autor, el tipo de escenario permite
al alumno desarrollar, en mayor o menor medida, su aspecto emocional, condicionando
asi su aprendizaje matematico. Por esta razon, diversos organismos y autores indican que
una ensenanza de las matematicas de calidad en Educacion Infantil exige que el maestro
proporcione experiencias diversificadas, en diferentes contextos y con multiples materia-
les que permitan ambientes propicios al aprendizaje, a la experimentacion y al desarrollo
de todas sus capacidades (NCTM, 2003; NCR, 2009; Alsina, 2006, 2011).

Con base en este planteamiento, algunos maestros conscientes de la importancia de
afrontar las limitaciones que aportan metodologias rigidas como por ejemplo el cuaderno
de actividades, intentan substituirlas por un trabajo manipulativo, pero no obtienen me-
jores resultados (Lopez, 2015). Ello es debido a que, aunque puedan existir métodos que
por sus caracteristicas puedan facilitar un escenario mas idoneo para el ofrecimiento de
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andamios de calidad, existe un elemento primordial que afecta y determina sin ninguna
duda el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas de los alumnos: la plani-
ficacion y gestion de las actividades que realiza el maestro. En las practicas de ensefianza
se construye una tipologia de interaccion entre el docente y el alumno que acaba repercu-
tiendo, para bien o para mal, en su proceso de aprendizaje matematico.

Desde esta perspectiva, en este estudio nos planteamos la siguiente pregunta de in-
vestigacion: ;qué andamios ofrece el profesorado de Educacion Infantil para fomentar el
aprendizaje matematico de los alumnos? De esta pregunta derivan los objetivos de nues-
tro estudio: 1) analizar el tipo de preguntas que plantea el profesorado en funcion del
método; 2) analizar el tipo de interaccion que se genera en el aula entre el maestro y los
alumnos en funcién del método. El estudio se realiza en tres de los contextos de ense-
fanza-aprendizaje de las matematicas mas habituales en Educacion Infantil, que a la vez
determinan tres tipos de métodos: a) los cuadernos de actividad (CA) con un escenario
totalmente rigido donde todos los alumnos realizan, de forma individual, la misma tarea
durante el mismo tiempo; b) las actividades de manipulaciéon y experimentacion (ME),
las cuales presentan un escenario donde el alumno tiene la oportunidad de aprender ma-
nipulando aunque el maestro sigue siendo la persona que dirige la sesion; y c) los rin-
cones de trabajo (RT), que ademas de permitir un aprendizaje manipulativo ofrecen un
escenario libre donde el alumno es el principal protagonista de su proceso. El es quién
decide qué investigar, como hacerlo y durante cudnto tiempo. Un contexto, pues, que
le exige desarrollar su propia autonomia y ser responsable con las decisiones que tome.

METODOS Y TIPOS DE ANDAMIOS EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMA-
TICAS EN EDUCACION INFANTIL

En relacion a los métodos de ensefianza centrados en la actividad matematica que se
desarrolla, Baroody y Coslick (1998) distinguen cuatro métodos distintos, sintetizados
por de Castro (2007):
Enfoque de destrezas. Se centra en la memorizacion de las destrezas bésicas a tra-
vés de la repeticion. Los aprendices son considerados como recipientes vacios, e inca-
paces de comprender la mayor parte de los conocimientos matematicos. Las actividades
no son significativas para los alumnos, Sin embargo, los alumnos pueden llegar a alcan-
zar gran destreza en la ejecucion de procedimientos, siendo muy rapidos y cometiendo
pocos errores. El contexto de ensefianza de las matematicas basado en los CA se sitia en
este enfoque (Lopez, 2015).
¢ Enfoque conceptual. Se centra en el aprendizaje de procedimientos con compren-
sion. Aunque en algunas ocasiones las actividades se presentan descontextualiza-
das y no esta claro su sentido (por qué se hacen), hay un esfuerzo por promover
un aprendizaje significativo. El contexto de ensefianza de las matematicas basado
en la ME se sitia en este enfoque (Lopez, 2015).

* Enfoque de resolucion de problemas. Se centra en el desarrollo del pensamiento
matematico a través del razonamiento y la resolucion de problemas. El objetivo
principal de la ensefianza es introducir al aprendiz en la actividad matematica a
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través de la resolucion de problemas reales para los nifios. El profesor actiia como
un compaiiero en el proceso de investigacion sin dirigir este proceso.

e El enfoque investigativo. Es una mezcla del enfoque conceptual y el de resolu-
cioén de problemas. Las matematicas se ven simultineamente como una red de
conceptos y procedimientos y como un proceso de investigacion. El objetivo es el
aprendizaje de reglas, procedimientos y férmulas de un modo significativo, pero
también deben adquirirse competencias de razonamiento, representacion, comu-
nicacion y resolucion de problemas. El contexto de ensefianza de las matematicas
basado en los RT se sitia en estos dos tltimos enfoques (Lopez, 2015).

Teniendo en cuenta que en Educacion Infantil coexisten estos distintos enfoques, y
que a menudo los docentes actian de acuerdo con sus intuiciones y experiencias (Estrela,
2005), adquiere especial relevancia dar una definicion clara de qué entendemos por an-
damios de calidad.

Segun de Pablos y Jiménez (2007) un andamio de calidad se define como un deter-
minado modelo de actuacion con resultados satisfactorios que responden a una nueva vi-
sion compartida de querer avanzar y constituye la identidad de un determinado contexto
donde se lleva a cabo. En una linea similar, Finkel (2008) sefiala que un andamio de ca-
lidad debe hacer posible un aprendizaje significativo de los alumnos, transformando asi
no Unicamente el concepto de la ensefianza de calidad sino también el sentido del que
la propia palabra “ensefiar” puede significar. Van de Pol, Volman y Beishuizen (2010)
también consideran que los andamios son el conjunto de apoyos que el maestro ofrece
al alumno y que hacen posible que éste sea capaz de realizar una tarea ante la cual se en-
cuentra bloqueado.

Aunque existen muchos tipos de andamios, en este trabajo nos centramos en las pre-
guntas y las interacciones que se generan en el aula. En relacion a las preguntas, Carre-
tero (2004), McCormick y Donato (2000) y Mercer (2001), entre otros, las contemplan
como el instrumento de mediacién mas adecuado. Para estos autores, algunos de los ras-
gos mas caracteristicos son los siguientes: a) nunca se trata de preguntas cerradas sino
mas bien abiertas que a menudo invitan a razonar y a justificar, definir o relacionar el ob-
jeto de estudio; b) una vez verbalizado el conocimiento o las experiencias previas, las
preguntas parten de la aportacion hecha por algiin alumno, grupo de alumnos o por el
propio maestro. Con ello se pretende que el grupo avance en el pensamiento colectivo
a partir de aportaciones individuales; y ¢) a menudo estas preguntas se caracterizan por
una intencionalidad muy concreta con el objetivo que sean los propios alumnos quie-
nes intenten aplicar sus conocimientos como estrategias (por ejemplo: ;qué relacionais

seguir que el alumno tenga que esforzarse para encontrar conexiones con otros conoci-
mientos previamente adquiridos a la vez que le permita tomar conciencia de su propia
Zona de Desarrollo Proximo (ZDP).

Sobre las interacciones, Coyle (2000) las clasifica en cuatro grupos en el marco de
un estudio sobre las distintas maneras de utilizar el lenguaje verbal: a) monologicas,
cuando el maestro controla el discurso como el transmisor de la informacion; b) duo-
logicas, como interaccién compartida cuando el maestro controla el discurso en su in-
teraccion con el menos experto: es la secuencia I-R-F (initiation, response, feedback);
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¢) de contingencia explorativa, para referirse a un discurso transaccional en un proceso
bidireccional impuesto por el maestro o el compafiero mas competente con el que esta
viviendo la interaccion; y d) de contingencia conversacional, cuando se produce una in-
teraccion transformativa y co-constructiva ante sucesos mediante un discurso contin-
gente no impuesto. Es aqui donde aparece el autocontrol del aprendiz.

Desde este marco referencial, como se ha indicado, el objetivo de este estudio es ana-
lizar dos tipos de andamios (las preguntas y las interacciones) en tres contextos distintos
de ensefianza-aprendizaje de las matematicas en Educacion Infantil

METODO

El estudio que presentamos a continuacion es de caracter cuantitativo y se enmarca
en el contexto de un estudio de mayor envergadura en el marco de una tesis doctoral
(Lopez, 2015).

PARTICIPANTES

En el estudio han participado 9 maestras y 149 alumnos de Educacion Infantil de dis-
tintos centros de la provincia de Girona (Espafia). La seleccion tanto de los maestros
como de los alumnos no ha sido al azar sino que fue intencional y por conveniencia. En
concreto, se ha tenido en cuenta el tipo de método predominante en el aula para ensefiar
matematicas: CA, ME y RT respectivamente.

Diseiio y procedimiento

Para realizar el analisis se elabora previamente una pauta de observacion a partir
de las categorizaciones de andamios aportadas por distintos autores (Siguel, 1980; Mc-
Cormick y Donato, 2000; Esteve, 2003; Carretero, 2004; Bes Izuel, 2008; Van de Pol,
Volman y Beishuizen, 2010; Gil-Jaurena, 2011; Hawera y Taylor, 2011). La pauta se
organiza en cinco bloques: a) el maestro como mediador o facilitador del proceso; b)
aprendizaje significativo producido; ¢) nivel de participacion e interaccion de los alum-
nos y el maestro; d) nivel de tratamiento de las individualizaciones y diferencias de los
alumnos; y e) intencionalidad en el momento de ofrecer las ayudas (Lopez, 2015). A tra-
vés de los distintos items de cada bloque se intenta ofrecer un amplio panorama sobre
los andamios que se ofrecen a los alumnos en funcién de la metodologia utilizada por el
maestro.

Como se ha indicado, este estudio se centra en el analisis de dos items estrechamente
relacionados, que actiian como variables independientes: a) el planteamiento de pregun-
tas (item que pertenece al bloque del maestro como mediador y facilitador del proceso)
y b) el control de la interaccion (item que pertenece al bloque del nivel de participacion
e interaccion de los alumnos y el maestro).
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En relacion al planteamiento de preguntas se analizan tres aspectos: a) la tipologia de
preguntas, distinguiéndolas seglin si son abiertas o cerradas; b) su origen, refiriéndose a
quién las aporta, es decir, si las preguntas las realiza el maestro o el alumno; y ¢) la in-
tencionalidad, es decir si las preguntas que realiza el maestro tienen como objetivo que
el alumno recuerde experiencias anteriores, establezca relaciones, se cuestione aquello
que esta investigando o simplemente identifique un concepto.

Tabla 1. Ejemplo de tipologia de preguntas

Ejemplo

Abiertas Maestro: jQué ves en esta imagen?

Cerradas | Maestro: ;Ves un cuadrado en esta imagen?

Tabla 2. Ejemplo del origen de las preguntas

Ejemplo

Aportacion del alumno | Alumno: ;Qué tenemos que hacer aqui?

Aportacion del maestro | Maestro: ;Cuantos circulos hay?

Tabla 3. Ejemplo de la intencionalidad de las preguntas

Ejemplo
Recordar experiencias Maestro: ;Os acorddis como hicimos esta tarea la semana
pasada?
Establecer relaciones Maestro: Mira la imagen ;Estan en la montaiia o en la nieve?
Cuestionar Alumno: Seis

Maestro: jSeis? ;Seguro?

Identificar Maestro: ;Qué forma geométrica es?

Por lo que respecta al segundo item analizado (el control de la interaccion), tal y
como se ha mencionado previamente, analizamos cuatro tipos: monoldgica (el maestro
es quién inicia el debate), duoldgica (el maestro es quién responde), de contingencia ex-
plorativa (discurso instruccional transaccional en un proceso bidireccional impuesto por
el mas experto) y de contingencia conversacional (interaccion transformativa y co-cons-
tructiva mediante un discurso contingente no impuesto).
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Tabla 4. Ejemplos de interaccion

Ejemplo

Monologica Maestro: ;Cuantas hay?
Alumno: Cuatro

Duologica Maestro: Vamos a mirar cuantas hay
Alumno: Uno, dos, tres. Hay tres!
Maestro: Muy bien!

Contingencia explorativa Maestro: No, porqué aqui ya os han puesto ejemplos.
Pega aqui los cuadrados y ast nos quedaran las formas
bien hechas.

Contingencia conversacional Maestro: jQué hay aqui dentro? ; Una pelota?
Alumno: St

Maestro: jUna pelota puede ver aqui dentro?
Alumno: No porqué es demasiado grande y no cabria

Para la obtencion de los datos, una vez obtenido el consentimiento informado, se gra-
baron en video tres sesiones en cada clase de unos 50 minutos aproximadamente cada
una, para que tanto las maestras como los alumnos se acostumbraran a la situacion y no
afectara en la forma de hacer la clase y en el rendimiento de los alumnos (debido a dis-
tracciones, etc.). Posteriormente se transcribieron las ltimas sesiones gravadas en cada
clase y se procedio a analizar el tipo y la cantidad de preguntas formuladas y las interac-
ciones que se habian producido durante la clase a partir de las categorias proporcionadas
por la literatura, mediante una categorizacioén deductiva.

Para el analisis posterior de los datos obtenidos se ha utilizado el paquete estadistico
SPSS 15.0 para Windows a través del que se han obtenido las medias de los resultados.

RESULTADOS
Tipos de preguntas en funcion del método

En este primer subapartado de resultados se muestran los datos obtenidos en rela-
cion a los aspectos de las preguntas analizados que se han indicado en el apartado de
metodologia: a) la tipologia de preguntas, distinguiéndolas segun si son abiertas o ce-
rradas; b) su origen, refiriéndose a quién las aporta, es decir, si las preguntas las rea-
liza el maestro o el alumno; y c) la intencionalidad, es decir si las preguntas que realiza
el maestro tienen como objetivo que el alumno recuerde experiencias anteriores, esta-
blezca relaciones, se cuestione aquello que estd investigando o simplemente identifi-
que un concepto.
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Los datos obtenidos en funcion del método son los siguientes:

TIPOLOGI’A DE PREGUNTAS CUADERNO DE ACTIVIDADES

MANIPULACION Y EXPERIMENTACION

70+

RINCONES DE TRABAJO

=

60

501

40+

301

Media

20+

10+

ABIERTAS CERRADAS

Grafico 1: Tipo de preguntas

En el grafico 1 se observa, por un lado, que en todos los métodos predominan las pre-
guntas cerradas respecto a las abiertas y, por otro lado, que el contexto donde se plantean
mas preguntas de ambos tipos es en RT. Sorprende, ademas, la insignificante cantidad de
preguntas abiertas que se plantean en los métodos de CA y ME.

CUADERNO DE ACTIVIDADES
MANIPULACION Y EXPERIMENTACION
RINCONES DE TRABAJO

ORIGENES DE PREGUNTAS

807

(R

701
60 1
501

401

Media

301
201

101

.

APORTACION DEL MAESTRO APORTACION DEL ALUMNO

Grafico 2: Origen de las preguntas
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En relacion a su origen, en el grafico 2 podemos apreciar que en todas las metodo-
logias una parte significativa de las preguntas son planteadas por el maestro, aunque los
alumnos también han generado algunos momentos de reflexion realizando preguntas. En
relacion con las preguntas formuladas por el maestro, los datos obtenidos muestran de
forma clara que en la metodologia RT es en la que se generan mas preguntas y en CA es
en la que menos. Por otro lado, en relacion a las preguntas formuladas por los alumnos,
no se percibe demasiada diferencia entre las que se plantean en aulas donde predomina
el trabajo con CA 'y RT, en cambio en ME son inferiores.

INTENCIONALIDAD DE LAS PREGUNTAS B CUADERNO DE ACTIVIDADES
[} MANIPULACION Y EXPERIMENTACION
40 [ ] RINCONES DE TRABAJO
354
30 |
25
=
B20
520
15 |
10
54
04
RECORDAR EXPERIENCIAS ESTABLECER RELACIONES CUESTIONAR IDENTIFICAR

Gréfico 3. Intencionalidad de las preguntas.

El grafico muestra que, en general, las preguntas que pretenden ayudar al alumno a
recordar experiencias anteriores son casi inexistentes en las tres metodologias. Lo mismo
sucede, aunque no con tanta evidencia, con aquellas que pretenden cuestionar la res-
puesta del alumno.

En particular, comparando las tres metodologias se manifiesta que la de los RT esta
por encima del resto respecto a las preguntas que buscan establecer relaciones; y la me-
todologia ME en las que buscan la identificacion, aunque la diferencia con la metodolo-
gia de RT es minima.

Tipos de interacciones en funcion del método
En el grafico 4 se presentan los datos obtenidos en relacion al control de la interac-
cion producida a través de los tres métodos (CA, ME y RT).

Partiendo del analisis del control de interaccion que se ha hecho con cada metodolo-
gia, los resultados expresan que el control de interaccion monologico es el mas utilizado
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por todas las metodologias. Se percibe una clara diferencia por parte de los RT por en-
cima de las otras dos metodologias con el control de interaccion duolégico y la contin-
gencia conversacional, mientras que, con la contingencia explorativa, la diferencia es
minima.

Control de la interaccion B C Cuaderno de Actividades
0 | Manipulacion y Experimentacion

100 - m | Rincones de Trabajo

80
60

40

Media

20

Monologico Duologico Contingencia Contingencia
explorativa conversacional

Grafico 4: Media del control de la interaccion segun la metodologia

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este articulo se han analizado el tipo de andamios (preguntas e interacciones) que
ofrece el profesorado de Educacion Infantil para facilitar el aprendizaje de las matemati-
cas de los alumnos. En concreto, el estudio se ha realizado en tres tipos de contextos de
ensefianza distintos que responden a tres de los tipos de métodos méas habituales de en-
seflanza de las matematicas: CA, ME y RT.

En relacion a la participacion y la interaccion producida por el maestro, los datos ob-
tenidos muestran que el método con un contexto libre (RT) es el escenario donde se ge-
neran mas preguntas tanto abiertas como cerradas y no solo por parte del maestro sino
también por parte del alumno. Ademas destaca por ser el escenario que mas favorece
preguntas para establecer relaciones, generando asi el clima idoneo para la propia inves-
tigacion. En contraposicion, el método mas dirigido (CA) destaca por ser el que ofrece
menos preguntas, independientemente de su tipologia y origen.

Respecto al control de la interaccion, los resultados reflejan que el método mas libre
(RT) es el que mas propicia interacciones bajo el control que denominamos duolégico
(intervencion del maestro finalizada con un feedback) y la contingencia conversacional
(construccidn de aprendizaje compartido); mientras que la mayor parte de las interaccio-
nes que se producen en la ensefianza de matematicas bajo el método de caracter mas di-
rigido (CA) son de tipo monologico (intervenciones iniciadas por el maestro).
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Ante estos resultados llegamos a la conclusion que segun si nos encontramos ante una
metodologia libre o dirigida, se presentan a los alumnos mas o menos cantidad de retos a
los que enfrentarse y la cantidad, tipologia e intencionalidad con que se ofrecen las pre-
guntas varia ya que las necesidades son distintas. ;Pero como repercute este hecho en el
aprendizaje matematico del alumno?

Si realizamos una breve comparacion entre los resultados obtenidos por las dos me-
todologias aparentemente mas distintas a nivel organizativo (CA y RT) y los relaciona-
mos con los datos obtenidos en una investigacion cuantitativa previa donde se analizaba
el rendimiento matematico de los alumnos (Autores, 2015), podemos observar que los
alumnos que han realizado su proceso de ensefianza-aprendizaje matematico a partir de
una metodologia dirigida y rigida (CA) no solo reciben una tipologia de preguntas con-
cretas y un numero menor de ellas en todos los sentidos (abiertas, cerradas, aportadas
por el alumno y aportadas por el maestro) sino también un menor nivel de competencia
matematica.

De ello se desprende que el contexto que proponemos para aprender matematicas en
Educacion Infantil no sélo afecta a la cantidad de preguntas que el maestro ofrece a sus
alumnos, a su tipologia (abiertas o cerradas) e intencionalidad con la que se realicen (re-
cordar experiencias, identificar, cuestionar o establecer relaciones) sino también en la
tipologia de interaccion que se construye entre el maestro y el alumno (monoldgica, duo-
logica, de convergencia explorativa o conversional) para ensefiar esta disciplina, reper-
cutiendo asi en el aprendizaje de los alumnos. Eso explicaria, por ejemplo, los pobres
resultados de la metodologia ME que, aun ofreciendo un contexto basado en un aprendi-
zaje manipulativo, ha obtenido peores resultados académicos que el resto (Lopez, 2015).
Quiza sea un escenario que a simple vista pueda parecer mas idoneo para el aprendizaje
por el mero hecho de basar su ensefianza en la manipulacion de materiales, pero si el con-
texto que propone no ofrece retos adaptados a las necesidades de los alumnos acompa-
flados de andamios de calidad dificilmente permitiremos al alumno crecer en un entorno
emocional rico, dificultando asi una mejora en su rendimiento matematico.

Como conclusion, pues, los resultados obtenidos en esta investigacion ilustran que
la funcién que damos a nuestra practica matematica crea, sin ninguna duda, su forma.
Asi, ensefiar matematicas en un contexto en el que se permita al alumno aprender me-
diante la manipulacion de material, pero sin que pueda decidir el camino que debe seguir
en su proceso de enseflanza y aprendizaje y sin un buen acompaiamiento por parte del
maestro puede dificultar la mejora del rendimiento académico. Si los alumnos no hacen
un buen uso del material, no se enfrentan a retos que les hagan crecer como personas y
si el trabajo realizado con ¢l no va acompafiado de una buena orientacion por parte del
adulto, por ejemplo planteando preguntas que les permitan cuestionarse las cosas y es-
tablecer relaciones bajo una tipologia de interaccion donde sea posible la construccion
de aprendizaje compartido entre maestro y alumno, se puede llegar a convertir en con-
traproducente a largo plazo. Tal y como decia un antiguo proverbio de la sabiduria china
(Stevens, 2011, p. 13):

En verdad todo depende, en esas cosas, del hombre, y poco o nada del método. EI mé-
todo es ciertamente so6lo el camino y la direccion que uno toma, mediante lo cual el como
de su obrar es la fiel expresion de su ser. Si esto no es asi, el método no es mas que una
afectacion, algo artificial aprendido como un agregado, sin raices ni savia, sirviendo al

Epsilon, 2018, n° 99, 29-42, ISSN: 2340-714X 39



¢/ Qué andamios se ofrecen para enseriar matemadticas en Educacion Infantil? ...
Marta Lopez y Angel Alsina

objetivo ilegal del autoencubrimiento, un medio de ilusionarse sobre si mismo y escapar
a la ley quizas implacable del propio ser.
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Resumen: Se presentard una experiencia de aprendizaje de las matematicas en un espa-
cio ludico en la que se ponen en juego la accion y no solo la repeticion de informacion.
La accion se refiere a motivar, disefiar, elaborar, problematizar, resumir y coordinar un
Jjuego cuya temdtica se realice en torno a contenidos matematicos. La estrategia do-
cente es muy importante debido a que coordinar y evaluar dichas acciones no es una
labor simple. En las siguientes lineas se enfatizara la posibilidad de coordinar dicha ex-
periencia a poblaciones distintas: participantes de nivel escolar bdsico, medio basico y
de nivel superior.

Palabras clave: Inteligencia kinestésica, inteligencias multiples, inteligencia logica-ma-
temdtica, inteligencia espacial, juegos matemdticos, evaluacion docente.

Mathematics put into play

Abstract: A learning experience of mathematics will be presented in a playful space in
which the action is put into play and not only the repetition of information. The action
refers to motivating, designing, elaborating, problematizing, summarizing and coordi-
nating a game whose theme is based on mathematical contents. The teaching strategy is
very important because coordinating and evaluate such actions is not a simple task. The
following lines will emphasize the possibility of coordinating the experience populations
different: participants of basic school level and upper level.

Keywords-kinesthetic intelligence, multiple intelligences, logical-mathematical inte-
lligence, spatial intelligence, mathematical games.

INTRODUCCION

Los constantes procesos de globalizacion y mundializacion revisten a la educacion de
constantes cambios y el tomar como referente el concepto de competencias es uno de ellos.
En él el papel del docente se visualiza mas activo y el alumno también. Menciona Monereo
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y Pozo (2001) que los estudiantes las adquieren cuando son capaces de movilizar recursos
(conocimientos, habilidades, actitudes y destrezas), que resultan de un proceso de cons-
truccion de conocimiento que emplea la cognicion estratégica y la meta cognicion.

En el objetivo de apoyar la capacidad de usar las matematicas en situaciones de la
vida diaria, ciudadana, personal y laboral (Zorrilla, 2007) se incluye en el presente tra-
bajo el desarrollo de Juegos como estrategia didactica para desarrollar contenidos ma-
tematicos. La propuesta de intervencion en el aula inicia proporcionando un juego de
domino de piezas con contenidos matematicos.

La relacién de juegos con contenidos matematicos puede establecerse mediante el
marco de analisis proporcionado por las inteligencias multiples. Las investigaciones que se
mencionaran mas adelante enfatizan la importancia de emplear el cuerpo tridimensional-
mente. Se aboga por una articulacion entre tres aspectos: sentidos, emociones y movimien-
tos (Hannaford, 2008). Bajo la premisa de que para aprender hay que moverse, no basta
con tener la experiencia de haber jugado, se plantea el reto de disefiar un juego propio.

También hay que resaltar dos aspectos mas inmersos en la propuesta, el papel del do-
cente y el trabajo colaborativo realizado entre los estudiantes. Existe una fase posterior
al juego y disefio de uno propio, la de su aplicacion a diferentes ptblicos. Al respecto se
puede mencionar el aspecto motivante existente entre los pares.

En la tltima y no menos importante fase de la propuesta coordinada desde el aula, se
encuentra el resumen de la experiencia realizada por parte del estudiante en una video-
grabacion. A continuacion se iniciara con mayor detalle la descripcion de la propuesta
de intervencion.

LAS INTELIGENCIAS MULTIPLES Y LOS JUEGOS

Para Gardner (2013) la habilidad de simbolizar es uno de los factores mas importan-
tes que separan a los seres humanos de la mayoria de las otras especies. Sefala que cada
una de las siete inteligencias en su teoria cumple con el criterio de poder ser simbolizada.
La inteligencia Lingiiistica se refiere a una sensibilidad a los sonidos, la estructura, los
significados y las funciones de las palabras y el lenguaje. La inteligencia Logico-mate-
matica se refiere a una sensibilidad y capacidad para discernir en términos de esquemas
numéricos o logicos; la inteligencia Espacial se refiere a la capacidad para percibir con
precision el mundo visual y espacial. La inteligencia Corporal- Kinestésica se refiere a
una habilidad para controlar los movimientos del cuerpo y manejar objetos con destreza.
La inteligencia Interpersonal hace alusion a una capacidad para discernir y responder de
manera adecuada a los estados de animo, los temperamentos, las motivaciones y los de-
seos de otras personas. La inteligencia Intrapersonal se refiere a un acceso a los senti-
mientos propios y habilidad para discernir las emociones intimas, conocimiento de las
fortalezas y debilidades propias. Por tltimo, la inteligencia Musical se refiere a la habi-
lidad para producir y apreciar ritmo, tono y timbre.

En relacion del juego con las inteligencias de Gardner, menciona Armstrong (2009)
que emplear la estrategia del juego implica varias inteligencias (incluyendo la Kinesté-
sica-corporal, la lingliistica y la espacial), se incluye la inteligencia interpersonal porque
las interacciones humanas que tienen lugar ayudan a los alumnos a desarrollar un nuevo
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nivel de compresion. A través de la conversacion y otras interacciones, los alumnos em-
piezan a convertirse en expertos del tema que estan estudiando. También cabe sefalar la
semejanza de estructura entre el juego y la matematica y que existen muchos tipos de ac-
tividad y muchas actitudes fundamentales comunes que pueden ejercitarse escogiendo
juegos adecuados.

UNA EXPERIENCIA AULICA

En el semestre lectivo de agosto a diciembre 2015 se impartiéo un curso de calculo
diferencial a un grupo de ingenieria industrial de primer semestre, empleandose la si-
guiente estrategia: Primeramente se dividen los estudiantes en equipos de 4 integran-
tes, se les proporciona un juego de mesa de operaciones con fracciones por equipo y se
les recuerda las reglas tanto del juego (puede ser un domind o memorama) como las de
Aritmética. Se les proporciona de cuarenta a sesenta minutos para resolverlo. Las reglas
de la Aritmética en sus modalidades con los niumeros enteros, decimales y fracciones se
han practicado desde el nivel basico y sin embargo, como lo pudimos constatar, su ma-
nejo no deja de ser un reto que puede complicar su desarrollo. Aclaremos un poco mas
este punto.

La razén por la cual se tiene a la Aritmética como un punto de partida (sin que forme
parte del programa de estudios del nivel Superior) es porque es la base para cualquier de-
sarrollo posterior (Trigonometria, Algebra, Geometria Analitica y Célculo) y observar su
manejo puede funcionar como diagndstico acerca de la actitud con la que el estudiante
aborda un problema o ejercicio matematico. Si empleamos la palabra ejercicio cuando
el docente menciona explicitamente una serie de pasos sencillos que debe seguir el estu-
diante, nos permitird identificar con el término “problema” cuando no exista dicho aseso-
ramiento. Asi por ejemplo, dada la instruccion: “Resuelvan el siguiente domind” podria
resultar un problema para algunos o todos los participantes, pero una vez aclarada las re-
glas, la actividad problematica se puede convertir en un ejercicio.

Las observaciones en el aula han sido consistentes en varios ciclos escolares: para un
buen numero de los participantes pensar matematicamente sigue siendo un problema in-
dependientemente de que estos temas los hayan estudiado con anterioridad. Cuando se
les cuestiona la razén, argumentan que es debida al olvido por los afios sin practicar. La
tesis principal que sostiene el presente trabajo es que dicha respuesta es incompleta, la
practica frecuente de esperar a que el docente resuelva ejercicios para repetirlas casi in-
mediatamente ha provocado ya un condicionamiento dificil de romper: el alumno se re-
siste a actuar de una manera libre a menos que se cambie el contexto tradicional por el
contexto proporcionado por un juego.

ELJUEGO Y ELAULA
Jugar un dominé puede ejemplificar la fractura de un ambiente tradicional en el que

se espera la actuacion del profesor en términos de exponer la resolucion de un ejerci-
cio o problema matematico para que, una vez resuelto por €l, el alumno pueda repetir su
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proceso de solucion. El objetivo del juego de domind no es exclusivamente repasar arit-
mética, algebra o calculo (se pueden emplear de diversos tipos) es vislumbrar el ritmo,
el tipo y el nivel de participacion de cada uno de los integrantes de los equipos. La ense-
flanza tradicional ha privilegiado la memorizacion y no la aplicacion de reglas matema-
ticas a contextos nuevos y externos al aula. En su lugar, proponemos acercar al alumno
en situaciones problematicas que pueda resolver. Para ello es necesario dejar responderlo
sin la inmediata y estricta aprobacion del experto.

DESARROLLANDO TU PROPIO JUEGO

Enfrentarse al reto de coordinar ritmos de aprendizaje diversos con diversidad de in-
tereses y aptitudes es un tema que se retoma en la presente propuesta. Para identificar los
intereses individuales nos proponemos como primer paso retomar al grupo formado por
equipos. Se les recuerda que los equipos se forman libremente entre ellos, enfatizando
que trabajaran durante todo el curso de esa forma para cubrir una calificacion parcial del
promedio general. Ahora el reto planteado en el semestre es que los propios estudiantes
disefien y elaboren su propio juego.

La metodologia empleada se describe en la Tabla 1. A continuacion se da una expli-
cacion breve: se fomenta la inteligencia interpersonal al consensar con los alumnos sobre
sus intereses y sobre alguna idea de proyecto que les interesaria realizar, a partir de ahi se
pretende relacionar las matematicas al proyecto que se realizara. El proyecto bien puede
ser elaborar un dominé como los que han jugado y en Dehesa (2016) se explica con mas
detalle el procedimiento empleado. Posteriormente, a través del seguimiento del pro-
yecto en algunas sesiones del curso, es cuando se verifica si fue viable su idea, en cuanto
presupuesto y/o componentes.

A continuacion presentamos en la Tabla 1 el desarrollo de la elaboracion de los jue-
gos durante el semestre en términos de los objetivos pedagogicos e inteligencias mayor-
mente involucradas:

Tabla 1. Seguimiento de la elaboracion de un juego.

Semana Objetivo pedagodgico Fase Inteligencia

ly2 Se decide el tipo de juego a desarrollar Define Intrapersonal

3 Se. revisan los component.es y materiales a Elabora Interpersonal
utilizar. Se elabora una primera propuesta.

4 Se pru.eba en clases con otros compaiieros Prucba Kinestésica
como jugadores

5 Se rea}Justa la matematica empleada o Elabora y calcula Lo’g.lca- mate-.
cambia de proyecto matica, espacial

6 Se aplica el juego a publico Aplica Lingiiistica
Se realiza un reporte Concluye Lingiiistica

8 Se realiza un video Sintetiza Musical
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Una vez realizado los pasos del 1 al 5 del cuadro anterior, practicamente se ha concluido
la fase de elaboracion del proyecto. Los pasos restantes invitan a comunicar su propuesta
de forma escrita y oral con el propdsito de fomentar la Inteligencia Lingiiistica e Interper-
sonal. En dicha direccion, también se les invita a elaborar un video de maximo de 4 minu-
tos como testimonio de la presentacion de su proyecto (esta Gltima indicacion es opcional).

SE APLICA EL JUEGO AL PUBLICO

A continuacion se describira con mas detalle el paso 6 que consiste en aplicar el juego
a un publico externo al aula. A manera de ejemplo se ha elegido el juego del Twister pre-
sentado por un equipo de alumnos en dos momentos diferentes. En la primaria Simone de
Beauvoir el 13 de noviembre del 2015 y en la Feria de Ciencias realizada el jueves 3 de di-
ciembre del 2015 en el propio Instituto Tecnoldgico y los alumnos a quienes se aplico el
juego fueron respectivamente de nivel Basico y Superior . Las razones para considerar a di-
chos publicos es que coincidimos con De Guzman (1984) acerca del objetivo primordial de
la ensefianza basica y media. Para el autor no consiste en embutir en la mente del nifio un
amasijo de informacion pensando que le va a ser muy necesaria como ciudadano en nuestra
sociedad. El objetivo fundamental consiste en ayudarle (y ahora incluimos ayudarnos) a de-
sarrollar su (nuestra) mente y sus potencialidades intelectuales, sensitivas, afectivas, fisicas,
de modo armonioso. Y para ello nuestro instrumento principal debe consistir en el estimulo
de la propia accion, colocandonos en situaciones que fomenten el ejercicio de aquellas ac-
tividades que mejor pueden conducir a la adquisicion de las actitudes basicas mencionadas.
Ejemplifiquemos con un juego en acciéon como se pretende cubrir dicho objetivo.

El juego del Twister se compone de las siguientes partes: una lonade 1.5 X 1.5my
una ruleta tal como se muestran en la Figura 1 y 2 respectivamente.

Vemos como los colores llamativos los motiva a presentarlo a un publico exterior.
Mencionan De Castro y Ramirez (2016) que las ilustraciones pueden facilitar el
aprendizaje de contenidos matematicos como la relacion parte-todo, la relacion uno
a muchos desde edades tempranas. Y en este trabajo confirmamos que los jovenes se
sienten atraidos por disefios que apoyan ciertas dinamicas de juego. Por ejemplo, la
ruleta coloreada que se muestra en la Figura 2 puede ser un buen punto de partida para
la siguiente dindmica:

e Parte 1. Se gira la ruleta con el propésito de obtener uno de los colores siguientes:

rojo, naranja, amarillo, verde, azul, morado.

EN PRIMARIA

En la Figura 3 se muestra a los participantes de la dinamica realizada en la prima-
ria. Para ellos el color de la ruleta les permitid escoger una tarjeta en la que aparece una
operacion con fracciones y la respuesta correcta se encontraba dentro de las seis posi-
bilidades del Twister que tienen el color seleccionado pero con sélo una de ellas con la
respuesta correcta. En el nivel superior se disefid una estrategia un poco diferente que
aclararemos en la siguiente seccion.
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Figura 3. Grupo participante
de la dindmica.

EN EL INSTITUTO TECNOLOGICO DEL ISTMO

Segun el color obtenido, el participante ubica en el plano de la Figura 1 un punto del
mismo color al mismo tiempo que indica su coordenada (el que él elija). Si observamos
a la Figura 1 con mayor detenimiento se incluyeron unos ejes cartesianos la cual divide
a la lona de forma simétrica (en 4 cuadrantes). En la Figura 4 podemos observar que es
la ruleta quien define la direccion del primer paso. En la Figura 5 el alumno se posiciona
en el origen y en la Figura 6 delibera como realizara su movimiento. En caso de identifi-
car el punto correctamente mencionando sus coordenadas, pasa a la siguiente ronda, en
caso contrario sera eliminado.

- 48 Epsilon, 2018, n° 99, 43-54, ISSN: 2340-714X



Las Matematicas puestas en Juego
Nahina Dehesa De Gyves

Figura 4. La ruleta define el Figura 5. Listo para iniciar. Figura 6. En accion.
primer paso.

Es en la Feria de Ciencias del Instituto donde se realizé la dindmica y como dato adi-
cional se registro la participacion de 40 estudiantes del nivel superior (organizados en 12
equipos). De los 40 participantes 38 pasaron a la primera ronda, es decir, pudieron ubi-
car el punto de forma correcta (tomando en cuenta que ellos mismos seleccionaron el
punto empleando la ruleta). En la segunda ronda 36 participantes ubicaron correctamente
el punto, en la tercera ronda 34, en la cuarta ronda 30, en la quinta 21, en la sexta 12 y
en la séptima ronda solo quedaron 6. En dicho reporte podemos ver qué para un alumno
de nivel superior no es inmediata la ubicacion de un punto (dentro de seis posibilidades,
solo 6 personas pudieron ubicar correctamente 6 puntos seguidos) en el plano mediante
la coordinacion con su propio cuerpo.

UNA EXPERIENCIA MAS

Ahora se presenta una experiencia de aplicacion de juegos pero en el nivel medio su-
perior, realizado el 26 de Septiembre de 2016. Los alumnos del tercer semestre de la ca-
rrera de Ingenieria Industrial del ITI estuvieron gustosos de participar en un maraton (de
10 a.m. a2 p.m.) de juegos de mesa dirigido a 122 alumnos de primer semestre, 80 alum-
nos de tercer semestre y 83 alumnos de quinto semestre del Cecyte Plantel 33, Chahui-
tes Oaxaca. En la foto 5 podemos observar un area de juegos acondicionada previamente
con 16 mesas y cuatro sillas para cada mesa (Figura 7).

Cada grupo de los tres semestres: primero, tercero y quinto (en equipos de 4 integran-
tes) entraban por espacio de 45 minutos y volvian a salir dejando el espacio libre para el
ingreso de otro grupo. Los contenidos matematicos de los juegos de mesa fueron: opera-
ciones con fracciones, operaciones algebraicas, resolucion de ecuaciones lineales, teorema
de Pitagoras, y vectores. En las Fotos 6 y 7 se muestra tantos a los jugadores (alumnos de
nivel medio superior) como al instructor y disefiador del juego (alumno de nivel superior).
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Figura 8. Listos para iniciar.

En el desarrollo de esta experiencia pudimos confirmar lo reportado por Ramirez
(2009) y que a su vez motivan la realizacion de trabajos como éste: se promueve mas
que una competencia desigual, un trabajo colaborativo tanto a nivel superior como en
los niveles basico y medio basico (ver Figura 10). Ya Mesurado (2010) ha reportado
que la percepcion de que una tarea es desafiante afecta la activacion cognitiva durante
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Figura 9. Asesorando el juego.

Figura 10. Resolviendo un memorama colaborativamente.

la realizacion de la misma y lo que pudimos observar en la realizacion de los juegos es
que si hubo un grado considerable de atencion a la tarea. En palabras de Ramirez (2009,
p. 144): “Los jovenes universitarios, juegan, comparten e interactuan con los nifios a la
vez que afianzan sus conocimientos y se concentran en el aprendizaje obteniendo mejo-
res calificaciones y disminuyendo la mortalidad académica”.
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CONCLUSIONES

Las acciones matematicas de contar, operar los nimeros y visualizar no solo se pue-
den ejercitar en un contexto en la que el tnico objetivo sea repetir lo que realiza el do-
cente con el Algebra y la Aritmética desarrollada en el pizarron. Para pensar soluciones,
tener la posibilidad de plantearlas sin temor a ser rechazado y reflexionar sobre lo reali-
zado es necesario contar con un contexto diferente. Si un aspecto fundamental en la for-
macion de los estudiantes en el aprendizaje de la matematica es la necesidad de resolver
problemas que aquejan en su contexto inmediato. ;Qué mas inmediato puede existir que
nuestro cuerpo? En la experiencia reportada pensar si moverse a la izquierda, derecha,
arriba o abajo en el Twister es pensar “con” el cuerpo, y tal como se reporta, entrar a ese
juego implica desubicarse (34 de 40 universitarios). En el &mbito académico y escolar es
fatal equivocarse pero en el ambito de juego es aceptable (debido a que tener la seguridad
del resultado implicaria tornarse aburrido y nadie jugaria). Asi, hemos entrado en un es-
cenario en donde el error no es lo que capta nuestra atencion, va implicito, podemos des-
ubicarnos varias veces y volvernos a ubicar siempre y cuando lo intentemos suficientes
veces. Reflexionar sobre el tema de evaluacion escolar sobre todo en el area matematica
puede provocar abrirse a otras formas al ya tradicional examen escrito, se ha mostrado
una en el que naturalmente se provee un espacio de posible pérdida y equivocacion pero
con posibilidad de aprender algo académico.

Hay otros aspectos de la dindmica del Juego que no son ajenos al estudiante: sabe que
respetar o no sus reglas con lleva a consecuencias acordadas. Por ejemplo, en la interac-
cion con los 285 alumnos del nivel medio superior la encomienda fue realizar el juego
colaborativamente y podemos sefialar en respuesta, la tolerancia a las limitaciones de los
miembros del equipo y la busqueda de potencializar las cualidades ya existentes de sus
miembros. El tiempo invertido en el juego tanto en su coordinacion (4 horas continuas
del maraton) como en su elaboracion (a lo largo de 8 semanas) no es poco ni tampoco es
un trabajo perdido. Es posible considerarse asi si ampliamos el concepto de inteligencia
(en la que se incluye la inteligencia intrapersonal e interpersonal, por ejemplo) en una
donde no es mayormente importante cubrir todos los temas del programa escolar con res-
pecto a la forma de cubrirlo.

Por ultimo, acerca del papel docente. Una componente a considerar de forma per-
manente ha sido preparar el terreno para que el alumno se sienta relajado individual o
colaborativamente. Y aunque en lo descrito no se enfatiza propiamente los temas del
programa del nivel superior, si se abarcan pero su discusion sera tema de posteriores
estudios.
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Resumen: El uso del tangram en los entornos escolares como una herramienta para me-
Jjorar la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas no es nuevo. De todos modos, un
tangram se puede explotar de muchas maneras diferentes en el entorno educativo. Este
articulo intenta mostrar como se puede usar el tangram para explorar la relacion entre
dos conceptos matemdticos: area y perimetro. Ambos conceptos reciben buena parte de
la atencion en el curriculo de los primeros arios de la educacion primaria y en adelante,
a lo largo de toda la educacion obligatoria. Aun asi, los estudiantes de todas las edades
a menudo muestran confusion o falta de comprension sobre la diferencia entre el area y
el perimetro. Por lo tanto, la conceptualizacion de drea y perimetro, asi como los aspec-
tos de cuya relacion plantean mayores dificultades en el desarrollo del concepto de los
alumnos, precederan la descripcion del tangram y el drea y el perimetro de sus partes.
También se propondran algunas actividades centradas en el drea y el perimetro.
Palabras Clave: Tangram, drea, perimetro, geometria.

Explaining the difference between area and
perimeter using Tangram

Abstract: The use of tangrams in school settings as a tool for enhancing mathemat-
ics teaching and learning is not new. All the same, a tangram can be educationally ex-
ploited in many different ways. This paper attempts to show how tangrams can be used
in exploring the relation between two mathematical concepts.: area and perimeter. Both
concepts are given a good share of attention in the curriculum from the earlier years of
Primary Education and on, all throughout compulsory education. Still, students at all
ages often show confusion or lack of comprehension about the difference between area
and perimeter. Therefore, conceptualisation of area and perimeter, as well as the as-
pects of whose relation pose greater difficulties in children's concept development, will
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Figura 1. Poligonos con éreas iguales y perimetros distintos.

precede description of the tangram and the area and perimeter of its parts. Some area
and perimeter focused activities will also be proposed.
Keywords: tangram, area, perimeter, compulsory education, geometry.

Sabemos que el perimetro de un poligono es el contorno del mismo y su medida ex-
presa una longitud lineal. También que que el area del poligono es la superficie acotada
por el perimetro y su medida expresa un valor de superficie. Por lo tanto cada uno se re-
fiere a cosas diferentes.

Estos conceptos se ensefian desde la educacion primaria y se utilizan en los demas
niveles de educacion, tanto en secundaria y bachillerato como en la universidad. Son lo
que se considera como conceptos basicos que toda persona debe saber y distinguir. Sin
embargo, en muchas ocasiones los alumnos no tienen clara la diferencia y creen que hay
algtin tipo de relacion o dependencia entre ellos.

A modo de ejemplo de esta situacion, comentamos que recientemente en un examen
de una asignatura de matematicas a maestros en formacion se les pregunto que indicaran
si era verdadera o falsa la afirmacion: Si el valor del area de dos poligonos es igual, en-
tonces, el valor de sus perimetros también es igual. Sorpresivamente el 68% de los alum-
nos respondié que era verdad cuando un simple ejemplo permite ver que la falsedad de
la afirmacion. En la Figura 1, ambos poligonos tienen la misma area 16u? pero el primero
tiene un perimetro de 16u mientras que el del segundo es 20u.

Consideramos que es necesario incidir sobre estos conceptos dada su importancia
dentro del curriculo establecido para toda la educacion obligatoria en Espaiia. A nivel
nacional, en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato se establece,
entre otros también relacionados con el tema, el siguiente contenido para Matematicas
de 1°y 2° de ESO: “Calculo de areas y perimetros de figuras planas. Calculo de areas por
descomposicion en figuras simples.”; para Primaria, en el Real Decreto 126/2014, de 28
de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Primaria es desta-
cable el siguiente estandar de aprendizaje evaluable: “4.4. Utiliza la composicion y des-
composicion para formar figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras.”. No
obstante, en normativas autonémicas como la Orden de 14 de julio de 2016, por la que
se desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en la
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Comunidad Auténoma de Andalucia, se refiere expresamente la utilizacion del tangram
como estrategia metodoldgica de la siguiente manera:

el uso de materiales manipulativos como el tangram, los pentominds o los geoplanos favore-
cen la enseflanza y el aprendizaje del calculo de longitudes y area (...) Conviene utilizar con-
textos geométricos y potenciar el aprendizaje de las expresiones algebraicas que son muy
necesarias para aplicar formulas en el calculo de areas y volimenes.

EL TANGRAM

El tangram es un juego matematico recreativo en el que se reta a los jugadores a com-
poner una figura, similar a la dada por una silueta, utilizando unicamente y todas y cada
una de las piezas del juego. Estas piezas son planas y tienen una forma y tamafio determi-
nados, guardando siempre entre si ciertas relaciones geométricas. Se trata, por lo tanto,
de un rompecabezas de reorganizacion de piezas. A diferencia de otros puzles de “pie-
zas dentadas” (jigsaw, en inglés), en los que cada pieza encaja solamente en una posi-
cion concreta, en el tangram hay generalmente mas de una manera de completar la figura.

Diversos autores ya ha sefialado su potencial como apoyo en la ensefianza de aspectos tan
variados como el desarrollo de la creatividad (Piraquive, Lopez-Fernandez & Llamas, 2015),
el dominio matematico (Tchoshanov, 2011) de las fracciones (Rodriguez & Sarmiento, 2002)
y en mayor medida para geometria (Siew, Chong, & Abdullah, 2013; Fernandez, 2003).

El tangram chino de 7 piezas o tans es el mas popular y el que utilizamos para esta
experiencia. Sus piezas, con formas geométricas sencillas, son el resultado de descompo-
ner un cuadrado segun se indica en la figura 1 (FIGURA): 2 tridngulos grandes, 1 trian-
gulo mediano, 2 tridngulos pequefios, 1 cuadrado y 1 romboide.

Las perimetros y areas de las 7 piezas se pueden expresar facilmente tomando como
unidad basica el cateto del tridngulo pequeiio (TABLA MEDIDAS). El motivo por el que
este triangulo pequeiio —isdsceles y rectangulo— es la unidad mas conveniente es que,
en primer lugar, la longitud de cada uno de los lados de todas las demas piezas geomé-
tricas es multiplo entero de uno de sus lados: o bien de los catetos (1x, 2x), o bien de la
hipotenusa (de nuevo 1x, 2x, siendo que la hipotenusa es Lraiz2). Si estas longitudes de
los lados son utiles para calcular los perimetros de las piezas o de las figuras que se com-
pongan utilizandolas, se cumple, en segundo lugar, que el tridngulo pequefio es conte-
nido (en area) un nimero también entero de veces (1, 2, 3 o0 4) por cada pieza.

Dadas estas caracteristicas, los alumnos no necesitan realizar calculos abstractos o
comprender expresiones como las anteriores para establecer relaciones entre las medidas
de los lados de las diferentes piezas y figuras geométricas ni entre las medidas de sus areas.
Para ello basta con manipular (rotar, mover, apilar) las piezas y compararlas visualmente
(FIGURA VISUAL). Conclusiones del tipo “el lado corto del tridngulo grande mide el
doble que el lado corto del triangulo pequeiio” o “el triangulo mediano tiene un area que es
2 veces el tridngulo pequefio” son accesibles para los alumnos de primaria, especialmente
para los de mayor edad, y secundaria en base a sus experiencias matematicas previas en
la escuela y en la vida cotidiana. Es en este punto donde reside el especial interés del tan-
gram para la comprension de las relaciones entre area y perimetro, aunque, en realidad,
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haciendo esto también se desarrolla o prepara (en el caso de los mas pequenos) de forma
subyacente el establecimiento de unidades de referencia no convencionales, asi como el

lenguaje algebraico (21, 41, etc.).

En cualquier caso, las piezas del tangram tienen los siguientes valores (en funcion del
lado del cuadrado, que es también el lado corto del tridngulo pequeiio):

Pieza N° de Figura Lados Perimetro Area
piezas
iguales
Tridngulo {;3:)1.0[00110 (cate- Pr=1+1+ ,
! 2 pequefio Lad;) largo (hipote V2=1Q+ Sn= L
B = 2
(T1) nusa): 172 V2) =3,41421
Trigneulo Lado corto (cate- Pp=12+
2 1 mediagno tos): 1¥2 [V2+21 = Sp=28n =P
) Lado largo (hipote- | 2/ (1 +v?2) = B
nusa): 2/ 4,8284] = Py
Lado corto (cate- Ppr=
3 5 Triangulo | tos): 2/ 24021421V2 = | Sp=2Sp =4Sy
grande (T3) | Lado largo (hipote- |27 (2 + \5) = =2P
nusa): 2/v2 6,82841
4 1 (Cé‘;‘drado I Po=41 | Sg=Sn=25n="P
Pr=1+1+
. Lado largo: /v2 IN2+1V2= | Sg=8y=Sn=2Sn
> ! Trapecio (R) Lado corto: / 21(1+ \6) =|=P
4,8284]= Py,

Epsilon, 2018, n° 99, 55-64, ISSN: 2340-714X

59 —



Explicando la diferencia entre perimetro y darea con el tangram
Alexander Maz-Machado, Clara Argudo O. y Maria Rodriguez B.

Teniendo en cuenta estos valores, se calcula que, siempre que estén en juego todas
las piezas del tangram, la figura formada tendra un érea total de 8 veces el cuadrado del
lado corto del triangulo pequeiio:

12
Srome = 2 (7) +P+2Q2P) + P+ =8P,

resultado al que los alumnos podrian también llegar a partir de la propia construccion de
las figuras del tangram, aplicando conocimientos basicos Educacion Secundaria como es
el teorema de Pitagoras, o utilizando como unidad el area del cuadrado (Q), es decir, con-
tando cuantas veces cabe un cuadrado como el de la pieza (fan) en el cuadrado de partida
mediante la manipulacion de las piezas y la comparacion visual:

""""'r""""'
]
]
]
]
]
]
]
]
|

-

» SRR,

Las areas de las piezas se relacionan entre si de forma que todas son el doble o el cua-

druple que la del triangulo pequefio:
S,=S,=8,=25 =1
R 0 2 71 T3
2

Sin embargo, las razones entre los perimetros de las piezas, a diferencia de las de las
areas, no se corresponden todas con numeros tan sencillos. Es por ello que puede ser
mas interesante desde un punto de vista pedagogico, especialmente en primaria, pedir
a los alumnos que ordenen tanto areas como perimetros de mayor a mayor, pues este es

un ejercicio que les resulta familiar desde los primeros cursos y en base al cual también
puede intuirse la independencia entre area y perimetro:

PT1<P72=PR<PQ<PT3

ST1<ST2=SR< SQ< ST3
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Asi pues, antes siquiera de pasar a construir figuras, los alumnos ya podrian obser-
var y/o medir las propias piezas del tangram para, en primer lugar, practicar y familiari-
zarse con el tangram y las tareas de medicion para el trabajo con figuras compuestas por
varias piezas y, en segundo, tantear las relaciones entre area y perimetro en si, que es el
objetivo de esta experiencia.

ACTIVIDAD

Se entregara un juego de Tangram por parejas (si la actividad se realiza en primaria)
o individualmente (si es en secundaria).

El alumno debe construir las figuras de la primera columna y luego ir completando
las filas. Para ello deberan medir y hallar el perimetro y el area de cada una. Los alumnos
de secundaria pueden ademas --o en lugar de esto-- expresar perimetro y area en funcion
del lado del triangulo pequefio. En cualquier caso, las expresiones de las tablas siguien-
tes seran aplicables a las medidas de todos los tangram similares al del modelo descrito
en este trabajo, sea cual fuere su tamaiio. En las tablas presentadas a los alumnos, se de-
jaran en blanco las columnas E, Fy G.

Al B C D E F G
N°|[ N°de Figura Valor del Perimetro | Formula del | Valor del area
piezas drea
1| 7 | Cuadrado P=1Q2+7vV2)=| Si=b-h | S =(I
11,8995/ V2y =8I,
2 7 Triangulo P,=41(2+ \/E) = S, = S, =
P,=Ps=136568 | ., 4l 4l
2 2
= 812
3| 7 | Rectingulo P, =121 Ss=b-h | Sy=41-21
=8P
41 7 Trapecio ' P,=412+ \6) = S, = S, =
=pP.= a+b
A |\ P, =Ps=13,6568/ h p2l+6l_ 4
2 2
28 —gp
2
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Al B C D E F G
N°|[ N°de Figura Valor del Perimetro | Formula del | Valor del drea
piezas area

5 7  |Paralelogramo Ps=41(2+ xFZ) =| Ss=b-h Ss=4[-21
P,=P,=13,6568] =8P

Se les pregunta a los alumnos qué tienen en comun todas las piezas. Y qué tienen di-
ferente (en relacion con forma y area). Que puedes decir sobre el area y el perimetro?

Luego les pedimos que repartan las 7 piezas de un tangram para construir pares de fi-
guras iguales:

A B C D E F G
N°| N°de Figura Valor del Perimetro | Formula del | Valor del
piezas area area
6 7 2 cuadrados PQ1:l(2+7\6): So=b-h |Spi=b-h
11,899/ =8l
Pp=1Q2+7v2)= Sp2=b-h
11,899/ =80
7 7 2wigngulos | N 7 | Pn=41(2+V2)= Sy = Sy =81,
13,66/ b-h
2
ﬁ Pp=41Q2+V2)= Sp, = 81,
13,66/
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LY estas figuras? ;Qué tienen en comun y qué tienen diferente?

A| B C D E F G
N°|[ N°de Figura Valor del Perimetro | Formula del | Valor del drea
piezas area

8] 5 Rectan- Ps=1+1+1+2] | Se=b-h Se=21-3
gulo A +21+21+1=10/ =6P

91 3 Rectdn- Pr=1+1+1+1+ | S;=b-h | S;=41-1
gulo B [+1+1+1+1+] =42

=10/

Podrias construir otras dos figuras que tengan igual area pero diferente valor de su
perimetro?

CONCLUSIONES

Esta comprobado que el Tangram permite visualizar muchos conceptos geométricos
y pro tanto es un recurso util para la ensefianza de la geometria. El hecho de poder ma-
nipular, observar y realizar mediciones de las piezas del Tangram en el aula facilita que
los alumnos comprendan e interioricen los conceptos de perimetro y de area permitién-
doles distinguirlos. En la actividad propuesta se fomenta que sean capaces de encontrar
ejemplos y contragjemplos para la pregunta inicial del articulo respecto a ;Si el valor del
area de dos poligonos es igual, entonces, el valor de sus perimetros también es igual?.
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Resumen: Presentamos una descripcion de los accesos al numero natural en educacion
infantil y de como secuencia cada uno los distintos usos del numero. Disefiamos una he-
rramienta que permite analizar los accesos al numero propuestos en libros de texto. Pre-
sentamos el andlisis de dos textos de la etapa en la que los libros seguian las directrices
curriculares correspondientes a diferentes épocas. El objetivo del trabajo es ofrecer a
los maestros de infantil una propuesta de como evaluar la adecuacion de los libros de
texto a las disposiciones curriculares relativas a la ensernianza del numero en el segundo
ciclo de Educacion Infantil.

An analysis tool for the number access proposed
in early childhood textbooks

Abstract: We present a description of the accesses to the natural number in Early Child-
hood Education and how each one sequences the different uses of the number. We de-
sign a tool to analyze the accesses to the number proposed in textbooks. In this paper we
present the analysis of two texts from the period in which books followed the curricular
guidelines corresponding to different periods. The objective is to offer teachers a pro-
posal on how to evaluate the adequacy of textbooks to the curricular provisions related
to number teaching in the second cycle of Early Childhood Education.

Keywords: Early Childhood Education, natural number, scholar access, textbooks,
curriculum
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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

La ensefianza del nimero y la aritmética basica en educacion infantil son dos de los
pilares mas importantes sobre los que se apoyan las matematicas en la etapa de educa-
cion infantil. Como abordar esta enselanza ha sido fuente de fuertes controversias a lo
largo del siglo pasado y ha dado origen a abundante literatura (Baroody, 2004; Beth y
Piaget, 1961/1968; Fuson, 2004; Kilpatrick, Swafford, y Swafford, 2001; Sarama y Cle-
ments, 2009; Steffe y Johnson, 1971). Basicamente ha dado lugar a dos accesos escola-
res al nimero: el acceso ordinal y el acceso cardinal. Sin embargo, también han surgido
propuestas, como las de Piaget y colaboradores (véase, p. ¢j., Beth y Piaget, 1961/1968)
que planteaban la imposibilidad de ensefar el nimero en educacion infantil.

Al menos en el caso de nuestro sistema educativo esto ha dado lugar al planteamiento
de instrucciones curriculares situadas en los extremos de un continuo producidas por las
constantes reformas promovidas por las instituciones.

Es habitual sefalar la resistencia por parte de maestros a los cambios metodologicos
propuestos por las directrices curriculares. En ocasiones se apunta a las editoriales como
generadores de estas inercias al no incorporar a sus propuestas las novedades curricu-
lares planteadas. En el caso de los textos de la ensefianza del nimero en la educaciéon
infantil, y como consecuencia de los ya sefialados cambios curriculares de las tltimas
décadas, encontramos un marco inmejorable en el que poder analizar estas inercias. Esto
es asi porque, como se pondra de manifiesto en los apartados siguientes, secuencias de
enseflanza basadas en un acceso cardinal u ordinal deberian tener una organizacion ra-
dicalmente distinta.

En este manuscrito, nos plantemos el objetivo de disefiar una herramienta que nos
permita determinar la idoneidad de las secuencias de actividades numéricas planteadas
en virtud del acceso escolar al nimero natural vigente en las instrucciones curriculares
del momento en que se publico el libro de texto. Ademas, una vez disefiada la herra-
mienta, pretendemos comparar la distribucion del contenido en dos manuales editados
en momentos en los que las instrucciones curriculares eran diametralmente opuestas.
En concreto compararemos un manual de la época de los Programas Renovados (MEC,
1981) con un manual del final de la etapa LOGSE (MEC, 1991).

ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO
Usos y contextos del nimero

Como indica Freudenthal (1973) el singular concepto de numero es engaiioso pues
depende del punto de vista desde el que se estudia o se usa. El uso que hacemos de los
numeros depende de cudl es la finalidad de la tarea propuesta. Son varios los autores que
establecen listados de usos del nimero (véase, p. ¢j., Castro, Rico y Castro, 1988, Freu-
denthal, 1973; Fuson 1988; Gomez, 1988), los cuales estan ligados directamente con
contextos o situaciones del mundo que nos rodea. Asi, si nuestra intencion es dar cuenta
de los distintos usos cotidianos que podemos hacer del numero, nos encontraremos con
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el numero para contar, el nimero para expresar numerosidad, el niimero para medir, el
nimero para ordenar, el nimero como codigo, etc.

Para el analisis que pretendemos conviene que definamos los contextos a los que
atenderemos en este estudio, ya que son los que aparecen usualmente en los libros de
texto de infantil como consecuencia de las limitaciones del medio escrito:

e El contexto cardinal es aquel en el que los nimeros se usan con la intencion de

describir la cantidad de elementos que integran una agrupacion de objetos.

* El contexto ordinal es aquel en el que los numeros se utilizan con la intencion de
indicar la posicion relativa de un objeto con respecto a otros objetos previamente
ordenados.

* El contexto secuencia es aquel en el que los nlimeros se utilizan en una situacion
de recitado de la secuencia numérica en la que debemos emitir la lista de numeros
de acuerdo a unas instrucciones de inicio y fin. Este uso podemos calificarlo de
artificial pues aparece ligado a situaciones sociales (p. ¢j., demostrar la habilidad
del nifio en una reunién familiar) o escolares (p. ¢j., fomentar la elaboracion de la
secuencia numérica por parte del maestro). Conviene no confundir este contexto
con el de contaje (en el que se usa la secuencia numérica al mismo tiempo que se
realiza las acciones de etiquetaje y particion sobre los elementos de un conjunto)
el cual es dificilmente observable aislado en una situacion escolar.

Accesos escolares al numero natural

Desde el punto de vista de la ensefianza del nimero en la educacion infantil, el maes-
tro ha de dotar de herramientas al nifio para que este puede matematizar el entorno natu-
ral, social y escolar. Basicamente existen dos técnicas para abordar las situaciones en las
que debe usarse el numero: la accion de contar y la accion de coordinar. La organizacion
de la ensefianza alrededor de estas dos técnicas da lugar a los dos accesos escolares prin-
cipales al nimero natural (Puig y Cerdan, 1988): el acceso ordinal y el acceso cardinal.
El primero de estos dos accesos estara organizado por la actividad de contar y tendria su
soporte formal en la construccion del nimero seglin Peano. El acceso cardinal, por su
parte, estara organizado por la actividad de coordinar conjuntos y responderia a la cons-
truccion del nimero natural seglin Cantor.

Como sefiala en Freudenthal (1983) conviene distinguir entre el acceso al nimero
como concepto y el contenido matematico del concepto de nimero. Esto es crucial en
la escuela por las caracteristicas de las actividades que se realizan que se enfocaran a
usos distintos del numero. Asi, desde un punto de vista fenomenoldgico, decidir un ac-
ceso cardinal o un acceso ordinal tiene como consecuencia una distinta organizacion del
orden en que se presentaran los contextos en los que apareceran fendémenos que podran
ser organizados con los instrumentos matematicos de los que dispone el estudiante.

Asi, en el acceso ordinal se dara importancia a la idea de orden ligada a la cadena
numérica, y las actividades iniciales es desarrollaran en un contexto de secuencia y de
conteo, para después, poder acceder a los demas usos del numero (ordinal, cardinal y
medida). En cambio, en el acceso cardinal se dard importancia a la idea de numerosidad
que podra ser abordada desde la actividad de coordinar conjuntos. En este caso se partira
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Figura 1. Secuenciacion de contextos para las actividades planteadas por dos textos de
diferente acceso.

de actividades desarrolladas en contextos cardinales, pasando por medida, y llegando al
final a contextos ordinal y de secuencia. En la Figura 1 describimos graficamente esta si-
tuacion en dos secuencias de actividades segun planteen un acceso cardinal u ordinal al
nimero.

Los accesos propuestos desde los curriculos

Las instrucciones curriculares contenidas en los Programas Renovados (Ministerio
de Educacion y Ciencia, 1981) estaban fuertemente influidos por las ideas de Piaget. De
hecho, las instrucciones se agrupaban bajo el epigrafe de Experiencias Prenuméricas, re-
flejando la maxima piagetiana de que el nimero no podia (o debia) ser ensefiado en edu-
cacion infantil. Desde esta perspectiva la secuencia numérica no solo no es la actividad
central, sino que ademas debia ser evitada pues podia ofrecer falsas apreciaciones sobre
sobre la capacidad real del nifio a la hora de comprender la idea de nimero natural (Beth
y Piaget, 1961/1968). Esto llevo a que los libros de texto dirigidos a la etapa de educa-
cion infantil estuvieran repletos de actividades que pretendian desarrollar las estructuras
previas al nimero. A saber: las estructuras de clasificacion y seriacion. Sin embargo, la
coherencia con la teoria se vio comprometida en el propio curriculo por la incorporacion
de subapartados en los que se planteaba la ensefianza del nimero. En los libros de texto
de la época, esto se reflejo en la presencia de actividades numéricas fuertemente ligadas
a las actividades de coordinar conjuntos.

La llegada de la LOGSE (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1991) supuso una re-
volucion en la forma de ensefiar el nimero en educacion infantil pues se orient6 hacia
un acceso ordinal en el que la ensefianza y uso de la secuencia numérica pasaba de pros-
crita a ser un elemento central.
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DISENO EXPERIMENTAL

Para el estudio que presentamos analizaremos los contextos numéricos de las activi-
dades presentes en dos libros de texto pertenecientes a épocas con disposiciones curricu-
lares diferentes. El objetivo sera determinar como estaban la organizadas las secuencias
de actividades para ver si adaptaban a las organizaciones tedricas que se derivarian de los
accesos escolares planteados en cada una de las épocas.

Para llevar a cabo este andlisis contextualizado segun el curriculum del momento se
han elegido los libros de Lazaro (1988) perteneciente a la etapa de los Programas Reno-
vados (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1981) y de Uguina (2004), perteneciente a la
época LOGSE (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1991).

Con estas premisas planteamos un estudio de nivel 1 (Puig, 1996) de los menciona-
dos libros de texto, en el cual analizaremos el enunciado de las actividades propuestas,
es decir, no entraremos en disquisiciones sobre como se enfrenta el alumno a la tarea a la
hora de resolverla. La metodologia seguida consiste en la clasificacion de actividades por
la tarea que se plantea y el uso del nimero asociado a partir de la pregunta que se hace
en el enunciado de la actividad. De este modo, enmarcamos cada actividad en uno u otro
contexto de los previamente nombrados (cardinal, ordinal o secuencia).

Con el fin de robustecer el analisis definimos una herramienta capaz de dar cuenta
del tipo de acceso propuesto en funcion de los contextos presentes en las actividades.
Asi, esta herramienta se concretara en la definicion de dos parametros que daran cuenta
de la disposicion de las actividades de contexto cardinal, por un lado, y de contexto se-
cuencia, por otro. Esto es asi porque dichos contextos son claros indicadores (segun su
aparicion en la secuencia de actividades) de los accesos escolares mas comunes (cardi-
nal y ordinal).

Para cada actividad secuenciada en el libro de texto se toma en consideracién su
orden de aparicion, es decir, la posicion que ocupa en la secuencia ordenada de activida-
des. A continuacidn, seglin lo descrito anteriormente, se le asigna uno de los contextos.
Si la actividad no responde a ninguno de ellos o se enmarca en otro contexto se descarta.

Definimos el parametro cardinal como:

Yi posicion que ocupa la actividad de contexto cardinal i

Pe= total actividades de contexto cardinal

De modo similar, definimos el parametro secuencia como:

Xi posicion que ocupa la actividad de contexto secuencia i

Ps= total actividades de contexto secuencia

Segun estas definiciones, en un libro cuya propuesta sea un acceso cardinal se espera
obtener un valor mas bajo del parametro P para las actividades de contexto cardinal, ya
que estas apareceran al inicio de la secuencia de actividades. En cambio, si la propuesta
es de acceso ordinal, el valor P, serda mucho mas alto, pues primarian en las primeras
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Acceso Cardinal Acceso Ordinal
contexto cardinal contexto secuencia
Pc’ Py » l
contexto cardinal
S A 4
contexto secuencia contexto medida

Figura 2. Valores esperados para los parametros cardinal y secuencia segiin el acceso que prime
en el texto.

posiciones las actividades del contexto secuencia y posteriormente aparecerian las acti-
vidades de contexto cardinal.

De forma analoga, en un libro cuya propuesta sea de acceso cardinal se espera obte-
ner un valor mas alto del parametro Pg, pues las actividades de contexto secuencia apa-
receran hacia el final del libro. En una propuesta ordinal el valor de Py debera ser menor,
pues las actividades del contexto secuencia se plantearan al inicio del libro de texto. Gra-
ficamente los valores esperados para cada uno de los parametros, seglin el acceso pro-
puesto, pueden describirse como se detalla en la Figura 2.

Con todo, planteamos la hipdtesis de investigacion siguiente: si los contextos se
adaptaran a la trayectoria tedrica propuesta en el acceso escolar vigente en cada mo-
mento, las actividades de contexto cardinal y, sobre todo, contexto secuencia se ubica-
ran en posiciones distintas dentro del texto, con lo que los valores P-y Ps tendrian que
ser significativamente diferentes para cada uno de los libros analizados. En las Figuras 3
y 4 mostramos algunos ejemplos de las actividades analizadas en sendos libros de texto.

RESULTADOS

Los resultados del analisis de ambos libros los mostramos en las Tablas 1 y 2. En
ellas, se muestra el nimero de actividades numéricas correspondientes a cada texto cla-
sificadas segun su contexto. Se han calculado los porcentajes sobre las actividades nu-
méricas y sobre el total de actividades del libro. La propuesta de Lazaro (1988) cuenta
con un total de 79 actividades, siendo 46 de ellas de caracter numérico. Para la propuesta
de Uguina (2004), el numero total de actividades es de 72, siendo 31 de ellas de carac-
ter numérico.
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Figura 3. Dos ejemplos de actividades del texto de Lazaro (1988).

Figura 4. Dos ejemplos de actividades del texto de Uguina (2004).

Tabla 1. Resultados del analisis del texto de Lazaro (1988).

Contextos
Cardinal Ordinal Secuencia
Num. actividades 35 5 6
% total 44,30% 6,33% 7,59%
% act. numéricas 76,10% 10,87% 13,04%
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Tabla 2. Resultados del analisis del texto de Uguina (2004).

Contextos
Cardinal Ordinal Secuencia
Num. actividades 16 1 14
% total 22,22% 1,39% 19,44%
% act. numéricas 51,61% 3,23% 45,16%

Una vez calculados los parametros cardinales y secuencia para cada uno de los libros,
basados en los datos mostrados en las Tablas 1 y 2, y normalizandolos (pues ambos libros
tienen diferente numero de actividades) se obtiene el siguiente resultado para los para-
metros cardinal y secuencia de cada uno de los textos:

Tabla 3. Comparativa de los parametros cardinal y secuencia obtenidos para ambos libros.

Lazaro (1988) Uguina (2004)
P 49,98% 52,17%
P 75,74% 73,71%
CONCLUSIONES

Como se observa en la Tabla 3, los valores de los pardmetros cardinal y secuencia son
muy similares pese a corresponder a textos redactados en dos épocas con enfoques curri-
culares muy distintos. En ambos la secuencia de actividades presente en el texto parece
configurada para un acceso cardinal al nimero natural.

Esta configuracion puede estar influida por las limitaciones de los estudiantes a la
hora de representar e identificar los nimeros. Como consecuencia de esto, el uso de fi-
chas puede dar pie a utilizar, principalmente, un contexto cardinal. Sin embargo, la pre-
sencia de la representacion simbdlica de nimeros en ambos textos es habitual.

La herramienta disefiada permitira a los maestros estudiar la secuenciacion de con-
textos en las actividades relacionadas con el acceso propuesto para la introduccion del
numero natural en Educacion Infantil.
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INTRODUCCION
Matematicas: ;donde comenzo todo?

Hoy seguimos tratando la evolucién de los conceptos e ideas matematicas segun su
desarrollo histérico. En realidad, las matematicas son tan antiguas como la propia hu-
manidad: en los disefios prehistoricos de ceramica,
tejidos y en las pinturas rupestres se pueden encon-
trar evidencias del sentido geométrico y del inte-
rés en figuras geométricas. Los sistemas de calculo
primitivos estaban basados, seguramente, en el uso
de los dedos de una o dos manos, lo que resulta
evidente por la gran abundancia de sistemas numé-
ricos en los que las bases son los niimeros 5 y 10.

Si Diofanto, Euclides, Arquimedes de Sira-
cusa, Apolonio de Perge,...entre otros centraron
la introduccion histérica del Rincon anterior, hoy
vamos a insistir sobre las Matematicas en la anti-
giiedad, concretamente las Matematicas en Grecia.

Los griegos tomaron elementos de las mate-
maticas de los babilonios y de los egipcios. La
innovacion mas importante fue la invencion de
las matematicas abstractas basadas en una estruc-
tura logica de definiciones, axiomas y demostra-
ciones. Seglin los cronistas griegos, este avance [Ny
comenz6 en el siglo VI a.C. con Tales de Mileto Fig. 1. Tales de Mileto.

y Pitdgoras de Samos. A ellos, brevemente nos https://en.wikipedia.org/wiki/

referiremos. Thales of Miletus
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Tales de Mileto, (siglo VI a. C), filésofo reconocido como uno de los legendarios
Siete Sabios, 0 “Sophoi”, de la antigiiedad. Es recordado principalmente por su cosmo-
logia basada en el agua como la esencia de toda la materia, con la Tierra como un disco
plano flotando en un vasto mar. El historiador griego Didgenes Laértius (siglo III d. C),
citando a Apolodoro de Atenas (140 a. C), coloco el nacimiento de Tales durante la 35°
Olimpiada (aparentemente un error de transcripcion, deberia leerse la 39* Olimpiada,
624 a. C su muerte en la 58" Olimpiada (c.548-c.545 a. C.) a la edad de 78 afios.

No existen escrituras de Tales que sobrevivan, y no existen fuentes contemporaneas.
Por lo tanto, sus logros son dificiles de evaluar. La inclusién de su nombre en el canon
de los legendarios Siete Sabios condujo a su idealizacion, y se le atribuyeron numero-
sos trabajos, muchos de ellos sin duda espurios, como “Condcete a ti mismo” y “Nada
en exceso”. Para el historiador Herodoto (hacia el afio ¢. 484-c. 425 a. C), Thales fue un
estadista practico que abog6 por la federacion de las ciudades jonicas de la region del
Egeo. El poeta y erudito Calimaco (c.305-c.240 a. C) registro la creencia tradicional de
que Thales aconsejaba a los navegantes que se orientaran por la Osa Menor en lugar de
a la Osa Mayor ambas constelaciones prominentes en el norte Hemisferio. También se
dice que us6 su conocimiento de la geometria para medir las piramides egipcias y calcu-
lar la distancia desde la orilla de los barcos en el mar. Aunque tales historias son proba-
blemente apocrifas, ilustran la reputacion de Thales. El poeta y filosofo Jenéfanes (hacia
c. 560-c.478 a. C) afirmd que Thales predijo el eclipse solar que detuvo la batalla entre
el rey Alyattes de Lidia (Anatolia, actual Turquia) (que rein6 hacia ¢.610-¢.560 a. C) y el
rey Ciaxares de Media (Iran) (c. 625 —c.585 a. C), evidentemente el 28 de mayo de 585.
Los eruditos modernos creen, sin embargo, que no podria haber tenido el conocimiento
para predecir con precision ni la localidad ni el caracter de un eclipse. Por lo tanto, su ha-
zafia fue aparentemente aislada y solo aproximada; Herodoto hablé de su prediccion del
afio solamente. Que el eclipse fue casi total y ocurrié durante una batalla crucial contri-
buy6 considerablemente a su exagerada reputacion como astronomo.

A Thales se le atribuye el descubrimiento de cinco teoremas geométricos: (1) que un
circulo esta bisecado por su diametro, (2) que los angulos en un triangulo opuesto a dos
lados de igual longitud son iguales, (3) que los angulos opuestos formados por intersec-
cion de las lineas rectas son iguales, (4) que el angulo inscrito dentro de un semicirculo
es un angulo recto, y (5) que se determina un triangulo si se dan su base y los dos angu-
los de la base. Sin embargo, sus logros matematicos son dificiles de evaluar debido a la
antigua practica de acreditar descubrimientos particulares a hombres con una reputacion
general de sabiduria.

La afirmacion de que Thales fue el fundador de la filosofia europea se basa principal-
mente en Aristoteles (c.384-¢.322 a. C.), quien escribid que Tales fue el primero en suge-
rir un unico sustrato material para el universo: el agua o la humedad. Segun Aristoteles,
Thales también sostuvo que “todas las cosas estan llenas de dioses” y que los objetos
magnéticos poseen almas en virtud de su capacidad de mover el alma de hierro, lo que
en la vision griega distingue a las cosas vivientes de las no vivas, y movimiento y cambio
(o la capacidad de mover o cambiar otras cosas) siendo caracteristico de los seres vivos.

La importancia de Thales radica menos en su eleccion del agua como sustancia esen-
cial que en su intento de explicar la naturaleza mediante la simplificacion de los fendme-
nos y en su busqueda de causas dentro de la propia naturaleza, mas que en los caprichos
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de los dioses antropomorficos. Al igual que sus
sucesores, los filésofos Anaximandro (c.610-
c.546 / 545 a. C) y Anaximenes de Mileto (flo-
recid hacia c¢.545 a. C), consideran a Tales como
el mas que supo unir los mundos del mito y la
razon.

Pitagoras, (Samos-c. 569 a. C., Metaponto c.
475 a. C.) filosofo, matematico y fundador griego
de la hermandad pitagorica que, aunque de na-
turaleza religiosa, principios formulados que
influyeron en el pensamiento de Platon y Aristo-
teles y contribuyeron al desarrollo de las mate-
maticas y la filosofia racional occidental. (Para
un tratamiento mas completo de Pitagoras y el
pensamiento de Pitagoras, lo abordaremos mas
adelante).

Pitagoras emigré al sur de Italia alrededor del
afio 532 a. C, aparentemente para escapar de la
dominacién tiranica de Samos, y establecid su
academia ético-politica en Croton (ahora Cro-
tona, Italia). Es dificil distinguir las ensefianzas
de Pitagoras de las de sus discipulos. Ninguno de
sus escritos ha sobrevivido, y los pitagéricos in-
variablemente apoyaron sus doctrinas citando in-
discriminadamente la autoridad de su maestro.
Sin embargo, a Pitagoras generalmente se le atri-
buye la teoria de la importancia funcional de los
nimeros en el mundo objetivo y en la musica.
Otros descubrimientos a menudo atribuidos a ¢l
(la inconmensurabilidad del lado y la diagonal de
un cuadrado, por ejemplo, y el teorema de Pita-
goras para tridngulos rectangulos) probablemente
fueron desarrollados mas tarde por la escuela pi-
tagdrica. Mas probablemente, la mayor parte de
la tradicion intelectual que se origina con el pro-
pio Pitdgoras pertenece a la sabiduria mistica en
lugar de a la erudicion cientifica.

iEl desarrollo del Pitagorismo se hard con
mas profundidad en el nimero siguiente 100!
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Fig. 2. Pitagoras de Samos
https://es.wikipedia.org/wiki/
Pit%C3%Al1goras.

Fig. 3. Pitagoras demostrando su

teorema de Pitagoras en la arena
usando un palo.
https://www.britannica.com/biography/
Pythagoras.
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SAPERE AUDE, GEOMETRIA
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del nimero anterior 98)

En el numero 98 proponia dos ejercicios de naturaleza distintas. El primero es de corte
clasico de geometria, tan olvidada como en multitud de ocasiones he (hemos) puesto de
manifiesto en este rincon. Euclides aporto tanto y es de tal importancia que hasta la ac-
tualidad sus Elementos siguen vigentes, después de mas de 2000 afios de su formulacion.
Su aportacion ha tenido amplia trascendencia a lo largo de la historia de las Matematicas,
el pensamiento de Euclides se ensefid (se sigue ensefiando) hasta el siglo XVIII, mucho
después de su tiempo, periodo en el que surgieron las llamadas geometrias no euclidia-
nas (que, naturalmente abordaremos en ese rincén). La Geometria es concebida como la
parte de la Matematica que trata de las propiedades de las figuras en el plano y en el es-
pacio, y que junto a la Aritmética y el Algebra y Analisis conforma el conjunto del edifi-
cio matematico. Pues bien, como afirma Gerhard Frey, “...hay diversas geometrias, pero
solo hay una aritmética...”. En esta primera joyita, ponemos una de las aplicaciones del
Teorema de Thales, que como sabemos lo descubrié mientras investigaba la condicion
de paralelismo entre dos rectas, concretamente utilizamos su reciproco.

El segundo, lo define Jean-Marc Desbonnez (Review-Losanges.N°39-2017) como
hacer Matematica para reir y para llorar: el smiley. Pequeiias figuras que evocan alegria,
indiferencia, tristeza, sorpresa..., cuyo uso en las redes sociales, Whassap, Facebook,
Instagram,....puede ir acompafiado de mensajes y comentarios electronicos.

Propuesta 1: dos joyitas geométricas
JOYITA: a) Sea PORST un pentagono convexo tal que los lados cumplen que PQ =

PR, PS = PTy los angulos RPS = PQT + PTQ. Si el punto M es la mitad de QT probar
que el lado RS =2 PM.

SOLUCION
PASO 1
Sea U el simétrico de Q con rela-

cioén al punto P. Se tiene entonces que
PU=PQ=PR y PS=PT.

PASO 2

N
El angulo UPT es exterior al tridn-
gulo QPT, asi tendremos que

T

Fig.4. Pentagono Convexo.
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AN AN AN

UPT =PQT +PTQ
y

N AN

entonces UPT =RPS .

Por el criterio de semejanza (LAL-Lado-Angulo-Lado), que dice que. “Si un angulo
de un triangulo es isométrico a un angulo de otro triangulo y los lados correspondientes
de estos angulos son proporcionales, entonces los dos triangulos son semejantes”, apli-
cado a los triangulos RPS y UPT podemos afirmar que son isométricos y se cumple que
los lados RS y UT son iguales.

PASO 3

Por ello, aplicando el reciproco del
teorema de Thales al tridngulo QUT que
dice: “Si una recta r pasa por la mitad de
uno de los lados de un triangulo y es pa-
ralela al otro lado entonces la recta corta
al tercer lado por la mitad”. De ahi que
UT=2PM.

Se deduce entonces que

RS=2 PM csqd.

JOYITA: b) Con un poco e imagina-
cion, para conseguir un smiley, utilizare-

mos puntos, circulos, segmentos, conicas
,-.. jANIMO! Fig. 5. Ejemplo. Smiley.

Construir un smiley con tres circulos
(la cabeza y los dos ojos), cuatro puntos (las dos pupilas y los dos orificios de la nariz),
dos segmentos (la nariz), y un arco de parabola (para la boca).

SOLUCION
PASO 1

Para comenzar debemos elegir las dimensiones adecuadas que, naturalmente, pueden
variar en funcion del tamafio y de la calidad artistica que queremos impregnar el smiley:
radios de los circulos, posiciones de los ojos, las pupilas, la boca,.... Nosotros lo hare-

mos con el programa Geogebra, cuyo funcionamiento suponemos que el lector conoce
minimamente.
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PASO 2
Comencemos por los ojos y la cabeza

Basta con conocer la ecuacion cartesiana de un circulo de Centro C(x,, y,) y de radio
7 cuya ecuacion vendra dada por la expresion

(e-x0)*+ (v-yo)* =172

Para el ejemplo que presentaremos mas adelante en la Fig. hemos elegido:
a) Para la cabeza, la circunferencia

(=07 + (0= 3
centrada en el punto C(0,0) y radio » =3

b) Para los ojos,
b. 1. Iquierdo:

(1) + (-17=(N0.19)2
b. 2. Derecho:
(=12 + (p-12= (V0.19)?

¢) Para las pupilas
c. 1. Izquierda

El punto B de coordenadas (-1,1)
¢. 2. Derecha
El punto 4 de coordenadas (1,1)
hemos elegido el color rojo, que a voluntad podemos cambiar.
d) Para la nariz y fosas nasales hemos elegido los puntos y segmentos que aparecen
en la Fig. y que se detallan en la vista algebraica del fichero ggb adjunto.
Para la boca que la presentaremos animada
Utilizaremos para la boca un arco de parabola delimitado por la ecuacion

y=kx*+b
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siendo

El valor de k£ nos mostrara la concavidad, cuyo sentido lo determinara el senti-
miento de alegria o de tristeza que hara variar con la ayuda de un cursor. El inter-
valo de variacion se centra en el valor 0, y el arco de pardbola debe estar incluido
en el circulo que hemos optado que represente la cabeza. Se ha elegido que & varia
en el intervalo [-0.3,0.3] con un paso incremental de 0.1.

El valor de b es el que determina la traslacion en sentido vertical y debe ser nega-
tivo por las caracteristicas de eleccion del dibujo de la cabeza, centrada en el ori-
gen de coordenadas O (0,0). En el caso que nos ocupa hemos tomado b =—0.1. De
esta manera la boca queda conformada por la ecuacion y = kx?—0.1.

NOTA. Cuando k sea igual a 0, la posicion de la boca estara en la recta horizon-
tal y =—0.1, y que representaria una expresion de jindiferencia!

El dominio de utilizacion esta limitado.

En este sentido la grafica

y=hkx*—0.1
sobresale la ecuacion
(x-0)*+ (y-0)>=32

Pero se puede limitar el dominio al intervalo [-1.2, 1.2] utilizando en Geogebra
la funcion

Si [-1.2<x<1.2, kx2-0.1]

PASO 3

Movimiento de las pupilas

Para darle animacion a las pupilas variamos el parametro £.

La pupila izquierda esta situada en el punto (-1,1), por lo tanto, se desea hacerla
variar horizontalmente sobre toda la anchura del ojo izquierdo, en el intervalo

[-1-N0.19, -1+N0.19]= [-1.435, -0.56]
Es decir, debemos encontrar una formula que nos transforme un valor de k del in-
tervalo [-0.3, 0,3] en un valor del intervalo [-1.435, -0.56].
Se trata de una transformacion lineal f{x)= px + ¢ tal que

/([-0.3,0.3]) = [-1.435,0.56]

obtenemos el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
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—03p+q=—1435
0.3 p+q=—0.56

Cuya solucion es p = 1.458, g =—0.997, que nos lleva afirmar que la nueva pupila
izquierda tiene de coordenadas (1.458k-1,1)

La pupila derecha esta situada en el punto (1,1), por lo tanto, razonando de forma
analoga sobre el intervalo [0.56,1.435], tenemos para la pupila derecha las nuevas
coordenadas (1.458k+1,1).

El resultado podemos verlo en la evolucion de las figuras siguientes desde la tris-
teza a la alegria pasando por la indiferencia:

k=-0.28 K= -0.06

@L ®D®

"

p P

82

Fig. 6. Evolucion de la tristeza en Smiley.

k=0

N

@LQ

P

Fig. 7. Indiferencia del Smiley.
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Fig. 8. Evolucion de alegria en Smiley.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

En el primer ejercicio resolveremos una ecuacion, denominada ciclométrica, en la
que aparecen cocientes de términos de la sucesion de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55
,89,144,233,377, 610,......

Presentaré también, un método geométrico utilizando triangulos rectangulos.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas
JOYITA: a) Demostrar sin ayuda de ninguna calculadora que

arctg = 144 + arctg 89 _m
233 377 4

SOLUCION
Paso 1
En la sucesion de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, 377,610..., apare-

cen los términos 89,144,233 y 377 que a su vez estan en la igualdad que tenemos que
demostrar y que son cuatro términos consecutivos de la citada sucesion que cumplen:

377=233+144

89=233-144
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Probemos si la igualdad citada ut-supra se cumple para otros cuatro términos con-
secutivos de la sucesion de Fibonacci, por ejemplo: 1,1,2,3
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Veamos si
arctg (L) + arctg (L) = (L)
2 3 4
En efecto. Si llamamos

arctg (%) =x=tg(x)= (%)

arctg () =y =12 ()= ()
De aqui, veamos si

arctg (%) + arctg (%) =x+y

esiguala &
& 4

Utilizando la formula trigonométrica de la tangente de la suma.

11 S5
_tigtgQy) 2 3 6 _ 6 _ - .
tgx+y =—o~ oV = = =—=1l=x+y=arctg(l) =—
1 —1g(x).1g (v) 1_L.L 6-1 5 4

2 3 6 6

arctg (L) + arctg (L) =T

2 3 4

De la misma manera se puede comprobar que

5 3 n

arctg (—) t arctg () = —

g ( 8) g(13) 2

PASO 2

La pregunta que nos hacemos: ;Se puede generalizar a cualquier cuaterna de niime-
ros sucesivos en la sucesion de Fibonacci? El problema se enunciaria asi:
Para cualquier nimero natural “n” demostrar que
Fn+l Fn T

)+ arctg ( ) =—
n+2 n+3 4

arctg (

donde Fn designa el nimero de la sucesion de Fibonacci de rango “n”.
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Siguiendo un razonamiento analogo se tiene,

arctg(i) =x=1g(x)= Fr
n+2 Fn+2
F, F
arcrg(—*-)=y =18(y) ="
Fn+3 P:v+3
Ewl + En
tg(x+y) = tg(x)+tg(y) = ITMZ Fn+3 — Erﬂ'};‘nﬂ +1:n'1:;:+2 = le'(Fm»l +Er+2)+Er’(Fn+l +E1)
l—tg(x)'tg(y) 1- F;'“ F;' Fn+2‘F:u+3 —E:'Fn+l (le +E|)'Fn+3 _F:r'FnH
EHZ ' F;r+3
ety = FoerEua VEu) Y E By 4 F) _E 4 Fy oy v (Fy + )
T, ¥F)F,,-F,F,, (F,u+F,).F,,~F,F,,
tg(x+y) — }Tn+12 +F:1+l'(F;1+l +F;:)+F;:‘(F;.+l +17n) — EHIZ +E1+12 +E]+1F;1 +F;:'E:+l +F;:2

(Em + Fn )~(E1+2 + Fn+1 ) - Fn -Fn+1 (F;m + Fn )~(Fn+2 + Fn+1) - Fn ~F;y+1

ety = Bl A BB B By v B 2K 42E F E)
Fon+E)F o+ EL)-FF, (B +E)(F,+E)-FF,
2 2
et y) = 2, 2B F 4 F,
(Fo -Fn+2 +F, -Fn+z +F,+F, ‘F;H»l )-F, -Em
2F, +2F, F,+ F} 2F,, 2 +2F, F,+ F} 2F,, +2F, F,+ F}
1g(x+y)= n+l 1 S = 1 n+l n S = = 1 1 a >
FnB ot BB +E B (Bt E)F(E +F)+E E+F E+FF +F+F,
2F, }+2F, F, +F} 2F, *+2F, F. +F} z
1g(x+y)=—— . S = 5 et == x+y=arcg(l) =—
17n+l + I:n-rl]:n +Fn'Fn+l +Ev + RH—I 21:’»1 + 2Fn+lEv +Er 4
De aqui que
Fn+1 Fn T
arctg ( ) +arctg ( ) =—
n+2 n+3 4
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PASO 3

Podemos trabajar desde el punto de vista geométrico la igualdad que nos ocupa

Fn+1 Fn T
) +arctg (
n+2 n+3 4

arctg (

Construyamos los nimeros de la sucesion de Fibonacci asi.
a) A un cuadrado de lado 1 unidad de longitud se le adjunta otro cuadrado de lado 1
para construir un rectangulo de 2x1.

Fig. 9. Nivel 1-Sucesion de Fibonacci.

b) A esta figura se le adjunta un cuadrado de lado 2 para construir un rectangulo de
3x2

Fig. 10. Nivel 2-Sucesion de Fibonacci

¢) A la obtenida se adjunta un cuadrado de lado 3 para construir un rectangulo de
5x3, y asi sucesivamente.

Fig. 11. Nivel 3-Sucesion de Fibonacci
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En resumen, las etapas intermedias se obtienen adjuntando un cuadrado . aun rec-

tangulo - al que se le adjunta otro cuadrado para obtener un rectangulo.

Fn
Fn+2
Fn+l
Fn+3
Fig.12. Nivel n-Sucesion de Fibonacci
En la figura
P
S
T U V

Fig.13. Método Geométrico. Nivel n-Sucesion de Fibonacci

a) Los rectangulos PQUT y RWVU isométricos porque tienen la misma longitud
F,.,=F,+F,+1 y la misma anchura.

b) Sus diagonales tienen la misma medida PU =WU.

¢) Los triangulos PTU, UQP y WRU son isométricos.
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d) Los angulos QUP y WCR son complementarios y por lo tanto el angulo WUP es
un angulo recto.

Por lo tanto, el triangulo PUW es isosceles y rectangulo en el vértice U. Los angulos

T
en la base valen entonces T
El angulo en la base UWP es la suma de los angulos RWU y PWS, el primero en el
triangulo WRU rectangulo en R y el segundo en el triangulo PSW rectangulo en S. Por

T
ello, se tiene que RWU+PWS = n

Usando la razon trigonométrica tangente:

Fn+l

tg (RWS) =

n+2

n

tg (PWS) =

n+3

( Fn+l ) ( Fn ) T
arctg +arctg =—
Fn+2 Fn+3 4

Debemos notar entonces que con el criterio como se ha construido la Fig. 12, se
puede generalizar el resultado obtenido a otros valores que se conformen como términos
de la sucesion de Fibonacci. Llegamos a la conclusion de que los diferentes rectangulos
forman una progresion en recurrencia:

Por lo tanto,

ry=rtr
Yy
ry=rtr

con representando, respectivamente el ancho y el largo del rectangulo inicial. La suce-
sion es una sucesion de Fibonacci generalizada.

NOTA. Asi podemos proponer a nuestros alumnos que demuestren las igualdades
siguientes
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9+23 6+3 V4
"2

+ arct
"8 st 15433 8l 24458

1
14347 ST

+arctg

%+5\/7 §+8\/7

arctg

&1

arc 2\/§+3\/_ + arct \/§+2r z
S BN Bl5+svil | 4

jEste tipo de ejercicio, hace realidad que la Teoria de Numeros y Geometria!, juntas
representan una de las actividades mas interesantes para abrir la mente a nuestros estu-
diantes. Por muy sofisticado que parezca, comprender la gran magia y el poder de los ni-
meros nos ayudara a resolver situaciones que quedan establecidas en la construccion del
modelo matematico como abstraccion de la realidad.

JOYITA: b) En este segundo ejercicio, sin necesidad de utilizar calculadora y sin de-
sarrollar, de forma razonada resolver las cuestiones siguientes:
b. 1. ;En qué cifra termina 1!/+2!+3/+4!+5! ?
LY 1IH214314+41+51+ .. +10! ?
LY IIF21431+41+5146!+ . 100! ?
. Tal vez asuste un poco la pregunta. jy 1!+2!/+3/+...............+1000! ?
. ¢Podemos sacar una conclusion para la suma

ss&sF
T GV NY

n

3.

i=1
siendo n cualquier numero positivo?

SOLUCION
PASO 1
b. 1. Veamos en que cifra termina el nimero expresado en forma factorial
11+21+431+41+5!

Sabemos que
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1'=1
21=1.2=2
De ahi que 1!+2!=3
31=1.2.3=6
41=1.2.3.4=24

De aqui se deduce que, 3!+4!=6+24=30=3.10, termina en cero.
51=1.2.3.4.5=120=12.10, por lo tanto 5!, termina en cero.

Por lo tanto [11+2!]+[(3!1+41)+5!]= [1+2]+ (3+12).10= 3+15.10, termina en 3.

PASO 2
b. 2. (Y 1/+2/143/44!+5/+....+10!?
6!=6.5!=6.12.10=72.10, termina en cero
7'=7.6!=504.10, termina también en cero,
Y asi sucesivamente de 8!, en adelante todos los nimeros terminan en cero.
2143144145146 1471481491+ 101=[ 1 1+21+3+41+51]+[61+7!+8!+9!+10! ]=A+B
Siendo A=[1!42!+31+4!+5!] y B=[6!+7!4+8!+9!+10!]
El numero A termina en 3, y el B termina en 3, por lo tanto

114+21+3 1+, .. +8!49!+10!, termina en 3.

PASO 3
b. 3. (Y 1/+2/+3/+4!+51+6!/+........... 100!?
El nimero
HH214+314+41451+61+. ... 100!=

=[114+21431+414+514+6!1+71+814+91+10! [+ 11!1+121+....+100!]=
=A+H[11+12.11+13.12.11+........ +100.99.98....11]10!= A+B
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siendo
A= 11+21431+41+5!1+61+71+8!+91+10! ]
B=[ 11!+12!+....+100!]= A+[11+12.11+13.12.11+........ +100.99.98....11 110!

Ya hemos visto que A termine en 3, y B termina en 0, Por lo tanto,

H214314+41451+61+. ... 100! termina en 3.
PASO 4
b. 4. (Y 1/+2/43/+ ..o .. H1000! ?
Analogamente se llega a que 1!+2!+3!1+4!1+51+............ +9991+1000!, es un ntimero

que termina en 3.

PASO 5

b. 5. Para cualquier n € N, se tiene que

1 i= 1
n |3 0= 2
ZZ!:
i=1 9 i= 3

3 i= neN,n>4

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS
Propuesta 1: dos joyitas geométricas

En mi reflexion sobre la necesidad de que la Geometria esté siempre presente, y de
manera adecuada en los curriculo de primaria y secundaria, me parece interesante el tra-
bajo de Pierre Stegen Christine Géron (Haute Ecole de la Ville de Li¢ge) y Sabine Daro
(ASBL Hypotheése), “Favoriser le développement du langage géométrique a la liaison
primaire secondaire” cuya lectura recomiendo

http://www.hypothese.be/upload/files/geometrie.pdf

Este y otros trabajos de investigacion en Didactica de las Matematicas evidencian
que la transicion de la escuela primaria a la secundaria se caracteriza por la ensefianza
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de la Geometria, por un cambio bastante radical. Vamos de una geometria esencialmente
practica (basada en la percepcidon visual luego experimentacion) a una geometria mas
tedrica (también llamada axiomatica basada en el uso de propiedades).

El objetivo es delinear un marco que ubique el rol y el lugar de la adquisicion del len-
guaje en el aprendizaje de la geometria en la conexion primaria-secundaria para com-
prender mejor los trabajos de construccion geométrica que estamos proponiendo en el
Rincon Sapere Aude.

En la propuesta de este numero presentamos dos joyitas:

a) el primer caso de trata de un problema de manipulacion, modelizacion y optimi-
zacion que consiste en determinar la forma y las dimensiones de un canal (jbien podria
ser una alcantarilla!) de volumen maximo construido a partir de una hoja de zinc de una
determinada longitud (M.F.Guisard, I. Wettendorf-Losanges-N°40-2018). En ¢l se deben
estudiar varios tipos de canalizacion, en funcion de las diferentes formas de las seccio-
nes que exploren.

b) El teorema de Napoledn. Se trata de un resultado conocido y que se atribuye al em-
perador Napoledn Bonaparte (también se conoce con el nombre de el Teorema del Em-
perador) aunque se cree que su autor fue Lorenzo Mascheroni, matematico italiano que
logré una aproximacion geométrica del numero n denominada Aproximaciéon de Mas-
cheroni, que al principio de su carrera se intereso por la poesia y griego. En su libro Geo-
metria del Compasso probd que cualquier construccién geométrica que pueda ser hecha
con regla y compas puede ser hecha tinicamente con compas, aunque el primero en dar
ese resultado (hoy conocido como Teorema de Mohr-Mascheroni) fue el danés Georg
Mohr quién publicé una prueba en 1672. La razén por la que ha pasado a la historia con
esta atribucion parece ser que es la gran aficion de Napoleon por las matematicas y su
gran amistad con Mascheroni que le llevaron a estudiar sus libros y a popularizar sus re-
sultados con tanto éxito que, incomprensiblemente, en algin momento se atribuyd este
teorema a Napoleon.

a) Construir una seccion de un canal de capacidad maxima que se puede obtener, en
planta, a partir de una hoja de zinc rectangular de 21cm de ancho paralelamente a su
longitud.

NOTA: Se indica que los alumnos pueden utilizar una hoja DIN-A4 para com-
prender la multitud de pliegues posibles.

29.3 cm

21 cm

Fig. 14. Placa de Zinc rectangular
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b) Sea un triangulo cualquiera ABC. Si se construyen tres tridngulos equildteros a
partir de sus lados, entonces los centros de los triangulos equildteros es también
un triangulo equildtero. (Teorema de Napoleon).

NOTAS.

b. 1. Un teorema andalogo es cuando los triangulos equildteros se construyen en
el interior de los lados de un triangulo y el denominado triangulo interior
de Napoleon también es equilatero.

b. 2. Es sorprendente como la diferencia entre las areas de los triangulos de Na-
poleon, exterior e interior, es igual al darea del triangulo original

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

En teoria de nimeros Srinivasa Ramanujan (Erode, 22/12/1887- Kumbakonam,
26/04/1920) fue un matematico indio que con una minima educacién académica en ma-
tematicas puras hizo contribuciones extraordinarias en andlisis matematico, teoria de
numeros, series y fracciones continuas. Ramanujan desarroll6 inicialmente su propia in-
vestigacion matematica en forma aislada; que fue rapidamente reconocida por los ma-
tematicos indios. Cuando sus habilidades se hicieron evidentes para una comunidad
matematica mas amplia, centrada en Europa en ese momento, comenz6 su famosa co-
laboracion con el matematico britanico G.H. Hardy. (Hay que destacar la breve pero
intensa colaboracion con el joven matematico indio Ramanujan era autodidacta sin for-
macion académica formal, como se ha citado, pero con gran capacidad en la resolucion
de problemas. Atn sin formacion académica, Ramanujan habia publicado varios articu-
los en revistas cientificas indias, lo que le hizo adquirir cierto prestigio en la region de
Madras (actualmente Chennai), la zona en la que vivia, y que le sirvié para que el mate-
matico Ramachandra Rao (1871-1936) le ayudase a conseguir un trabajo como adminis-
trativo en la Autoridad Portuaria de Madras; que le dio tranquilidad para poder dedicarse
mas activamente a las matematicas y donde pudo interaccionar con compafieros con for-
maciéon matematica.

Animado por sus colegas indios, Ramanujan escribi6 en 1912 a algunos matematicos
europeos a los que envid algunos de sus trabajos y demostraciones matematicas. No re-
cibi6 respuesta de ninguno de ellos. Tras leer el libro Orders of Infinity de Hardy (publi-
cado en 1910), Ramanujan escribié a Hardy, que recibid su carta en enero de 1913. En su
carta de presentacion, Ramanujan hacia notar que no tenia formacion formal en matema-
ticas, por lo que Hardy debid pensar “otro osado que me escribe en busca de ayuda” y su
primera intencion fue no hacer caso a la solicitud. Sin embargo, algo llamo la atencion
de Hardy en los escritos que acompafiaban las cartas, por lo que empez6 a leerlos con
calma. Tras consultar con Littlewood, los dos identificaron un gran talento matematico
en el joven indio y Hardy le invit6 a viajar a Cambridge para completar su formacion e
investigar. Sin embargo, Ramanujan rechaz¢ la invitacion por razones religiosas, era un
brahman ortodoxo y vegetariano estricto; y al que su religion dificultaba viajar. Sin em-
bargo, Eric H. Neville (1889-1961), matematico amigo de Hardy, le convencié durante
un viaje a la India. Asi, Ramanujan llegé a Cambridge el 30 de abril de 1914, siendo alo-
jado en el Trinity College. El estallido de la I Guerra Mundial facilit6 la prolongacion de
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la estancia de Ramanujan en Cambridge donde, de manera independiente y también en
colaboracion con Hardy, realizé algunas de las aportaciones mas sobresalientes en teoria
de numeros del siglo XX. Al acabar la I Guerra mundial, Ramanujan regres6 a la India,
abandonando Inglaterra el 27 de febrero de 1919, falleciendo el 26 de abril de 1920, tras
problemas de salud que le acompafiaron durante toda su vida).

https://principia.io/2016/02/07/hardy-teoria-de-numeros-y-descubridor-de ramanujan.
IjIyOCl/

Redescubrid teoremas conocidos previamente, ademas de formular numerosas nue-
vas proposiciones. trabajo principalmente encontrando identidades relacionadas con el
nimero 7 'y el nlimero e o los nimeros primos. En general sus formulas son muy enreve-
sadas, pero en su mayoria verdaderas (a posteriori se ha descubierto que algunos de sus
resultados eran incorrectos), y muchas de ellas se han convertido en potentes herramien-
tas para calcular grandes cantidades de decimales de, principalmente, el nimero . Hizo
impresionantes aportaciones a lo que se denomina apilamientos infinitos de radicales

\/ao +bo\/a1 +b1\/a2 +b,./a,

iA estos vamos a dedicar la primera joyita!

La segunda la dedicamos a poner en valor de la importancia de los nimeros compues-
tos. Y aqui los nlimeros primos, una vez mas, constituyen el basamento sobre los que se
construyen todos los numeros (compuestos).

Por eso no es dificil de intuir que los numeros primos son importantes. Pero, ;por
qué? ;Qué tienen de especial? La especial naturaleza de estos nimeros les da una im-
portancia fundamental en matematicas. Los nimeros enteros compuestos, se pueden ex-
presar como productos de potencias de nimeros primos, a dicha expresion se le llama
descomposicion de un nimero en factores primos.

a) Probar que

\/1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/ﬁ.... =3

b) Demostrar que un entero natural n que es al mismo tiempo el cuadrado n=p?y el
cubo n=¢? también n es el cuadrado de un cubo.
Generalizando: Si a, b, n, m son enteros naturales con n Am =1y a" = b™. De-
mostrar que existe un numero entero c tal que a=c"y b = c".

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccion electronica:
sapereaudethales@ gmail.com
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