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INVESTIGACION

Epsilon - Revista de Educacion Matematica 2014, Vol. 31(3), n° 88, 7-20

Sobre la naturaleza de las matematicas
en la formacion inicial de maestros: los procesos
matematicos en el sistema de creencias
de los estudiantes

Angel Alsina y Paula Lopez
Universidad de Girona

Resumen: Se analizan las creencias de 142 futuros maestros sobre la naturaleza de las
matemdticas y, de forma mds concreta, su vision sobre los procesos matemdticos. Los
datos obtenidos a través de un cuestionario muestran que no se consideran suficiente-
mente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos resultados
ponen de manifiesto la necesidad de trabajar los procesos matemadticos durante la for-
macion inicial y permanente del profesorado para favorecer la adquisicion de la com-
petencia matemdtica.

Palabras clave: naturaleza de las matematicas, procesos matemdticos, dominio afec-
tivo, sistema de creencias, formacion de maestros, identidad profesional del maestro de
matematicas.

About the nature of mathematics in initial teacher
training: The mathematical processes in the belief
systems of students

Abstract: We analysed 142 pre-service teachers’ beliefs about the nature of mathemat-
ics and, more specifically, their view of mathematical processes. The data obtained by
questionnaire demonstrate that the ways of acquiring and using mathematical contents
are not adequately considered. These results reveal the need to work the mathematical
processes during the training teacher to promote mathematical competence.
Keywords: nature of mathematics, mathematical processes, affective domain, belief sys-
tem, teacher training, professional identity of mathematics teachers.



Sobre la naturaleza de las matematicasen la formacion inicial de maestros: los procesos matemadticos ...
Angel Alsina y Paula Lopez

INTRODUCCION

La formacion inicial que reciben los futuros maestros tiene una gran repercusion en el
desempefio de la profesion de maestro. La institucion universitaria, pues, tiene la mision
de preparar a maestros competentes, es decir, maestros que ademas de tener conocimien-
tos y habilidades que permitan resolver adecuadamente los problemas profesionales,
sientan y reflexionen acerca de la necesidad y el compromiso de actuar en corresponden-
cia con sus conocimientos, habilidades, motivos y valores -con flexibilidad, dedicacion
y perseverancia-, en la solucion de los problemas que de ¢l demanda la practica profesio-
nal (Esteve y Alsina, 2010). De acuerdo con las directrices estatales sobre las competen-
cias profesionales que debe aprender un estudiante para maestro durante su formacion
inicial (MEC, 2007a; MEC, 2007b), de forma muy sintética los futuros maestros debe-
rian construir y co-construir de manera autorregulada nuevos conocimientos disciplina-
res y didacticos, y reconstruir los conocimientos, experiencias y creencias previas que
pueden suponer un obstaculo para su identidad profesional (Beijaard, Meijer y Verloop,
2004; Bauchamp y Thomas, 2009).

El argumento que se acaba de exponer es probablemente una de las principales razo-
nes por las que, en el contexto de la investigacion en torno al dominio afectivo en edu-
cacion matematica, los estudios acerca de las creencias de los futuros maestros tienen
un peso importante. Caballero, Blanco y Guerrero (2008) sefialan que el estudio de las
creencias en educacion matemadtica incluye cuatro dimensiones: creencias sobre la natu-
raleza de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje; creencias sobre uno mismo
como aprendiz de matematicas; creencias acerca del papel del profesorado de mate-
maticas; y creencias suscitadas por el contexto socio-familiar. Todas ellas, como se ha
indicado, ejercen un papel importante en la configuracion progresiva de la identidad pro-
fesional del maestro de matematicas, un término recientemente acufiado por Lutovac y
Kaasila (2011, 2013) para referirse a un proceso narrativo que incluye una interaccion
entre el contexto matematico individual y social y un proceso de auto-reflexion en el que
la identidad matematica pasada, presente y futura entran en didlogo. Considerando esta
conceptualizacion, algo implicita, en este trabajo se considera que la identidad profesio-
nal del maestro de matematicas se modela a lo largo de toda su trayectoria como apren-
diz de matematicas durante su formacion no universitaria, y como aprendiz de didactica
de las matematicas durante su formacion universitaria. Las experiencias personales y los
conocimientos tedricos y practicos interiorizados durante toda la trayectoria como es-
tudiante dan lugar a un complejo sistema de creencias que incluye creencias sobre las
matematicas, creencias como aprendiz de matematicas, creencias acerca del funciona-
miento de la clase de matematicas y creencias sobre el contexto social en relacion a las
matematicas.

En este trabajo se analizan las creencias de los estudiantes para maestro sobre la na-
turaleza de las matematicas, y de forma mas concreta su vision acerca de los procesos de
pensamiento matematico en el aprendizaje de la disciplina, tomando en consideracion las
orientaciones de diversos organismos internacionales que en los ltimos afios han enfati-
zado la importancia de los procesos para un aprendizaje competencial de las matematicas
(NCTM, 2000; OCDE, 2001, 2004). En esta misma linea, en el reciente “Real Decreto
126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
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Primaria” (BOE, 2014) aparece un nuevo bloque de contenidos llamado “Procesos, mé-
todos y actitudes en matematicas”, lo cual pone de manifiesto la importancia creciente
de este tipo de conocimientos y destrezas.

Coincidiendo con el inicio del Siglo XXI, el National Council of Teachers of Mathe-
matics publico unos nuevos estandares que pretenden ser un recurso y una guia para
todos los que toman decisiones que afectan a la educacion matematica: los principios
y estandares para la educacion matematica (NCTM, 2000). La vision de la educacion
matematica de estos estandares es sumamente ambiciosa, y busca sobre todo asegurar
que todos los estudiantes reciban una educacién matematica de calidad que garantice el
aprendizaje con comprension de nociones matematicas importantes. En otras palabras,
se pretende romper con un curriculo de matematicas orientado exclusivamente a la ad-
quisicion de contenidos y dirigir la mirada hacia un curriculo orientado a la adquisicion
de la competencia matematica, es decir, se insta a dejar de instruir a los alumnos exclusi-
vamente para obtener un buen rendimiento académico y, en su lugar, educarlos para que
comprendan y usen las matematicas en situaciones significativas. Para conseguir este
proposito sitian a los procesos matematicos como los conocimientos clave para aprender
a usar los contenidos matematicos de forma comprensiva y eficaz en diferentes contex-
tos: “los estandares de proceso (resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comu-
nicacion, conexiones y representacion) ponen de relieve las formas de adquisicion y uso
de dichos contenidos” (NCTM, p. 31).

Es desde esta perspectiva que se ha desarrollado el presente estudio con un grupo de
142 futuros maestros en el que se analizan las consideraciones que tienen acerca de los
procesos matematicos.

LA NATURALEZA DE LAS MATEMATICAS: EL PAPEL DE LOS PROCESOS
MATEMATICOS

Hace ya mas de una década, Niss (2002) propuso abandonar el planteamiento curri-
cular focalizado en los contenidos matematicos, puesto que se centra exclusivamente
en la adquisicion de simbolos y de técnicas y no tanto en su uso significativo. Ello le
llevo a plantear ocho competencias matematicas clasificadas en dos grupos: el primer
grupo tiene que ver con la capacidad de preguntar y responder preguntas dentro de y
con las matematicas, y el segundo grupo con la capacidad de hacer frente y de gestio-
nar el lenguaje matematico y sus herramientas. Estas competencias, centradas en lo que
las personas pueden hacer, tienen que ver con procesos mentales o fisicos, actividades y
comportamientos (Alsina, 2014):
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Cuadro 1. Preguntar y responder preguntas dentro de y con las matematicas

Pensar matematicamente (dominio de modos matematicos de pensamiento), como por
ejemplo:
— Plantear preguntas que son propias de las matematicas y conocer el tipo de respues-
tas que las matematicas pueden ofrecer;
— Comprender y manejar las posibilidades y limitaciones de un determinado concepto;
— Ampliar las posibilidades de un concepto extrayendo algunas de sus propiedades o
generalizando resultados;
— Diferenciar los diferentes niveles de las matematicas (afirmaciones condicionadas
del tipo “si-entonces”, hipotesis, definiciones, teoremas, conjeturas o casos).

Plantear y resolver problemas matematicos, como por ejemplo:
— Identificar, plantear y especificar diferentes tipos de problemas matematicos: puros
o aplicados; abiertos o cerrados;
— Resolver diferentes tipos de problemas matematicos, planteados por otros o por uno
mismo, de diferentes maneras cuando sea necesario.

Modelizacion matematica (es decir, analisis y construccion de modelos), como por
ejemplo:

— Analizar los fundamentos y las propiedades de los modelos existentes, incluida la
evaluacion de sus posibilidades y de su validez;

— Decodificacion de los modelos existentes;

— Realizacion de actividades de modelizacion en un determinado contexto: estructurar
el campo; matematizar; trabajar con el modelo, incluyendo la solucioén de los pro-
blemas a que da lugar; validar el modelo, interna y externamente; analizar y criticar
el modelo; comunicar sobre el modelo y sus resultados; vigilar y controlar todo el
proceso de modelizacion.

Razonamiento matematico, como por ejemplo:

— Seguir y evaluar cadenas de argumentos;

— Conocer qué es una demostracion matematica (y qué no es) y en qué se diferencia de
otros tipos de razonamiento matematico, como por ejemplo el heuristico;

— Descubrir las ideas basicas en una determinada linea de argumento (sobre todo en
una prueba), incluyendo la distincion de las lineas principales de los detalles, las
ideas de los tecnicismos;

— Elaborar formal e informalmente argumentos matematicos y demostrar declaraciones.

10 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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Cuadro 2. Gestionar el lenguaje matematico y las herramientas matematicas

ejemplo:
tes tipos de representaciones de objetos matematicos, fendmenos y situaciones;

misma entidad, y conocer sus puntos fuertes y sus limitaciones;
— Elegir y cambiar entre las diferentes representaciones.

Representacion de las entidades matematicas (los objetos y situaciones), como por
— Comprension y utilizacion (decodificacion, interpretacion, distincion entre) diferen-

— Comprension y utilizacion de las relaciones entre las distintas representaciones de la

Manejo de simbolos matematicos y formalismos, como por ejemplo:
como la comprension de sus relaciones con el lenguaje natural,

la sintaxis como la semantica);
— Traduccion del lenguaje natural al formal y simbélico;

los y férmulas.

— Decodificacion e interpretacion simbdlica y formal del lenguaje matematico, asi

— Comprender la naturaleza y las normas de los sistemas matematicos formales (tanto

— Manejo y manipulacion de las declaraciones y expresiones que contengan simbo-

La comunicacién en, con, y acerca de las matematicas, como por ejemplo:
tico, en una variedad de registros lingiiisticos;

precision tedrica y técnica.

— Comprension de textos escritos, visuales o orales que tengan un contenido matema-

— Expresar estas cuestiones de forma escrita, visual o oral, con diferentes niveles de

Hacer uso de los recursos y herramientas, como por ejemplo:

ponibles para la actividad matematica, y conocer sus posibilidades y limitaciones;
— Ser capaces de utilizar reflexivamente dichos recursos y herramientas.

— Conocer la existencia y propiedades de los diversos instrumentos y recursos dis-

Esta es la base a partir de la cual la OCDE, en el marco del Proyecto DeSeCo, indica
diversas competencias matematicas necesarias para formar a ciudadanos que puedan
identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, emi-
tir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfa-
cer las necesidades de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y

reflexivo (OCDE, 2004).

En el cuadro 3 se presenta un analisis comparativo entre los estandares de procesos

del NCTM (2000) y las competencias matematicas (Niss, 2002; OCDE, 2004):

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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Cuadro 3. Comparacion entre los estandares de procesos y las competencias matematicas.

Estandares de procesos
matematicos
(NCTM, 2000)

Competencias matematicas
(Niss, 2002)

Competencias matematicas
(OCDE, 2004)

Resolucion de problemas

Planteamiento y resolucion de
problemas matematicos

Planteamiento y resolucion de
problemas

Usoderecursos y herramientas

Razonamiento y prueba

Dominio de modos de pensa-

Pensamiento y razonamiento

miento matematico

Razonamiento matematico Argumentacion
Comunicacion Comunicacion en, con y | Comunicacion

acerca de las matematicas
Conexiones - -
Representacion Representacion de entidades | Representacion y uso de ope-

matematicas raciones y lenguaje técnico,

simbolico y formal

Analisis 'y construccion de | Construccion de modelos

modelos

Manejo de simbolos matema-
ticos y formalismos

Los procesos matematicos y las competencias matematicas que se exponen en el
cuadro anterior subrayan una misma vision que enfatiza la capacidad de usar de forma
comprensiva y eficaz las matematicas que se aprenden en la escuela en una variedad de
contextos, ademas del escolar. Se trata de un nuevo enfoque que de Guzman (2001, p. 9)
sintetizd de forma muy clara:

“En la situacion de transformacion vertiginosa de la civilizacion en la cual nos encontra-
mos, esta claro que los procesos verdaderamente eficaces de pensamiento, que no se vuel-
ven obsoletos con tanta rapidez, es lo mas valioso que podemos ensefiar a nuestros jovenes.
En nuestro mundo cientifico e intelectual tan rapidamente mutante vale mucho mas proveerse
de procesos de pensamiento ttiles que de contenidos que rapidamente se convierten en ideas
inertes ...”

Los procesos matematicos y las competencias matematicas permiten ampliar la pers-
pectiva acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina. En el estudio TEDS-
M 2008 (el primer estudio comparativo a nivel internacional y a gran escala, sobre
educacion superior, centrado en la formacion inicial de los profesores de matematicas)
se presentan dos visiones contrapuestas: a) las matematicas como un conjunto de reglas y

12 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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procedimientos, y b) las matematicas como un proceso de indagacion. En la primera vi-
sion se tienden a ver las matematicas como un conjunto de procedimientos que hay que
aprender, con normas estrictas acerca de lo que es correcto o no, mientras que en la se-
gunda vision se valoran las matematicas como un instrumento para responder a pregun-
tas y resolver problemas, en la que los procesos matematicos se consideran herramientas
de indagacion, es decir, medios para un fin y no el fin en si mismo. En el cuadro 4 se pre-
sentan algunas afirmaciones de ambas visiones:

Cuadro 4. Visiones acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012).

Matematicas como un conjunto de reglas y
procedimientos

Matematicas como un proceso de indagacion

Las matematicas son una coleccion de nor-
mas y procedimientos que determinan coémo
se resuelve un problema.

Saber matematicas implica recordar y apli-
car definiciones, formulas, hechos matema-
ticos y procedimientos.

Para resolver una tarea matematica es nece-
sario conocer el procedimiento correcto. En
caso contrario uno esta perdido.

El rigor logico y la precision son fundamen-
tales para las matematicas.

Para hacer matematicas se requiere mucha
practica, la aplicacion correcta de procedi-

Las matematicas implican creatividad y
nuevas ideas.

En matematicas uno puede descubrir y ensa-
yar muchas cosas por si mismo.

Si uno se involucra en las tareas matemati-
cas, puede hacer descubrimientos (p. ¢j., co-
nexiones, reglas y conceptos).

Los problemas de matematicas se pueden
resolver de maneras diferentes.

Muchos aspectos de las matematicas tienen
notable valor practico.

Las matematicas ayudan a resolver proble-
mas y tareas de la vida cotidiana.

mientos rutinarios y estrategias de resolu-
cion de problemas.

Las matematicas significan aprender, recor-
dar y aplicar.

La vision de las matematicas como un conjunto de reglas y procedimientos, pues, se
asocia a la instruccion matematica, es decir, se interpreta el proceso de enseflanza-apren-
dizaje de la disciplina como un conjunto de reglas y procedimientos que se adquieren
a través de la ejercitacion, mientras que la vision de las matematicas como un proceso
de indagacion se corresponde con un enfoque mas competencial, en el que se ofrecen a
los aprendices diversas herramientas para que progresivamente aprendan a usar las ma-
tematicas en su vida cotidiana. En el informe espafiol del TEDS-M 2008 (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012) los futuros maestros espafioles muestran un mayor
acuerdo en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de res-
puestas de acuerdo) que en considerarlas como un conjunto de reglas y procedimientos
(50% de respuestas de respaldo). Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), en un estu-
dio realizado con estudiantes de primer curso del grado de maestro, analizan las actitu-
des hacia la materia (un 40% admiten que les gustan las matematicas) junto con otras
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consideraciones referentes a los contenidos matematicos que forman parte del curriculo
(se destaca sobre todo la geometria, con un 91% de acuerdo), o la utilidad y el sentido
de las matematicas (un 66% admiten que sirven para razonar y pensar). Aunque impli-
citamente se hace alusion a algunos procesos matematicos, en dicho estudio no se ana-
liza con detalle la opinion de los estudiantes en relacion a este tipo de conocimientos
matematicos.

A partir de estos datos previos, en este estudio se quiere analizar con mayor detalle
cuales son las consideraciones de los futuros maestros acerca de los procesos matemati-
cos. En este contexto, nuestra pregunta de investigacion es:

* (Cuales son las opiniones de los estudiantes para maestro sobre los aspectos que

mejor definen a las matematicas?

Particularmente, el objetivo de nuestro estudio es identificar qué lugar ocupan los
procesos matematicos en el sistema de creencias de los estudiantes para maestro sobre
las matematicas como disciplina.

METODOLOGIA
Participantes

La muestra esta formada por 142 estudiantes, 72 pertenecientes al Grado de Edu-
cacion Infantil y 70 del Grado de Educacion Primaria. Todos los estudiantes, en el mo-
mento que se realizo el estudio, estaban cursando primero en la Universidad de Girona.

La edad media de los estudiantes del Grado de Educacion Infantil es de 21,2 afios, y
de los de Educacion Primaria es de 20,3 afios. El porcentaje de hombres en Educacion
Infantil es de 4,35% y en Educacion Primaria es de 12,04%. El 56,5% de los estudiantes
de Infantil provienen del ciclo formativo de grado superior en Educacion Infantil, y el
29,8% de estudiantes de Primaria provienen de ciclos formativos de grado superior. De
los estudiantes que provienen de bachillerato, el 14,28% de Infantil y el 16,13% de Pri-
maria provienen de un bachillerato cientifico-tecnoldgico. Por lo tanto, de la muestra del
estudio, solo el 4,4% en Educacion Infantil y el 6,8% en Primaria, han cursado matema-
ticas en los dos ultimos afios antes de empezar los estudios universitarios.

Diserio y procedimiento

En el primer semestre de primero, antes de iniciar cualquier asignatura o modulo for-
mativo relacionado con las matematicas y su didactica se administrd un cuestionario a
todos los participantes para identificar diversas creencias acerca de la educacion mate-
matica centradas en las diversas dimensiones indicadas por Caballero, Blanco y Gue-
rrero (2008). En una de estas cuestiones se les solicitaba que indicaran tres aspectos
clave (de mayor a menor importancia) que asociaban con las matematicas, puesto que se
consider6 que implicitamente iba a aportar datos acerca de la vision de los estudiantes
acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina.

Para la categorizacion de las respuestas dadas se ha combinado la categorizacion de-
ductiva y la inductiva (Bonilla y Rodriguez, 1995), es decir, en un primer momento se ha
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partido de unidades de significado identificadas en marcos tedricos existentes (catego-
rizacion deductiva) pero, posteriormente, con la revision cuidadosa de todo el material,
se han identificado subcategorias que emergen de la misma informacion (categorizacion
inductiva).

Las tres categorias principales que se han considerado para clasificar las respues-
tas han sido: Factores Cognitivos, Factores Procedimentales y Factores Actitudinales.
Estas tres categorias se han establecido a partir de la revision de la literatura (NCTM,
2000; Caballero, Guerrero y Blanco, 2007; Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010;
Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012; Ruiz de Gauna, Garcia y Sarasua,
2013) y a partir de las definiciones y clasificaciones dadas por la OCDE en su Proyecto
DeSeCo (OCDE, 2001) sobre las competencias basicas, donde considera la competencia
como una combinacion de conocimientos, destrezas y actitudes.

Los Factores Cognitivos incluyen elementos que ayudan al estudiante a “saber co-
nocer”. Esta categoria se ha subdividido en cuatro subcategorias definidas a partir de las
respuestas dadas por los estudiantes y a partir de las categorias del trabajo de Guirado,
Olivera, Mazzitelli y Aguilar (2010): Inteligencia, memoria, comprension y calculo men-
tal y escrito. Los Factores Procedimentales permiten “saber hacer”. En esta categoria,
basandonos en los estandares de procesos definidos por el NCTM (2000), se han consi-
derado las subcategorias: resolucion de problemas, razonamiento, comunicacion y cone-
xiones. Por Ultimo, los Factores Actitudinales se conciben como el conjunto de aspectos
que ayudan al alumno a “saber ser”. A partir del trabajo de Guirado, Olivera, Mazzitelli
y Aguilar (2010) y de las respuestas dadas por los estudiantes se han considerado cuatro
subcategorias: interés, esfuerzo, participacion y autoconcepto. En el cuadro 5 se pre-
senta una sintesis de las categorias y subcategorias consideradas:

Cuadro 5. Categorias y subcategorias sobre la naturaleza de las matematicas

Factores Cognitivos Factores Procedimentales Factores Actitudinales
Inteligencia Resolucion de problemas Interés
Memoria Razonamiento Esfuerzo
Comprension Comunicacién y representacion | Participacion Autoconcepto
Calculo mental y escrito Conexiones

Dado el tipo de poblacion y de datos analizados, aunque la pregunta a analizar sea
una variable cualitativa, la metodologia que se ha utilizado para su andlisis y discusion
ha sido de tipo cuantitativo. Para tener en cuenta el orden de los tres aspectos clave que
los estudiantes asocian con las matematicas (de mayor a menor importancia), se han pon-
derado sus respuestas dando un peso de 0,5 al primer factor, de 0,3 al segundo y de 0,2
al factor que indican en tercera posicion.
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RESULTADOS

Para la exposicion de los resulta-
dos, en primer lugar se muestran los
datos obtenidos acerca de los tres as-
pectos clave que los estudiantes aso-
cian con las matematicas. Al haber
ponderado las respuestas segun el
orden de los aspectos indicados
(0,5; 0,3; 0,2), el nimero de estu-
diantes que se indican en las tablas
de resultados de cada categoria no
es un nimero natural.

M Factores cognitivos M Factores procedimentales m Factores actitudinales

Figura 1. Grafico comparativo
entre las tres categorias.

Tabla 1. Resultados obtenidos en las tres categorias

N° estudiantes Porcentaje
Factores cognitivos 72,6 51,1%
Factores procedimentales 30 21,1%
Factores actitudinales 39,4 27,7%
Total 142 100 %

Los resultados anteriores muestran que mas de la mitad de los estudiantes para maes-
tro (un 51,1%), considera que los aspectos cognitivos son los que mejor definen a las
matematicas. En segundo lugar consideran los factores actitudinales (un 27,7%), mien-
tras que los aspectos que vinculan menos con las matematicas son los procedimentales

(21,1%).

A continuacion se presentan los resultados de forma mas detallada, diferenciando
cuatro subcategorias dentro de cada categoria.

Tabla 2. Resultados obtenidos en las distintas subcategorias

N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Inteligencia 26,8 18,9%
Factores Memoria 3,8 2,7% 18.55
cognitivos Comprension 12,4 8,7% '
Calculo mental y escrito 31,2 22%
16 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X



Sobre la naturaleza de las matematicasen la formacion inicial de maestros: los procesos matematicos ...
Angel Alsina y Paula Lopez

N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Razonamiento 5,2 3,7%
Factores Comunicacion 2,2 1,5%
procedimentales | conexiones 6,1 4,3% 763
Resolucion de problemas 17,1 12%
Interés 19,5 13,7%
Factores Esfuerzo 14,6 10,3% 03
actitudinales Participacién 0,7 0,5% ’
Autoconcepto 2.4 1,7%
Total 142 100%

Estos datos indican que, en
relacion a los factores cogni-
tivos, los aspectos que los es-
tudiantes identifican mas con
las matematicas son el célculo
mental y escrito (22%) y la in-
teligencia (18,9%). Dentro de
los factores actitudinales, los
aspectos mas destacados son
el interés (13,7%) y el esfuerzo
(10,3%). Y respecto a los facto-
res procedimentales, el aspecto
que asocian mas a las matema-
ticas es la resolucion de problemas (12%). El factor cognitivo que menos asocian con las
matematicas es la memoria (2,7%), el factor actitudinal menos relevante es la participa-
cion (0,5%) y el factor procedimental que menos consideran es la comunicacion (1,5%).

Figura 2. Grafico comparativo entre las sub-categorias.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio se han identificado las creencias de los estudiantes para maestro sobre
la naturaleza de las matematicas. Una primera interpretacion de los resultados obtenidos
confirma la presencia de tres categorias de factores: cognitivos, actitudinales y procedi-
mentales, en contraposicion a diversos estudios preliminares que subrayan exclusiva-
mente factores cognitivos y actitudinales, incluidos en la agenda Creencias y dominio
afectivo: actitudes y cognicion (Llinares, 2008). En otras palabras, en estos estudios pre-
vios se consideran Unicamente los factores de las matematicas que permiten a los alum-
nos “saber conocer” y “saber ser”, de acuerdo con la terminologia de la OCDE para
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definir las competencias clave (OCDE, 2001). Consideramos que la incorporacion de
factores procedimentales, en la linea ya iniciada por algunos trabajos (NCTM, 2000;
Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010), contribuye a comprender con mayor pre-
cision el conjunto de creencias que acaban configurando la identidad profesional del
maestro de matematicas acerca de la naturaleza de las matematicas. Estos factores res-
ponden al “saber hacer” (OCDE, 2001), e incluyen las formas de pensar propias de las
matematicas, como resolver problemas, razonar y demostrar, comunicar y representar o
hacer conexiones (NCTM, 2000).

Una segunda interpretacion de los resultados obtenidos es el escaso peso de los facto-
res procedimentales en el conjunto de creencias acerca de la naturaleza de las matemati-
cas. Los datos obtenidos han puesto en evidencia que los futuros maestros no consideran
suficientemente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos
datos ponen de manifiesto una construccion de la identidad profesional del maestro de
matematicas que deja de lado algunas de las tendencias contemporaneas en educacion
matematica (NCTM, 2000; Niss, 2002; OCDE, 2004), en las que se destaca la importan-
cia de los procesos de pensamiento matematico para el aprendizaje de las matematicas
en general y para la adquisicion de la competencia matematica en particular. A la vez, los
resultados de nuestro trabajo muestran algunas contradicciones con los datos del estudio
internacional TEDS-M (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012). Como se ha
indicado, en dicho estudio los futuros maestros espafioles muestran un mayor acuerdo
en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de respuestas de
acuerdo), lo que significa que mayoritariamente asocian las matematicas con una vision
competencial que incluye la actividad heuristica, la resolucion de problemas o las cone-
xiones con la vida cotidiana. Sin embargo, en nuestro estudio, cuando se les pregunta
acerca de los factores que asocian con las matematicas, estos aspectos procedimenta-
les son los que tienden a ocupar las ultimas posiciones en su escala de creencias. En una
linea similar al TEDS-M, en el estudio de Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), los
factores procedimentales (y en concreto las acciones de “razonar” y “pensar”) tienen
una alta valoracion entre los estudiantes (66%), mientras que en nuestro estudio el 3,7%
de los estudiantes asocian el razonamiento a las matematicas, y un 12% a la resolucion
de problemas. Una posible explicacion es que las caracteristicas de los participantes de
ambos estudios son diferentes: en nuestro caso, se trata de estudiantes de primer curso de
los Grados de Educacion Infantil y Educacion Primaria, mientras que el estudio TEDS-
M se realizo6 con estudiantes de tercer curso de primaria de la antigua diplomatura de ma-
gisterio que ya habian recibido una formacion en didactica de las matematicas.

De estos datos se desprenden algunas posibles implicaciones didécticas que deberian
considerarse tanto en la formacion inicial como en la formacion permanente del profeso-
rado. La consideracion de los procesos matematicos implica partir de un planteamiento
curricular mucho mas globalizado que no se limite a los contenidos de una unica area,
sino trabajar de forma integrada, explorando como se potencian unos y otros y usando-
los sin prejuicios. Ademas, exige trabajar para favorecer la autonomia mental del alum-
nado, potenciando la elaboracion de hipdtesis, las estrategias creativas de resolucion de
problemas, la discusion, el contraste, la negociacion de significados, la construccion con-
junta de soluciones y la busqueda de formas para comunicar planteamientos y resultados.
En definitiva, pues, se trata de ayudar a gestionar el conocimiento, las habilidades y las
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emociones pera conseguir un objetivo. En los ultimos afios son muchos los profesionales
que han ido incorporando los procesos matematicos en sus practicas docentes (para una
revision mas exhaustiva, consultar Alsina 2011, 2014), y es de esperar que vaya en au-
mento en el futuro dada la relevancia que actualmente se da a los procesos.

En cualquier caso, de acuerdo con Kaasila, Hannula y Laine (2012), los estudios acerca
de la vision de las matematicas de los futuros maestros tienen un papel importante porque
revelan coémo van construyendo su identidad profesional, y desde este marco consideran
que es necesario que los formadores de maestros comprendan sobre todo los puntos de
vista negativos. La identificacion y toma de conciencia de estas creencias es el requisito
necesario para poder promover procesos de cambio durante la formacion inicial (Kaasila,
Hannula, Laine y Pehkonen, 2006, 2008), y evitar asi que los futuros maestros accedan a
la practica profesional con unas creencias acerca de la naturaleza de las matematicas que
conlleven omisiones importantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de la disci-
plina, como por ejemplo dejar de lado los procesos de pensamiento matematico.

Por esta razon va a ser necesario disefiar nuevos estudios que analicen con instrumen-
tos mas detallados las creencias de los futuros maestros acerca de los procesos matema-
ticos, ya que consideramos que el hecho de haber planteado una unica pregunta sobre los
aspectos clave que los estudiantes asocian con las matematicas puede haber sido una limi-
tacion importante en el disefio de nuestro estudio. Paralelamente, sobre todo si en futuras
investigaciones se confirman los resultados reveladores de este estudio, va a ser necesario
disefiar programas de intervencion que promuevan la incorporacion de los conocimientos
disciplinares y didécticos referentes a los procesos de pensamiento matematico en los mo-
dulos y asignaturas de didactica de las matematicas de los estudios del Grado de Maestro.
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Resumen: Tradicionalmente, ha sido problematico el aprendizaje del concepto de
funcion. En este trabajo se reportan los hallazgos de una investigacion en donde se
analizaron las dificultades presentadas por estudiantes de once grado al hacer trans-
formaciones de representaciones de una funcion, con el registro tabular como registro
principal. Para recoger la informacion se aplicé un cuestionario, con una situacion que
involucra el concepto de funcion. Las dificultades estuvieron relacionadas con la iden-
tificacion del contenido de las representaciones, el funcionamiento de los registros y la
coordinacion entre ellos. Fue posible apreciar que los estudiantes no reconocen el regis-
tro tabular como apoyo valido para sustentar sus respuestas.

Palabras clave: registros semioticos de representacion, coordinacion entre registros,
conversion, tratamiento, funcion.

Difficulties of students from elevend grade to make
changes of representations of a function

Abstract: Traditionally, the learning of the concept of function has been problematic. In
this paper we report the findings of an investigation which analyzed the difficulties pre-
sented by grade eleven students to make transformations of representations of a function,
with tabular register as primordial one. To collect the information a questionnaire was
applied with a situation involving the concept of function. The difficulties were related to
the identification of the content of the representations, the operation of registers and the
coordination between them. It was possible to identify that students do not recognize as
a valid support the tabular register to support their answers.



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Keywords: semiotic registers of representation, coordination between registers, conver-
sion, treatment, function.

INTRODUCCION

Al analizar lo propuesto en los estandares del National Council of Teachers of Mathe-
matics (2000) y del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2005) frente a los
resultados de las investigaciones respecto a la conceptualizacion de la nocion de funcion
(Cordero, 1997; Dolores, 2004; Gatica et al., 2010; Hitt, 2000, 2003a, 2003b), se eviden-
ciauna descompensacion en el abordaje dado a este concepto a través de diferentes regis-
tros semidticos de representacion, lo que podria dificultar el desarrollo de pensamiento
variacional en los estudiantes. Esta descompensacion lleva al alumno a cometer errores
y los errores, si no son resignificados apropiadamente, pueden conducir el proceso de
aprendizaje por un camino equivocado, ya que los estudiantes se pueden acostumbrar a
ellos y no distinguir lo adecuado de lo inadecuado. Incluso, por acumulacion de malas
experiencias, pueden llevar a los sujetos a no permitirse conflictos cognitivos, por lo que
en estas condiciones seria dificil la adquisicion de conocimientos (Amaya, 2010).

Ademas, uno de los conceptos basicos relacionados a la ensefianza y el aprendi-
zaje del calculo es, sin duda, el de funcion. Asimismo, numerosas investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica (Benitez, 2010; D’ Amore, 2006; Ochoviet y Oktag,
2011; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008) han puesto de manifiesto que exis-
ten dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas a la construccion de este con-
cepto (Del Castillo, 2003). Una de estas dificultades, segin Duval (2004), es el transito
entre diferentes registros de representacion; esto es, identificar elementos en un regis-
tro de partida y encontrar su equivalente en un registro de llegada. En particular, Duval
(2012a) considera que, a diferencia de otras ciencias, el acceso al objeto de estudio en
matematicas es exclusivamente semiodtico y que toda actividad matematica consiste en
la transformacion de representaciones semioticas —producciones constituidas por signos
que pertenecen a un sistema de referencia, el cual tiene sus propias reglas de significa-
cién y de funcionamiento—.

De lo anterior se puede deducir que este proceso de transformacion de representa-
ciones es esencial en el aprendizaje de las matematicas, ya que la Ginica forma de acce-
der a los conocimientos matematicos es a través de las representaciones semio6ticas (Hitt,
2003a). Las representaciones en diferentes registros se complementan, es decir, ninglin
sistema de representacion puede producir una representacion cuyo contenido sea del
todo completo y adecuado al objeto representado, por lo que el recurso a varios registros
se considera condicion necesaria para la conceptualizacion (Del Castillo, 2003). Esto se
debe, segiin Duval (1999), a que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, es decir, no es posible estudiar los fenomenos relativos
al conocimiento sin recurrir a las representaciones semioticas. En este sentido se ha for-
talecido la idea de que cuando se usan en la ensefianza de las matematicas actividades
didacticas que favorecen la utilizacion y articulacion entre diferentes registros, el apren-
dizaje resulta beneficiado.

Se evidencia asi que un sistema de representacion coopera en la construccion de ob-
jetos matematicos, relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual
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se comparten los artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comuni-
dad (Kaput, 1989). También pone en evidencia la importancia de que los alumnos co-
necten los diferentes sistemas semidticos de representacion con los elementos del medio
sociocultural donde se desempefian.

El presente estudio se centra en el analisis de las transformaciones entre represen-
taciones que realizan estudiantes colombianos de 15-17 afios de edad. Se caracterizan
sus dificultades, tanto con la identificacion del contenido de la representacion de partida
como con el funcionamiento de los registros en los que se hacen las representaciones y
la coordinacion entre ellos, en el tema funciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

En las ultimas décadas las investigaciones en Educacion Matematica han tenido un
importante desarrollo, presentandose algunos acuerdos entre administradores educati-
vos y grupos de investigadores, quienes a su vez han sentado algunas sugerencias sobre
el tipo de problemas que se debe utilizar en matematicas -que despierten el interés de
los alumnos y favorezcan su aprendizaje-, la forma de organizar las secuencias de activi-
dades utilizadas en clase de matematicas y la necesidad de analizar las producciones de
los estudiantes -para utilizar sus dificultades de comprension en beneficio de su propio
aprendizaje-. Este trabajo se encuadra en esto ultimo.

En particular, los contextos de representacion usados en la actividad matematica sur-
gen como hilo de enlace que permite proponer problemas interesantes a través de los
cuales analizar las dificultades de comprension de los estudiantes —a través de, por ejem-
plo, sus errores conceptuales— y usarlos para mejorar sus procesos de aprendizaje.

En relacion con el tipo de actividades para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, el National Council of Teachers of Mathematics (2000)
considera fundamental que se los enfrente a actividades que constituyan un reto para su
curiosidad, que los estimulen a usar sus presaberes, a investigar lo que desconozcan y a
analizar los contenidos estudiados. Especificamente, el Ministerio de Educacion Nacio-
nal (2005) considera indispensable el estudio de patrones, nociones y conceptos propios
del pensamiento variacional, el cual tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o regis-
tros simbolicos, ya sean verbales, iconicos, tabulares, graficos o algebraicos. Tiene como
proposito construir distintos acercamientos significativos para la comprension y uso de
los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos asi como del
calculo numérico y algebraico. Ademas, cumple un papel preponderante en la resolucion
de problemas sustentados en el estudio de la variacion y el cambio, y en la modelacion
de procesos de la vida cotidiana. Su estudio se inicia con la deteccion de los criterios que
rigen regularidades o reglas de formacion, para identificar la unidad que se repite perio-
dicamente dando lugar a un patron.

El tipo de actividades sugeridas por el National Council of Teachers of Mathematics
(2000) y el analisis de secuencias y patrones recomendado por el Ministerio de Educa-
cion Nacional (2005) pueden desarrollar en los estudiantes la capacidad para identifi-
car o construir un patrén de regularidad y la capacidad para reproducirlo en diferentes
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registros, por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula. Segiin Del Casti-
llo (2003), este proceso de establecer congruencias es condicidon necesaria para la com-
prension de un concepto matematico.

El analisis de las dificultades de comprension de los estudiantes invocando sus con-
cepciones es indispensable para ayudarlos a entender el tema que se esté estudiando, para
lo que es necesario analizar sus errores conceptuales. Al respecto, Godino, Font y Bata-
nero (2003) mencionan:

(...) hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar. El término difi-
cultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio.
Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la difi-
cultad es alta, mientras que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja (p.69).

Este planteamiento implica concebir la practica curricular y evaluativa como un se-
guimiento permanente al proceso de adquisicion de conocimientos. El error se cons-
tituye en una via natural de acceso al conocimiento, una manifestacion de un proceso
constructivo que se debe encauzar y orientar de tal manera que el que aprende se termine
beneficiando.

Por otro lado estan los contextos de representacion usados en la actividad mate-
matica. Duval (2004) considera prioritarias las posibilidades de transformar una re-
presentacion semidtica en otra representacion semidtica, como base en un proceso de
comunicacion que busca saber como puede ser codificado/decodificado un objeto mate-
matico para poder ser comprendido por alguien. Segin este autor, todo progreso de co-
nocimiento en matematicas pasa por este trabajo de transformacion. Distingue dos tipos
de transformaciones: el tratamiento, que es una transformacion estrictamente interna en
un registro determinado, con cierta homogeneidad en las representaciones producidas,
donde la produccion se hace como si cada representacion fuera autosuficiente, y la con-
version, que es una transformacion de un objeto de un registro a otro, es decir, es aquella
en la que la representacion se pone en paralelo con otra representacion de otro registro.

La conversion de un registro a otro puede resultar congruente o no; es decir, el pa-
saje entre dos representaciones de un mismo objeto puede hacerse en un sentido y no
hacerse en el otro. Ademas, las representaciones de un mismo objeto pueden resultar he-
terogéneas; esto es, el contenido de una representacion en un registro dado puede ser sus-
tancialmente diferente al contenido de otra representacion en otro registro. Para Duval
(2004), si se quieren comprender los procesos de aprendizaje de las matematicas, es ne-
cesario tomar en cuenta muy seriamente esta heterogeneidad, estableciéndose asi la ne-
cesidad de utilizar mas de una representacion para acceder al conocimiento matematico
y de conocer la proveniencia de las transformaciones; es decir, si provienen de un trata-
miento o de una conversion, que permita un analisis cognitivo de las dificultades en la
adquisicion de los conocimientos matematicos.

Las representaciones matematicas o sistemas simbodlicos matematicos son sistemas
de representaciones especiales en los que el mundo representado es una estructura ma-
tematica y el mundo representante es un esquema de simbolos que contiene correspon-
dencias especiales (Kaput, 1987). Los sistemas simbolicos matematicos, de la misma
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manera que el lenguaje natural y los sistemas pictoricos, controlan el influjo de experien-
cias al separarlos en pedazos, asignando los simbolos a dichos pedazos y coordinando
estas notaciones en un entorno adecuado de matices y referentes complejos. El sistema
de simbolos matematicos y sus conexiones puede formar una estructura que actlia para
representar otro sistema de simbolos que exhibe una autosimilitud cuando se amplifica
(Meel, 2003). Es asi que, a través de las representaciones externas de un objeto matema-
tico y las relaciones entre ellas, es posible estructurar nuevas representaciones que pue-
den tener connotaciones diferentes a las que les dieron origen.

Entre las tantas representaciones que permite una funcion, esta la representacion ana-
litica, la cual a su vez puede asumir varias formas: algebraica, consistente en una for-
mula que permite modelar la situacion en juego; polinomio aritmético, como resultado
de reemplazar un valor numérico en un registro algebraico; secuencia, que permite deter-
minar el patrén de regularidad o de crecimiento de una funcion. Otra de las representa-
ciones semidticas de una funcion es la tabular, en la que se parte de una tabla y se ubican
las entradas de tal forma que el nimero de columnas (o filas, segiin se ordenen) corres-
ponde al total o gran parte de las cantidades que intervienen en la situacion, que vienen
a ser los elementos que constituyen la funcion en ese registro.

Al respecto, diversas investigaciones (Amaya, 2010; Carrién, 2007; Dolores, 2004;
Leoén y Corredor, 2003) han tratado de identificar los problemas mas comunes en el
aprendizaje de las matemadticas, a través del andlisis de las producciones de los estudian-
tes, sus procedimientos espontaneos, sus errores y sus incomprensiones. Han intentado
dilucidar elementos acerca de su funcionamiento cognitivo y proponer formas para me-
jorar la adquisicion de habilidades que permitan a los alumnos acceder con mayor faci-
lidad a los conceptos. Comprender matematicas se manifiesta a través de habilidades a
disposicion y transferibles a diversos espacios de razonamiento en y sobre la realidad.
Para Meel (2003), comprender en matematicas significa saber qué hacer y por qué se
debe hacer algo con un concepto matematico en el momento que se requiera utilizarlo,
lo que proporciona vias para la transferencia y extraccion de informacion desde la me-
moria del estudiante. Esta idea esta relacionada con la manera como se construyen con-
ceptos o redes conceptuales, vinculados a una serie de procesos cognitivos en relacion
con representaciones simbolicas; esto es, a la significacion que un individuo le atribuye
a un objeto matematico al vincular las representaciones internas y externas con una si-
tuacion contextual.

Segun Hitt (2000), una idea matematica -o procedimiento o hecho- es entendida si
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de entendi-
miento es determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. En este sentido, la
adquisicion de un concepto por parte de un individuo se dara cuando coordine por lo
menos dos de sus representaciones. Esto tiene que ver, segun Duval (1999), con la ar-
ticulacion entre sus representaciones semiodticas. Un concepto matemdtico visto en sus
diferentes representaciones proporcionard informacion especifica, dando solidez al con-
cepto. Para Meel (2003), estos mecanismos producen significados y, por lo tanto, desa-
rrollan comprension para el estudiante por medio de la creacion de nuevos vinculos entre
los sistemas de representacion o los elementos de reorganizacion dentro de un sistema
de representacion.
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De lo anterior se reconoce que la comprension de un objeto matematico se hace por
medio de las representaciones semidticas, lo cual se basa en la ley fundamental del fun-
cionamiento cognitivo de Duval (1999): no hay noesis sin semiosis. Se manifiesta a tra-
vés de la soltura en la actividad cognitiva de conversion. De aqui cabe destacar el papel
de las representaciones semioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos. Se basan en tratamientos y conversiones entre registros, que permiten co-
nexiones entre los elementos de una red (el concepto) asi como de la estructura cognitiva
(como un todo). Segun Duval (2004), en matematicas, poder cambiar de sistema de re-
presentacion es una exigencia cognitiva absolutamente necesaria y fundamental, porque
el acceso a los conocimientos matematicos requiere la integracion en una arquitectura
cognitiva de los sistemas semioticos de representacion. De hecho “se cree que la familia-
rizacidn progresiva con un nuevo tipo de representacion provoca de manera casi natural
el pasaje de este tipo de representacion a los tipos de representacion anteriormente utili-
zados” (Duval, 2004, p.30).

Ademas, Duval (2012b) considera que las diferencias que separan las matematicas
de otros campos del conocimiento provienen del modo de acceso a los objetos estudia-
dos: en matematicas se hace por medio de la produccion de representaciones semidticas
y no por la percepcion o la utilizacién de instrumentos, como ocurre en otras ciencias.

Esto nos permitira inferir tres ideas clave para describir el modo de funcionamiento cogni-
tivo que caracteriza al pensamiento matematico. (1) Los registros son los sistemas productores
de representaciones semidticas. (2) La comprension en matematicas moviliza siempre impli-
cita o explicitamente al menos dos registros; dicho de otra manera, la comprension en mate-
maticas requiere la coordinacion y el funcionamiento en sinergia de varios registros. (3) Cada
registro abre un campo de transformacion de las representaciones, y por lo tanto, posibilidades
de tratamiento matematico que le son propias (p.15).

Duval (2004) considera que el reto de la ensefianza para la formacion inicial no es
tanto la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino -a través de ello- el de-
sarrollo de las capacidades de pensamiento del alumno. El desarrollo de estas capacida-
des depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren para
la comprension de todos los conocimientos que él deberd adquirir, no solamente en la
escuela, sino después de ella. Por estar en un mundo en el cual ningun individuo puede
aprender de antemano lo que le sera profesional o humanamente util, el reto de la ense-
flanza en la formacion inicial es dar al estudiante los medios para comprender y aprender
por él mismo. Al respecto, la UNESCO (2005) considera que la escuela, como respon-
sable tradicional de la educacion de los miembros de una sociedad, debe bregar para que
estos adquieran una formacion basica que les permita aprender a aprender, y hacerlo con-
tinua, sistematica y permanentemente. Lo que esta en juego, segiin Duval (2012a), es el
desarrollo de la autonomia intelectual de los estudiantes. Desde esta perspectiva es que
las matematicas pueden aportar una gran contribucion a la formacion de los alumnos.
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METODOLOGIA

Se asume un estudio descriptivo de casos (Servan y Servan, 2010), bajo un enfoque
cualitativo de tipo empirico (Bravin y Pievi, 2008). Las transformaciones entre registros,
tanto tratamientos como conversiones, se constituyeron en las categorias de analisis de
la investigacion. Se desarrollo en tres etapas fundamentales:

a) Revision documental: consistido en una busqueda bibliografica a fin de obtener
antecedentes de investigaciones y fundamentar a nivel teorico lo relativo a las
dificultades de los estudiantes con las transformaciones de representaciones del
concepto de funcion.

b) Diseflo y aplicacion de instrumentos: se elaboraron, adecuaron y pusieron en mar-
cha los protocolos empleados en la investigacion.

¢) Obtencion y analisis interpretativo de resultados: teniendo en cuenta el desem-
pefio estudiantil en las transformaciones entre registros del contenido funcion, se
procesoé la informacion recabada y se avanzo hacia la discusion de los hallazgos.

Los informantes fueron 50 estudiantes (E,, conn=1, 2, 3, ..., 50) de undécimo grado
de la media académica de una escuela publica colombiana, con edades entre 15 y 17
afios, en un curso ordinario de pre-célculo previo al ingreso a la universidad. Para este
trabajo el desempefio fue de manera individual.

En una investigacion mas amplia, en la que se inscribe este trabajo, se utilizaron
cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas abiertas, observacion par-
ticipante, entrevistas semiestructuradas y grupos de discusion. En cuanto a los cuestio-
narios, cabe sefialar que se aplico un total de seis, cada uno involucrando una situacién
problematica. Aqui se comparten los resultados relativos a una de las situaciones, en la
que se consider? al registro tabular como registro principal. Los contenidos matematicos
requeridos ya habian sido desarrollados en el curso.

La situacion presentada estd constituida por ocho cuestiones a resolver:

En la siguiente tabla se muestran los costos de produccion de una empresa de discos
compactos.

Numero de discos Costo (en dolares)
1000 116000
2000 128000
3000 140000
5000
6100
224000
15000
72000
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1) Termina de llenar la tabla.

2) Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente.

3) Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2).

4) ;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son cons-
tantes o permanecen fijas?

5) ¢Qué relacion de dependencia hay entre las variables?

6) Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;jcudntos discos se
produjeron?

7) Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de produccion
para cualquier cantidad de discos compactos.

8) Realiza una grdfica que represente esta situacion.

Para procesar la informacion se analizaron las resoluciones de los estudiantes para
cada categoria de analisis, atendiendo tanto a los tratamientos como a las conversiones
empleadas. Se emple6 la técnica de andlisis del contenido (Ander-Egg, 2003) para estu-
diar el contenido manifiesto de las producciones escritas al abordar las cuestiones plan-
teadas. Se agruparon las resoluciones con respuestas similares y se fue registrando en
una matriz de datos el porcentaje de alumnos de cada grupo asi como las caracteristicas
de los procedimientos llevados a cabo, ejemplificando en algunos casos con el de algun
estudiante en particular.

RESULTADOS

En lo que sigue se describen algunas caracteristicas de los desempefios estudianti-
les al realizar transformaciones de registros en la resolucion de la situacion planteada.

Cuestion 1. “Termina de llenar la tabla”.

Una caracteristica de las resoluciones del 92% de los estudiantes fue el paso previo
al registro analitico-aritmético, donde realizaron las operaciones que consideraron perti-
nentes, para el llenado de la tabla. Es decir, primero hicieron una conversion, utilizando
el registro analitico-aritmético como registro auxiliar. Realizadas las operaciones (trans-
formaciones tipo tratamientos) en este registro, volvieron a hacer otra conversion, al re-
gistro tabular como registro principal, y entonces procedieron a llenar la tabla (Fig. 1).
Realizaron un tratamiento en cierto sentido sin autosuficiencia, necesitando de la articu-
lacién con el registro analitico-aritmético como registro auxiliar para poder funcionar.
Sin embargo, teniendo en cuenta que ningln sistema de representacion produce una re-
presentacion cuyo contenido sea del todo completo y adecuado al objeto representado
(Del Castillo, 2003), el recurso a otros registros podria considerarse oportuno y hasta
conveniente, quedando la inquietud acerca de las reglas compartidas entre los registros
en juego.

28 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Numero de | Costo (en dolares) - .
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Figura 1. Tabla completada por el estudiante Eg

Particularmente Eg parece asumir de inmediato un modelo lineal afin de la situacion.
Encuentra la diferencia entre las dos primeras entradas (omitiendo signos) para conocer
la constante de proporcionalidad directa (12000) cada 1000 unidades (discos). Procede a
adicionar 12000 a filas consecutivas posteriores de la columna “costo”, sin detenerse de-
masiado a observar el incremento correspondiente en la cantidad de discos (pues en las
tres primeras filas el incremento de discos es de a 1000 unidades, pero en la cuarta fila el
incremento es de 2000 discos y en la siguiente es de 1100). En concordancia con lo plan-
teado por Carrion (2007), en la resolucion de Eq se advierten errores tanto en la ubica-
cion de las cantidades con las que se opera como en la escritura matematica implicada.

Cuestion 2. “Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente”.

En su mayoria los estudiantes se percataron de que el incremento en el costo de pro-
duccién era un multiplo de 12. Sin embargo, al variarles el incremento en la cantidad de
discos de 1000 a 100, no hicieron el cambio de 12000 a 1200 en los costos. Esto les im-
pidid seguir un patréon para cualquier cantidad de discos.

Precisamente el 72% de los estudiantes identifico el patron de regularidad y de creci-
miento de la situacion; sin embargo solo el 8% lo utilizé adecuadamente. El 12% empleo
los datos de la tabla y los modificé con informacion que se puede deducir de la situacion,
pero que no aparece explicita en la tabla que se les pide llenar. El 6% de los estudian-
tes encontrd el costo para producir cada disco si no se tuvieran costos fijos y lo utiliz6
para dar su respuesta. El resto traté de encontrar este valor, pero haciendo una regla de
tres simple directa, sin excluir los costos fijos de produccion y sin llegar a la respuesta
pedida. Es asi que se evidencian multiples interpretaciones de la situacion, y aunque no
todas ellas son adaptadas a esta, si muestran rasgos caracteristicos genuinos del concepto
de funcidn; lo que segiin Gallardo, Gonzalez y Quintanilla (2013) es un indicio claro de
que algo se ha comprendido del concepto.
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Figura 2. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E12

Cuestion 3. “Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2)”.

Fueron notorias las dificultades de los estudiantes al intentar describir los procesos
realizados: el 36% realiz6 de manera adecuada los procedimientos y solo el 16% los des-
cribid correctamente, el 32% describid correctamente un procedimiento errado y los res-
tantes (32%) no pudieron ni con el proceso ni con su descripcion. Al tratar de explicar
los procedimientos que siguieron para obtener sus respuestas, lo que hicieron fue repe-
tir lo realizado anteriormente, acorde a lo reportado por Amaya y Barrera (2009). En las
explicaciones dadas por los estudiantes se evidencian dificultades al pasar de cualquier
registro de representacion al del lenguaje materno (coloquial); es decir, esta conversion
le resulté problematica a un grupo considerable de estudiantes. Esto coincide con los ha-
llazgos de Caligaris, Schivo, Romiti y Sgreccia (2013), en este caso, en el ingreso a la
universidad.

Un ejemplo de esta situacion se muestra en la Fig. 2, donde el estudiante E;, mani-
festd que hizo algo que en realidad no es lo que se ve que hizo. Al resolver un polinomio
aritmético dice que multiplico por 12, cuando en realidad lo hizo por 12000. Los resul-
tados de su resolucion no coinciden con lo que le daria haciendo lo que dice que hizo
(cuyos resultados si serian validos).

Sin embargo, al validar esta respuesta en un grupo de discusion, el estudiante da
muestra de que su comunicacion escrita fue la inadecuada, porque en su oralidad fue
bien explicito aclarando adecuadamente lo que realizo. En general los estudiantes dan
la cifra de cualquier cantidad sin decir los miles, incluso a veces también asi lo escri-
ben. Pero al cuestionarseles sobre la incoherencia de los valores, hicieron la aclaracion
que era 12000, acotando “todo el mundo dice 12”. Fue practicamente una constante en
este grupo de estudiantes: ser mas explicitos y precisos en su comunicacion oral que en
la escrita.

En la conversion al registro coloquial parece que los estudiantes dejaron el proceso
de asimilacion -en el sentido de Piaget- a medias, al quedarse solo en el manejo de datos,
estableciendo pocos vinculos entre la nueva informacion y su estructura mental consti-
tuida (Meel, 2003). Es decir, lograron establecer pocas conexiones entre el contenido de
los registros que los ayudara en la comprension de la situacion y el proceso de conexion
entre las representaciones. Esto requiere un manejo adecuado de la relacion entre el co-
nocimiento y los elementos de la red, asi como de la estructura como un todo. Acorde
con estas ideas, el progreso matematico -lograr generalizar y justificar los procedimien-
tos de solucion a tipos de problemas cada vez mas amplios (Godino et al, 2003)- fue lo-
grado por pocos estudiantes (16%) en esta investigacion. Y este proceso de establecer
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Figura 3. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E21

congruencias es, segin Del Castillo (2003), condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

En el manuscrito que se muestra en la Fig. 3 se evidencia que el estudiante E,; reco-
nocio6 algunos elementos significativos de la funcion, teniendo en cuenta que para Tall
(1985) el proposito de toda funcion es mostrar como varia algo. El hecho de que un
alumno reconozca que en la situacion se da el proceso de variacion es de gran relevancia
para este estudio, por cuanto el hecho de llevarlos a realizar transformaciones de regis-
tros se convirtid en una intervencion para la mejora en la comprension del tema.

Cuestion 4. “;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son
constantes o permanecen fijas?”.

Los estudiantes (64%) presentaron serias dificultades relacionadas con el reconoci-
miento de los elementos de la funcién y con el manejo de las operaciones; es decir, con la
identificacion del contenido de las representaciones y con el funcionamiento del registro,
en términos de Duval (2004). Sin embargo, el 48% de ellos identifico ciertos elementos
de la funcidn, pero no alcanzé a dar respuestas del todo acertadas, por omitir otros. Por
ejemplo, se dieron cuenta que por cada incremento de 1000 en la cantidad de discos se
presentaba un incremento de 12000 ddlares en el costo de produccion, pero al dar su res-
puesta no tuvieron en cuenta que en la cuarta fila hubo un salto en la secuencia de nimero
de discos (se omitio el 4000), por lo que en la primera entrada que llenaron de la tabla
(correspondiente al costo para 5000 discos), en lugar de 164000 (140000+12000+12000)
colocaron 152000, que era el valor correspondiente a 4000.

Otra de las dificultades fue relacionar los elementos de la funcion con su significado
contextual. Por ejemplo, les costd aceptar que los valores de la funcion correspondieran
con los costos de produccion, que los costos fijos por unidad fueran 12 y no 12000, y que
los costos fijos de produccion fueran 104000 y no 116000, evidenciandose lo que Beni-
tez (2010) llama interpretacion local de la situacion.
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Cuestion 5. “;Qué relacion de dependencia hay entre las variables? .

Un alto porcentaje de estudiantes (76%) present6 dificultades para relacionar los ele-
mentos de la funcidén en una transformacion tipo conversion. En cada registro pudieron
identificar solo algunos elementos. Por ejemplo, ignoraron los costos fijos de produccion
y trabajaron con la funcién lineal como si fuera una funcion afin, evidenciandose un obs-
taculo en el sentido de Brousseau (1999). Aquellos que identificaron los elementos de
la funcion (24%) también pudieron clasificarlos y establecer relaciones de dependencia
entre ellos. Ademas, cabe advertir que el 16% de los estudiantes utilizé un registro auxi-
liar analitico-aritmético para dar respuesta a la consigna; mostrandose nuevamente que
el proceso de hacer transformaciones entre registros no es una cuestion sencilla ni espon-
tanea, es decir, estos procesos ontosemioticos de identificacion de aspectos comunes en
distintos registros suelen resultar complejos.

Cuestion 6: “Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;cuantos dis-
cos se produjeron?”.

Ningun estudiante utilizo el concepto de ecuacion para encontrar la incognita soli-
citada, ni en la entrada de la tabla que implicaba un tratamiento, ni en la pregunta que
implicaba una conversion al registro algebraico, coincidiendo en este sentido con lo re-
portado por Ochoviet y Oktac (2011). Los que dieron con la respuesta, lo hicieron por
tanteo (24%) o utilizando el patrén deducido en la secuencia (16%). Es decir, a los estu-
diantes se les dificultd mas encontrar el nimero de discos cuando se les dio previamente
el costo de produccion para una cierta cantidad de discos, que el proceso inverso: hallar
el costo de produccion para una determinada cantidad dada de discos. El primer caso es
un proceso que lleva implicito el concepto de ecuacion, que no fue utilizado por ninglin
estudiante para dar respuesta a esta pregunta. El segundo caso parece ser mas familiar a
los estudiantes, ya que es dar solucion a un polinomio aritmético -como el mostrado en
la Fig. 4, con el que se trabaja con frecuencia en cursos anteriores y en asignaturas como
Fisica y Quimica- o seguir el patroén de regularidad hasta dar con la respuesta.

Sin embargo resulta curioso que un grupo de estudiantes haya encontrado y utilizado
una expresion algebraica que modelara la situacion y no la hubieran utilizado para en-
contrar una incognita. Aqui los estudiantes no pudieron concebir la letra como niimero
generalizado, lo que les pudo impedir usar el concepto de ecuacion para encontrar la in-
cdgnita solicitada. Esto es, establecer la equivalencia entre la expresion algebraica y el
valor dado para los costos de produccion que lo llevaria a plantear una ecuacion y, de re-
solverla, a encontrar el numero de discos correspondientes a esos costos de produccion
(fig. 4).

Ademas, cabe sefialar que el 80% de los estudiantes no utilizé la informacion que
habia consignado en su tabla para responder otras preguntas, en concordancia con lo re-
portado por Amaya y Barrera (2009), donde la mayoria de los alumnos realiz6 nuevos
procedimientos para responder una pregunta, cuya respuesta ya habia obtenido al llenar
la tabla.
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Figura 4. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E18

Se evidencia en los estudiantes dificultades para conectar las representaciones en los
registros tabular, analitico y del lenguaje materno, en sintonia con lo reportado por San-
chez-Matamoros et al. (2008), lo que segun Hitt (2000) podria utilizarse como indicio de
si se comprende o no la situacion.

Cuestion 7. “Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de pro-
duccion para cualquier cantidad de discos compactos ™.

El mismo grupo de estudiantes que pudo relacionar los elementos de la funcion mo-
del¢ la situacion funcional, recurriendo y sin recurrir a un registro auxiliar. De salida es-
cribieron una expresion analitica y la utilizaron para obtener otras respuestas, como se
muestra en la Fig. 4. El estudiante E g presenta claras evidencias de haber encontrado
una expresion algebraica y utilizarla para obtener algunas de las respuestas que se le so-
licitaron. Este resultado corrobora una vieja creencia popular segin la cual es mas facil
el trabajo con funciones partiendo del registro algebraico como registro principal. Ade-
mas, hay una creencia generalizada entre los estudiantes que al solicitarseles una expre-
sion matematica que modele la situacion, se les esta pidiendo que escriban una formula.
De hecho, aqui un reducido grupo de estudiantes (4%) propuso como modelo una tabla.
En general, no conciben como un modelo matematico otra representacion que no sea la
algebraica.

Cuestion 8. “Realiza una grdfica que represente esta situacion”.
En la conversion al registro grafico también presentaron dificultades relacionadas es-

pecificamente con la congruencia entre los ejes y el sistema de unidades utilizado para
demarcarlos. Colocaron en los ejes la secuencia de numeros en el orden en que los iban
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Figura 5. Gréfica realizada

por el estudiante ES -

encontrando al ir resolviendo el polinomio aritmético, sin tener en cuenta el orden y car-
dinal en la variable independiente. Algo similar fue reportado por Dolores (2004), quien
encontrd que los estudiantes asociaban el comportamiento de las imagenes en las gra-
ficas con el comportamiento de sus abscisas, sin importarles el signo de sus ordenadas.

En el caso presente, los estudiantes si tuvieron en cuenta el signo de las ordenadas,
pero no la ubicacion en los ejes. La dificultad estuvo asociada al funcionamiento del re-
gistro grafico y a la coordinacion con el tabular (Duval, 2004). En la Fig. 5 se puede ver
que el estudiante Es asigno longitudes similares a los segmentos 0-116000 y 116000-
128000; es decir, la secuencia que siguio en la marcacion de los ejes no corresponde a
una progresion aritmética como habria de esperarse. Ademas, en la resolucion de este
alumno se evidencia el uso de la funcién afin en lugar de la lineal. Los estudiantes tienen
tendencia a hacer “pasar por el origen” a las representaciones graficas de rectas.

Otro aspecto que cabe destacar es el relacionado con la continuidad de la grafica.
Aunque los valores del dominio son discretos, el estudiante Es los asumié como conti-
nuos, uniendo los puntos marcados hasta obtener una funcidén continua como se mues-
tra en la Fig. 5, quizas por esa “rara tendencia” que tienen los alumnos a unir todos los
puntos de una funcion (Gatica, Tauber y Ruiz, 2002). Segun estos autores, la grafica-
cion comprende acciones de interpretacion y construccion. La interpretacion se refiere a
la habilidad de los estudiantes para leer y darle significado a una grafica, mientras que la
construccion se refiere a crear algo nuevo, elaborando una grafica a partir de una regla
funcional dada. En este caso, parece que ambas acciones se realizaron parcialmente: la
interpretacion porque no pudieron relacionar elementos de la funcion del registro tabu-
lar con sus equivalentes en el registro grafico, confundiendo por ejemplo dominio con
rango; la construccion porque no ubicaron los elementos que encontraron en el registro
tabular en el lugar correspondiente en el registro grafico. De esta manera las dos repre-
sentaciones, tabular y grafica, no resultaron congruentes. Ademas, para los estudiantes,
la grafica de la funcion depende de los puntos que se tomen para graficarla.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion muestran que la transformacion de registros de re-
presentacion de una funcion es una actividad compleja para estudiantes de la media aca-
démica, a pesar de que en dos cursos previos habian trabajado con funciones. La misma
no es espontanea y requiere una ensefianza intencionada que, en concordancia con Ro-
miti, Sgreccia y Caligaris (2012), procure atender de manera equitativa a los diversos re-
gistros, tanto en actividades de tratamiento como de conversion.

Las dificultades de los estudiantes estuvieron relacionadas con la identificacion del
contenido de las representaciones, la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar
una incognita, el funcionamiento de los registros y la coordinacién o conversion entre
dichos registros.

En cuanto a la identificacion del contenido de una funcién en el registro tabular,
como registro de partida, la mayoria de los estudiantes pudo identificar algunos elemen-
tos, pero no los suficientes para hacer transformaciones acordes a las cuestiones solicita-
das. Por ejemplo, muchos se dieron cuenta que la secuencia para los costos iba de 12000
en 12000 cuando el niimero de discos cambiaba de 1000 en 1000. Sin embargo, esto no
fue suficiente para determinar el patrén de crecimiento de la situacion. Trabajaron la fun-
cion lineal como si fuera una funcion afin y para encontrar los resultados solicitados rea-
lizaron una regla de tres simple directa. Este hecho les impidi6 llenar correctamente la
tabla, dar respuestas acertadas a las cuestiones planteadas, y realizar correctamente la
grafica. No obstante, los estudiantes identificaron en la situacion rasgos caracteristicos
genuinos del concepto de funcidn, lo que es un gran avance en su desarrollo de pensa-
miento variacional y un indicio claro de que algo se ha comprendido del concepto. Pero
dio la impresion que fue una comprension parcial, que se evidenci6 solo en algunas de
las cuestiones planteadas, como si de una pregunta a otra se hubiera cambiado la mues-
tra de estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior se plantea como una posibilidad de trabajo en el aula,
para contribuir a mejorar estos desempefios estudiantiles, formular preguntas interme-
dias del tipo: jcomo esta constituido el costo de produccion de discos?, ;hay costos fijos
(independientes de la cantidad a producir) y costos variables (segun la cantidad de dis-
cos que se produzcan)?, ;/podrias identificarlos: costo fijo:....; costo de 1000 discos: ...,
de 500 discos: ..., de 100 discos.: ..., de 1 disco.:...?

En la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita, la dificultad
estuvo en que la mayoria no pudo hallar una expresion algebraica que representara la si-
tuacion, y los que la obtuvieron no establecieron la equivalencia entre esta y el valor nu-
mérico dado para los costos de produccion, lo que los llevaria a la ecuacion requerida.
Teniendo en cuenta la dificultad al hacer conversiones entre los registros algebraico y co-
loquial -en ambos sentidos-, una posible guia para ello es: sabemos que el costo fijo es
104000 dolares, que el costo por unidad es de 12 dolares y que se gastaron 314000 do-
lares en produccion de discos:
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104000 + 12 X = 314000
costo fijo costo de cada cantidad de discos lo que se gasto
unidad producidos

¢Puedes obtener la cantidad de discos producidos? Hazlo e indica otra/s forma/s posible/s
de hallar dicha cantidad.

En el funcionamiento de los registros y la coordinacion entre ellos fue posible apre-
ciar que los estudiantes no reconocieron el registro tabular como apoyo valido para
sustentar sus respuestas; necesitaron verificar sus respuestas en el registro algebraico
analitico antes de darlas. Para fortalecer este aspecto (y sin ignorar el recurso de calculos
mentales) una propuesta es: explicitar en la consigna “solo empleando la tabla”; soli-
citar “explicar con tus propias palabras qué informacion aporta la tabla’; ;le agrega-
rias o quitarias filas/columnas a la tabla?, ;si/no por qué?; ;con qué prefieren trabajar
las funciones: tablas, formulas, grdficos?, jpor qué?

En las transformaciones tipo conversion utilizaron como andamio el registro alge-
braico-analitico como paso previo hacia cualquier otro registro; incluso hasta en las
transformaciones tipo tratamiento siempre acudieron al registro algebraico-analitico
como paso obligado. Es decir, no se dieron tratamientos puros, siempre acudieron a este
registro auxiliar para hacer modificaciones o verificar cualquier cuestion por la que se les
indagara. Utilizando el registro tabular como registro principal hicieron las operaciones
en el registro algebraico-analitico y volvieron a hacer otra conversion de regreso al tabu-
lar como registro principal, donde terminaron el tratamiento. Aqui surge la duda de si se
viol6 el principio de autosuficiencia de los registros ante una transformacion tipo trata-
miento (Duval, 2004) o es que estos dos registros comparten algunas reglas.

Finalmente, coincidimos con D’Amore (2006) en que el uso de distintas representa-
ciones y su progresiva articulacion enriquecen el significado, conocimiento, compren-
sion del objeto asi como su complejidad. Por ello robustecer el trabajo escolar en este
sentido es una de nuestras tareas.

REFERENCIAS

Amaya, T. (2010). Errores de los estudiantes de octavo grado en el trabajo pre-algebraico. Re-
vista de la Escuela de Ciencias de la Educacion, 6(5), 225-244.

Amaya, T. y Barrera, J. (2009). Un estudio de la variacion utilizando funciones en estudiantes
de la media académica. En P. Leston (Ed.). Acta Latinoamericana de Matemdtica Edu-
cativa, 22 (pp.93-99). México DF: Comité Latinoamericano de Matematica Educativa.

Ander-Egg, E. (2003). Métodos y Técnicas de Investigacion Social IV. Técnicas para la reco-
gida de datos e informacion. Buenos Aires: Lumen.

Benitez, A. (2010). Estudio numérico de la grafica para construir su expresion algebraica. El
caso de los polinomios de grado 2 y 3. Educacion Matemdtica, 22(1), 5-29.

Bravin, C. y Pievi, N. (2008). Documento metodologico orientador para la investigacion
educativa. Buenos Aires: Ministerio de Educacion.

36 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Brousseau, G. (1999). Los Obstaculos Epistemoldgicos y los Problemas en Matematicas.
Traducido por Hernandez y Villalba del original: Brousseau, G. (1983). Les obstacles
épistémologiques et les problémes en mathématiques. Recherches en Didactique des
Mathématiques, 4(2), 165-198.

Caligaris, M., Schivo, M.E., Romiti, M.R. y Sgreccia, N. (2013). Naturalmente dificil. Po-
nencia presentada en la XXX VI Reunion de Educacion Matematica. Rosario, septiembre.

Carrion, V. (2007). Analisis de errores de estudiantes y profesores en expresiones combi-
nadas con numeros naturales. Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, (11),
19-57.

Cordero, F. (1997). El entendimiento de algunas categorias del conocimiento del calculo y
analisis: el caso del comportamiento tendencial de las funciones. Revista Latinoameri-
cana de Investigacion en Educacion Matematica, 1(1), 56-74.

D’Amore, B. (2006). Objetos, significados, representaciones semidticas y sentido. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Educacion Matematica, 9(1), 177-195.

Del Castillo, A. (2003). La articulacion de los registros grdfico, analitico y de la lengua na-
tural. Recuperado el 9 de marzo de 2013, de http://www.semana.mat.uson.mx/Memo-
rias/pupi.pdf.

Dolores, C. (2004). Acerca del analisis de funciones a través de sus graficas: concepciones
alternativas de estudiantes de bachillerato. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Educacion Matematica, 7(3), 195-218.

Duval, R. (1999). Semiosis y pensamiento humano. Registros semioticos y aprendizajes inte-
lectuales. Cali: Universidad del Valle.

Duval, R. (2004). Los problemas fundamentales en el aprendizaje de las matematicas y las
formas superiores del conocimiento. Cali: Universidad del Valle.

Duval, R. (2012a). Preguntas y desafios de la ensefianza de las matematicas para todos: im-
plicaciones para la investigacion en didactica. En U. Malaspina (Coord.). Resumenes del
VI Coloquio Internacional de Didactica de las Matemdticas: avances y desafios actuales
(pp.3-6). Lima: Pontificia Universidad Catodlica del Perti.

Duval, R. (2012b). Lo esencial de los procesos cognitivos de comprension en matematicas:
los registros de representacion semiética. En U. Malaspina (Coord.). Resumenes del VI
Coloquio Internacional de Didactica de las Matematicas: avances y desafios actuales
(pp.14-17). Lima: Pontificia Universidad Catolica del Pert.

Gallardo, J., Gonzélez, J. y Quintanilla, V. (2013). Tareas, textos y usos del conocimiento ma-
tematico: apuntes a la interpretacion de la comprension desde el calculo aritmético ele-
mental. Revista Educacion Matematica, 25(2), 61- 88.

Gatica, N., Maz-Machado, A., May, G., Cosci, C., Echevarria, G. y Renaudo, J. (2010). Un
acercamiento a la idea de continuidad de funciones en estudiantes de Ciencias Economi-
cas. Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, (22), 121-131.

Gatica, N., Tauber, L. y Ruiz, F. (2002). Registros de representacion puestos en juego en el
concepto de funcion: un estudio en estudiantes ingresantes a la carrera de ingenieria. En
M. Penalva, G. Torregrosa y J. Valls (Eds.). Aportaciones de la didactica de la matema-
tica a diferentes perfiles profesionales (pp.417-430). Alicante: Universidad de Alicante.

Godino, J., Font, V. y Batanero, C. (2003). Fundamentos de la enserianza y el aprendizaje de
las matematicas para maestros. Granada: Universidad de Granada.

Hitt, F. (2000). Representations and mathematics visualization. En M.L. Fernandez (Ed.).
Proceedings, PME-NA 22 (pp.131-147). Tucson: ERIC Publications.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X 37



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Hitt, F. (2003a). Una Reflexion Sobre la Construccion de Conceptos Matematicos en Am-
bientes con Tecnologia. Boletin de la Asociacion Matematica Venezolana, 10(2),213-223.

Hitt, F. (2003b). Dificultades en el aprendizaje del cdlculo. Décimo primer Encuentro de Pro-
fesores de Matematicas del Nivel Medio Superior. Morelia: Universidad Michoacana de
San Nicolas de Hidalgo.

Kaput, J. (1987). Representation and mathematics. En C. Janvier (Ed.). Problems of repre-
sentation in mathematics learning and problem solving (pp.19-26). Hillsdale: Erlbaum.

Kaput, J. (1989). Linking representations in the symbol systems of algebra. En C.Kieran &
S. Wagner (Eds.). 4 research agenda for the learning and teaching of algebra (pp.167-
194). Reston: NCTM.

Leén, O. y Corredor, D. (2003). Argumentar y validar en matemdaticas juna relacion necesa-
ria? Hacia una comprension del desarrollo de competencias argumentativas en matemd-
ticas. Bogota: Colciencias y Universidad de Valle.

Meel, D. (2003). Modelos y teorias de la comprension matematica: Comparacion de los mo-
delos de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la comprension matematica y la Teo-
ria APOE. Revista Latinoamericana de Investigacion en Educacion Matematica, 6(3),
221-271.

Ministerio de Educacion Nacional. (2005). Potenciar el pensamiento matemdtico: un reto es-
colar. Estandares basicos de competencias en matematicas. Bogota: Ministerio de Edu-
cacion Nacional.

National Council of Teachers of Mathematics (2000). Principios y Estandares para la Edu-
cacion Matematica. Traduccion al espanol, Sociedad Andaluza de Educacion Matematica
Thales. Sevilla: Proyecto Sur.

Ochoviet, C. y Oktag, A. (2011). Algunos aspectos del desarrollo del pensamiento algebraico:
el concepto de raiz y de variable en ecuaciones polinomicas de segundo grado. Un estu-
dio de casos realizado con estudiantes uruguayos de enseflanza secundaria. Revista Edu-
cacion Matematica, 23(3), 91-121.

Romiti, M.R., Sgreccia, N. y Caligaris, M. (2012). Propuesta de mejora en el aprendizaje del
concepto de limite de una funcion real. X Conferencia Argentina de Educacion Matema-
tica. Buenos Aires, septiembre.

Sanchez-Matamoros, G., Garcia, M. y Llinares, S. (2008). La comprension de la derivada
como objeto de investigacion en didactica de la matematica. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Educacion Matematica, 11(2), 267-296.

Servan, P. y Servan, 1. (2010). Intervencion en la familia. Estudio de casos. En G. Serrano
(Coord.). Modelo de investigacion cualitativa en educacion social y animacion sociocul-
tural: animaciones practicas (pp.221-252). Madrid: Narcea.

Tall, D. (1985). Understanding the calculus. Mathematics Teaching, 1(10), 49-53.

UNESCO. (2005). Hacia las sociedades del conocimiento. Informe mundial de
la UNESCO. Recuperado el 7 de enero de 2013, de http://unesdoc.unesco.org/
images/0014/001419/141908s.pdf.

38 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



EXPERIENCIAS

Epsilon - Revista de Educacion Matematica 2014, Vol. 31(3), n° 88, 39-54

Trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y
la division de cuatro a siete anos

Mobnica Ramirez Garcia
monica.ramirez(@edu.ucm.es
Universidad Complutense de Madrid
Carlos de Castro Hernandez

carlos.decastro@uam.es
Universidad Autonoma de Madrid

Resumen: Describimos una trayectoria de aprendizaje de la multiplicacion y la division
con nifios de 4 a 7 anios. Para ello, definimos las trayectorias de aprendizaje y valoramos
la importancia de su consideracion en los primeros anos. Después, mostramos las tra-
yectorias a través de una experiencia desarrollada en un colegio con nifios de 4 a 7 afios.
Los nifios desarrollan estrategias informales de modelizacion directa para resolver pro-
blemas de multiplicacion y division de complejidad creciente, mostrando su evolucion en
el uso de representaciones, materiales manipulativos y en el proceso de simbolizacion.
Palabras clave: Educacion infantil, division, multiplicacion, resolucion de problemas,
trayectorias de aprendizaje.

Learning trajectories for multiplication and division
from four to seven years

Abstract: We describe a learning trajectory for multiplication and division with chil-
dren from four to seven years. 1o this end, we define learning trajectories and value
the importance of reflecting on them in the early years. Then we show the trajectories
through an experience developed in a school with children from four to seven years.
Children develop informal dirvect modeling strategies to solve multiplication and divi-
sion problems of increasing complexity, showing their evolution in the use of representa-
tions, manipulatives and in the process of symbolization.

Keywords: Early childhood, division, multiplication, problem solving, learning
trajectories.
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1. INTRODUCCION

Este articulo trata sobre el aprendizaje de la multiplicacion y la division de un modo
algo diferente al habitual, pues se centra en el aprendizaje informal de dichas operacio-
nes que tiene lugar (o podria tenerlo) entre los 4 y los 7 afios, antes de comenzar con el
estudio formal de las mismas. Para comenzar, parece oportuno establecer un marco cu-
rricular de referencia que centramos, por brevedad, en la multiplicacién. Con respecto a
esta operacion, en el curriculo de educacion primaria de la Ley Organica de Educacion
(LOE) (MEC, 2007) se proponia la “construccion de las tablas de multiplicar del 2, 5y
10” (p. 31557) para el primer ciclo de primaria (primer y segundo cursos) y la “construc-
cion y memorizacion de las tablas de multiplicar” (p. 31559) para el segundo ciclo (ter-
cero y cuarto cursos de primaria). La reciente orden que establece el nuevo curriculo de
primaria para el &mbito de gestion del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte in-
cluye la “iniciacion a la construccion de las tablas de multiplicar” (MEC, 2014, p. 34069)
en primer curso. Precisando mas el contenido de esta “iniciacion”, el borrador del curri-
culo de la Comunidad de Madrid propone la memorizacion de las tablas de multiplicar
del 0, 1, 2 y 5 en primer curso de educacion primaria (Consejeria de Educacion, Cultura
y Deporte de la Comunidad de Madrid, 2014). Resumiendo, la linea que marcan los ac-
tuales cambios legislativos es la de adelantar un afio la memorizacion de algunas de las
tablas de multiplicar. Esta opcion puede resultar polémica, puesto que resulta antitética
con otros planteamientos curriculares recientes de gran prestigio, como la propuesta de
los Focos Curriculares (CCSSI, 2010), donde se recomienda para el cuarto grado de pri-
maria que “los estudiantes usen su comprension de la multiplicacion para desarrollar una
recuperacion rapida [de la memoria] de las tablas de multiplicar” (p. 16).

Castro, Canadas y Castro-Rodriguez (2013) indican que los nifios son capaces de re-
solver situaciones aritméticas sencillas desde los 3 afos, y que la resistencia a presentar-
les estas situaciones en esta edad, puede provocar que no consigan dotar de significado,
mas adelante, al algoritmo que aprenderan en primaria (p. 9). Asi, los nifios deberian
tener la oportunidad de construir significados propios de las operaciones aritméticas sin
necesidad de (previamente a su) instruccion formal. En linea con este planteamiento, en
este articulo describimos una trayectoria de aprendizaje que los maestros y maestras de
educacion infantil y de primer curso de primaria podran seguir con sus alumnos para que
construyan significados de la multiplicacion y la division previamente al aprendizaje for-
mal de dichas operaciones en segundo y tercer cursos.

Trayectorias de aprendizaje en educaciéon matematica

Una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: un objetivo, una progresion
a través de la cual los nifios van evolucionando hasta lograr dicho objetivo, y una serie
de actividades de ensefianza o tareas vinculadas a cada nivel de pensamiento que ayudan
a los niflos a desarrollar niveles superiores de pensamiento y a alcanzar el objetivo pro-
puesto (Clements y Sarama, 2009). El objetivo, en una trayectoria de aprendizaje, es una
de las grandes ideas matematicas, que ocupan un lugar privilegiado en el aprendizaje
de las matematicas, y se describen en importantes documentos curriculares (NAEYC y
NCTM, 2013; NCTM, 2003, OCDE, 2005). Por ejemplo, “una gran idea matematica es
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que el conteo puede usarse para determinar cuantos hay en una coleccion” (Clements y
Sarama, 2009, p. 3). Las progresiones evolutivas describen los pasos que los nifios sue-
len seguir para lograr destreza y comprension de un determinado tema matematico. Por
ejemplo, para resolver problemas aritméticos verbales de estructura aditiva, los nifios
suelen pasar por estrategias de modelizacion directa, después de conteo y, finalmente, de
uso de hechos numéricos basicos o derivados (Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Emp-
son, 1999). Se puede establecer una correspondencia entre estos tipos de estrategias y
los niveles evolutivos en el aprendizaje de la adicion establecidos por Fuson (1992). Cle-
ments y Sarama (2009) se refieren a estas progresiones como caminos de aprendizaje.
Por ultimo, ligadas estrechamente a los niveles de pensamiento, hay conjuntos de tareas
que conformarian un camino de ensefianza establecido con el fin de facilitar la progre-
sion de los nifios a lo largo del correspondiente camino de aprendizaje.

El concepto de trayectoria de aprendizaje ha tenido un largo recorrido en la educa-
ciéon matematica desde su origen en 1995. Se puede profundizar en esta idea, su origen,
y sus diferentes acepciones y usos en los trabajos de Gomez, Gonzalez y Romero (2014)
y de Goémez y Lupiafiez (2007).

En la posicion conjunta sobre el aprendizaje de las matematicas en los primeros afios
(NAEYC y NCTM, 2013, p. 7), entre las orientaciones que se dan para las propuestas
para el aula esta “asegurar que el curriculo sea coherente y compatible con las relaciones
y secuencias conocidas de las ideas matematicas fundamentales”. En este punto del do-
cumento se hace referencia explicita a la importancia de las trayectorias de aprendizaje
como referencia para guiar la enseflanza.

Las trayectorias de aprendizaje y su fundamentacion en la investigacion

En este apartado queremos incidir en una idea que nos parece relevante: las trayecto-
rias de aprendizaje deben estar solidamente basadas en la investigacion en sus tres com-
ponentes (objetivo, camino de aprendizaje y camino de ensefianza). Daro, Mosher y
Corcoran (2011) proponen ejemplos de trayectorias de aprendizaje entre las cuales figura
un marco para el aprendizaje de la multiplicacion (p. 81). En este trabajo, por brevedad,
tomamos, a modo de ejemplo, la division para ilustrar la conexion de las trayectorias con
los resultados de investigacion. Se puede constatar que la experiencia que relataremos en
el apartado siguiente esta basada en estas referencias teoricas.

Clements (2004) indica que el particionamiento, operacion de descomponer un con-
junto de objetos en varios conjuntos de igual tamafio, es una idea facilmente comprensi-
ble para los nifios, que surge en situaciones de reparto alrededor de los 3 afios de edad.
También a los tres afios pueden dividir una coleccion en conjuntos iguales de un cardinal
dado, si los subconjuntos son muy pequefios (division medida). Muchos nifios de 4 o 5
afios pueden trabajar con nimeros mayores inventando una estrategia de corresponden-
cia uno a uno para dividir la coleccién inicial en subconjuntos iguales. La idea es funda-
cional para todos los tipos de situaciones multiplicativas y de division medida (donde se
conoce el numero de objetos en cada grupo) y de division partitiva (donde se conoce el
numero de grupos). Pero las complejidades de encontrar soluciones exactas con nime-
ros mayores, excepto mediante ensayo y error y a través de la reflexion sobre una serie de
acciones repetidas, hacen que esta idea sea mejor captada en detalle en cursos superiores
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(Clements, 2004, pp. 24-25). Precisando acerca del tamaiio de las cantidades en los pro-
blemas, Clements (2004, p. 36) indica que a los 4 afios los nifios pueden utilizar estra-
tegias informales para repartir hasta 10 objetos entre dos nifios y que a los 5 afios son
capaces de repartir hasta 20 objetos en partes iguales entre 3, 4 o 5 personas, y de for-
mar, con hasta 20 objetos, grupos iguales de 2 a 5 objetos, determinando el nimero total
de grupos. Con 6 afios, manejan cantidades superiores, de hasta 100, repartiéndolas entre
hasta 10 personas y agrupandolas en grupos iguales de hasta 10 objetos.

Dentro de nuestra linea de trabajo sobre resolucién de problemas aritméticos ver-
bales en educacion infantil, hemos observado en trabajos anteriores como los nifios re-
suelven problemas de estructura multiplicativa, de multiplicacion y division medida (De
Castro, Molina, Gutiérrez, Martinez y Escorial, 2012), problemas de reparto igualatorio
(Lopez y De Castro, 2014), de comparacion multiplicativa, de multiplicacion y division
(De Castro, Walsh, Del Coso, Salvador, Gonzalez y Escorial, 2009) y de descomposicion
factorial (De Castro y Hernandez, 2014). Todos estos trabajos se han realizado con nifios
de 5-6 afnos, en tltimo curso de educacion infantil. Recomendamos su lectura como com-
plemento a este articulo, por versar sobre problemas de tipos diferentes a los del presente
trabajo, que no se plantean habitualmente en educacion infantil. En este articulo, nues-
tro objetivo es mostrar una panoramica mas amplia en cuanto al rango de edad, sobre
los problemas de estructura multiplicativa, abarcando desde los 4 a los 7 afios, e inclu-
yendo en primer curso de primaria problemas de multiplicacion y division agrupamiento
con grupos de diez, para vincular los problemas de estructura multiplicativa con el con-
cepto de decena (Carpenter, Franke, Jacobs, Fennema y Empson, 1997; Ramirez y De
Castro, 2014).

2. DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS A LO LARGO DE TRES CURSOS:
4-5,5-6 Y 6-7 ANOS

En este apartado, describimos el desarrollo de varias sesiones de talleres de resolu-
cion de problemas, realizadas en el CEIP Virgen de Pefia Sacra, de Manzanares el Real
(Madrid), con nifios pertenecientes a tres cursos diferentes, con edades comprendidas
entre los cuatro y los siete afios. La metodologia que seguimos en estos talleres esta des-
crita en trabajos anteriores (De Castro y otros, 2009; De Castro y otros, 2012). De un
modo muy sucinto, planteamos problemas aritméticos basados en la lectura de un cuento
(para favorecer la comprension del enunciado), sin ensefianza previa, y dando una liber-
tad absoluta en el uso de materiales para resolver los problemas razonando con la ayuda
de objetos (cubos encajables, materiales manipulativos, dibujos, etc.). Al comentar el
trabajo de los alumnos, nos hemos centrado en mostrar la evolucion que se observa a lo
largo de estos tres cursos, de las estrategias, uso de materiales y representaciones para los
problemas de multiplicacion y division.

Multiplicacién en un aula de 4-5 afios

En la resolucién de problemas con nifios de 4 y 5 afios es importante que el ta-
marfio de los nimeros sea bajo, para adaptarnos a la capacidad de conteo de los pequefios
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Figura 1. Lectura del cuento y momento de explicaciéon de Oscar.

(Clements, 2004). La referencia que tomamos es que, hasta mitad de curso, no supere-
mos los 6 objetos. En nuestra experimentacion, uno de los primeros problemas esta ba-
sado en la lectura del cuento “Chivos chivones” (Gonzélez y Ferndndez, 2007). A lo
largo del cuento, los tres chivos, y sus cuernos, aparecen y son mencionados continua-
mente. La lectura repetida del cuento (en varios dias diferentes) permite a los nifios
imaginar la situacion descrita en el enunciado del problema. Asi, a partir del cuento,
planteamos a los nifios el siguiente problema: Si habia tres chivos, y cada uno tiene dos
cuernos. (Cuantos cuernos tienen en total entre los tres? Al trabajar con cantidades tan
bajas, que pueden representarse con los dedos, algunos nifios resuelven ya el problema
en el momento de la lectura y el planteamiento del problema, todavia en la “asamblea”
(Figura 1a). Algunos nifios resuelven el problema mediante un dibujo. Guillermo repre-
senta los cuernos de los chivos utilizando tres colores diferentes para diferenciar qué
cuernos corresponden a cada chivo (Figura 1¢). En la Figura 1b, vemos cémo la maestra
sujeta la hoja de trabajo a Guillermo y le va preguntando sobre el significado de sus re-
presentaciones. Con este apoyo, Guillermo va explicando como ha resuelto el problema.

Algunos nifios dan el resultado, pero la maestra esta interesada en que todos com-
prendan la situacion, y que los que creen que han resuelto el problema, lo comprue-
ben en el trabajo individual, y le expliquen como lo han hecho. Se produce la siguiente
conversacion:

— Bea: A ver, jalguien se acuerda de como era el problema?

— Oscar: Estos [Pone con los dedos seis, que es el resultado].

— Bea: Si. Esa es la solucion que ti crees. Seis, (no? Pero, cudl era el problema?

— Mario: Seis. El problema es seis [De nuevo, se refiere al resultado].

— Guillermo: Dos cuernos en cada chivo.

— Bea: En cada chivo y, ;jcuantos chivos hay?

— Nerea: Seis.

— Guillermo: Tres [Corrige a Nerea y lo indica poniendo tres con los dedos].

— Bea: Tres, con dos cuernos en cada chivo, jcuantos cuernos hay en total entre los tres?

— Nerea: Seis [Pone seis con los dedos].

— Guillermo: Seis.

— Bea: Ahora me decis por qué pensais que son seis [Con “ahora”, la maestra se re-
fiere al momento en que, durante el trabajo individual, pase preguntando a cada nifio
como lo ha hecho].
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Oscar resuelve el problema con el rekenrek. Este es un abaco holandés, inventado en
1991 por Adrian Treffers, del Instituto Freudenthal, que se utiliza como modelo visual
para la iniciacion al calculo. Oscar utiliza las cuentas de la varilla superior para repre-
sentar los cuernos, y las cuentas de la varilla inferior para los chivos. En las dos prime-
ras imagenes de la Figura 2, vemos que levanta dos dedos (cuernos) en su mano derecha
y el pulgar de su mano izquierda (chivo). Interpretamos estos gestos con los dedos como
una “segunda” representacion, que refuerza la representacion con el abaco, y que Oscar
hace para comprobar su procedimiento. Después, va afiadiendo dos cuentas en la vari-
lla de arriba por cada una en la varilla de abajo. Finalmente, cuando Beatriz (la maestra)
pasa a su lado, Oscar separar las cuentas de la varilla inferior, que representan a los tres
chivos, para enfatizar y explicar a la maestra la correspondencia dos a uno entre cuernos
y chivos (Figura 2d).

Division en un aula de 4-5 afios

Basandonos en la lectura del cuento “; A qué sabe la luna?” (Grejniec, 2004), plan-
teamos el siguiente problema en el aula de 4-5 afos: Si el raton reparte seis trocitos de
luna entre el zorro y la cebra, {cuantos trozos le puede dar a cada uno? En este problema
damos por valida cualquier descomposicion del seis, aunque observaremos ya la ten-
dencia a los repartos equitativos. Enseguida empezamos a oir: “Ocho”, “Siete”. Beatriz
repite el enunciado y de nuevo los nifios dan estimaciones o intentan “adivinar el resul-
tado”: “Siete, “Dos”, “Ocho”, “No, no. Seis”.

En la Figura 3, vemos el proceso de resolucion de Nerea y de Diego. Los dos alum-
nos, y todos los que resolvieron este problema lo hicieron con cubos encajables, utili-
zando una estrategia de modelizacion directa: el “reparto” por unidades. Comienza por
la representacion del zorro y la cebra con los cubos negro y morado de la Figura 3b
(Nerea), y el verde y naranja en la Figura 3d (Diego). A partir de ahi, se representan los
trozos de luna con 6 cubos encajables y se van repartiendo uno a uno colocandose alter-
nativamente junto a los cubos que representan al zorro y la cebra. Finalmente, se cuen-
tan los cubos (trozos de luna) que hay junto a cada animal. En la Figura 3d, observamos
cémo Diego mantiene ligeramente separados los cubos iniciales, que representan a los
animales, de los cubos restantes, que representan trozos de luna, a fin de no confundir-
los en el recuento final.

Multiplicacién en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, se plantea el problema de multiplicacion: “;Cudntos sandwi-
ches de miel tiene que preparar mama oso si hay seis 0sos y cada uno quiere dos sand-
wiches?”. Al igual que ocurre en el caso de la division, los nifios utilizan la misma
estrategia basica que en 4-5 afios, pero con nimeros mayores, mayor variedad de ma-
teriales, y con presencia de representaciones simbodlicas. Un aspecto que destacamos es
que, en ausencia de instruccion sobre el proceso de resolucion, algunas representaciones
tienen un marcado acento personal, que dificulta que las personas que las ven puedan in-
terpretarlas de forma sencilla. Asi, en la Figura 4a, Joshua representa los 12 sandwiches
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Figura 4. Estrategia
de Joshua y dibujo de
Noelia.

Figura 5. Estrategia
de Eloy.
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Figura 6. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (I).

y los 6 0sos con tres filas de 6 cubos, donde la primera fila representa los osos y las res-
tantes los sandwiches. Por el contrario, en el dibujo de Noelia (Figura 4b), se diferencian
perfectamente las representaciones de ambas cantidades, y se aprecia el paso a la repre-
sentacion simbolica, con numerales escritos, de las cantidades.

Eloy utiliza cuentas con las que va formando un collar de 18 cuentas (Figura 5). Las
12 de la izquierda representan los sandwiches, y las 6 de la derecha representan los 0sos.
En la Figura 5b, se observa la separacion entre unas cuentas y otras. En la Figura 5a, Eloy
va sefialando, por cada cuenta de la derecha (un 0so), dos cuentas a la izquierda (sand-
wiches). En la imagen se ve como sefiala la cuarta cuenta por la derecha con el indice,
mientras que abarca las cuentas 7 y 8 con dos dedos. Al igual que en la estrategia de Jos-
hua, observando el collar no resulta facil imaginar, antes de la explicacion de Joshua,
como se ha utilizado esta representacion para resolver el problema.

Division en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, planteamos el problema: “Si hay 15 montones de hierba, y 3
chivos, ;Cuantos montones de hierba se come cada chivo?”. Si en 4-5 afios repartiamos
6 objetos entre 2, en este caso, el tamafio de dividendo y divisor van aumentando. De
nuevo, el enunciado puede interpretarse como problema de division (reparto equitativo)
o como problema de descomposicion aditiva en tres sumandos. En la Figura 6a, obser-
vamos la misma estrategia que vimos en 4-5 afios. Los nifios tienen, durante dos cur-
sos, varias ocasiones de adquirir el esquema basico de reparto de objetos, representando
ambas cantidades que aparecen en el enunciado. No obstante, mas alla de esta estrate-
gia basica, comenzamos a ver variaciones interesantes, que dan cuenta del desarrollo
infantil en estas edades. Por ejemplo, Lia (Figura 6b), tras aplicar la estrategia de mode-
lizacion directa de reparto, representa el reparto con un dibujo, cosa que no suele ocu-
rrir con 4 afios. Empiezan a surgir soluciones en las que solo se representa una de las dos
cantidades del enunciado, el dividendo o cantidad a repartir, formando una barra con 15
cubos y fraccionandola después en 3 barras iguales de 5 cubos. También surgen repartos
no equitativos. Shakira representa los tres chivos en la esquina superior izquierda (Fi-
gura 6¢), y luego da a los chivos mediano, grande y pequefio, cinco, seis y cuatro mon-
tones de hierba respectivamente.

A pesar de que la estrategia basica sigue siendo el reparto de objetos, otros materia-
les comienzan a usarse. Hugo no es capaz de realizar el reparto con la banda numérica
(Figura 7a), pero al escuchar a Lia que da la solucion de 5, lo comprueba contando 5
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Figura 7. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (II).

1/2/3/4/5,

Figura 8.
Agrupamiento
segun el nimero
de grupos.

casillas, tres veces, hasta llegar a 15. En la Figura 7b, Roberto, tras resolver el problema
con los cubos encajables, representa la solucion (los tres grupos de 5) en el rekenrek.
Mas que un proceso de resolucion, se trata de una traduccion entre sistemas diferentes de
representacion para escribir el resultado. En la Figura 7c, aparece una carta de un alumno
al final del taller a Ares (maestro en practicas y malabarista, llamado por los pequefios
“Ares malabares”). Esta carta muestra como el conocimiento de la lectoescritura propio
del tltimo curso de educacion infantil se une a la capacidad de articular el propio pensa-
miento, para producir este mensaje escrito.

Multiplicacion en primer curso de primaria (6-7 afios)

Ya dentro de la educacion primaria, basandonos en el cuento “El gato tragon” (Nuiiez
y Dumas, 2005), el problema planteado es: El gato tragon se comi6 7 nifias. Si cada nifia
tiene 2 brazos, ;Cuantos brazos se comi6 el gato? La estrategia basica en este problema
es de modelizacion directa (estrategia de agrupamiento). En el enunciado se habla de
7 grupos (cada nifa cuenta como un “grupo” de dos brazos) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos). Los nifios forman 7 grupos con 2 objetos en cada una y luego cuen-
tan de uno en uno los objetos. Esta estrategia ya la hemos visto desde educacion infan-
til (Figura 4), pero en la Figura 8 podemos observar variaciones de interés que muestran
la evolucion. Por ejemplo, separar claramente las representaciones de las dos cantidades
(de nifias y de brazos) para facilitar el conteo del resultado (Figura 8a) o la escritura de
nimeros de dos cifras con la aparicion del valor posicional. En la Figura 8b, vemos que
el alumno escribe primero 41, que aparece tachado dos veces, para al final escribir el re-
sultado correcto de 14.
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Figura 10. Agrupamiento segun el nimero de grupos con Tabla 100.

Hay nifios que utilizan los dedos para ir construyendo los grupos, ailadiendo el nu-
mero de elementos por grupo cada vez que se considera un grupo. En la Figura 9, un nifio
va afadiendo 2 dedos cada vez que cuenta una nifia hasta completar las siete nifias. Pode-
mos ver, de izquierda a derecha, cémo el alumno pone el dos de los brazos de la primera
nifia, después va afiadiendo dos por cada nifia, con lo que tendra cuatro dedos, accion
que no se ve en la secuencia de la Figura 9, y asi sucesivamente, seis (otros dos brazos de
otra nifia), ocho, diez y, ya en la imagen, el doce (para lo cual tiene que quitar los cinco
dedos de la mano izquierda), y el catorce, resultado final.

También vemos esta estrategia en la tabla 100. Por cada nifia, se van tapando con dos
dedos dos numerales que representan los dos brazos de la nifia. Tras repetir esta opera-
cion siete veces, el Gltimo numeral tapado (14) indica la solucion del problema. En la Fi-
gura 10 observamos los tres primeros pasos de esta estrategia. El uso de la tabla 100 es
un instrumento que facilita la transicion de estrategias de modelizacion directa a estrate-
gias de conteo basadas en la secuencia de numerales.

Las representaciones graficas infantiles van evolucionando, incluyendo una mezcla
de representaciones iconicas y simbolicas (con numerales) para el proceso de resolucion.
En la Figura 11a, Sergio representa las nifias con numerales y los brazos con puntos y re-
suelve el problema contando los puntos. En la derecha, mostramos el trabajo de otro nifio
donde la representacion de las nifias posee un grado mayor de iconicidad. Los brazos apa-
recen numerados, de modo que el Gltimo numeral (14) indica el resultado (Figura 11b).

Otra variedad de esta estrategia consiste en representar con un objeto cada grupo y
contar cada objeto el nimero de veces que indica el nimero de elementos por grupo.
En este problema, algunos nifios representaron con 7 objetos el nimero de grupos (las
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Figura 12. Reparto de objetos de uno en uno contando inicialmente la cantidad total.

nifias) y contaron cada uno de ellos dos veces (una por cada brazo) para alcanzar el re-
sultado final.

Algunos alumnos han resuelto este problema mediante modelizacion directa ha-
ciendo 2 grupos de 7. En este problema hay 7 grupos (las nifias) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos), pero varios nifios han representado un grupo de 7 por uno de los bra-
zos de las 7 nifias y otro grupo de 7 por el otro brazo. Esta estrategia la hemos visto apli-
cada con el rekenrek, poniendo 7 cuentas en cada varilla, y en la tabla 100, saltando de
la casilla del 7 a la del 14.

Un problema de division en primer curso de educacién primaria

En primer curso de primaria se plantea un problema de estructura multiplicativa, de
grupos iguales, de division partitiva. Basado en el cuento “Un regalo diferente”, el enun-
ciado es: Marcel y Tristdn se comieron 18 bufiuelos de crema. ;Cuantos se comi6 cada
uno? Todos los nifios intentaron repartir de forma equitativa los buiiuelos, aun sin que
el enunciado lo indicase. La estrategia basica es la de reparto, de modelizacion directa
(Figura 12).

Esta estrategia se aplica con diferentes variaciones. Algunos niflos cuentan primero
los objetos a repartir, pero otros reparten sin contar inicialmente esta cantidad, y van
comprobando, a cada paso del reparto, el total de lo repartido hasta alcanzar el total a
repartir. Otra variacion es el reparto en grupos, por ejemplo, de dos en dos o de tres en
tres y, posteriormente, ajustando el reparto con los objetos sobrantes. Al ser un problema
en el que se divide en dos grupos, muchos nifios elaboraban una barra con 18 cubos,
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90000000

Figura 13. Representacion de
la estrategia de agrupamiento

y juntar todos.

Figura 14. Agrupamiento y juntar todos con bloques de base 10.

estimaban el punto medio para partirla en dos partes aproximadamente iguales, y luego
comprobaban que en las dos partes resultantes hubiese el mismo nimero de cubos, com-
parando la longitud de las barras.

Un problema de multiplicacion con grupos de diez en educacién primaria

En primer curso de primaria planteamos problemas aritméticos de operaciones com-
binadas (multiplicacion y suma) en los que nos dan el nimero de decenas y de unidades
sueltas y debemos calcular el numero total de unidades. Un problema de este tipo es: Si
tenemos 4 decenas de huevos y 5 huevos mas, ;cuantos huevos tenemos en total? La es-
trategia basica para abordar este tipo de problemas consiste en formar con objetos tan-
tos grupos de diez y unidades sueltas como se indica en el enunciado y después contar
uno por uno los objetos. En la Figura 13, vemos la representacion manipulativa y gra-
fica correspondiente a dicha estrategia. En un nivel mas avanzado, los nifios cuentan de
diez en diez los grupos de diez, y luego de uno en uno las unidades sueltas: “10, 20, 30,
40,41, 42,43, 44, 45”.

Una variante de esta estrategia consiste en representar las cantidades con bloques de
base 10. En la Figura 14a un nifio ha representado 45 con 4 barras y 5 unidades. Igual que
en el caso anterior, inicialmente los nifios necesitan contar de uno en uno todas las uni-
dades que componen las decenas como esta haciendo el nifio de la Figura 14b para saber
la cantidad total. Mds tarde, los nifios cuentan de 10 en 10 las barras y de uno en uno las
unidades. Con la ayuda de la tabla 100, los nifios cuentan de 10 en 10 (Figura 14c) el
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Figura 16. Estrategia de medida con cajas de huevos de 10.

nimero de grupos que se indica en el problema, para después avanzar por unidades. Fi-
nalmente, las estrategias van evolucionando hasta mostrar un conocimiento del valor po-
sicional y del concepto de decena. Cuatro grupos de 10, y 5 unidades sueltas son 45. Esta
es la estrategia Optima esperada en este tipo de problemas que, como vemos, no se aplica
desde el principio, sino que es el resultado de una larga evolucion.

Un problema de division con grupos de diez en Educacion Primaria

Para terminar, planteamos problemas de division agrupamiento, con grupos de diez,
y con resto. Uno de estos problemas es: Si tenemos 37 huevos, ;cuantas cajas de 10 hue-
vos podemos llenar y cudntos huevos sobran? La estrategia basica se llama estrategia de
medida. Es una estrategia de modelizacion directa que consiste en tomar 37 objetos, for-
mar grupos de diez, contarlos, y contar después los objetos que quedan sin agrupar. En la
Figura 15 seguimos todo el proceso.

Dentro del material de aula que ofrecemos a los alumnos suelen estar las cajas de hue-
vos de diez. Los niflos utilizan espontaneamente las cajas para resolver el problema in-
troduciendo un cubo en cada huevo. Esto facilita la formacion, el conteo de los grupos,
y la visualizacion del concepto de decena (Figura 16). La misma estrategia se puede lle-
var a cabo con bloques de base 10, de modo que la solucion del problema estara dada por
el nimero de barras (grupos de 10, decenas) y cubos (unidades). Dado que el uso de ma-
teriales no esta dirigido por los profesores, también se ven soluciones “mixtas”, con uso
simultaneo de cajas de huevos y bloques de base 10 (Figura 16c).

Otras estrategias para este tipo de problemas se apoyan en la tabla 100, donde se
busca el numero objetivo (37) y las filas completas representan decenas y las casillas

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 39-54, ISSN: 2340-714X 51



Trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y la division de cuatro a siete arios
Moénica Ramirez G. y Carlos de Castro H.

individuales cuentan como unidades sobrantes. Finalmente, como estrategias mas avan-
zadas, hay nifios que utilizan el conteo a saltos de diez en diez y el conteo por unidades,
sin ayuda de objetos. Para llegar a 37 huevos, cuentan 10, 20, 30, que son 3 cajas, y des-
pués 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, que son 7 huevos sueltos, llevando la cuenta de decenas
y unidades sueltas con los dedos. La estrategia 6ptima, igual que en el apartado anterior,
consiste en la aplicacion directa del conocimiento del valor posicional, para determinar
que 37 unidades son 3 decenas y 7 unidades sin agrupar.

REFLEXIONES FINALES

En los talleres realizados se ha observado que, desde los 4 a los 7 ailos, la mayoria
de los nifios resuelven problemas de multiplicacion y division utilizando estrategias in-
formales de modelizacion directa, inventadas por ellos mismos, sin tener ningiin co-
nocimiento formal sobre dichas operaciones aritméticas. A través de la resolucion de
problemas hemos conseguido que los nifios razonen y modelicen, y articulen sus ideas
para comunicarlas al resto de la clase, pudiendo establecer asi relaciones entre los cono-
cimientos que tienen con los de los compaiieros.

Los nifios siguen, a lo largo de la trayectoria que hemos descrito para el aprendizaje
de la multiplicacion y la division, un camino de aprendizaje jalonado por estrategias de
modelizacion directa, estrategias de conteo y uso del valor posicional (en los problemas
con grupos de diez). A través de problemas, en los que se utilizan recursos (como el re-
kenrek, la tabla 100, las cajas de huevos de 10, o los bloques de base 10), se cuida el ta-
maio de los numeros, y se introducen elementos especiales (como los grupos de 10 en
los problemas de estructura multiplicativa), se va conformando el camino de ensefianza
que promueve la evolucion de los nifios a través del correspondiente camino de aprendi-
zaje. El objetivo final es proporcionar la base informal de conocimiento adecuada para el
aprendizaje de la multiplicacion y la division, y la comprension del concepto de decena
(Ramirez y De Castro, 2014).

Volviendo a la introduccion del articulo, en nuestra linea metodologica, pensamos
que es preferible adelantar en el curriculo experiencias que ayuden a desarrollar los co-
nocimientos informales, mas que anticipar conocimientos formales. Asi, mas que ade-
lantar la memorizacion de las tablas de multiplicar a primero de educaciéon primaria,
abogamos por introducir situaciones en las de los nifios puedan construir significados
para la multiplicacion y la division, desde los 4 afios, para favorecer su posterior com-
prension, como las que hemos mostrado en este articulo.

Dentro de los principios del NCTM (2003), el principio de ensefianza sefiala que
“Una ensefianza eficaz requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan
aprender, y luego estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien” (NCTM, 2003, p.
17). Este “conocer lo que los alumnos saben” como punto de partida, evocador de la idea
de aprendizaje significativo, puede interpretarse de formas diversas. Cuando un maes-
tro esta en tercer curso de educacion primaria, iniciando a los alumnos en la multiplica-
cién, puede plantearse cuéles son los conocimientos previos sobre los cuales construir el
aprendizaje formal de la division. Sin embargo, a nuestro parecer, el ideal seria que desde
los 4 afios, e incluso antes, todavia en la educacion infantil, los maestros puedan ayudar a
los nifios a recorrer las trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y la division que
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hemos descrito en este trabajo. En este sentido, pensamos que la idea de trayectoria de
aprendizaje, que hemos tratado de ejemplificar en este articulo, supone una de las apor-
taciones fundamentales de la didactica de la matematica en los ultimos 20 afios, pues
permite enfocar el trabajo del aula hacia las ideas matematicas nucleares, abordandolas
de un modo informal, tiempo antes de tener que afrontar su aprendizaje formal, favore-
ciendo asi su aprendizaje significativo.
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Utilizando graficas y tablas para comparar
distintos procesos de eleccion

Alberto Arnal-Bailera
Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Analizamos un problema aparentemente sencillo: un grupo de vecinos de-
ciden entre una de tres opciones posibles para pintar la escalera. Se propone un pro-
ceso en el que introduce dos preguntas para efectuar la decision. Realizamos un andlisis
matemadtico de la equidad de este proceso y las diferencias con el proceso de una sola
pregunta.

PALABRAS CLAVE: Toma de decisiones, matematicas electorales, representaciones

graficas.

Using graphics and tables to compare different
processes of choice

ABSTRACT : We analyze a seemingly simple problem: the process for a group of neigh-
bors for deciding between one of three options to paint the stairs. However, the president
of the community proposes a process that introduces two questions rather than one to
make the decision. We perform a mathematical analysis of the equity of this process and
the differences with one question process.

KEYWORDS: decision making, electoral mathematics, graphic representations.

INTRODUCCION

Se admite comunmente que la educacion matematica tiene tres finalidades princi-
pales: Formativa (contribuyendo al desarrollo de capacidades generales y de razona-
miento logico de los estudiantes), funcional (por ejemplo contribuyendo a responder a
situaciones de la vida diaria como consumidor o futuro elector) e instrumental (contri-
buyendo al desarrollo y a la formalizacion de las ciencias experimentales, tecnologi-
cas y sociales).
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La Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte
del Gobierno de Aragdn, por la que se prueba el curriculo de la Educacion secundaria
obligatoria, resume la persecucion de estas finalidades en la intencion de desarrollar la
competencia matematica, esto es promover el uso la argumentacion y el lenguaje pre-
ciso y riguroso propio de las matematicas asi como las herramientas propias de esta cien-
cia, como las representaciones graficas, para resolver problemas cotidianos que tengan
de que ver con su vida personal o social y también con otros ambitos del conocimiento.

Entre los procesos de toma de decision mas estudiados estan los referidos a procesos
electorales (Alvarez y Alonso, 2010; Alvaro, 2001; Girén y Bernardo, 2007; Hernandez,
2001). Apenas hemos encontrado sobre las distintas posibilidades que se plantean en
elecciones directas entre varias opciones, a pesar de que también se presentan en el con-
texto electoral espaiiol en la eleccion de senadores. Fernandez y Fernandez (1999) ana-
lizan un texto histérico que describe un proceso de eleccion entre varios candidatos a un
mismo puesto. La razon podria estar en la simplicidad con la que habitualmente se desa-
rrolla un proceso de eleccion entre varias opciones. Por ejemplo en Suiza durante los ul-
timos 170 afios se han realizado numerosas consultas a la poblacion sobre reformas de
leyes y la disyuntiva que se plantea es “si” o “no”. Si la estructura de la consulta es una
pregunta con varias respuestas, se puede actuar de varios modos, entre ellos: la opcion
mas votada es la elegida (eleccion de senadores en Espatia, listas abiertas...) o bien asig-
nar un determinado valor a la opcion preferida y valores inferiores a la segunda y suce-
sivas, al modo de los concursos televisivos de Eurovision por ejemplo o el descrito en
Fernandez y Fernandez (1999).

Nos ocupamos aqui del analisis comparativo de los procesos para tomar una decision
en una comunidad de vecinos en la que quieren pintar la escalera debiendo los vecinos
elegir entre tres colores posibles. Hay dos propuestas sobre como desarrollar el proceso
de toma de la decision, una votacion con tres opciones, eligiéndose la més votada, y una
votacion mas compleja con dos preguntas, en la primera de las cuales se vota si o no a
un determinado color y en la segunda solo votan los que no querian el primero, eligiendo
entre los otros dos. A primera vista ya vemos que la falta de simetria del proceso afectara
de algiin modo a su ecuanimidad. Propondremos distintas representaciones graficas y ta-
blas que contribuirdn a poner de relieve las diferencias entre las dos propuestas y como
en muchas ocasiones la decision estd muy influenciada por el propio proceso.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideramos un problema tipico en una comunidad de vecinos: Hace ya varios afios
que se pintd la escalera por ultima vez y parece razonable volver a pintarla. Los colores
entre los que tienen que elegir son el amarillo, el verde y el naranja. Se proponen dos pro-
cesos para tomar la decision sobre el color:

* Primera: Un vecino propone que se hagan papeletas con tres opciones, pintar de
amarillo, de verde y de naranja. Cada vecino marca qué color prefiere se meten en
una cajay se cuentan las papeletas favorables a cada opcion.

* Segunda: El presidente de la comunidad de propietarios alega que el naranja es
muy distinto de los otros dos colores al ser un color calido y los otros dos frios.
Por ello propone un proceso distinto mediante dos preguntas:
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— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de naranja?
— 2*Responda solo en caso de que haya respondido de modo negativo a la pri-
mera pregunta, ;Prefiere que se pinte de amarillo o de verde?

Vamos ahora a realizar un analisis exhaustivo de las posibles distribuciones de las
opiniones de los vecinos y como se traducen en una decision u otra en funcion del pro-
ceso empleado.

Consideramos primero una pequeiia comunidad de vecinos de 19 vecinos (caso dis-
creto) y veremos después si las conclusiones extraidas son extrapolables cuando el pro-
ceso se planteara a un ntimero grande de personas, para este caso trabajaremos con los
porcentajes de vecinos (caso continuo).

UN NUMERO PEQUENO DE VECINOS, EL CASO DISCRETO

En la comunidad de vecinos de nuestro ejemplo hay 19 vecinos. Nadie es indiferente
y todo el mundo toma partido por una u otra opcién. Estas distintas formas de pensa-
miento las podemos representar en una tabla de doble entrada (ver Tabla 1), poniendo
en las columnas las distintas cantidades de vecinos que quieren pintar de verde, y en las
filas las de los que quieren pintar de amarillo. El resto hasta 19 son los que quieren pin-
tar de naranja. Asi en la celda (i,j) podemos identificar el nimero de vecinos a favor de
pintar de naranja cuando hay i vecinos a favor de pintar de verde y j a favor de pintar de
amarillo.

Vamos a llamar distribucion de votos a la terna formada por los votos recibidos por
cada color, expresados estos en niimero o en porcentaje.

En la interseccion de la columna 7 (vecinos favorables al verde) con la fila 5 (vecinos
favorables al amarillo), hay un 8 que sefiala que el resto de los vecinos hasta 19 quieren
pintar de naranja. Las celdas sombreadas en gris son distribuciones imposibles ya que
sumarian mas de los 19 votos totales.

Estas distintas distribuciones de las opiniones de los vecinos son previas al comienzo
del proceso de decision, pero no se van a interpretar de un mismo modo segun sea el pro-
ceso de toma de decisiones (tabla 1).

Veamos ahora como queda la tabla anterior, en la que vamos a sustituir en cada celda
el nimero de personas que quieren pintar de naranja por el resultado final de la decision
tomada por la comunidad segun sea el proceso que se siga para la toma de decisiones.

Primer proceso de eleccion, eleccion simultinea entre las tres opciones:

En esta primera forma de eleccion, la propuesta por el vecino, gana la opcién mas vo-
tada, por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna 3 y la fila 7 observamos un
nimero 9 (ver Tabla 1) o una letra N (ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3
vecinos a favor de pintar de verde y 7 a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de
pintar de naranja y esta es la decision adoptada por la comunidad (tabla 2).
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Tabla 1. Distribuciones de votos de los vecinos.

19 0
18 1 0
17 2 1 0
16 3 2 1 0
15 4 3 2 1 0
S 14 5 4 3 2 1 0
5 136 5 4 3 2 1 0
% 12 7 6 5 4 3 2 1 0
= 11 8 7 6 5 4 3 2 1 0
— 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
%3 9 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
E 8 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Z 7 1211 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
g 6 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
B 5 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
" 4 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
3 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
2 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
1 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
0 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Vecinos favorables al color verde
Tabla 2. Color elegido segtn las distribuciones de votos. Primera forma de eleccion.
19 A
18 A A
17 A A A
16 A A A A
15 A A A A A
., 4 A A A A A A
T 13 AAAAAAA
E 12 A A A A A A A A
E 11 A A A A A A A A A
S 10 A A A A A A A A A
T o9 A A A A A A A
z 8 A A A A
E ] =
g
£ s
=z 4
3
2
1
0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Vecinos favorables al color verde
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Tabla 3. Color elegido segun las distribuciones de votos. Segunda forma de eleccion.
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En total hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opciones. En
9 de ellas que hay empate entre dos opciones (en blanco). Hay 67 distribuciones de los
votos que hacen ganadora a cada una de las tres opciones.

Se observa la confirmacion matematica de lo se intuia a partir de la pregunta, ninguna
de las tres opciones recibe un trato diferente de las otras dos.

Segundo proceso de eleccion, doble pregunta.

En esta segunda forma de eleccion, la propuesta por el presidente, hay dos pregun-
tas, por lo que hay que hacer un analisis un poco mas pausado para ver cudl es la opcion
elegida en cada caso. Por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna rotulada con
un ‘3’ y la fila rotulada con un ‘7’ observamos un numero 9 (ver Tabla 1) o una letra N
(ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3 vecinos a favor de pintar de verde y 7
a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de pintar de naranja. Por tanto en la pri-
mera pregunta hay 9 vecinos a favor de pintar de naranja y 10 en contra, con lo que este
color se desecha. En la segunda pregunta solo votan los contrarios al naranja, ganando
los partidarios del color amarillo y esta es la decision adoptada por la comunidad. Notar
que el color de la pintura finalmente elegida es apoyada solo por 7 vecinos frente a 9 que
apoyaban el naranja.

Cabe destacar que en casos como el anterior varia la decision de la comunidad segin
cual sea la forma de eleccion, hay 18 casos similares a este, en los que en ganaba la op-
cién ‘color naranja’ en la primera forma de eleccion para pasar a ganar el amarillo o el
verde en la segunda forma de eleccion. Estos casos estan remarcados en las Tablas 1y 2.
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También ahora hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opcio-
nes, aunque ahora solo hay empate en 5 de ellas. La opcion naranja solo gana cuando
tiene 10 votos o mas en la primera eleccion, lo que ocurre en 55 de las distribuciones.

Las opciones amarillo y verde tienen cada una 75 distribuciones favorables y pre-
sentan una simetria entre ambas. Cada uno de los dos conjuntos de 75 distribuciones se
puede descomponer en dos subconjuntos, 55 de ellas corresponden a situaciones en las
que la mayoria de los vecinos estan a favor del color amarillo o verde respectivamente,
como en el caso de la opcidon naranja. El resto de las distribuciones corresponden a situa-
ciones en las que, sin tener mayoria absoluta ninguno de los colores, unidos los partida-
rios de amarillo y verde superan a los partidarios del naranja en la primera pregunta para
luego decidir en la segunda pregunta solamente entre estas dos opciones.

Se observa la confirmacién matematica de lo se intuia a partir de las dos preguntas, la
opcion naranja recibe un trato diferente de las otras dos, un trato mucho peor ya que so-
lamente puede ganar en caso de obtener la mayoria absoluta de los votos en la primera
pregunta.

Observamos (ver Tabla 4) como la primera forma de eleccion guarda una simetria
perfecta entre las tres opciones a elegir, mientras que la segunda “quita” algunas distri-
buciones favorables a la opcion naranja para aumentar las de verde y amarillo.

Tabla 4. Comparacion entre las dos formas de eleccion-discreto

Formas de eleccion — Primera Segunda
| Distribuciones
Favorables a verde 67 75
Favorables a amarillo 67 75
Favorables a naranja 67 55
Empates 9 5
Totales 210 210

UN NUMERO GRANDE DE VECINOS, EL CASO CONTINUO

(Como quedaria este analisis si el numero fuera mucho mayor? Consideraremos
ahora como variables los porcentajes de votos para cada color.

Vamos a hacer representaciones graficas en dos ejes cartesianos de la relacion entre el
porcentaje de poblacion favorable a pintar de amarillo en el eje X y porcentaje de pobla-
cion favorable a pintar de verde en el eje y. Dado el supuesto de no abstencion, el resto
hasta el 100% de participacion en el proceso estard a favor de pintar de naranja. Para sim-
plificar la notacion, llamamos V, A o N a las variables que representan el porcentaje de
poblacién favorable a pintar de verde, amarillo o naranja, respectivamente.

Notar que podemos utilizar un grafico en dos dimensiones para representar lo que en
realidad son tres variables ya que estan unidas por la ecuacion V+A+N=100, lo que hace
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que si conocemos V y A podamos conocer N y por tanto saber cual es el color elegido
por la comunidad en cada sistema de eleccion.
La primera representacion corresponde a la opcion que proponia el vecino, en la que
se elegia simultdneamente entre los tres colores. Marcamos con los tres colores las regio-
nes donde gana cada opcion. Vamos a representar estas regiones teniendo en cuenta pri-
mero que V>0, A>0 y que A+V<100. Ademas:
e Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y ademds que V>N. Como
N=100-A-V, nos queda que V>100-A-V, simplificando: A>100-2V.

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que A>V y ademas que A>N. Como
N=100-A-V, nos queda que A>100-A-V, simplificando: V>100-2A.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>A y N>V, aplicando que N=100-
A-V, simplificando tenemos: A<100-2V y V<100-2A.

Asi, podriamos dibujar un grafico analogo a la Tabla 2 (figura 1).

Observamos, ver figura 1, que la simetria en la formulacion de la pregunta, en la que
las tres posibles respuestas tienen papeles simétricos, hace que las areas de las tres regio-
nes en que queda dividido el triangulo tengan la misma area (5000/3 u?)

La segunda representacion corresponde a la opcion que proponia el presidente, en la
que se respondia sucesivamente a dos preguntas. Marcamos con los tres colores las re-
giones donde gana cada opcion:

* Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y N<50. Como N=100-A-

V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.
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e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que V<A y N<50. Como N=100-A-
V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>50. Como N=100-A-V, nos queda
que 100-A-V<50, simplificando: 50>A+V.

Asi, podemos dibujar un grafico analogo a la Tabla 3 en el que observamos, ver Fi-
gura 2, que el hecho de que para ganar la opcion color naranja deba obtener mayoria en
la primera pregunta se traduce graficamente en que el area que representa su region aso-
ciada ha perdido area, quedando ahora en 1250 u?. Las otras dos regiones tienen areas
iguales, 1875 v? cada una. Estas areas han sido calculadas directamente por el programa
de geometria dinamica GeoGebra.

Las zonas amarilla o verde (ver Figura 3) corresponden respectivamente a distribu-
ciones de voto que con el primer proceso de eleccion daban como resultado pintar de na-
ranja y con la segunda forma dan como resultado pintar de amarillo o verde:

Las diferencias entre un grafico y otro permiten describir de modo cualitativo y cuan-
titativo las diferencias entre un tipo y otro de formas de eleccion de la pintura (ver Figura
3): por un lado es injusto que una de las opciones (color naranja) tenga que tener mayo-
ria absoluta para poder ser elegida, por otro la diferencia de areas entre las regiones ver-
des o amarillas de uno y otro grafico (ver Tabla 5) darian una primera aproximacion al
tamafio de la injusticia de la segunda forma de eleccion y de la simetria de la primera.
Aunque esta injusticia es mucho mayor si tenemos en cuenta que es previsible que las
distintas distribuciones de % entre unas opciones y otras no sean uniformes y la mayor

62 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 55-66, ISSN: 2340-714X



Utilizando grdficas y tablas para comparardistintos procesos de eleccion
Alberto Arnal-Bailera

‘._m)-
o
v
90
80
™ . A=100-2V
60
% ) k .
A+VZ30 A=V
30
» S v=100-2A
10
Figura 3. Diferencia ‘ )
entre la primera y -10 ? o 10 20 30 40 ;su‘: 60 70 80 kY A 100 @» 120
segunda formas de
eleccion.

parte de las ocasiones haya una cierta disputa entre unos colores y otros, lo que en térmi-
nos de probabilidad se expresaria dando mayor probabilidad a la region que cambia de
color que la que le corresponderia exclusivamente en razon de su area.

Tabla 5. Comparacion entre las dos formas de eleccion — continuo.

Formas dq eleccion — Primera Segunda
| Areas
Favorables a verde 1666,8 u? 1875 u?
Favorables a amarillo 1666,6 u? 1875 u?
Favorables a naranja 1666,6 u2 1250 u?
Totales 5000 u? 5000 u?

Aunque resulta claro, hay que explicitar que el papel jugado por cada color podria
ser intercambiado en la opcion del presidente y perjudicar asi las opciones de ganar de
los partidarios del verde o del amarillo en lugar de las opciones de los partidarios del na-
ranja, por ejemplo planteando:

— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de verde?

— 2%en caso de que haya respondido de modo negativo a la primera pregunta, ; Pre-
fiere que se pinte de amarillo o de naranja?
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CONCLUSIONES Y APLICACION EN ELAULA

Hacemos notar en este articulo la posibilidad de complicar un proceso a priori senci-
llo y la necesidad en ese caso de hacer una reflexion pausada de los efectos matematicos
de esa complicacion y como afecta a la oportunidad de ser elegida cada opcion posible.

Aunque en general no podemos ordenar los procesos de eleccion entre varias opcio-
nes hasta el punto de llegar a decir si uno es mejor o peor que otro, en este caso si resulta
claro que la propuesta del Presidente de la Comunidad de vecinos es directamente in-
justa puesto que no es simétrica, dando mayor numero de posibilidades de ganar a unos
colores que a otros.

Hemos mostrado ademas, como esta falta de simetria afecta a la justicia del proceso
también en el caso de un numero elevado de electores, aprovechando asi para mostrar un
ejemplo de la relacion entre un problema discreto y su equivalente continuo y las claras
similitudes entre las representaciones graficas y las tablas que aparecen en un caso y otro.

Las matematicas, atendiendo a su finalidad funcional, deben apoyar el proceso de
toma de decisiones de los futuros electores —tanto en sus elecciones politicas como en
las de contextos mas cotidianos como este—, dotandoles de herramientas matematicas y
capacidades argumentativas contribuyendo asi a la formacion de un espiritu critico que
les permita comprender situaciones en las que se plantean elecciones. Para ello, debemos
mostrar a los alumnos situaciones de la vida cotidiana relacionadas con los procesos de
eleccion, sean o no de tipo politico, promoviendo un andlisis matematico detallado de la
justicia o injusticia de los mismos.

Nuestra propuesta didactica en torno a las matematicas electorales, a desarrollar en
futuros articulos, incluiria:

1) Estudio de los efectos de la vigente Ley d"Hont sobre la diferente representacion
de los electores segun si su opcion es o no mayoritaria. Estudio de otras leyes de
reparto de representantes y comparacion entre ambas. Ambos estudios podrian
contextualizarse facilmente considerando las tltimas elecciones del municipio del
Centro que se trate.

2) Estudio de como otros procesos de eleccion mas simples son también suscepti-
bles de ser enfocados de diversos modos y que el utilizar uno u otro no es ino-
cente en absoluto.
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Estudiando probabilidad con el juego Chinesenspiel
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Resumen: Cuando los conceptos se presentan de foma ludica no solo se logra captar
la atencion de los alumnos sino que también su comprension es mayor y mds rapica.
Presentamos una actividad para introducir conceptos de probabilidad a los alumnos
de educacion primaria a través de un juego matematico conocido como Chinesenspiel.

Palabras Clave: Probabilidad, juego matematico, educacion primaria, matemdticas

Studying probability with the Chinesenspiel game

Abstract: When we present the concepts to students in a playful way , we get more at-
tention and understanding is higher and faster. We present an activity to introduce con-
cepts of probability to the primary school students through a mathematic game known
as Chinesenspiel.

Keywords: Probability, mathematics games, primary school students, mathematics

INTRODUCCION

En diferentes ocasiones, la emersion de nuevos modos de pensar en matematicas ha
sido fruto del trabajo realizado fuera del contexto cientifico, y es que a menudo ocurre
que cuando somos capaces de plantear y responder cuestiones en un ambiente relajado
o ludico surgen nuevas vias de pensamiento matematico. Por tanto, el uso de juegos ma-
tematicos al iniciar el estudio de un tema puede aportar a alumnos de cualquier nivel,
entre otros beneficios, motivacion, interés, una aproximacion inicial adecuada y la ad-
quisicion de algunas de las habilidades matematicas que las matematicas requieren (De
Guzman, 1989).

Un ejemplo de juego matematico es el denominado Chinesenspiel. Se trata de una
adaptacion del juego del parchis, clasificado como juego de persecucion, que por su sim-
pleza resulta muy util para introducir el concepto de probabilidad en los niveles de edu-
cacion primaria.
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El Real Decreto 1513/2006 de Educacion Primaria, asi como el curriculo de Edu-
cacion Primaria de Andalucia recogen en el bloque 4 y el nicleo tematico 6 respecti-
vamente del area de matematicas, denominado Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad, los siguientes contenidos resumidos para el tercer ciclo:

Caracter aleatorio de algunas experiencias

* Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de
un suceso.

e Valoracion de la necesidad de reflexion, razonamiento y perseverancia para supe-
rar las dificultades implicitas en la resolucion de problemas.

Desde las instituciones se recomienda promocionar el aprendizaje de la estadistica y
la probabilidad de una manera natural desde la educacion primaria con la finalidad de
ayudar a los nifios a relacionar estos conocimientos con los fendmenos que les rodean
(MEC, 20006). Para ello, presentamos una actividad que podemos realizar con alumnos
de tercer ciclo de primaria para introducir los conceptos de aleatoriedad, probabilidad y
espacio muestral.

ACTIVIDADES

El material necesario para el desarrollo del juego es un tablero como el que mostramos
en la figura 1, cuatro fichas (una para cada jugador) de colores rojo, verde, azul y amari-
llo, y un gran dado con dos caras blancas y las cuatro caras restantes con los colores de
los jugadores: rojo, verde, azul y amarillo. El nimero de jugadores puede variar de 2 a 4.

Es posible que los alumnos no conozcan las reglas del juego, por tanto antes de co-
menzar a jugar, procederemos a explicarselas:

e Para empezar, cada jugador debe colocar su
ficha en la esquina del tablero con el mismo

color que ésta.
. . . e Uno de los jugadores lanza el dado hasta que

aparezca uno de los colores que aparecen en el
tablero, lo que permitira al jugador que tenga
la ficha del mismo color iniciar el juego.

e El juego comienza cuando el jugador selec-
cionado lanza el dado. Si el resultado de éste
es una cara blanca, el jugador repite lanza-
miento. Siel color obtenido es el mismo que el
del jugador que ha lanzado, avanza una casi-
lla (en sentido contrario a las agujas del reloj)
y vuelve a lanzar el dado. Si el color obtenido
es cualquiera de los otros 3,se acaba su turno
y le pasa el dado al jugador de su derecha.

Figura 1. Tablero de Chinesenspiel.
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e Cuando al mover ficha un jugador, éste se encuentra con otra en la casilla de des-
tino, el jugador que se encontraba en esta posicion tendra que mover su ficha a la
casilla de inicio.

* Cuando un jugador da la vuelta completa al tablero volviendo a la casilla inicial,
enfilard en diagonal el Gltimo recorrido hasta la casilla central.

* Gana la partida el primero que logre llegar a la casilla central.

Tras preguntar a los alumnos si han entendido las reglas basicas, se les pide que hagan
grupos de cuatro y se entrega a cada grupo un tablero y un dado para que comiencen a
jugar de forma libre mientras el profesor comprueba que todos los alumnos han com-
prendido las reglas del juego y se han familiarizado con el tablero y el tipo de dado.

Como comentabamos anteriormente, vamos a proponer a nuestros alumnos activi-
dades para trabajar los conceptos de aleatoriedad, espacio muestral y probabilidad. Para
ello, les pediremos que pongan en comun de forma reflexiva sus respuestas a las siguien-
tes actividades:

Actividad 1

Proponemos a los alumnos las diferentes cuestiones sobre situaciones aleatorias:
— (Sabemos de antemano qué jugador va a comenzar el juego?
— (Influye el color elegido en el resultado del juego?

Actividad 2

Pedimos a los alumnos que indiquen el espacio muestral del experimento: una vez
que conozcamos el jugador que comienza a jugar,

— (Qué resultados puede obtener cuando lance el dado?

— (En qué casillas podria quedarse cuando acabe su turno?

Actividad 3

Pedimos a los alumnos que intuyan los diferentes grados de probabilidad de las
situaciones,

— (Qué situacion es mas facil que ocurra? ;que pierda turno, que vuelva a tirar mo-
viendo ficha o que vuelva a tirar sin moverla?

Actividad 4
Proponemos a los estudiantes la situacion “comerse la ficha de otro jugador” y les

preguntamos:
— ¢Un jugador puede comerse la ficha de cualquiera de los otros jugadores?
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— Si ponemos una ficha justo delante del jugador que tiene el turno, indicar algunas
combinaciones con las que el jugador se come la ficha del otro. ;Hay muchas combina-
ciones posibles? ;Sabrias decir todas?

— Repetir la propuesta anterior con dos celdas de distancia.

Actividad 5

Colocamos las fichas a una distancia de una casilla del final respectivamente. Si le
toca jugar al jugador con la ficha de color rojo,

— (Quiénes pueden ganar?

— (Qué tiene que salir para que gane el rojo?

— ¢(Yelazul?

— (Yel verde?

— (Y el amarillo?

— (Quién es mas facil que gane?

— (Quién lo tiene mas dificil?

— Si hubiese una ficha de color blanco, jtendria ventaja? ;Por qué?

REFLEXIONES FINALES

Para profundizar mas en el concepto de aleatoriedad podemos cambiar una regla del
juego, por ejemplo, cuando un jugador pierde el turno, el dado pasa al jugador con el
color resultante en el dado, en lugar de pasar al de su derecha. Para ello se podria elegir
a un alumno para lanzar siempre el dado y otros ocho que fuesen los jugadores de dos
tableros. En uno de los tableros se cambia de turno de forma convencional y en el otro
segun el color del dado. Transcurrido un tiempo, y si la partida es suficientemente larga,
los jugadores con el mismo color deberian estar situados en lugares parecidos.

Tras la familiarizacion de los conceptos anteriores podemos introducir el concepto de
probabilidad a través de la regla de Laplace e intentar que asignen probabilidades a cada
uno de los sucesos del dado. Incluso podemos anadir el concepto de independencia de
sucesos pidiendo a los alumnos que calculen la probabilidad de que se repita el mismo
resultado en el dado después de haber obtenido, por ejemplo la cara blanca.
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RESUMEN: Si se atiende al numero de ediciones de algunas de sus obras y al volu-
men de su produccion, no cabe duda de que el bachiller Juan Pérez de Moya es el ma-
tematico espaniol mas notable del siglo XVI. En este articulo se analizan los contenidos
concernientes al topico «extraccion de raices» propuestos por el bachiller en el Tra-
tado de Mathematicas (1573) y se comparan con los que se desarrollan en textos de la
misma época. A la luz de esta comparacion, se pretende situar al matemdtico jienense
(en cuanto al estudio de las raices de niimeros naturales se refiere) en el lugar que le co-
rresponde dentro de la Matematica renacentista.

Palabras clave: Juan Pérez de Moya; siglo XVI; extraccion de raices; Aritmética; Tra-
tado de Mathematicas.

The extraction of roots in the Tratado de
Mathematicas (1573) of the bachelor Juan Pérez de
Moya

ABSTRACT: According to the number of editions of some of his works and to the vol-
ume of its production it is clear that the Bachelor Juan Pérez de Moya is the most out-
standing Spanish mathematician of the sixteenth century. In this paper we analyze the
contents concerning the topic «extraction of rootsy» (Tratado de Mathematicas, 1573)
and we compare them with those developed in texts from the same period of time. In
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light of this comparison, it is expected to place the Spanish mathematician (as for the
study of the roots of natural numbers is concerned) in his right place within Renaissance
Mathematics.

Keywords: Juan Pérez de Moya; Sixteenth century; extraction of roots, Arithmetic, Tra-
tado de Mathematicas.

1. INTRODUCCION

Los datos biograficos sobre el bachiller Juan Pérez de Moya son escasos e incier-
tos (Meavilla, 2005). Naci6 antes del 1513, probablemente en 1512, en Santisteban del
Puerto (Jaén), tal como se indica en la portada de algunos de sus libros. Estudi6 en Sala-
manca y Alcala de Henares. En 1536 obtuvo una capellania en su pueblo natal y, ya muy
mayor, fue candnigo de la Catedral de Granada, ciudad en la que muri6 alla por el 1596.

Ademas de algunas obras de caracter religioso y mitologico, el bachiller escribi6 va-
rios libros de contenido cientifico-matematico en los que procurd divulgar los conoci-
mientos de su época utilizando un lenguaje cercano, claro, preciso y compresible. La
tematica de dichos textos transita desde los «libros de cuentas» hasta el algebra simbo-
lica («regla de la cosa»), pasando por la aritmética, geometria, filosofia natural, navega-
cion, geografia, astronomia y cosmografia.

A continuacién enumeramos sus obras de contenido cientifico:

1) Libro de cuenta, que trata de las quatro Reglas generales de Arithmetica prac-
tica, por numerosos enteros y quebrados y de reducciones de monedas destos
Reynos de Castilla, con un razonamiento sobre la misma facultad. Toledo, Juan
Ferrer,1554.

2)  Libro Segundo de Arithmetica, Que trata de proporcion, y regla de tres, y mone-
das, pesos antiguos, con otras cosas tocantes al arte menor y mayor. Salamanca,
Tuan Canoua, 1557.

3) Compendio de la regla de la cosa, o arte mayor. Burgos, Martin de Bitoria, 1558.

4)  Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca, Mathias Gast, 1562'.

5) Arte de marear?, 1564.

6) Obra intitvlada fragmentos mathematicos. En que se tratan cosas de Geome-
tria, y Astronomia, y Geographia, y Philosophia natural, y Sphera, y Astrolabio,
vy Nauegacion, y Reloxes. Salamanca, luan de Canoua, 1568.

1. Rodriguez Vidal (1987, pp. 10-11), refiriéndose al nimero de ediciones de la Arithmetica practica, y
specvlatiua, afirma:
«Es claro que cuando un libro ha tenido durante mas de doscientos afos sucesivas ediciones para uti-
lizarlo como texto, no puede ser un libro indiferente a ninglin estudioso de la historia de nuestra cul-
tura. Este es el caso singular que ocurre con la Arithmetica practica, y specvlatiua del Bachiller Pérez
de Moyay.
2. Sobre este manuscrito de la Real Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo de El Escorial, J. A. San-
chez Pérez (1929) afirma:
«Son unos apuntes, no completos, atribuidos a Pérez de Moya, escritos en 1564. Parecen la
preparacion de una obra que no termindy.
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7) Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica, Geometria,
Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, necessarias a
todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala, Tuan Gracian, 1573.

8) Tratado de Geometria Practica, y Speculatiua. Alcala, Ivan Gracian, 1573.

9) Tratado de cosas de Astronomia,y Cosmographia, y Philosophia Natural. Al-
cala, Ivan Gracian, 1573.

10) Arithmetica de Moya, intitvlada manual de contadores. En que se pone en suma
lo que vn contador ha menester saber, y vn orden para los que no saben escreuir,
con oyrlo leer, sepan contar, y conuertir de memoria vnas monedas en otras.
Co(n) vnas tablas al fin en Guarismo, y Castellano para aueriguar con facilidad
las cue(n)tas de los reditos de los ce(n)sos, y juros, segu(n) vsan¢a de Espaiia, y
otros reynos. Alcald, Tuan Gracian, 1582.

11) Principios de Geometria, de que se pod(r)an aprouechar los estudiosos de artes li-
berales, y todo hombre que su officio le necessitare a tomar la regla y co(m)pas en
la mano. Con el orden de medir, y diuidir tierras. Madrid, Francisco Sanchez, 1584.

2. EL TRATADO DE MATHEMATICAS

Al referirse al Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica,
Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural, Picatoste (1891) se expresa en los si-
guientes términos:

«Esta obra suele estar encuadernada en dos o tres tomos con distinta portada,
dedicatoria y prologos, por lo cual se consideran como obras distintas y de esta manera
las vamos a examinar.»

El primer tomo se consagra a la Aritmética’, se desarrolla en setecientas cincuenta
y dos paginas y se estructura en diez libros*. El libro quinto (pp. 323 — 396), al que

3. Como indica el titulo, el tomo segundo se dedica a la Geometria y el tercero se ocupa de la Astrono-
mia, Cosmografia y Filosofia natural.
4. Los topicos matematicos a los que se consagra cada uno de ellos se indican al comienzo de la obra:
«LLo que se contiene en el primero tratado de Arithmetica
I Arithmetica, y Musica Speculatiua.
II)  Lasreglas, o Problemas generales del Arithmetica Practica.
III) Quebrados, o Fracciones Comunes, y Astronomicas.
IV) Reglas de tres, y compaiiias, y falsas posiciones, y finezas de Oro, y Plata, y reglas de testa-
mentos, y aprecios de joyas, &c.
V)  Rayzes de numeros.
VI) Prueuas de las Problemas, o reglas generales de Arithmetica.
VII) Reglas de Algebra, o de la Cosa, o arte mayor.
VIII) Demandas, o questiones, y secretos, o experiencias de numeros.
IX) Cuentas de memoria, para los que no saben escreuir, y reduziones de vnas monedas en otras.
X)  Monedas, y pesos antiguos, y characteres de numeros, y cosas de Reportorios de tiempo, y
Computo.»
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dedicaremos nuestra atencion en los paragrafos siguientes, trata de las raices de nlimeros
y se divide en doce capitulos®.

LIBRO QVINTO

defta obra, Trata de varias

rayzes de numeros.

Fig. 1. Titulo del libro quinto.

3. LAS FUENTES DEL LIBRO QUINTO

Antes de entrar en el analisis de los contenidos matematicos del libro quinto, nos pa-
rece oportuno presentar el catalogo de autores y obras citadas por Pérez de Moya al re-
ferirse a determinados asuntos de caracter aritmético y geométrico. En la tabla siguiente
se recogen los autores citados por Pérez de Moya junto con la pagina en la que lo hace.
También se incluye la obra en la que, posiblemente, se apoy6 para realizar la referencia.

Autor Obra Paginas en que se cita
Ptolomeo Almagesto 328
Euclides Elementos de Geometria 334, 338, 339, 341
Oroncio Fineo Protomathesis 334, 335

Arithmetica practica, libri quatuor

Nicolas Tartaglia | General trattato di numeri, et misure 334, 335, 395

Michael Stifel Arithmetica integra 395

5. Los asuntos tratados en cada uno de ellos se detallan en el «Summario de los capitulos, y articulos que
se contienen en el quinto libro desta obra que trata de rayzes de numeros» (pp. 323 — 325):

«Capitulo primero. En que se dize que cosa son rayzes en los numeros, y de varias differencias de rayzes.

Cap. 2. Trata de la rayz quadrada, tiene nueue articulos.

Capit. 3. Trata de numero Cubo, o Cubico, y de su rayz Cubica, tiene onze articulos.

Cap. 4. Trata de rayz quadrada, de rayz quadrada, tiene ocho articulos.

Capitulo 5. Trata de rayz relata, tiene seys articulos.

Cap. 6. Trata de rayz censicubica, tiene ocho articulos.

Capitulo 7. Trata de segundo relato, y de su rayz segunda relata, tiene seys articulos.

Capitulo 8. Trata del censo, de censo, de censo, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 9. Trata de numero Cubo de Cubo, tiene seys articulos.

Cap. 10. Trata de censo relato, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 11. Trata del numero tercero relato, tiene seys articulos.

Capit. 12. Muestra sacar rayz quadrada, y cubica, y las demas, de fraciones Astronomicas.»
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A continuacion analizamos con algo mas de detenimiento estas referencias.

1) Ptlomeo.
La unica cita relativa a Ptolomeo (A4/magesto, libro 1, cap. 9) se encuentra en la
pagina 328 y se refiere a la utilidad de las raices en el campo de la Geometria y
Cosmografia.
2) Euclides.
En la pagina 334 del libro quinto, al hablar de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros naturales, Pérez de Moya cita a Euclides y hace alusion a la cuarta pro-
posicion del libro segundo de los Elementos:
«Si se divide de un modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mas el doble del rectangulo compren-
dido por las partes.»
En la pagina 338 encontramos dos citas mas. La primera, que concierne al resto
de la raiz cuadrada, no sefiala la proposicion de los Elementos involucrada en el
asunto. La segunda, relativa a la extraccion geométrica de la raiz cuadrada, alude

a la novena proposicion del libro sexto de Euclides:
«Construir una media proporcional entre dos rectas dadas.»
En la pagina 339 también contabilizamos dos notas relacionadas con cuestiones
geométricas utilizadas para la demostracion de la proposicion 9 del libro VI. La
primera hace referencia al corolario de la octava proposicion del libro sexto de
los Elementos:
«En un triangulo rectangulo la perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto a la base es media proporcional entre los segmentos de la base.»

La segunda se refiere a la penultima proposicion del libro sexto de Euclides:
«En los tridngulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al 4ngulo recto
es equivalente a los cuadrados sobre los lados que forman ese angulo recto.»
En la pagina 341, al hablar de la semejanza de nimeros solidos, el bachiller san-
tistebefio aconseja la lectura de la proposicion vigesimoquinta del libro octavo de
los Elementos:
«Los niimeros solidos semejantes tienen entre si la misma razoén que dos niime-
ros cubos.»

Atendiendo a la numeracion de las proposiciones mencionadas, podemos sos-
pechar que Pérez de Moya consultd la obra: Evclidis Megarensis mathematici
clarissimi Elementorum Geometricorum. Lib. XV. Cum expositione Theonis in
prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate donate, Campani in omnes, & Hyp-
siclis Alexandrini in duos postremos (1537).
3) Oroncio Fineo.

En las paginas 334 y 335, al hablar de las aproximaciones de la raiz cuadrada de
nimeros sordos, el candnigo de la Catedral de Granada se refiere a Oroncio Fineo
pero no indica la fuente documental. Pérez de Moya debid consultar los capitulos
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consagrados a la extraccion de la raiz cuadrada en la Protomathesis (1532)% o en
alguna edicion de la Arithmetica practica, libri quatuor (1542, 1544, 1555)7.

4) Nicolo Tartaglia.
En las paginas 334 y 335 se alude a Tartaglia en relacion a las aproximaciones de
las raices cuadradas. Dado que no se indican los textos consultados y teniendo en
cuenta que el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et
misure (1556-1560) se dedica integramente a la extraccion de raices, sospecha-
mos que Pérez de Moya debid examinar esta obra.
Por otro lado, en la pagina 395, el bachiller aconseja la lectura de Tartaglia en lo
que se refiere a la extraccion de la raiz tercera relata (raiz de indice once) de en-
tero y quebrado.

5) Michael Stifel.
La uinica mencion referente a Michael Stifel se encuentra en la pagina 395 y alude
a la extraccion de la raiz tercera relata de entero y quebrado. Como en otras oca-
siones, Pérez de Moya oculta el texto consultado. En este caso, creemos que se
trata de la Arithmetica integra (1544)3.

4. LA EXTRACCION DE RAICES DE NUMEROS NATURALES

El capitulo I del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, apoyan-
dose en las nociones de nimero cuadrado, cubo, censo de censo, y relato, declara los
conceptos de raiz cuadrada, cubica, cuadrada de cuadrada (cuarta) y relata (quinta). Lle-
gando a este punto, Pérez de Moya comenta:

«Segu(n) esto infinitas differencias ay de rayzes segu(n) el orden q(u)e vno le paresciere
de multiplicar a los numeros muchas, o pocas vezes.»

También se consideran los numeros pronicos’, las raices pronicas'® y las raices com-
puestas (ligadas'' y universales'?).

6. La extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se estudia en la parte consagrada a la Aritmé-
tica Practica (Liber primus, cap. VII. De inuentione radicis quadratorum numerorum).

7. En la edicion de 1555 que hemos consultado, la extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se
estudia en el capitulo 7 (De inuentione quadratae radicis in numerus integris) del libro primero.

8. La extraccion de raices se contempla en el capitulo 5 (De extractionibus radicum) del primer libro.

9. Utilizando el simbolismo moderno, un niimero pronico segiin Pérez de Moya es del tipo , donde a es
un cuadrado perfecto. Asi, 18 = 42 + V4 es pronico.

10. Dado un namero pronico a? + Va, su raiz pronica es a. Asi, 4 es la raiz pronica de 18.

Encontramos el concepto de raiz pronica en la Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con
la horden de contadores (1546) de Gaspar de Texeda.

11. En notacion simbolica moderna algunos ejemplos de raices ligadas propuestos por Pérez de Moya son:

Va4+V1i=3 , V9+V5=3+4++5

12. En notacién simbolica moderna algunos ejemplos de raices universales propuestos por Pérez de Moya son:

13+V144 =13+ 12 =V25=5

VE+V1+ /10+x/%:7
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A la hora de justificar la utilidad de las raices, el bachiller se expresa en los siguien-
tes términos (p. 328):

«Destas rayzes q(ue) se ha dicho, la quadrada sirue para Geometria, y Cosmographia,
y para el arte militar, y para sacar vn medio proporcional entre dos estremos, y para el arte
mayor. La cubica sirue para sacar dos medios proporcionales entre dos estremos, y para sacar
la quantidad de los Diametros en los cuerpos solidos, y para otras varias cosas. Y esta, con
todas las demas que aqui tratamos generalmente, siruen para la regla de la cosa, o arte mayor,
como en el proceso desta obra se vera.»

En los diez capitulos siguientes el discurso de Pérez de Moya, en lo que a la extrac-
cion de raices de nimeros naturales se refiere, transita por las siguientes etapas:

e Definicion-descripcion de potencias y raices.

e Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion.

* Algoritmos para la extraccion de raices.

* Aproximaciones de raices.

e Pruebas de las raices.

Enlo que sigue, utilizaremos este guion para el analisis de los contenidos matematicos.

4.1. Definicion-descripcion de potencias y raices

Apoyandose en la descripcion de las potencias de base natural y exponentes entre 2 y
11, Moya introduce la nocién de raiz cuadrada, cubica, etc. Asi, por ejemplo, en el caso
de la raiz quinta [= raiz relata] el bachiller comenta (p. 356):

«La quarta especie de rayz en orden, es la que dizen relata, y assi por numero relato se
entie(n)de el vitimo producto que sale de la multiplicacion de cinco numeros yguales en quan-
tidad, y genero, assi como estos 2. 2. 2. 2. 2. (o otros mayores) los quales, multiplicados todos,
vnos por otros, hacen treynta y dos, este treynta y dos, se dize numero relato, y el vno de los
cinco doses, se dize rayz relata deste numero treynta y dos.»

Las denominaciones de las raices de distintos indices, que coinciden con las de las
potencias de que provienen, se detallan en el cuadro siguiente:

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz quadrada Raiz cuadrada
Rayz cubica Raiz ctbica

Rayz quadrada de rayz quadrada o Rayz de censo de censo Raiz cuarta

Rayz relata Raiz quinta
Rayz censicuba Raiz sexta
Rayz segunda relata Raiz séptima

Rayz quadrada de quadrada de quadrada o Rayz de censo de | Raiz octava
censo de censo
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Fig. 4. Potencias de exponente diez de

los numeros digitos.

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz cubica de rayz cubica Raiz novena
Rayz censirelata Raiz décima
Rayz tercera relata Raiz undécima

Los nombres utilizados por Pérez de Moya para describir las raices, que estan rela-
cionados con el simbolismo algebraico de la época (Meavilla y Oller, 2014), fueron co-
munes en muchos impresos europeos del XVI'3. No obstante, en la mayoria de ellos el
catalogo propuesto por el canonigo jienense se limitaba a las raices cuadradas y ctibicas!®.

4.2. Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion

En el estudio de cada uno de los diez tipos de raices precedentes, se presenta una tabla
de las potencias de los niumeros digitos cuyos exponentes son, en cada caso, el indice co-
rrespondiente a la raiz que se esté considerando. Cuando existen, se afiaden los caracte-
res de exclusion.

Por ejemplo, en el estudio de la raiz censirelata [= raiz décima], se ofrece la tabla si-
guiente (figura 4):

A esta lista, el bachiller afade (p. 384):

«Desta tabla se manifiesta, que los nimeros que fenescieren en 2. 3. 7. 8. seran irraciona-
les, y los que fenescieren en 1. 4. 5. 6. 9. 0. podran ser, o no ser racionales.»

13. En la Arithmetica integra (1544) de Stifel y en el General tratatto (1556 — 1560) de Tartaglia encon-
tramos denominaciones casi idénticas.

14. Esto sucede, por ejemplo, en las obras de Juan de Ortega (1512), Juan Andrés (1515), Joan Ventallol
(1521), Petrus Apianus (1527), Oroncio Fineo (1532), Girolamo Cardano (1539), Gaspar Nicolas (1541) y
Oroncio Fineo (1555).
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4.3. Algoritmos para la extraccion de raices

Para la extraccion de raices, Pérez de Moya aborda en primer lugar el calculo del nu-
mero de cifras de la raiz pedida para, a continuacion, proponer procedimientos para el
calculo de dichas cifras.

4.3.1. Numero de cifras de la raiz

Para determinar el numero de cifras de cualquier raiz, el bachiller propone las dos

técnicas siguientes:

e Se ponen puntos debajo de las cifras del radicando (empezando por las unidades)
de modo que entre dos puntos consecutivos quede una cifra sin puntuar (raiz cua-
drada), dos cifras sin puntuar (raiz ctibica), tres cifras sin puntuar (raiz cuarta) etc.
El ntimero de puntos coincide con el numero de cifras de la raiz correspondiente'.

e Contando de derecha a izquierda y mediante barras verticales se separan las ci-
fras del radicando en grupos de dos cifras (raiz cuadrada), tres cifras (raiz cbica),
cuatro cifras (raiz cuarta), etc. El nimero de grupos coincide con el nimero de ci-
fras de la raiz.

El método senalado en el punto i. ya fue utilizado, entre otros, por: Luca Pacioli
(1494), Juan Andrés (1515)'°, Joan Ventallol (1521), Girolamo Cardano (1539)!7, Gaspar
de Texeda (1546) y Marco Aurel (1552). Por su parte, el método del punto ii. puede en-
contrarse en la obra de, entre otros: Nicolas Chuquet (1484), Juan de Ortega (1512), Es-
tienne de la Roche (1521), Oroncio Fineo (1532 y 1555) y Juan de Yciar (1549).

4.3.2. Cdlculo de las cifras de la raiz

Para el célculo de las cifras de las raices de indices entre 2 y 11, Pérez de Moya debio
estar familiarizado con los «coeficientes binomiales» que Michael Stifel estudid en su
Arithmetica integra (1544) y Tartaglia en su General trattato (1556 — 1560) (figura 5).

Para las raices cuadradas y cubicas, el bachiller pone de manifiesto el conocimiento
de dichos coeficientes:

«La razo(n) de todo lo que en el sacar de rayz [cuadrada] se ha dicho sale d(e) la quarta
proposicion del segundo de Euclides'®.» (p. 334).

15. Este procedimiento se apoya en la expresion del radicando como suma de potencias de (raiz cua-
drada), (raiz ctibica), (raiz cuarta) etc.

16. Juan Andrés también utilizé puntos entre las cifras del radicando a modo de barras

verticales.
17. Cardano también utilizo puntos encima de las cifras del radicando. La misma técnica fue utilizada por
Petrus Apianus (1527), Michael Stifel (1544) y Nicolas Tartaglia (1556-1560).

18. En lenguaje simbodlico moderno dicha proposicion equivale a la identidad:
(a+b)y=a*>+b>+2ab
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Arithmetica integra (1544)
de Michel Stifel.

«Para ente(n)der la razon de lo que se ha hecho en el sacar de la rayz Cubica, considera
q(ue) si vna linea fuere diuidida en dos qualesquiera partes, el Cubo de toda la linea sera ygual,
al Cubo de la primera parte, y al triplo del quadrado de la dicha primera parte, multiplicada
por la segu(n)da, y al triplo del quadrado de la segunda parte, mutiplicada por la primera, y al
Cubo de la segunda.» (p.350)".

Los procedimientos de extraccion so6lo difieren de los actuales en la disposicion de
los calculos (figura 6).

A lo largo del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, el matema-
tico santistebefio calcula las siguientes raices exactas? (ver tabla).

Ademas de los aspectos aritmético-algebraicos de la extraccion de raices, Pérez de
Moya también considera su componente geométrica. Asi, al referirse a las raices cuadra-
das y cubicas, afirma:

19. En el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et misure, Tartaglia describe
de forma retorica el desarrollo de distintas potencias del binomio. Asi, para el exponente 7, se expresa en los
siguientes términos:

«Se vna quantita sara diuisa in due parti, come si voglia, il secondo relato di tutta la detta quantita
sempre sara eguale a questi otto principali produtti, cioe al produtto del secondo relato della prima
parte. Et al produtto del settuplo del cubo censo della detta prima parte fia la seconda parte, & al pro-
dutto del 21 uplo del relato della detta prima parte fia il censo della seconda, & al produtto del 35
uplo del cen. cen. della detta prima fia il cubo della seconda, & al produtto del 35 uplo del cen. cen.
della seconda fia il cubo della prima, & al produtto del settuplo del censo cubo della detta seconda fia
la prima (simplice) & finalmente al produtto del secondo relato della detta seconda parte.» (fol. 51r).
20. Hemos utilizado el simbolismo moderno para radicales, desconocido por Pérez de Moya.
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«... buscar la rayz quadrada de vn numero, no es otra cosa sino buscar vna quantidad
media proporcional entre la vnidad, y el tal numero p(ro)puesto.» (p. 329).

«Nota, quando te piden que saques rayz [cuadrada] de vna qualquiera qua(n)tidad, enten-
deras que la tal quantidad es area de vn quadrado, y saber sacar su rayz es querer saber el lado,
o principio d(e) do el tal quadrado procedio. Y si dixessen rayz Cubica, la tal quantidad enten-
deras ser cuerpo Cubo.» (p. 330).

Ademas, el bachiller determina geométricamente la raiz cuadrada y la raiz ciibica de
dos numeros concretos [= segmentos rectilineos].

En el primer caso, calcula la raiz cuadrada de 12 sirviéndose de un método clasico
contenido en los Elementos de Euclides (Libro VI, prop. 9). El bachiller describe el pro-
cedimiento como sigue (p. 339):

«...queriendo sacar la rayz de doze, tomaras doze, y la vnidad, o dos, y seys, o tres, y qua-
tro, porque qualquiera destas par de quantidades multiplicadas, hacen doze, y assi no impor-
tara mas tomar vnas q(ue) otras, y por causa de exemplificar, siruamonos de quatro y tres.
Toma agora vna linea de 4 tamafios yguales, y otra de tres, assi como la linea a. b. y la c. d.
entre las quales buscaras vna linea media proporcional [...] y para hallar esta linea, juntaras
la a.b. y c.d. a la larga, y quedara de ambas hecha la linea e.f. sobre la qual haras medio cir-
culo, de modo que toda la e.f. quede por diametro, como paresce en la figura .Lh.m. luego del
punto. i. del didmetro (que es do se junto la linea a.b. con la c.d.) saca vna perpendicular hasta
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la circunferencia del semicirculo, como mues-
tra la linea. h.i. y esta sera la linea proporcional,
la potencia de la qual valdra doze, y por consi-
guiente sera la rayz del dicho doze.» (figura 7).
Pérez de Moya justifica este procedi-

miento con la ayuda de Euclides (corolario
de la proposicion 8 del libro VI y pentltima
proposicion del libro VI).

En cuanto a la construccion geométrica
de la raiz cubica, Moya utiliza una antigua
técnica para intercalar dos medias proporcio-
| nales entre dos segmentos rectilineos dados?!

/SR B pny S T AN

que encontramos en la Summa (1494) de

Fig. 7. Ilustracion que acompaiia a la

Luca Pacioli y en el libro segundo de la se-
gunda parte del General trattato di numeri,
et misure de Tartaglia. El bachiller describe la
construccion pero no la demuestra? (p. 351):

extraccion geométrica de V12

«Si por via de linea quisieres sacar rayz Cubica de algun numero, como si dixessen. Dame
la rayz Cubica deste numero, o linea de ocho tamafos, haz della vna superficie, o figura Pa-
rallelograma, que tenga por lado vn tamafio de los ocho, que es la linea larga, como mues-
tra a.b.c.d. con las otras lineas largas que se toquen en el angulo. b. del Parallelogramo, luego
para sacar el ce(n)tro deste paralelogramo, echa vna linea del punto. b. hasta el punto. c. y otra
desde el punto. a. hasta el pu(n)to. d. las quales se cortaran en el pu(n)to. g. y este sera el cen-
tro deste Parallelogramo. Luego asienta el vn pie del compas en este punto, o ce(n)tro. g. y
estiende lo tanto en las lineas. a.f. y en la. d.e. que hagas dos pu(n)tos en ellas, de modo que
echando vna linea del vno al otro, passe por el punto, o angulo. c¢. como haze la linea h.c.i. y lo
que esta linea cortare de la linea. d.e. (que es lo que ay entre la. i. y la. d.) sera la rayz Cubica
de la linea. b.d. que se diuidio en ocho tamafios. Y assi como la rayz Cubica de ocho, es dos,
assi esta quantidad. i.d. (que dezimos ser la rayz) es dos tamafios, yguales a los ocho de la dada
linea b.d. Y deste modo se sacara rayz Cubica de qualquiera numero.» Figura 8.

4.4. La aproximacion de raices

4.4.1. Aproximacion de raices cuadradas

Pérez de Moya inicia el estudio de las aproximaciones de raices cuadradas con las pa-

labras siguientes (p. 334):

«Algunos, como Oroncio, quieren que sacando rayz [cuadrada] de numero sordo, que lo
que sobrare se po(n)ga sobre vna raya, y la rayz que ouiere salido se doble y afiada vn punto,
y se ponga por denominacio(n) a lo que sobro.»

21. Siguiendo a Heath (1981), esta técnica fue utilizada por Apolonio, Herén y Filén de Bizancio.

82

22. En los textos de Pacioli y Tartaglia que hemos citado se ofrecen las demostraciones pertinentes.
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Fig. 8. Tlustracion que acompaiia a la extraccion geométrica de 8

En lenguaje simbolico moderno, la aproximacion que el canonigo de la Catedral de
Granada atribuye a Oroncio Fineo equivale a:

r
VN=ya+r=a+ ;

2a+1

donde a? es el mayor cuadrado contenido en N 3.
Consultando los ejemplos de aproximaciones de raices cuadradas contenidos en la
Arithmetica practica® de Fineo, se observa que la aproximacion utilizada por Oroncio es:

r
\/IV=\/a2+rEa+%

En consecuencia, la informacion facilitada por el bachiller es incierta.
Pérez de Moya también se refiere al tipo de aproximacion del que se sirvi6 Tartaglia
en los siguientes términos (p. 334):

23. En el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 22v), Pérez de Moya enuncia dicha
regla, sin referirse a Oroncio Fineo, en los siguientes términos:
«Qvando hauiendo sacada la rayz de algun numero sobrare algo pondras lo que sobrare sobre vna
raya, y doblaras la rayz del tal numero y afadille vno y ponerlo has debaxo por denominador.»
24. En lenguaje simbdlico moderno, los ejemplos de aproximaciones ofrecidos por Oroncio Fineo (fol.
11v) son:

11
V204315 =+/4522 + 11 = 452 +m

12 1
V291612 = /5402 + 12 = 540 +m =540 +9—0
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«Nicolas Tartalla quiere que al duplo de la rayz [cuadrada] no se afiada vno, sino que

solamente se doble la rayz que ouiere venido, y se ponga debaxo de lo que sobrare por
denominacion.»

Siendo cierto que Tartaglia en su General trattato (Libro segundo de la segunda
parte, fol. 25r) hace uso de esta aproximacion?, también lo es que, en raices cuadradas
del tipo VN =va? + 2a,, el matematico italiano aconseja esta otra:

r
= 2 — 2 4
VN \fa + 2a \/a +r,a+2a+1

A continuacion, el bachiller propone otra regla de Tartaglia (General trattato. Libro

segundo de la segunda parte, fols.25v-26r), consistente en la aplicacion reiterada de
aproximaciones del tipo

IR

N r
a a5
—2a

y la aplica al calculo aproximado de la raiz cuadrada de 3. En esencia, las operaciones
efectuadas, expresadas en el lenguaje simbolico moderno, son:
* Primera aproximacion:

2
V=yFresi+o=141=2

Segunda aproximacion

1
22=3+4+1=23=22—-1=+3=4/22-1=2- 2

1 7
2%2 4 4

Tercera aproximacion

N2 49 1 At

(@) =e=3+1e=3=(3) =3
7 1/16 97

4 7/2 56

El matematico andaluz concluye (p. 335):

«Y deste modo podras proceder aproximando tanto, que quasi no sea sensible el error, mas

al justo nunca llegaras, porque por tanto se dize vn numero sordo, porque quando del se saca
rayz, ni quanto, ni qual sea se oye.» (p. 335).

25. «Laqual regola e di questa sorte, che pongono quel tal auanzano sopra vna virgola, & il
doppio della prima radice (gia trouata) di sotto, et tal rotto lo accompagnano con la detta prima
radice sana, & tal summa concludeno esser la radice propinqua di detta prima quantita proposta.»
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Después de esto, el matematico jienense calcula el valor aproximado de la raiz cua-
drada de 5 utilizando un procedimiento similar al de Nicolas Chuquet (Triparty, 1484)%,
consistente en acotar el valor de dicha raiz mediante intervalos abiertos encajados cuyos
extremos se obtienen sucesivamente a partir de la «propiedad de los valores intermedios»:

a a a+c

c C
— — —_ - — 27
»a>bp+a~a

Pérez de Moya pudo conocer este método a través de Etienne de la Roche (Larismethi-
que nouuellement composee, 1520)*” o de Joan Ventallol (Pratica mercantiuol, 1521)8.

Por tultimo, el bachiller propone «otra orden de sacar rayz de numeros sordos» que
admite la siguiente traduccion al simbolismo moderno:

V10%F N
W ="

Esta forma de aproximar se encuentra la « Aritmética practica» de Oroncio (1555, fol.
12v) y Moya ya la utilizo en el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 23v). Advirta-
mos que la aplicacion esta regla incluye el uso de fracciones decimales.

4.4.2. Aproximacion de raices cuibicas

En cuanto a la aproximacion de las raices cubicas se refiere, el bachiller presenta las
dos reglas siguientes:

r r
W=Vad+rza+——; W=VYal+r=za+—5——

3a(a+1)+1 3a? + 3a

La segunda se describe en el General trattato (fols. 27v-28r) de Nicolo Tartaglia del
modo siguiente:

«Per cauare adonque la propinqua radice cuba delli numeri non cubi, caua prima la ra-
dice cuba del maggior numero cubo, che sia in quel tal numero non cubo, & quel che sopra-
restara a tal operatione poneralo sopra vna virgola, o vuoi dir sopra di vna leneetta, &
fatto questo per formar il denominator da mettere sotto di quella trippla sempre quella radice
gia cauata, e quel triplato multiplicalo per la medesima radice, & a tal multiplicatione aggion-
giui il detto triplato, & tal summa ponila sotto a quella lineetta per denominator, & questo tal
rotto aggiongilo alla prima radice, & tal qua(n)tita cosi co(m)posta sara la radice propinqua
cuba di quel proposto numero non cubo.»

26. La Triparty se escribio en 1484 pero su manuscrito no fue conocido hasta que Aristide Marré lo pu-
blico en 1881. Afortunadamente, parte de la obra de Chuquet fue plagiada por Estienne de la Roche en Laris-
methique nouellement composee (1520).

27. En los folios 32r y 32v, Estienne de la Roche propone el método de aproximacion de raices de
Chuquet.

28. En el folio CXXr, Ventallol resuelve dos ecuaciones de segundo grado con una incog-

nita utilizando el método de aproximacion de Chuquet.
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Refiriéndose a estas dos aproximaciones de la raiz cubica, Simon Stevin (1585, p.
125) dice:

«NOTA Nicolas Tartalia traictant curieusement de ceste reste, n’aiouste poinct ce dernier
1, comme nous (auec Tuan Peris de Moya) auons faict...»

4.4.3. Aproximacion de raices de indices superiores

Para las raices de indices entre 4 y 11, Pérez de Moya se sirve de aproxi-
maciones que admiten la siguiente generalizacion

AT =T AP

Tartaglia utiliza este tipo de aproximaciones en su General trattato.

YN=YVar+r=a+

4.5. Las pruebas de las raices

En todos los casos en que se aplica (raices de indices 2, 3, 4, 5 y 6), la prueba de la
extraccion de la raiz enésima de un nlimero natural consiste en elevar a la enésima po-
tencia la raiz hallada y afiadir el resto al resultado obtenido. En el caso de la raiz censi-
cuba [= raiz sexta], el bachiller puntualiza (p. 366):

«La prueba destas rayces, sera conuertir la tal rayz censicuba, multiplicando seys nume-
ros yguales, a la tal rayz, vnos por otros, y si el vitimo producto, afiadiendo lo que sobrare (si
sobrare algo) fuere tanto como el numero de quien se ouiere sacado la tal rayz estara buena, y
si no fuere tanto, sera falsa, y sera necessario hazer la otra vez, o otras, hasta q(ue) salga deste
modo.»

5. CONCLUSIONES

A la luz de lo expuesto en los paragrafos precedentes, podemos afirmar que el libro
quinto (Trata de varias rayzes de numeros) del primer tomo del Tratado de Mathemati-
cas presenta las siguientes mejoras o retrocesos en relacion a las aritméticas espafolas y
extranjeras del siglo XVI que hemos examinado.

1) La explicacion detallada de la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11, no
la hemos encontrado en las aritméticas consultadas, excepcion hecha del General
trattato di numeri et misure (1556 — 1560) de Tartaglia. En consecuencia, pode-
mos concluir que, en cuanto al detalle y al numero de casos estudiados, la exposi-
cion de Pérez de Moya es superior a la que aparece en la mayoria de los manuales
del siglo XVI.

2) El bachiller solo presenta la justificacion del procedimiento utilizado para la ex-
traccion numérica de la raiz cuadrada y la raiz cubica (cuadrado del binomio y
cubo del binomio). En esto el tratamiento de Pérez de Moya es inferior al de
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Tartaglia que, en forma retorica, enuncia el desarrollo de todas las potencias del
binomio relacionadas con la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11.

3) La construccion geométrica de la raiz clibica que Pérez de Moya presenta, sin de-
mostracion alguna, no es frecuente en los manuales renacentistas y no aparece en
las aritméticas espafolas del XVI que hemos consultado. En el General trattato di
numeri et misure, Tartaglia ofrece una prueba de dicha construccion.

4) El método de Chuquet para la proximacion de la raiz cuadrada, que Pérez de
Moya incluye en su obra, no aparece en forma explicita, salvo en la Larismethique
nouellement compose (1520) de Estienne de la Roche y la Pratica mercantiuol
(1521) de Joan Ventallol, en ninguna de las aritméticas espaifiolas y extranjeras del
XVI que hemos consultado.

5) Las aproximaciones de las raices de indices entre 4 y 11, que el bachiller debio
tomar prestadas de Tartaglia, no las encontramos en las aritméticas espafiolas del
XVI que hemos estudiado.

A partir de las consideraciones anteriores establecemos las dos conclusiones
siguientes:

a) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de rai-
ces es superior al que se encuentra en las aritméticas espafolas del X VI, anterio-
res a 1573.

b) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccidn numérica de raices
es inferior al que Tartaglia desarrolla en su General trattato di numeri et
misure. Sin duda alguna, el bachiller se inspir6 en dicha obra para escribir el libro
quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas.
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MATEMATICAS. Una historia de amor y odio
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Una historia de amor y odio

Reuben Hersch
Vera John-Steiner
Editorial: Critica
Marzo 2012 (primera edicion)
ISBN: 978-84-989229-8-1
463 paginas

La colaboracion entre un matematico, Reuben Hersch, y una experta en lingiiistica y
educacion, Vera John-Steiner, permitio la creacion de este libro, que pretende dar una vi-
sion mas social y emocional de las matematicas y su estudio.

Entre sus paginas, los autores abordan una amplia variedad de mitos sobre esta disci-
plina y sus participantes, siempre a través de anécdotas, comentarios y biografias de re-
putados matematicos.

En concreto, desde esta perspectiva, el libro indaga sobre los jovenes matematicos y
el origen de su talento, la cultura matematica, el apoyo que esta disciplina supuso para
muchos matematicos en sus peores momentos, la adiccion a las matematicas y los peli-
gros que esta ha podido conllevar, las amistades entre los matematicos y las comunidades



MATEMATICAS. Una historia de amor y odio
Maria José Madrid

que se han formado a lo largo de los afios, el papel de las mujeres en matematicas y la im-
portancia o no de la edad para investigar en esta materia.

Finalmente, plantea las matematicas en el contexto educativo; primero desde el punto
de vista de dos profesores con modelos de ensefianza contrarios, y después desde el
de los alumnos y el frecuente amor u odio que se produce en sus relaciones con esta
asignatura.

En definitiva, el libro aporta un gran nimero de curiosidades y detalles interesantes,
e incluso divertidos, tanto sobre las matematicas como sobre aquellos que han trabajado
en este campo. Convirtiéndose en una obra altamente recomendable para todo aquel que
quiera conocer mas sobre las matematicas en un tono informal y anecdético, y especial-
mente para los docentes, que podran utilizarla en el aula para ayudar a sus alumnos a co-
nocer y conectar mejor con esta materia y con las personas que dedicaron o dedican su
vida al estudio de ella.

Maria José Madrid
Universidad de Salamanca
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Sobre la naturaleza de las matematicas
en la formacion inicial de maestros: los procesos
matematicos en el sistema de creencias
de los estudiantes

Angel Alsina y Paula Lopez
Universidad de Girona

Resumen: Se analizan las creencias de 142 futuros maestros sobre la naturaleza de las
matemdticas y, de forma mds concreta, su vision sobre los procesos matemdticos. Los
datos obtenidos a través de un cuestionario muestran que no se consideran suficiente-
mente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos resultados
ponen de manifiesto la necesidad de trabajar los procesos matemadticos durante la for-
macion inicial y permanente del profesorado para favorecer la adquisicion de la com-
petencia matemdtica.

Palabras clave: naturaleza de las matematicas, procesos matemdticos, dominio afec-
tivo, sistema de creencias, formacion de maestros, identidad profesional del maestro de
matematicas.

About the nature of mathematics in initial teacher
training: The mathematical processes in the belief
systems of students

Abstract: We analysed 142 pre-service teachers’ beliefs about the nature of mathemat-
ics and, more specifically, their view of mathematical processes. The data obtained by
questionnaire demonstrate that the ways of acquiring and using mathematical contents
are not adequately considered. These results reveal the need to work the mathematical
processes during the training teacher to promote mathematical competence.
Keywords: nature of mathematics, mathematical processes, affective domain, belief sys-
tem, teacher training, professional identity of mathematics teachers.
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INTRODUCCION

La formacion inicial que reciben los futuros maestros tiene una gran repercusion en el
desempefio de la profesion de maestro. La institucion universitaria, pues, tiene la mision
de preparar a maestros competentes, es decir, maestros que ademads de tener conocimien-
tos y habilidades que permitan resolver adecuadamente los problemas profesionales,
sientan y reflexionen acerca de la necesidad y el compromiso de actuar en corresponden-
cia con sus conocimientos, habilidades, motivos y valores -con flexibilidad, dedicacion
y perseverancia-, en la solucion de los problemas que de ¢l demanda la practica profesio-
nal (Esteve y Alsina, 2010). De acuerdo con las directrices estatales sobre las competen-
cias profesionales que debe aprender un estudiante para maestro durante su formacion
inicial (MEC, 2007a; MEC, 2007b), de forma muy sintética los futuros maestros debe-
rian construir y co-construir de manera autorregulada nuevos conocimientos disciplina-
res y didacticos, y reconstruir los conocimientos, experiencias y creencias previas que
pueden suponer un obstaculo para su identidad profesional (Beijaard, Meijer y Verloop,
2004; Bauchamp y Thomas, 2009).

El argumento que se acaba de exponer es probablemente una de las principales razo-
nes por las que, en el contexto de la investigacion en torno al dominio afectivo en edu-
cacion matematica, los estudios acerca de las creencias de los futuros maestros tienen
un peso importante. Caballero, Blanco y Guerrero (2008) sefialan que el estudio de las
creencias en educacion matematica incluye cuatro dimensiones: creencias sobre la natu-
raleza de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje; creencias sobre uno mismo
como aprendiz de matematicas; creencias acerca del papel del profesorado de mate-
maticas; y creencias suscitadas por el contexto socio-familiar. Todas ellas, como se ha
indicado, ejercen un papel importante en la configuracion progresiva de la identidad pro-
fesional del maestro de matematicas, un término recientemente acufiado por Lutovac y
Kaasila (2011, 2013) para referirse a un proceso narrativo que incluye una interaccion
entre el contexto matematico individual y social y un proceso de auto-reflexion en el que
la identidad matematica pasada, presente y futura entran en didlogo. Considerando esta
conceptualizacion, algo implicita, en este trabajo se considera que la identidad profesio-
nal del maestro de matematicas se modela a lo largo de toda su trayectoria como apren-
diz de matematicas durante su formacion no universitaria, y como aprendiz de didactica
de las matematicas durante su formacion universitaria. Las experiencias personales y los
conocimientos tedricos y practicos interiorizados durante toda la trayectoria como es-
tudiante dan lugar a un complejo sistema de creencias que incluye creencias sobre las
matematicas, creencias como aprendiz de matematicas, creencias acerca del funciona-
miento de la clase de matematicas y creencias sobre el contexto social en relacion a las
matematicas.

En este trabajo se analizan las creencias de los estudiantes para maestro sobre la na-
turaleza de las matematicas, y de forma mas concreta su vision acerca de los procesos de
pensamiento matematico en el aprendizaje de la disciplina, tomando en consideracion las
orientaciones de diversos organismos internacionales que en los ltimos afios han enfati-
zado la importancia de los procesos para un aprendizaje competencial de las matematicas
(NCTM, 2000; OCDE, 2001, 2004). En esta misma linea, en el reciente “Real Decreto
126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
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Primaria” (BOE, 2014) aparece un nuevo bloque de contenidos llamado “Procesos, mé-
todos y actitudes en matematicas”, lo cual pone de manifiesto la importancia creciente
de este tipo de conocimientos y destrezas.

Coincidiendo con el inicio del Siglo XXI, el National Council of Teachers of Mathe-
matics publico unos nuevos estandares que pretenden ser un recurso y una guia para
todos los que toman decisiones que afectan a la educacion matematica: los principios
y estandares para la educacion matematica (NCTM, 2000). La vision de la educacion
matematica de estos estandares es sumamente ambiciosa, y busca sobre todo asegurar
que todos los estudiantes reciban una educacién matematica de calidad que garantice el
aprendizaje con comprension de nociones matematicas importantes. En otras palabras,
se pretende romper con un curriculo de matematicas orientado exclusivamente a la ad-
quisicion de contenidos y dirigir la mirada hacia un curriculo orientado a la adquisicion
de la competencia matematica, es decir, se insta a dejar de instruir a los alumnos exclusi-
vamente para obtener un buen rendimiento académico y, en su lugar, educarlos para que
comprendan y usen las matematicas en situaciones significativas. Para conseguir este
proposito sitian a los procesos matematicos como los conocimientos clave para aprender
a usar los contenidos matematicos de forma comprensiva y eficaz en diferentes contex-
tos: “los estandares de proceso (resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comu-
nicacion, conexiones y representacion) ponen de relieve las formas de adquisicion y uso
de dichos contenidos” (NCTM, p. 31).

Es desde esta perspectiva que se ha desarrollado el presente estudio con un grupo de
142 futuros maestros en el que se analizan las consideraciones que tienen acerca de los
procesos matematicos.

LA NATURALEZA DE LAS MATEMATICAS: EL PAPEL DE LOS PROCESOS
MATEMATICOS

Hace ya mas de una década, Niss (2002) propuso abandonar el planteamiento curri-
cular focalizado en los contenidos matematicos, puesto que se centra exclusivamente
en la adquisicion de simbolos y de técnicas y no tanto en su uso significativo. Ello le
llevo a plantear ocho competencias matematicas clasificadas en dos grupos: el primer
grupo tiene que ver con la capacidad de preguntar y responder preguntas dentro de y
con las matematicas, y el segundo grupo con la capacidad de hacer frente y de gestio-
nar el lenguaje matematico y sus herramientas. Estas competencias, centradas en lo que
las personas pueden hacer, tienen que ver con procesos mentales o fisicos, actividades y
comportamientos (Alsina, 2014):
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Cuadro 1. Preguntar y responder preguntas dentro de y con las matematicas

Pensar matematicamente (dominio de modos matematicos de pensamiento), como por
ejemplo:
— Plantear preguntas que son propias de las matematicas y conocer el tipo de respues-
tas que las matematicas pueden ofrecer;
— Comprender y manejar las posibilidades y limitaciones de un determinado concepto;
— Ampliar las posibilidades de un concepto extrayendo algunas de sus propiedades o
generalizando resultados;
— Diferenciar los diferentes niveles de las matematicas (afirmaciones condicionadas
del tipo “si-entonces”, hipotesis, definiciones, teoremas, conjeturas o casos).

Plantear y resolver problemas matematicos, como por ejemplo:
— Identificar, plantear y especificar diferentes tipos de problemas matematicos: puros
o aplicados; abiertos o cerrados;
— Resolver diferentes tipos de problemas matematicos, planteados por otros o por uno
mismo, de diferentes maneras cuando sea necesario.

Modelizacion matematica (es decir, analisis y construccion de modelos), como por
ejemplo:

— Analizar los fundamentos y las propiedades de los modelos existentes, incluida la
evaluacion de sus posibilidades y de su validez;

— Decodificacion de los modelos existentes;

— Realizacion de actividades de modelizacion en un determinado contexto: estructurar
el campo; matematizar; trabajar con el modelo, incluyendo la solucioén de los pro-
blemas a que da lugar; validar el modelo, interna y externamente; analizar y criticar
el modelo; comunicar sobre el modelo y sus resultados; vigilar y controlar todo el
proceso de modelizacion.

Razonamiento matematico, como por ejemplo:

— Seguir y evaluar cadenas de argumentos;

— Conocer qué es una demostracion matematica (y qué no es) y en qué se diferencia de
otros tipos de razonamiento matematico, como por ejemplo el heuristico;

— Descubrir las ideas basicas en una determinada linea de argumento (sobre todo en
una prueba), incluyendo la distincion de las lineas principales de los detalles, las
ideas de los tecnicismos;

— Elaborar formal e informalmente argumentos matematicos y demostrar declaraciones.

10 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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Cuadro 2. Gestionar el lenguaje matematico y las herramientas matematicas

ejemplo:
tes tipos de representaciones de objetos matematicos, fendmenos y situaciones;

misma entidad, y conocer sus puntos fuertes y sus limitaciones;
— Elegir y cambiar entre las diferentes representaciones.

Representacion de las entidades matematicas (los objetos y situaciones), como por
— Comprension y utilizacion (decodificacion, interpretacion, distincion entre) diferen-

— Comprension y utilizacion de las relaciones entre las distintas representaciones de la

Manejo de simbolos matematicos y formalismos, como por ejemplo:
como la comprension de sus relaciones con el lenguaje natural,

la sintaxis como la semantica);
— Traduccion del lenguaje natural al formal y simbélico;

los y férmulas.

— Decodificacion e interpretacion simbolica y formal del lenguaje matematico, asi

— Comprender la naturaleza y las normas de los sistemas matematicos formales (tanto

— Manejo y manipulacion de las declaraciones y expresiones que contengan simbo-

La comunicacién en, con, y acerca de las matematicas, como por ejemplo:
tico, en una variedad de registros lingiiisticos;

precision tedrica y técnica.

— Comprension de textos escritos, visuales o orales que tengan un contenido matema-

— Expresar estas cuestiones de forma escrita, visual o oral, con diferentes niveles de

Hacer uso de los recursos y herramientas, como por ejemplo:

ponibles para la actividad matematica, y conocer sus posibilidades y limitaciones;
— Ser capaces de utilizar reflexivamente dichos recursos y herramientas.

— Conocer la existencia y propiedades de los diversos instrumentos y recursos dis-

Esta es la base a partir de la cual la OCDE, en el marco del Proyecto DeSeCo, indica
diversas competencias matematicas necesarias para formar a ciudadanos que puedan
identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, emi-
tir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfa-
cer las necesidades de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y

reflexivo (OCDE, 2004).

En el cuadro 3 se presenta un analisis comparativo entre los estandares de procesos

del NCTM (2000) y las competencias matematicas (Niss, 2002; OCDE, 2004):

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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Cuadro 3. Comparacion entre los estandares de procesos y las competencias matematicas.

Estandares de procesos
matematicos
(NCTM, 2000)

Competencias matematicas
(Niss, 2002)

Competencias matematicas
(OCDE, 2004)

Resolucion de problemas

Planteamiento y resolucion de
problemas matematicos

Planteamiento y resolucion de
problemas

Usoderecursos y herramientas

Razonamiento y prueba

Dominio de modos de pensa-

Pensamiento y razonamiento

miento matematico

Razonamiento matematico Argumentacion
Comunicacion Comunicacion en, con y | Comunicacion

acerca de las matematicas
Conexiones - -
Representacion Representacion de entidades | Representacion y uso de ope-

matematicas raciones y lenguaje técnico,

simbolico y formal

Analisis y construccion de | Construccion de modelos

modelos

Manejo de simbolos matema-
ticos y formalismos

Los procesos matematicos y las competencias matematicas que se exponen en el
cuadro anterior subrayan una misma vision que enfatiza la capacidad de usar de forma
comprensiva y eficaz las matematicas que se aprenden en la escuela en una variedad de
contextos, ademas del escolar. Se trata de un nuevo enfoque que de Guzman (2001, p. 9)
sintetizd de forma muy clara:

“En la situacion de transformacion vertiginosa de la civilizacion en la cual nos encontra-
mos, esta claro que los procesos verdaderamente eficaces de pensamiento, que no se vuel-
ven obsoletos con tanta rapidez, es lo mas valioso que podemos ensefiar a nuestros jovenes.
En nuestro mundo cientifico e intelectual tan rapidamente mutante vale mucho mas proveerse
de procesos de pensamiento utiles que de contenidos que rapidamente se convierten en ideas
inertes ...”

Los procesos matematicos y las competencias matematicas permiten ampliar la pers-
pectiva acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina. En el estudio TEDS-
M 2008 (el primer estudio comparativo a nivel internacional y a gran escala, sobre
educacion superior, centrado en la formacion inicial de los profesores de matematicas)
se presentan dos visiones contrapuestas: a) las matematicas como un conjunto de reglas y

12 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X



Sobre la naturaleza de las matematicasen la formacion inicial de maestros: los procesos matematicos ...
Angel Alsina y Paula Lopez

procedimientos, y b) las matematicas como un proceso de indagacion. En la primera vi-
sion se tienden a ver las matematicas como un conjunto de procedimientos que hay que
aprender, con normas estrictas acerca de lo que es correcto o no, mientras que en la se-
gunda vision se valoran las matematicas como un instrumento para responder a pregun-
tas y resolver problemas, en la que los procesos matematicos se consideran herramientas
de indagacion, es decir, medios para un fin y no el fin en si mismo. En el cuadro 4 se pre-
sentan algunas afirmaciones de ambas visiones:

Cuadro 4. Visiones acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012).

Matematicas como un conjunto de reglas y
procedimientos

Matematicas como un proceso de indagacion

Las matematicas son una coleccion de nor-
mas y procedimientos que determinan coémo
se resuelve un problema.

Saber matematicas implica recordar y apli-
car definiciones, formulas, hechos matema-
ticos y procedimientos.

Para resolver una tarea matematica es nece-
sario conocer el procedimiento correcto. En
caso contrario uno esta perdido.

El rigor logico y la precision son fundamen-
tales para las matematicas.

Para hacer matematicas se requiere mucha
practica, la aplicacion correcta de procedi-

Las matematicas implican creatividad y
nuevas ideas.

En matematicas uno puede descubrir y ensa-
yar muchas cosas por si mismo.

Si uno se involucra en las tareas matemati-
cas, puede hacer descubrimientos (p. ¢j., co-
nexiones, reglas y conceptos).

Los problemas de matematicas se pueden
resolver de maneras diferentes.

Muchos aspectos de las matematicas tienen
notable valor practico.

Las matematicas ayudan a resolver proble-
mas y tareas de la vida cotidiana.

mientos rutinarios y estrategias de resolu-
cion de problemas.

Las matematicas significan aprender, recor-
dar y aplicar.

La vision de las matematicas como un conjunto de reglas y procedimientos, pues, se
asocia a la instruccion matemadtica, es decir, se interpreta el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la disciplina como un conjunto de reglas y procedimientos que se adquieren
a través de la ejercitacion, mientras que la vision de las matematicas como un proceso
de indagacion se corresponde con un enfoque mas competencial, en el que se ofrecen a
los aprendices diversas herramientas para que progresivamente aprendan a usar las ma-
tematicas en su vida cotidiana. En el informe espafiol del TEDS-M 2008 (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012) los futuros maestros espafioles muestran un mayor
acuerdo en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de res-
puestas de acuerdo) que en considerarlas como un conjunto de reglas y procedimientos
(50% de respuestas de respaldo). Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), en un estu-
dio realizado con estudiantes de primer curso del grado de maestro, analizan las actitu-
des hacia la materia (un 40% admiten que les gustan las matematicas) junto con otras
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consideraciones referentes a los contenidos matematicos que forman parte del curriculo
(se destaca sobre todo la geometria, con un 91% de acuerdo), o la utilidad y el sentido
de las matematicas (un 66% admiten que sirven para razonar y pensar). Aunque impli-
citamente se hace alusion a algunos procesos matematicos, en dicho estudio no se ana-
liza con detalle la opinion de los estudiantes en relacion a este tipo de conocimientos
matematicos.

A partir de estos datos previos, en este estudio se quiere analizar con mayor detalle
cuales son las consideraciones de los futuros maestros acerca de los procesos matemati-
cos. En este contexto, nuestra pregunta de investigacion es:

* (Cuales son las opiniones de los estudiantes para maestro sobre los aspectos que

mejor definen a las matematicas?

Particularmente, el objetivo de nuestro estudio es identificar qué lugar ocupan los
procesos matematicos en el sistema de creencias de los estudiantes para maestro sobre
las matematicas como disciplina.

METODOLOGIA
Participantes

La muestra esta formada por 142 estudiantes, 72 pertenecientes al Grado de Edu-
cacion Infantil y 70 del Grado de Educacion Primaria. Todos los estudiantes, en el mo-
mento que se realizo el estudio, estaban cursando primero en la Universidad de Girona.

La edad media de los estudiantes del Grado de Educacion Infantil es de 21,2 afios, y
de los de Educacion Primaria es de 20,3 afios. El porcentaje de hombres en Educacion
Infantil es de 4,35% y en Educacion Primaria es de 12,04%. El 56,5% de los estudiantes
de Infantil provienen del ciclo formativo de grado superior en Educacion Infantil, y el
29,8% de estudiantes de Primaria provienen de ciclos formativos de grado superior. De
los estudiantes que provienen de bachillerato, el 14,28% de Infantil y el 16,13% de Pri-
maria provienen de un bachillerato cientifico-tecnoldgico. Por lo tanto, de la muestra del
estudio, solo el 4,4% en Educacion Infantil y el 6,8% en Primaria, han cursado matema-
ticas en los dos ultimos afios antes de empezar los estudios universitarios.

Diserio y procedimiento

En el primer semestre de primero, antes de iniciar cualquier asignatura o moédulo for-
mativo relacionado con las matematicas y su didactica se administrd un cuestionario a
todos los participantes para identificar diversas creencias acerca de la educacion mate-
matica centradas en las diversas dimensiones indicadas por Caballero, Blanco y Gue-
rrero (2008). En una de estas cuestiones se les solicitaba que indicaran tres aspectos
clave (de mayor a menor importancia) que asociaban con las matematicas, puesto que se
consider6 que implicitamente iba a aportar datos acerca de la vision de los estudiantes
acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina.

Para la categorizacion de las respuestas dadas se ha combinado la categorizacion de-
ductiva y la inductiva (Bonilla y Rodriguez, 1995), es decir, en un primer momento se ha
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partido de unidades de significado identificadas en marcos tedricos existentes (catego-
rizacion deductiva) pero, posteriormente, con la revision cuidadosa de todo el material,
se han identificado subcategorias que emergen de la misma informacion (categorizacion
inductiva).

Las tres categorias principales que se han considerado para clasificar las respues-
tas han sido: Factores Cognitivos, Factores Procedimentales y Factores Actitudinales.
Estas tres categorias se han establecido a partir de la revision de la literatura (NCTM,
2000; Caballero, Guerrero y Blanco, 2007; Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010;
Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012; Ruiz de Gauna, Garcia y Sarasua,
2013) y a partir de las definiciones y clasificaciones dadas por la OCDE en su Proyecto
DeSeCo (OCDE, 2001) sobre las competencias basicas, donde considera la competencia
como una combinacion de conocimientos, destrezas y actitudes.

Los Factores Cognitivos incluyen elementos que ayudan al estudiante a “saber co-
nocer”. Esta categoria se ha subdividido en cuatro subcategorias definidas a partir de las
respuestas dadas por los estudiantes y a partir de las categorias del trabajo de Guirado,
Olivera, Mazzitelli y Aguilar (2010): Inteligencia, memoria, comprension y calculo men-
tal y escrito. Los Factores Procedimentales permiten “saber hacer”. En esta categoria,
basandonos en los estandares de procesos definidos por el NCTM (2000), se han consi-
derado las subcategorias: resolucion de problemas, razonamiento, comunicacion y cone-
xiones. Por Ultimo, los Factores Actitudinales se conciben como el conjunto de aspectos
que ayudan al alumno a “saber ser”. A partir del trabajo de Guirado, Olivera, Mazzitelli
y Aguilar (2010) y de las respuestas dadas por los estudiantes se han considerado cuatro
subcategorias: interés, esfuerzo, participacion y autoconcepto. En el cuadro 5 se pre-
senta una sintesis de las categorias y subcategorias consideradas:

Cuadro 5. Categorias y subcategorias sobre la naturaleza de las matematicas

Factores Cognitivos Factores Procedimentales Factores Actitudinales
Inteligencia Resolucion de problemas Interés
Memoria Razonamiento Esfuerzo
Comprension Comunicacién y representacion | Participacion Autoconcepto
Calculo mental y escrito Conexiones

Dado el tipo de poblacion y de datos analizados, aunque la pregunta a analizar sea
una variable cualitativa, la metodologia que se ha utilizado para su analisis y discusion
ha sido de tipo cuantitativo. Para tener en cuenta el orden de los tres aspectos clave que
los estudiantes asocian con las matematicas (de mayor a menor importancia), se han pon-
derado sus respuestas dando un peso de 0,5 al primer factor, de 0,3 al segundo y de 0,2
al factor que indican en tercera posicion.
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RESULTADOS

Para la exposicion de los resulta-
dos, en primer lugar se muestran los
datos obtenidos acerca de los tres as-
pectos clave que los estudiantes aso-
cian con las matematicas. Al haber
ponderado las respuestas segun el
orden de los aspectos indicados
(0,5; 0,3; 0,2), el nimero de estu-
diantes que se indican en las tablas
de resultados de cada categoria no
es un nimero natural.

M Factores cognitivos M Factores procedimentales m Factores actitudinales

Figura 1. Grafico comparativo
entre las tres categorias.

Tabla 1. Resultados obtenidos en las tres categorias

N° estudiantes Porcentaje
Factores cognitivos 72,6 51,1%
Factores procedimentales 30 21,1%
Factores actitudinales 39,4 27,7%
Total 142 100 %

Los resultados anteriores muestran que mas de la mitad de los estudiantes para maes-
tro (un 51,1%), considera que los aspectos cognitivos son los que mejor definen a las
matematicas. En segundo lugar consideran los factores actitudinales (un 27,7%), mien-
tras que los aspectos que vinculan menos con las matematicas son los procedimentales

(21,1%).

A continuacion se presentan los resultados de forma mas detallada, diferenciando
cuatro subcategorias dentro de cada categoria.

Tabla 2. Resultados obtenidos en las distintas subcategorias

N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Inteligencia 26,8 18,9%
Factores Memoria 3,8 2,7% 18.55
cognitivos Comprension 12,4 8,7% '
Calculo mental y escrito 31,2 22%
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N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Razonamiento 5,2 3,7%
Factores Comunicacion 2,2 1,5%
procedimentales | conexiones 6,1 4,3% 763
Resolucion de problemas 17,1 12%
Interés 19,5 13,7%
Factores Esfuerzo 14,6 10,3% 03
actitudinales Participacién 0,7 0,5% ’
Autoconcepto 2.4 1,7%
Total 142 100%

Estos datos indican que, en
relacion a los factores cogni-
tivos, los aspectos que los es-
tudiantes identifican mas con
las matematicas son el célculo
mental y escrito (22%) y la in-
teligencia (18,9%). Dentro de
los factores actitudinales, los
aspectos mas destacados son
el interés (13,7%) y el esfuerzo
(10,3%). Y respecto a los facto-
res procedimentales, el aspecto
que asocian mas a las matema-
ticas es la resolucion de problemas (12%). El factor cognitivo que menos asocian con las
matematicas es la memoria (2,7%), el factor actitudinal menos relevante es la participa-
cion (0,5%) y el factor procedimental que menos consideran es la comunicacion (1,5%).

Figura 2. Grafico comparativo entre las sub-categorias.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio se han identificado las creencias de los estudiantes para maestro sobre
la naturaleza de las matematicas. Una primera interpretacion de los resultados obtenidos
confirma la presencia de tres categorias de factores: cognitivos, actitudinales y procedi-
mentales, en contraposicion a diversos estudios preliminares que subrayan exclusiva-
mente factores cognitivos y actitudinales, incluidos en la agenda Creencias y dominio
afectivo: actitudes y cognicion (Llinares, 2008). En otras palabras, en estos estudios pre-
vios se consideran Unicamente los factores de las matematicas que permiten a los alum-
nos “saber conocer” y “saber ser”, de acuerdo con la terminologia de la OCDE para
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definir las competencias clave (OCDE, 2001). Consideramos que la incorporacion de
factores procedimentales, en la linea ya iniciada por algunos trabajos (NCTM, 2000;
Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010), contribuye a comprender con mayor pre-
cision el conjunto de creencias que acaban configurando la identidad profesional del
maestro de matematicas acerca de la naturaleza de las matematicas. Estos factores res-
ponden al “saber hacer” (OCDE, 2001), e incluyen las formas de pensar propias de las
matematicas, como resolver problemas, razonar y demostrar, comunicar y representar o
hacer conexiones (NCTM, 2000).

Una segunda interpretacion de los resultados obtenidos es el escaso peso de los facto-
res procedimentales en el conjunto de creencias acerca de la naturaleza de las matemati-
cas. Los datos obtenidos han puesto en evidencia que los futuros maestros no consideran
suficientemente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos
datos ponen de manifiesto una construccion de la identidad profesional del maestro de
matematicas que deja de lado algunas de las tendencias contemporaneas en educacion
matematica (NCTM, 2000; Niss, 2002; OCDE, 2004), en las que se destaca la importan-
cia de los procesos de pensamiento matematico para el aprendizaje de las matematicas
en general y para la adquisicion de la competencia matematica en particular. A la vez, los
resultados de nuestro trabajo muestran algunas contradicciones con los datos del estudio
internacional TEDS-M (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012). Como se ha
indicado, en dicho estudio los futuros maestros espafioles muestran un mayor acuerdo
en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de respuestas de
acuerdo), lo que significa que mayoritariamente asocian las matematicas con una vision
competencial que incluye la actividad heuristica, la resolucion de problemas o las cone-
xiones con la vida cotidiana. Sin embargo, en nuestro estudio, cuando se les pregunta
acerca de los factores que asocian con las matematicas, estos aspectos procedimenta-
les son los que tienden a ocupar las ultimas posiciones en su escala de creencias. En una
linea similar al TEDS-M, en el estudio de Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), los
factores procedimentales (y en concreto las acciones de “razonar” y “pensar”) tienen
una alta valoracion entre los estudiantes (66%), mientras que en nuestro estudio el 3,7%
de los estudiantes asocian el razonamiento a las matematicas, y un 12% a la resolucion
de problemas. Una posible explicacion es que las caracteristicas de los participantes de
ambos estudios son diferentes: en nuestro caso, se trata de estudiantes de primer curso de
los Grados de Educacion Infantil y Educacion Primaria, mientras que el estudio TEDS-
M se realiz6 con estudiantes de tercer curso de primaria de la antigua diplomatura de ma-
gisterio que ya habian recibido una formacion en didactica de las matematicas.

De estos datos se desprenden algunas posibles implicaciones didécticas que deberian
considerarse tanto en la formacion inicial como en la formacion permanente del profeso-
rado. La consideracion de los procesos matematicos implica partir de un planteamiento
curricular mucho mas globalizado que no se limite a los contenidos de una unica area,
sino trabajar de forma integrada, explorando como se potencian unos y otros y usando-
los sin prejuicios. Ademas, exige trabajar para favorecer la autonomia mental del alum-
nado, potenciando la elaboracion de hipdtesis, las estrategias creativas de resolucion de
problemas, la discusion, el contraste, la negociacion de significados, la construccion con-
junta de soluciones y la busqueda de formas para comunicar planteamientos y resultados.
En definitiva, pues, se trata de ayudar a gestionar el conocimiento, las habilidades y las
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emociones pera conseguir un objetivo. En los ultimos afios son muchos los profesionales
que han ido incorporando los procesos matematicos en sus practicas docentes (para una
revision mas exhaustiva, consultar Alsina 2011, 2014), y es de esperar que vaya en au-
mento en el futuro dada la relevancia que actualmente se da a los procesos.

En cualquier caso, de acuerdo con Kaasila, Hannula y Laine (2012), los estudios acerca
de la vision de las matematicas de los futuros maestros tienen un papel importante porque
revelan coémo van construyendo su identidad profesional, y desde este marco consideran
que es necesario que los formadores de maestros comprendan sobre todo los puntos de
vista negativos. La identificacion y toma de conciencia de estas creencias es el requisito
necesario para poder promover procesos de cambio durante la formacion inicial (Kaasila,
Hannula, Laine y Pehkonen, 2006, 2008), y evitar asi que los futuros maestros accedan a
la practica profesional con unas creencias acerca de la naturaleza de las matematicas que
conlleven omisiones importantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de la disci-
plina, como por ejemplo dejar de lado los procesos de pensamiento matematico.

Por esta razon va a ser necesario disefiar nuevos estudios que analicen con instrumen-
tos mas detallados las creencias de los futuros maestros acerca de los procesos matema-
ticos, ya que consideramos que el hecho de haber planteado una unica pregunta sobre los
aspectos clave que los estudiantes asocian con las matematicas puede haber sido una limi-
tacion importante en el disefio de nuestro estudio. Paralelamente, sobre todo si en futuras
investigaciones se confirman los resultados reveladores de este estudio, va a ser necesario
disefiar programas de intervencion que promuevan la incorporacion de los conocimientos
disciplinares y didécticos referentes a los procesos de pensamiento matematico en los mo-
dulos y asignaturas de didactica de las matematicas de los estudios del Grado de Maestro.
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Resumen: Tradicionalmente, ha sido problematico el aprendizaje del concepto de
funcion. En este trabajo se reportan los hallazgos de una investigacion en donde se
analizaron las dificultades presentadas por estudiantes de once grado al hacer trans-
formaciones de representaciones de una funcion, con el registro tabular como registro
principal. Para recoger la informacion se aplico un cuestionario, con una situacion que
involucra el concepto de funcion. Las dificultades estuvieron relacionadas con la iden-
tificacion del contenido de las representaciones, el funcionamiento de los registros y la
coordinacion entre ellos. Fue posible apreciar que los estudiantes no reconocen el regis-
tro tabular como apoyo valido para sustentar sus respuestas.

Palabras clave: registros semioticos de representacion, coordinacion entre registros,
conversion, tratamiento, funcion.

Difficulties of students from elevend grade to make
changes of representations of a function

Abstract: Traditionally, the learning of the concept of function has been problematic. In
this paper we report the findings of an investigation which analyzed the difficulties pre-
sented by grade eleven students to make transformations of representations of a function,
with tabular register as primordial one. To collect the information a questionnaire was
applied with a situation involving the concept of function. The difficulties were related to
the identification of the content of the representations, the operation of registers and the
coordination between them. It was possible to identify that students do not recognize as
a valid support the tabular register to support their answers.
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INTRODUCCION

Al analizar lo propuesto en los estandares del National Council of Teachers of Mathe-
matics (2000) y del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2005) frente a los
resultados de las investigaciones respecto a la conceptualizacion de la nocion de funcidon
(Cordero, 1997; Dolores, 2004; Gatica et al., 2010; Hitt, 2000, 2003a, 2003b), se eviden-
ciauna descompensacion en el abordaje dado a este concepto a través de diferentes regis-
tros semidticos de representacion, lo que podria dificultar el desarrollo de pensamiento
variacional en los estudiantes. Esta descompensacion lleva al alumno a cometer errores
y los errores, si no son resignificados apropiadamente, pueden conducir el proceso de
aprendizaje por un camino equivocado, ya que los estudiantes se pueden acostumbrar a
ellos y no distinguir lo adecuado de lo inadecuado. Incluso, por acumulacion de malas
experiencias, pueden llevar a los sujetos a no permitirse conflictos cognitivos, por lo que
en estas condiciones seria dificil la adquisicion de conocimientos (Amaya, 2010).

Ademas, uno de los conceptos basicos relacionados a la ensefianza y el aprendi-
zaje del calculo es, sin duda, el de funcion. Asimismo, numerosas investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica (Benitez, 2010; D’ Amore, 2006; Ochoviet y Oktag,
2011; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008) han puesto de manifiesto que exis-
ten dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas a la construccion de este con-
cepto (Del Castillo, 2003). Una de estas dificultades, segin Duval (2004), es el transito
entre diferentes registros de representacion; esto es, identificar elementos en un regis-
tro de partida y encontrar su equivalente en un registro de llegada. En particular, Duval
(2012a) considera que, a diferencia de otras ciencias, el acceso al objeto de estudio en
matematicas es exclusivamente semiodtico y que toda actividad matematica consiste en
la transformacion de representaciones semioticas —producciones constituidas por signos
que pertenecen a un sistema de referencia, el cual tiene sus propias reglas de significa-
cién y de funcionamiento—.

De lo anterior se puede deducir que este proceso de transformacion de representa-
ciones es esencial en el aprendizaje de las matematicas, ya que la Ginica forma de acce-
der a los conocimientos matematicos es a través de las representaciones semio6ticas (Hitt,
2003a). Las representaciones en diferentes registros se complementan, es decir, ninglin
sistema de representacion puede producir una representacion cuyo contenido sea del
todo completo y adecuado al objeto representado, por lo que el recurso a varios registros
se considera condicion necesaria para la conceptualizacion (Del Castillo, 2003). Esto se
debe, segiin Duval (1999), a que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, es decir, no es posible estudiar los fenomenos relativos
al conocimiento sin recurrir a las representaciones semioticas. En este sentido se ha for-
talecido la idea de que cuando se usan en la ensefianza de las matematicas actividades
didacticas que favorecen la utilizacion y articulacion entre diferentes registros, el apren-
dizaje resulta beneficiado.

Se evidencia asi que un sistema de representacion coopera en la construccion de ob-
jetos matematicos, relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual
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se comparten los artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comuni-
dad (Kaput, 1989). También pone en evidencia la importancia de que los alumnos co-
necten los diferentes sistemas semidticos de representacion con los elementos del medio
sociocultural donde se desempefian.

El presente estudio se centra en el analisis de las transformaciones entre represen-
taciones que realizan estudiantes colombianos de 15-17 afios de edad. Se caracterizan
sus dificultades, tanto con la identificacion del contenido de la representacion de partida
como con el funcionamiento de los registros en los que se hacen las representaciones y
la coordinacion entre ellos, en el tema funciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

En las ultimas décadas las investigaciones en Educacion Matematica han tenido un
importante desarrollo, presentandose algunos acuerdos entre administradores educati-
vos y grupos de investigadores, quienes a su vez han sentado algunas sugerencias sobre
el tipo de problemas que se debe utilizar en matematicas -que despierten el interés de
los alumnos y favorezcan su aprendizaje-, la forma de organizar las secuencias de activi-
dades utilizadas en clase de matematicas y la necesidad de analizar las producciones de
los estudiantes -para utilizar sus dificultades de comprension en beneficio de su propio
aprendizaje-. Este trabajo se encuadra en esto ultimo.

En particular, los contextos de representacion usados en la actividad matematica sur-
gen como hilo de enlace que permite proponer problemas interesantes a través de los
cuales analizar las dificultades de comprension de los estudiantes —a través de, por ejem-
plo, sus errores conceptuales— y usarlos para mejorar sus procesos de aprendizaje.

En relacion con el tipo de actividades para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, el National Council of Teachers of Mathematics (2000)
considera fundamental que se los enfrente a actividades que constituyan un reto para su
curiosidad, que los estimulen a usar sus presaberes, a investigar lo que desconozcan y a
analizar los contenidos estudiados. Especificamente, el Ministerio de Educacion Nacio-
nal (2005) considera indispensable el estudio de patrones, nociones y conceptos propios
del pensamiento variacional, el cual tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o regis-
tros simbolicos, ya sean verbales, iconicos, tabulares, graficos o algebraicos. Tiene como
proposito construir distintos acercamientos significativos para la comprension y uso de
los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos asi como del
calculo numérico y algebraico. Ademas, cumple un papel preponderante en la resolucion
de problemas sustentados en el estudio de la variacion y el cambio, y en la modelacion
de procesos de la vida cotidiana. Su estudio se inicia con la deteccion de los criterios que
rigen regularidades o reglas de formacion, para identificar la unidad que se repite perio-
dicamente dando lugar a un patron.

El tipo de actividades sugeridas por el National Council of Teachers of Mathematics
(2000) y el analisis de secuencias y patrones recomendado por el Ministerio de Educa-
cion Nacional (2005) pueden desarrollar en los estudiantes la capacidad para identifi-
car o construir un patroén de regularidad y la capacidad para reproducirlo en diferentes
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registros, por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula. Segiin Del Casti-
llo (2003), este proceso de establecer congruencias es condicidon necesaria para la com-
prension de un concepto matematico.

El analisis de las dificultades de comprension de los estudiantes invocando sus con-
cepciones es indispensable para ayudarlos a entender el tema que se esté estudiando, para
lo que es necesario analizar sus errores conceptuales. Al respecto, Godino, Font y Bata-
nero (2003) mencionan:

(...) hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar. El término difi-
cultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio.
Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la difi-
cultad es alta, mientras que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja (p.69).

Este planteamiento implica concebir la practica curricular y evaluativa como un se-
guimiento permanente al proceso de adquisicion de conocimientos. El error se cons-
tituye en una via natural de acceso al conocimiento, una manifestacion de un proceso
constructivo que se debe encauzar y orientar de tal manera que el que aprende se termine
beneficiando.

Por otro lado estan los contextos de representacion usados en la actividad mate-
matica. Duval (2004) considera prioritarias las posibilidades de transformar una re-
presentacion semidtica en otra representacion semidtica, como base en un proceso de
comunicacion que busca saber como puede ser codificado/decodificado un objeto mate-
matico para poder ser comprendido por alguien. Segin este autor, todo progreso de co-
nocimiento en matematicas pasa por este trabajo de transformacion. Distingue dos tipos
de transformaciones: el tratamiento, que es una transformacion estrictamente interna en
un registro determinado, con cierta homogeneidad en las representaciones producidas,
donde la produccion se hace como si cada representacion fuera autosuficiente, y la con-
version, que es una transformacion de un objeto de un registro a otro, es decir, es aquella
en la que la representacion se pone en paralelo con otra representacion de otro registro.

La conversion de un registro a otro puede resultar congruente o no; es decir, el pa-
saje entre dos representaciones de un mismo objeto puede hacerse en un sentido y no
hacerse en el otro. Ademas, las representaciones de un mismo objeto pueden resultar he-
terogéneas; esto es, el contenido de una representacion en un registro dado puede ser sus-
tancialmente diferente al contenido de otra representacion en otro registro. Para Duval
(2004), si se quieren comprender los procesos de aprendizaje de las matematicas, es ne-
cesario tomar en cuenta muy seriamente esta heterogeneidad, estableciéndose asi la ne-
cesidad de utilizar mas de una representacion para acceder al conocimiento matematico
y de conocer la proveniencia de las transformaciones; es decir, si provienen de un trata-
miento o de una conversion, que permita un analisis cognitivo de las dificultades en la
adquisicion de los conocimientos matematicos.

Las representaciones matematicas o sistemas simbodlicos matematicos son sistemas
de representaciones especiales en los que el mundo representado es una estructura ma-
tematica y el mundo representante es un esquema de simbolos que contiene correspon-
dencias especiales (Kaput, 1987). Los sistemas simbolicos matematicos, de la misma
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manera que el lenguaje natural y los sistemas pictoricos, controlan el influjo de experien-
cias al separarlos en pedazos, asignando los simbolos a dichos pedazos y coordinando
estas notaciones en un entorno adecuado de matices y referentes complejos. El sistema
de simbolos matematicos y sus conexiones puede formar una estructura que actlia para
representar otro sistema de simbolos que exhibe una autosimilitud cuando se amplifica
(Meel, 2003). Es asi que, a través de las representaciones externas de un objeto matema-
tico y las relaciones entre ellas, es posible estructurar nuevas representaciones que pue-
den tener connotaciones diferentes a las que les dieron origen.

Entre las tantas representaciones que permite una funcion, esta la representacion ana-
litica, la cual a su vez puede asumir varias formas: algebraica, consistente en una for-
mula que permite modelar la situacion en juego; polinomio aritmético, como resultado
de reemplazar un valor numérico en un registro algebraico; secuencia, que permite deter-
minar el patrén de regularidad o de crecimiento de una funcion. Otra de las representa-
ciones semidticas de una funcion es la tabular, en la que se parte de una tabla y se ubican
las entradas de tal forma que el niimero de columnas (o filas, segin se ordenen) corres-
ponde al total o gran parte de las cantidades que intervienen en la situacion, que vienen
a ser los elementos que constituyen la funcion en ese registro.

Al respecto, diversas investigaciones (Amaya, 2010; Carrién, 2007; Dolores, 2004;
Leoén y Corredor, 2003) han tratado de identificar los problemas mas comunes en el
aprendizaje de las matemadticas, a través del andlisis de las producciones de los estudian-
tes, sus procedimientos espontaneos, sus errores y sus incomprensiones. Han intentado
dilucidar elementos acerca de su funcionamiento cognitivo y proponer formas para me-
jorar la adquisicion de habilidades que permitan a los alumnos acceder con mayor faci-
lidad a los conceptos. Comprender matematicas se manifiesta a través de habilidades a
disposicion y transferibles a diversos espacios de razonamiento en y sobre la realidad.
Para Meel (2003), comprender en matemadticas significa saber qué hacer y por qué se
debe hacer algo con un concepto matematico en el momento que se requiera utilizarlo,
lo que proporciona vias para la transferencia y extraccion de informacion desde la me-
moria del estudiante. Esta idea esta relacionada con la manera como se construyen con-
ceptos o redes conceptuales, vinculados a una serie de procesos cognitivos en relacion
con representaciones simbolicas; esto es, a la significacion que un individuo le atribuye
a un objeto matematico al vincular las representaciones internas y externas con una si-
tuacion contextual.

Segun Hitt (2000), una idea matematica -o procedimiento o hecho- es entendida si
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de entendi-
miento es determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. En este sentido, la
adquisicion de un concepto por parte de un individuo se dara cuando coordine por lo
menos dos de sus representaciones. Esto tiene que ver, segun Duval (1999), con la ar-
ticulacion entre sus representaciones semiodticas. Un concepto matemdtico visto en sus
diferentes representaciones proporcionard informacion especifica, dando solidez al con-
cepto. Para Meel (2003), estos mecanismos producen significados y, por lo tanto, desa-
rrollan comprension para el estudiante por medio de la creacion de nuevos vinculos entre
los sistemas de representacion o los elementos de reorganizacion dentro de un sistema
de representacion.
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De lo anterior se reconoce que la comprension de un objeto matematico se hace por
medio de las representaciones semidticas, lo cual se basa en la ley fundamental del fun-
cionamiento cognitivo de Duval (1999): no hay noesis sin semiosis. Se manifiesta a tra-
vés de la soltura en la actividad cognitiva de conversion. De aqui cabe destacar el papel
de las representaciones semioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos. Se basan en tratamientos y conversiones entre registros, que permiten co-
nexiones entre los elementos de una red (el concepto) asi como de la estructura cognitiva
(como un todo). Segun Duval (2004), en matematicas, poder cambiar de sistema de re-
presentacion es una exigencia cognitiva absolutamente necesaria y fundamental, porque
el acceso a los conocimientos matematicos requiere la integracion en una arquitectura
cognitiva de los sistemas semioticos de representacion. De hecho “se cree que la familia-
rizacidn progresiva con un nuevo tipo de representacion provoca de manera casi natural
el pasaje de este tipo de representacion a los tipos de representacion anteriormente utili-
zados” (Duval, 2004, p.30).

Ademas, Duval (2012b) considera que las diferencias que separan las matematicas
de otros campos del conocimiento provienen del modo de acceso a los objetos estudia-
dos: en matematicas se hace por medio de la produccion de representaciones semidticas
y no por la percepcion o la utilizacién de instrumentos, como ocurre en otras ciencias.

Esto nos permitira inferir tres ideas clave para describir el modo de funcionamiento cogni-
tivo que caracteriza al pensamiento matematico. (1) Los registros son los sistemas productores
de representaciones semidticas. (2) La comprension en matematicas moviliza siempre impli-
cita o explicitamente al menos dos registros; dicho de otra manera, la comprension en mate-
maticas requiere la coordinacion y el funcionamiento en sinergia de varios registros. (3) Cada
registro abre un campo de transformacion de las representaciones, y por lo tanto, posibilidades
de tratamiento matematico que le son propias (p.15).

Duval (2004) considera que el reto de la ensefianza para la formacion inicial no es
tanto la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino -a través de ello- el de-
sarrollo de las capacidades de pensamiento del alumno. El desarrollo de estas capacida-
des depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren para
la comprension de todos los conocimientos que él debera adquirir, no solamente en la
escuela, sino después de ella. Por estar en un mundo en el cual ningun individuo puede
aprender de antemano lo que le sera profesional o humanamente util, el reto de la ense-
flanza en la formacion inicial es dar al estudiante los medios para comprender y aprender
por él mismo. Al respecto, la UNESCO (2005) considera que la escuela, como respon-
sable tradicional de la educacion de los miembros de una sociedad, debe bregar para que
estos adquieran una formacion basica que les permita aprender a aprender, y hacerlo con-
tinua, sistematica y permanentemente. Lo que esta en juego, segiin Duval (2012a), es el
desarrollo de la autonomia intelectual de los estudiantes. Desde esta perspectiva es que
las matematicas pueden aportar una gran contribucion a la formacion de los alumnos.
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METODOLOGIA

Se asume un estudio descriptivo de casos (Servan y Servan, 2010), bajo un enfoque
cualitativo de tipo empirico (Bravin y Pievi, 2008). Las transformaciones entre registros,
tanto tratamientos como conversiones, se constituyeron en las categorias de analisis de
la investigacion. Se desarrollo en tres etapas fundamentales:

a) Revision documental: consistido en una busqueda bibliografica a fin de obtener
antecedentes de investigaciones y fundamentar a nivel teorico lo relativo a las
dificultades de los estudiantes con las transformaciones de representaciones del
concepto de funcion.

b) Diseflo y aplicacion de instrumentos: se elaboraron, adecuaron y pusieron en mar-
cha los protocolos empleados en la investigacion.

¢) Obtencion y analisis interpretativo de resultados: teniendo en cuenta el desem-
pefio estudiantil en las transformaciones entre registros del contenido funcion, se
procesoé la informacion recabada y se avanzo hacia la discusion de los hallazgos.

Los informantes fueron 50 estudiantes (E,, conn=1, 2, 3, ..., 50) de undécimo grado
de la media académica de una escuela publica colombiana, con edades entre 15 y 17
afios, en un curso ordinario de pre-calculo previo al ingreso a la universidad. Para este
trabajo el desempefio fue de manera individual.

En una investigacion mas amplia, en la que se inscribe este trabajo, se utilizaron
cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas abiertas, observacion par-
ticipante, entrevistas semiestructuradas y grupos de discusion. En cuanto a los cuestio-
narios, cabe sefialar que se aplico un total de seis, cada uno involucrando una situacién
problematica. Aqui se comparten los resultados relativos a una de las situaciones, en la
que se consider? al registro tabular como registro principal. Los contenidos matematicos
requeridos ya habian sido desarrollados en el curso.

La situacion presentada estd constituida por ocho cuestiones a resolver:

En la siguiente tabla se muestran los costos de produccion de una empresa de discos
compactos.

Numero de discos Costo (en dolares)
1000 116000
2000 128000
3000 140000
5000
6100
224000
15000
72000
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1) Termina de llenar la tabla.

2) Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente.

3) Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2).

4) ;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son cons-
tantes o permanecen fijas?

5) ¢Qué relacion de dependencia hay entre las variables?

6) Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;jcudntos discos se
produjeron?

7) Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de produccion
para cualquier cantidad de discos compactos.

8) Realiza una grdfica que represente esta situacion.

Para procesar la informacién se analizaron las resoluciones de los estudiantes para
cada categoria de analisis, atendiendo tanto a los tratamientos como a las conversiones
empleadas. Se empleo la técnica de andlisis del contenido (Ander-Egg, 2003) para estu-
diar el contenido manifiesto de las producciones escritas al abordar las cuestiones plan-
teadas. Se agruparon las resoluciones con respuestas similares y se fue registrando en
una matriz de datos el porcentaje de alumnos de cada grupo asi como las caracteristicas
de los procedimientos llevados a cabo, ejemplificando en algunos casos con el de algun
estudiante en particular.

RESULTADOS

En lo que sigue se describen algunas caracteristicas de los desempefios estudianti-
les al realizar transformaciones de registros en la resolucion de la situacion planteada.

Cuestion 1. “Termina de llenar la tabla”.

Una caracteristica de las resoluciones del 92% de los estudiantes fue el paso previo
al registro analitico-aritmético, donde realizaron las operaciones que consideraron perti-
nentes, para el llenado de la tabla. Es decir, primero hicieron una conversion, utilizando
el registro analitico-aritmético como registro auxiliar. Realizadas las operaciones (trans-
formaciones tipo tratamientos) en este registro, volvieron a hacer otra conversion, al re-
gistro tabular como registro principal, y entonces procedieron a llenar la tabla (Fig. 1).
Realizaron un tratamiento en cierto sentido sin autosuficiencia, necesitando de la articu-
lacién con el registro analitico-aritmético como registro auxiliar para poder funcionar.
Sin embargo, teniendo en cuenta que ningln sistema de representacion produce una re-
presentacion cuyo contenido sea del todo completo y adecuado al objeto representado
(Del Castillo, 2003), el recurso a otros registros podria considerarse oportuno y hasta
conveniente, quedando la inquietud acerca de las reglas compartidas entre los registros
en juego.

28 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Numero de | Costo (en dolares) - .
discos i
1000 116000 T
2000 128000 \
3000 140000 ] 4
5000 | 122 <O¢ :
6100 | 2 654.p0p A D"
{4 e 224000
15000 00
72000 | — -

Figura 1. Tabla completada por el estudiante Eg

Particularmente Eg parece asumir de inmediato un modelo lineal afin de la situacion.
Encuentra la diferencia entre las dos primeras entradas (omitiendo signos) para conocer
la constante de proporcionalidad directa (12000) cada 1000 unidades (discos). Procede a
adicionar 12000 a filas consecutivas posteriores de la columna “costo”, sin detenerse de-
masiado a observar el incremento correspondiente en la cantidad de discos (pues en las
tres primeras filas el incremento de discos es de a 1000 unidades, pero en la cuarta fila el
incremento es de 2000 discos y en la siguiente es de 1100). En concordancia con lo plan-
teado por Carrion (2007), en la resolucion de Eq se advierten errores tanto en la ubica-
cion de las cantidades con las que se opera como en la escritura matematica implicada.

Cuestion 2. “Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente”.

En su mayoria los estudiantes se percataron de que el incremento en el costo de pro-
duccién era un multiplo de 12. Sin embargo, al variarles el incremento en la cantidad de
discos de 1000 a 100, no hicieron el cambio de 12000 a 1200 en los costos. Esto les im-
pidid seguir un patréon para cualquier cantidad de discos.

Precisamente el 72% de los estudiantes identifico el patron de regularidad y de creci-
miento de la situacion; sin embargo solo el 8% lo utilizé adecuadamente. El 12% empleo
los datos de la tabla y los modificé con informacion que se puede deducir de la situacion,
pero que no aparece explicita en la tabla que se les pide llenar. El 6% de los estudian-
tes encontrd el costo para producir cada disco si no se tuvieran costos fijos y lo utiliz6
para dar su respuesta. El resto tratd de encontrar este valor, pero haciendo una regla de
tres simple directa, sin excluir los costos fijos de produccion y sin llegar a la respuesta
pedida. Es asi que se evidencian multiples interpretaciones de la situacion, y aunque no
todas ellas son adaptadas a esta, si muestran rasgos caracteristicos genuinos del concepto
de funcidn; lo que segiin Gallardo, Gonzalez y Quintanilla (2013) es un indicio claro de
que algo se ha comprendido del concepto.
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Figura 2. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E12

Cuestion 3. “Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2)”.

Fueron notorias las dificultades de los estudiantes al intentar describir los procesos
realizados: el 36% realiz6 de manera adecuada los procedimientos y solo el 16% los des-
cribid correctamente, el 32% describi6 correctamente un procedimiento errado y los res-
tantes (32%) no pudieron ni con el proceso ni con su descripcion. Al tratar de explicar
los procedimientos que siguieron para obtener sus respuestas, lo que hicieron fue repe-
tir lo realizado anteriormente, acorde a lo reportado por Amaya y Barrera (2009). En las
explicaciones dadas por los estudiantes se evidencian dificultades al pasar de cualquier
registro de representacion al del lenguaje materno (coloquial); es decir, esta conversion
le resulté problematica a un grupo considerable de estudiantes. Esto coincide con los ha-
llazgos de Caligaris, Schivo, Romiti y Sgreccia (2013), en este caso, en el ingreso a la
universidad.

Un ejemplo de esta situacion se muestra en la Fig. 2, donde el estudiante E;, mani-
festd que hizo algo que en realidad no es lo que se ve que hizo. Al resolver un polinomio
aritmético dice que multiplico por 12, cuando en realidad lo hizo por 12000. Los resul-
tados de su resolucion no coinciden con lo que le daria haciendo lo que dice que hizo
(cuyos resultados si serian validos).

Sin embargo, al validar esta respuesta en un grupo de discusion, el estudiante da
muestra de que su comunicacion escrita fue la inadecuada, porque en su oralidad fue
bien explicito aclarando adecuadamente lo que realizo. En general los estudiantes dan
la cifra de cualquier cantidad sin decir los miles, incluso a veces también asi lo escri-
ben. Pero al cuestionarseles sobre la incoherencia de los valores, hicieron la aclaracion
que era 12000, acotando “todo el mundo dice 12”. Fue practicamente una constante en
este grupo de estudiantes: ser mas explicitos y precisos en su comunicacion oral que en
la escrita.

En la conversion al registro coloquial parece que los estudiantes dejaron el proceso
de asimilacion -en el sentido de Piaget- a medias, al quedarse solo en el manejo de datos,
estableciendo pocos vinculos entre la nueva informacion y su estructura mental consti-
tuida (Meel, 2003). Es decir, lograron establecer pocas conexiones entre el contenido de
los registros que los ayudara en la comprension de la situacion y el proceso de conexion
entre las representaciones. Esto requiere un manejo adecuado de la relacion entre el co-
nocimiento y los elementos de la red, asi como de la estructura como un todo. Acorde
con estas ideas, el progreso matematico -lograr generalizar y justificar los procedimien-
tos de solucion a tipos de problemas cada vez mas amplios (Godino et al, 2003)- fue lo-
grado por pocos estudiantes (16%) en esta investigacion. Y este proceso de establecer
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Figura 3. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E21

congruencias es, segin Del Castillo (2003), condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

En el manuscrito que se muestra en la Fig. 3 se evidencia que el estudiante E,; reco-
nocio6 algunos elementos significativos de la funcion, teniendo en cuenta que para Tall
(1985) el proposito de toda funcion es mostrar como varia algo. El hecho de que un
alumno reconozca que en la situacion se da el proceso de variacion es de gran relevancia
para este estudio, por cuanto el hecho de llevarlos a realizar transformaciones de regis-
tros se convirtid en una intervencion para la mejora en la comprension del tema.

Cuestion 4. “;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son
constantes o permanecen fijas?”.

Los estudiantes (64%) presentaron serias dificultades relacionadas con el reconoci-
miento de los elementos de la funcién y con el manejo de las operaciones; es decir, con la
identificacion del contenido de las representaciones y con el funcionamiento del registro,
en términos de Duval (2004). Sin embargo, el 48% de ellos identifico ciertos elementos
de la funcidn, pero no alcanzé a dar respuestas del todo acertadas, por omitir otros. Por
ejemplo, se dieron cuenta que por cada incremento de 1000 en la cantidad de discos se
presentaba un incremento de 12000 dolares en el costo de produccion, pero al dar su res-
puesta no tuvieron en cuenta que en la cuarta fila hubo un salto en la secuencia de nimero
de discos (se omitio el 4000), por lo que en la primera entrada que llenaron de la tabla
(correspondiente al costo para 5000 discos), en lugar de 164000 (140000+12000+12000)
colocaron 152000, que era el valor correspondiente a 4000.

Otra de las dificultades fue relacionar los elementos de la funcion con su significado
contextual. Por ejemplo, les costd aceptar que los valores de la funcion correspondieran
con los costos de produccion, que los costos fijos por unidad fueran 12 y no 12000, y que
los costos fijos de produccion fueran 104000 y no 116000, evidenciandose lo que Beni-
tez (2010) llama interpretacion local de la situacion.
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Cuestion 5. “;Qué relacion de dependencia hay entre las variables? .

Un alto porcentaje de estudiantes (76%) present6 dificultades para relacionar los ele-
mentos de la funcidén en una transformacion tipo conversion. En cada registro pudieron
identificar solo algunos elementos. Por ejemplo, ignoraron los costos fijos de produccion
y trabajaron con la funcién lineal como si fuera una funcion afin, evidenciandose un obs-
taculo en el sentido de Brousseau (1999). Aquellos que identificaron los elementos de
la funcion (24%) también pudieron clasificarlos y establecer relaciones de dependencia
entre ellos. Ademas, cabe advertir que el 16% de los estudiantes utilizé un registro auxi-
liar analitico-aritmético para dar respuesta a la consigna; mostrandose nuevamente que
el proceso de hacer transformaciones entre registros no es una cuestion sencilla ni espon-
tanea, es decir, estos procesos ontosemioticos de identificacion de aspectos comunes en
distintos registros suelen resultar complejos.

Cuestion 6: “Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;cuantos dis-
cos se produjeron?”.

Ningun estudiante utilizo el concepto de ecuacion para encontrar la incognita soli-
citada, ni en la entrada de la tabla que implicaba un tratamiento, ni en la pregunta que
implicaba una conversion al registro algebraico, coincidiendo en este sentido con lo re-
portado por Ochoviet y Oktac (2011). Los que dieron con la respuesta, lo hicieron por
tanteo (24%) o utilizando el patrén deducido en la secuencia (16%). Es decir, a los estu-
diantes se les dificultd mas encontrar el nimero de discos cuando se les dio previamente
el costo de produccion para una cierta cantidad de discos, que el proceso inverso: hallar
el costo de produccion para una determinada cantidad dada de discos. El primer caso es
un proceso que lleva implicito el concepto de ecuacion, que no fue utilizado por ninglin
estudiante para dar respuesta a esta pregunta. El segundo caso parece ser mas familiar a
los estudiantes, ya que es dar solucion a un polinomio aritmético -como el mostrado en
la Fig. 4, con el que se trabaja con frecuencia en cursos anteriores y en asignaturas como
Fisica y Quimica- o seguir el patroén de regularidad hasta dar con la respuesta.

Sin embargo resulta curioso que un grupo de estudiantes haya encontrado y utilizado
una expresion algebraica que modelara la situacion y no la hubieran utilizado para en-
contrar una incognita. Aqui los estudiantes no pudieron concebir la letra como niimero
generalizado, lo que les pudo impedir usar el concepto de ecuacion para encontrar la in-
cdgnita solicitada. Esto es, establecer la equivalencia entre la expresion algebraica y el
valor dado para los costos de produccion que lo llevaria a plantear una ecuacion y, de re-
solverla, a encontrar el numero de discos correspondientes a esos costos de produccion
(fig. 4).

Ademas, cabe sefialar que el 80% de los estudiantes no utiliz6 la informacion que
habia consignado en su tabla para responder otras preguntas, en concordancia con lo re-
portado por Amaya y Barrera (2009), donde la mayoria de los alumnos realiz6 nuevos
procedimientos para responder una pregunta, cuya respuesta ya habia obtenido al llenar
la tabla.

32 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

= il bk 21 S A IR A i i
D -/J 'f,’,‘#l /fﬂfﬂd { L2 ) f 3] [ AR i D _::{_-'_f:irr‘:g‘:: { /f- 2
[ s E 7 12
E(550) = [z (550004 004 0a9 = 70000
- f .‘-’:"',')-.. i docd —- Ay >
(13t f O LF0

=) . — - i , ; ¢ ]

7/ Porv. hor Juv ¢ (o S+o e  WrodoecClon ael DSoo
14500 DS  Primec LAlle €l Ceo5re | Y'Y
i L s \

o> o & p PACOITC .1 Ao K
9] AT E 1 { f‘ Ce ) ¥ al Jl’ ¢ § |(_//Y

v Ly ¢ S A r 10 = L 4

U MY g SO (A eS¢ Xteecior on (03 [ eS4

_)i f/<--.; ! ‘,ff"_“

Figura 4. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E18

Se evidencia en los estudiantes dificultades para conectar las representaciones en los
registros tabular, analitico y del lenguaje materno, en sintonia con lo reportado por San-
chez-Matamoros et al. (2008), lo que segun Hitt (2000) podria utilizarse como indicio de
si se comprende o no la situacion.

Cuestion 7. “Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de pro-
duccion para cualquier cantidad de discos compactos ™.

El mismo grupo de estudiantes que pudo relacionar los elementos de la funcion mo-
del¢ la situacion funcional, recurriendo y sin recurrir a un registro auxiliar. De salida es-
cribieron una expresion analitica y la utilizaron para obtener otras respuestas, como se
muestra en la Fig. 4. El estudiante E g presenta claras evidencias de haber encontrado
una expresion algebraica y utilizarla para obtener algunas de las respuestas que se le so-
licitaron. Este resultado corrobora una vieja creencia popular segln la cual es mas facil
el trabajo con funciones partiendo del registro algebraico como registro principal. Ade-
mas, hay una creencia generalizada entre los estudiantes que al solicitarseles una expre-
sion matematica que modele la situacion, se les esta pidiendo que escriban una formula.
De hecho, aqui un reducido grupo de estudiantes (4%) propuso como modelo una tabla.
En general, no conciben como un modelo matematico otra representacion que no sea la
algebraica.

Cuestion 8. “Realiza una grdfica que represente esta situacion”.
En la conversion al registro grafico también presentaron dificultades relacionadas es-

pecificamente con la congruencia entre los ejes y el sistema de unidades utilizado para
demarcarlos. Colocaron en los ejes la secuencia de numeros en el orden en que los iban
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Figura 5. Gréfica realizada

por el estudiante ES -

encontrando al ir resolviendo el polinomio aritmético, sin tener en cuenta el orden y car-
dinal en la variable independiente. Algo similar fue reportado por Dolores (2004), quien
encontrd que los estudiantes asociaban el comportamiento de las imagenes en las gra-
ficas con el comportamiento de sus abscisas, sin importarles el signo de sus ordenadas.

En el caso presente, los estudiantes si tuvieron en cuenta el signo de las ordenadas,
pero no la ubicacion en los ejes. La dificultad estuvo asociada al funcionamiento del re-
gistro grafico y a la coordinacion con el tabular (Duval, 2004). En la Fig. 5 se puede ver
que el estudiante Es asigno longitudes similares a los segmentos 0-116000 y 116000-
128000; es decir, la secuencia que siguio en la marcacion de los ejes no corresponde a
una progresion aritmética como habria de esperarse. Ademas, en la resolucion de este
alumno se evidencia el uso de la funcién afin en lugar de la lineal. Los estudiantes tienen
tendencia a hacer “pasar por el origen” a las representaciones graficas de rectas.

Otro aspecto que cabe destacar es el relacionado con la continuidad de la grafica.
Aunque los valores del dominio son discretos, el estudiante Es los asumié como conti-
nuos, uniendo los puntos marcados hasta obtener una funcidén continua como se mues-
tra en la Fig. 5, quizas por esa “rara tendencia” que tienen los alumnos a unir todos los
puntos de una funcion (Gatica, Tauber y Ruiz, 2002). Segun estos autores, la grafica-
cion comprende acciones de interpretacion y construccion. La interpretacion se refiere a
la habilidad de los estudiantes para leer y darle significado a una grafica, mientras que la
construccion se refiere a crear algo nuevo, elaborando una grafica a partir de una regla
funcional dada. En este caso, parece que ambas acciones se realizaron parcialmente: la
interpretacion porque no pudieron relacionar elementos de la funcion del registro tabu-
lar con sus equivalentes en el registro grafico, confundiendo por ejemplo dominio con
rango; la construccion porque no ubicaron los elementos que encontraron en el registro
tabular en el lugar correspondiente en el registro grafico. De esta manera las dos repre-
sentaciones, tabular y grafica, no resultaron congruentes. Ademas, para los estudiantes,
la grafica de la funcion depende de los puntos que se tomen para graficarla.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion muestran que la transformacion de registros de re-
presentacion de una funcion es una actividad compleja para estudiantes de la media aca-
démica, a pesar de que en dos cursos previos habian trabajado con funciones. La misma
no es espontanea y requiere una ensefianza intencionada que, en concordancia con Ro-
miti, Sgreccia y Caligaris (2012), procure atender de manera equitativa a los diversos re-
gistros, tanto en actividades de tratamiento como de conversion.

Las dificultades de los estudiantes estuvieron relacionadas con la identificacion del
contenido de las representaciones, la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar
una incognita, el funcionamiento de los registros y la coordinacién o conversion entre
dichos registros.

En cuanto a la identificacion del contenido de una funcién en el registro tabular,
como registro de partida, la mayoria de los estudiantes pudo identificar algunos elemen-
tos, pero no los suficientes para hacer transformaciones acordes a las cuestiones solicita-
das. Por ejemplo, muchos se dieron cuenta que la secuencia para los costos iba de 12000
en 12000 cuando el nimero de discos cambiaba de 1000 en 1000. Sin embargo, esto no
fue suficiente para determinar el patrén de crecimiento de la situacion. Trabajaron la fun-
cion lineal como si fuera una funcion afin y para encontrar los resultados solicitados rea-
lizaron una regla de tres simple directa. Este hecho les impidi6 llenar correctamente la
tabla, dar respuestas acertadas a las cuestiones planteadas, y realizar correctamente la
grafica. No obstante, los estudiantes identificaron en la situacion rasgos caracteristicos
genuinos del concepto de funcidn, lo que es un gran avance en su desarrollo de pensa-
miento variacional y un indicio claro de que algo se ha comprendido del concepto. Pero
dio la impresion que fue una comprension parcial, que se evidenci6 solo en algunas de
las cuestiones planteadas, como si de una pregunta a otra se hubiera cambiado la mues-
tra de estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior se plantea como una posibilidad de trabajo en el aula,
para contribuir a mejorar estos desempefios estudiantiles, formular preguntas interme-
dias del tipo: jcomo esta constituido el costo de produccion de discos?, ;hay costos fijos
(independientes de la cantidad a producir) y costos variables (segun la cantidad de dis-
cos que se produzcan)?, ;/podrias identificarlos: costo fijo:....; costo de 1000 discos: ...,
de 500 discos: ..., de 100 discos.: ..., de 1 disco.:...?

En la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita, la dificultad
estuvo en que la mayoria no pudo hallar una expresion algebraica que representara la si-
tuacion, y los que la obtuvieron no establecieron la equivalencia entre esta y el valor nu-
mérico dado para los costos de produccion, lo que los llevaria a la ecuacion requerida.
Teniendo en cuenta la dificultad al hacer conversiones entre los registros algebraico y co-
loquial -en ambos sentidos-, una posible guia para ello es: sabemos que el costo fijo es
104000 dolares, que el costo por unidad es de 12 dolares y que se gastaron 314000 do-
lares en produccion de discos:
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104000 + 12 X = 314000
costo fijo costo de cada cantidad de discos lo que se gasto
unidad producidos

¢Puedes obtener la cantidad de discos producidos? Hazlo e indica otra/s forma/s posible/s
de hallar dicha cantidad.

En el funcionamiento de los registros y la coordinacion entre ellos fue posible apre-
ciar que los estudiantes no reconocieron el registro tabular como apoyo valido para
sustentar sus respuestas; necesitaron verificar sus respuestas en el registro algebraico
analitico antes de darlas. Para fortalecer este aspecto (y sin ignorar el recurso de calculos
mentales) una propuesta es: explicitar en la consigna “solo empleando la tabla”; soli-
citar “explicar con tus propias palabras qué informacion aporta la tabla’; ;le agrega-
rias o quitarias filas/columnas a la tabla?, ;si/no por qué?; ;jcon qué prefieren trabajar
las funciones: tablas, formulas, grdficos?, ;por qué?

En las transformaciones tipo conversion utilizaron como andamio el registro alge-
braico-analitico como paso previo hacia cualquier otro registro; incluso hasta en las
transformaciones tipo tratamiento siempre acudieron al registro algebraico-analitico
como paso obligado. Es decir, no se dieron tratamientos puros, siempre acudieron a este
registro auxiliar para hacer modificaciones o verificar cualquier cuestion por la que se les
indagara. Utilizando el registro tabular como registro principal hicieron las operaciones
en el registro algebraico-analitico y volvieron a hacer otra conversion de regreso al tabu-
lar como registro principal, donde terminaron el tratamiento. Aqui surge la duda de si se
viol6 el principio de autosuficiencia de los registros ante una transformacion tipo trata-
miento (Duval, 2004) o es que estos dos registros comparten algunas reglas.

Finalmente, coincidimos con D’Amore (2006) en que el uso de distintas representa-
ciones y su progresiva articulacion enriquecen el significado, conocimiento, compren-
sion del objeto asi como su complejidad. Por ello robustecer el trabajo escolar en este
sentido es una de nuestras tareas.
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Resumen: Describimos una trayectoria de aprendizaje de la multiplicacion y la division
con nifios de 4 a 7 anios. Para ello, definimos las trayectorias de aprendizaje y valoramos
la importancia de su consideracion en los primeros anos. Después, mostramos las tra-
yectorias a través de una experiencia desarrollada en un colegio con nifios de 4 a 7 arios.
Los nifios desarrollan estrategias informales de modelizacion directa para resolver pro-
blemas de multiplicacion y division de complejidad creciente, mostrando su evolucion en
el uso de representaciones, materiales manipulativos y en el proceso de simbolizacion.
Palabras clave: Educacion infantil, division, multiplicacion, resolucion de problemas,
trayectorias de aprendizaje.

Learning trajectories for multiplication and division
from four to seven years

Abstract: We describe a learning trajectory for multiplication and division with chil-
dren from four to seven years. 10 this end, we define learning trajectories and value
the importance of reflecting on them in the early years. Then we show the trajectories
through an experience developed in a school with children from four to seven years.
Children develop informal dirvect modeling strategies to solve multiplication and divi-
sion problems of increasing complexity, showing their evolution in the use of representa-
tions, manipulatives and in the process of symbolization.

Keywords: Early childhood, division, multiplication, problem solving, learning
trajectories.
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1. INTRODUCCION

Este articulo trata sobre el aprendizaje de la multiplicacion y la division de un modo
algo diferente al habitual, pues se centra en el aprendizaje informal de dichas operacio-
nes que tiene lugar (o podria tenerlo) entre los 4 y los 7 afios, antes de comenzar con el
estudio formal de las mismas. Para comenzar, parece oportuno establecer un marco cu-
rricular de referencia que centramos, por brevedad, en la multiplicacién. Con respecto a
esta operacion, en el curriculo de educacion primaria de la Ley Organica de Educacion
(LOE) (MEC, 2007) se proponia la “construccion de las tablas de multiplicar del 2, 5y
10” (p. 31557) para el primer ciclo de primaria (primer y segundo cursos) y la “construc-
cion y memorizacion de las tablas de multiplicar” (p. 31559) para el segundo ciclo (ter-
cero y cuarto cursos de primaria). La reciente orden que establece el nuevo curriculo de
primaria para el &mbito de gestion del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte in-
cluye la “iniciacion a la construccion de las tablas de multiplicar” (MEC, 2014, p. 34069)
en primer curso. Precisando mas el contenido de esta “iniciacion”, el borrador del curri-
culo de la Comunidad de Madrid propone la memorizacion de las tablas de multiplicar
del 0, 1, 2 y 5 en primer curso de educacién primaria (Consejeria de Educacion, Cultura
y Deporte de la Comunidad de Madrid, 2014). Resumiendo, la linea que marcan los ac-
tuales cambios legislativos es la de adelantar un afio la memorizacion de algunas de las
tablas de multiplicar. Esta opcion puede resultar polémica, puesto que resulta antitética
con otros planteamientos curriculares recientes de gran prestigio, como la propuesta de
los Focos Curriculares (CCSSI, 2010), donde se recomienda para el cuarto grado de pri-
maria que “los estudiantes usen su comprension de la multiplicacion para desarrollar una
recuperacion rapida [de la memoria] de las tablas de multiplicar” (p. 16).

Castro, Canadas y Castro-Rodriguez (2013) indican que los nifios son capaces de re-
solver situaciones aritméticas sencillas desde los 3 afos, y que la resistencia a presentar-
les estas situaciones en esta edad, puede provocar que no consigan dotar de significado,
mas adelante, al algoritmo que aprenderan en primaria (p. 9). Asi, los nifios deberian
tener la oportunidad de construir significados propios de las operaciones aritméticas sin
necesidad de (previamente a su) instruccion formal. En linea con este planteamiento, en
este articulo describimos una trayectoria de aprendizaje que los maestros y maestras de
educacion infantil y de primer curso de primaria podran seguir con sus alumnos para que
construyan significados de la multiplicacion y la division previamente al aprendizaje for-
mal de dichas operaciones en segundo y tercer cursos.

Trayectorias de aprendizaje en educaciéon matematica

Una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: un objetivo, una progresion
a través de la cual los nifios van evolucionando hasta lograr dicho objetivo, y una serie
de actividades de ensefianza o tareas vinculadas a cada nivel de pensamiento que ayudan
a los niflos a desarrollar niveles superiores de pensamiento y a alcanzar el objetivo pro-
puesto (Clements y Sarama, 2009). El objetivo, en una trayectoria de aprendizaje, es una
de las grandes ideas matematicas, que ocupan un lugar privilegiado en el aprendizaje
de las matematicas, y se describen en importantes documentos curriculares (NAEYC y
NCTM, 2013; NCTM, 2003, OCDE, 2005). Por ejemplo, “una gran idea matematica es
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que el conteo puede usarse para determinar cuantos hay en una coleccion” (Clements y
Sarama, 2009, p. 3). Las progresiones evolutivas describen los pasos que los nifios sue-
len seguir para lograr destreza y comprension de un determinado tema matematico. Por
ejemplo, para resolver problemas aritméticos verbales de estructura aditiva, los nifios
suelen pasar por estrategias de modelizacion directa, después de conteo y, finalmente, de
uso de hechos numéricos basicos o derivados (Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Emp-
son, 1999). Se puede establecer una correspondencia entre estos tipos de estrategias y
los niveles evolutivos en el aprendizaje de la adicion establecidos por Fuson (1992). Cle-
ments y Sarama (2009) se refieren a estas progresiones como caminos de aprendizaje.
Por ultimo, ligadas estrechamente a los niveles de pensamiento, hay conjuntos de tareas
que conformarian un camino de ensenianza establecido con el fin de facilitar la progre-
sion de los nifios a lo largo del correspondiente camino de aprendizaje.

El concepto de trayectoria de aprendizaje ha tenido un largo recorrido en la educa-
ciéon matematica desde su origen en 1995. Se puede profundizar en esta idea, su origen,
y sus diferentes acepciones y usos en los trabajos de Gomez, Gonzalez y Romero (2014)
y de Goémez y Lupiafiez (2007).

En la posicion conjunta sobre el aprendizaje de las matematicas en los primeros afios
(NAEYC y NCTM, 2013, p. 7), entre las orientaciones que se dan para las propuestas
para el aula esta “asegurar que el curriculo sea coherente y compatible con las relaciones
y secuencias conocidas de las ideas matematicas fundamentales”. En este punto del do-
cumento se hace referencia explicita a la importancia de las trayectorias de aprendizaje
como referencia para guiar la enseflanza.

Las trayectorias de aprendizaje y su fundamentacion en la investigacion

En este apartado queremos incidir en una idea que nos parece relevante: las trayecto-
rias de aprendizaje deben estar solidamente basadas en la investigacion en sus tres com-
ponentes (objetivo, camino de aprendizaje y camino de ensefianza). Daro, Mosher y
Corcoran (2011) proponen ejemplos de trayectorias de aprendizaje entre las cuales figura
un marco para el aprendizaje de la multiplicacion (p. 81). En este trabajo, por brevedad,
tomamos, a modo de ejemplo, la division para ilustrar la conexion de las trayectorias con
los resultados de investigacion. Se puede constatar que la experiencia que relataremos en
el apartado siguiente esta basada en estas referencias teoricas.

Clements (2004) indica que el particionamiento, operacion de descomponer un con-
junto de objetos en varios conjuntos de igual tamafio, es una idea facilmente comprensi-
ble para los nifios, que surge en situaciones de reparto alrededor de los 3 afios de edad.
También a los tres afios pueden dividir una coleccion en conjuntos iguales de un cardinal
dado, si los subconjuntos son muy pequefios (division medida). Muchos nifios de 4 o 5
afios pueden trabajar con nimeros mayores inventando una estrategia de corresponden-
cia uno a uno para dividir la coleccién inicial en subconjuntos iguales. La idea es funda-
cional para todos los tipos de situaciones multiplicativas y de division medida (donde se
conoce el numero de objetos en cada grupo) y de division partitiva (donde se conoce el
nimero de grupos). Pero las complejidades de encontrar soluciones exactas con niime-
ros mayores, excepto mediante ensayo y error y a través de la reflexion sobre una serie de
acciones repetidas, hacen que esta idea sea mejor captada en detalle en cursos superiores
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(Clements, 2004, pp. 24-25). Precisando acerca del tamafio de las cantidades en los pro-
blemas, Clements (2004, p. 36) indica que a los 4 afios los nifios pueden utilizar estra-
tegias informales para repartir hasta 10 objetos entre dos nifios y que a los 5 afios son
capaces de repartir hasta 20 objetos en partes iguales entre 3, 4 o 5 personas, y de for-
mar, con hasta 20 objetos, grupos iguales de 2 a 5 objetos, determinando el nimero total
de grupos. Con 6 afios, manejan cantidades superiores, de hasta 100, repartiéndolas entre
hasta 10 personas y agrupandolas en grupos iguales de hasta 10 objetos.

Dentro de nuestra linea de trabajo sobre resolucién de problemas aritméticos ver-
bales en educacion infantil, hemos observado en trabajos anteriores como los nifios re-
suelven problemas de estructura multiplicativa, de multiplicacion y division medida (De
Castro, Molina, Gutiérrez, Martinez y Escorial, 2012), problemas de reparto igualatorio
(Lopez y De Castro, 2014), de comparacion multiplicativa, de multiplicacion y division
(De Castro, Walsh, Del Coso, Salvador, Gonzalez y Escorial, 2009) y de descomposicion
factorial (De Castro y Hernandez, 2014). Todos estos trabajos se han realizado con nifios
de 5-6 anos, en tltimo curso de educacion infantil. Recomendamos su lectura como com-
plemento a este articulo, por versar sobre problemas de tipos diferentes a los del presente
trabajo, que no se plantean habitualmente en educacion infantil. En este articulo, nues-
tro objetivo es mostrar una panoramica mas amplia en cuanto al rango de edad, sobre
los problemas de estructura multiplicativa, abarcando desde los 4 a los 7 afios, e inclu-
yendo en primer curso de primaria problemas de multiplicacion y division agrupamiento
con grupos de diez, para vincular los problemas de estructura multiplicativa con el con-
cepto de decena (Carpenter, Franke, Jacobs, Fennema y Empson, 1997; Ramirez y De
Castro, 2014).

2. DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS A LO LARGO DE TRES CURSOS:
4-5,5-6 Y 6-7 ANOS

En este apartado, describimos el desarrollo de varias sesiones de talleres de resolu-
cion de problemas, realizadas en el CEIP Virgen de Pefia Sacra, de Manzanares el Real
(Madrid), con nifios pertenecientes a tres cursos diferentes, con edades comprendidas
entre los cuatro y los siete afios. La metodologia que seguimos en estos talleres esta des-
crita en trabajos anteriores (De Castro y otros, 2009; De Castro y otros, 2012). De un
modo muy sucinto, planteamos problemas aritméticos basados en la lectura de un cuento
(para favorecer la comprension del enunciado), sin ensefianza previa, y dando una liber-
tad absoluta en el uso de materiales para resolver los problemas razonando con la ayuda
de objetos (cubos encajables, materiales manipulativos, dibujos, etc.). Al comentar el
trabajo de los alumnos, nos hemos centrado en mostrar la evolucion que se observa a lo
largo de estos tres cursos, de las estrategias, uso de materiales y representaciones para los
problemas de multiplicacion y division.

Multiplicacién en un aula de 4-5 afios

En la resolucién de problemas con nifios de 4 y 5 afios es importante que el ta-
marfio de los nimeros sea bajo, para adaptarnos a la capacidad de conteo de los pequefios
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Figura 1. Lectura del cuento y momento de explicaciéon de Oscar.

(Clements, 2004). La referencia que tomamos es que, hasta mitad de curso, no supere-
mos los 6 objetos. En nuestra experimentacion, uno de los primeros problemas esta ba-
sado en la lectura del cuento “Chivos chivones” (Gonzélez y Ferndndez, 2007). A lo
largo del cuento, los tres chivos, y sus cuernos, aparecen y son mencionados continua-
mente. La lectura repetida del cuento (en varios dias diferentes) permite a los nifios
imaginar la situacion descrita en el enunciado del problema. Asi, a partir del cuento,
planteamos a los niflos el siguiente problema: Si habia tres chivos, y cada uno tiene dos
cuernos. (Cuantos cuernos tienen en total entre los tres? Al trabajar con cantidades tan
bajas, que pueden representarse con los dedos, algunos nifios resuelven ya el problema
en el momento de la lectura y el planteamiento del problema, todavia en la “asamblea”
(Figura 1a). Algunos nifios resuelven el problema mediante un dibujo. Guillermo repre-
senta los cuernos de los chivos utilizando tres colores diferentes para diferenciar qué
cuernos corresponden a cada chivo (Figura 1¢). En la Figura 1b, vemos cémo la maestra
sujeta la hoja de trabajo a Guillermo y le va preguntando sobre el significado de sus re-
presentaciones. Con este apoyo, Guillermo va explicando como ha resuelto el problema.

Algunos nifios dan el resultado, pero la maestra esta interesada en que todos com-
prendan la situacion, y que los que creen que han resuelto el problema, lo comprue-
ben en el trabajo individual, y le expliquen como lo han hecho. Se produce la siguiente
conversacion:

— Bea: A ver, alguien se acuerda de como era el problema?

— Oscar: Estos [Pone con los dedos seis, que es el resultado].

— Bea: Si. Esa es la solucion que ti crees. Seis, (no? Pero, cudl era el problema?

— Mario: Seis. El problema es seis [De nuevo, se refiere al resultado].

— Guillermo: Dos cuernos en cada chivo.

— Bea: En cada chivo y, ;jcuantos chivos hay?

— Nerea: Seis.

— Guillermo: Tres [Corrige a Nerea y lo indica poniendo tres con los dedos].

— Bea: Tres, con dos cuernos en cada chivo, ;cuantos cuernos hay en total entre los tres?

— Nerea: Seis [Pone seis con los dedos].

— Guillermo: Seis.

— Bea: Ahora me decis por qué pensais que son seis [Con “ahora”, la maestra se re-
fiere al momento en que, durante el trabajo individual, pase preguntando a cada nifio
como lo ha hecho].
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Oscar resuelve el problema con el rekenrek. Este es un abaco holandés, inventado en
1991 por Adrian Treffers, del Instituto Freudenthal, que se utiliza como modelo visual
para la iniciacion al calculo. Oscar utiliza las cuentas de la varilla superior para repre-
sentar los cuernos, y las cuentas de la varilla inferior para los chivos. En las dos prime-
ras imagenes de la Figura 2, vemos que levanta dos dedos (cuernos) en su mano derecha
y el pulgar de su mano izquierda (chivo). Interpretamos estos gestos con los dedos como
una “segunda” representacion, que refuerza la representacion con el dbaco, y que Oscar
hace para comprobar su procedimiento. Después, va afiadiendo dos cuentas en la vari-
lla de arriba por cada una en la varilla de abajo. Finalmente, cuando Beatriz (la maestra)
pasa a su lado, Oscar separar las cuentas de la varilla inferior, que representan a los tres
chivos, para enfatizar y explicar a la maestra la correspondencia dos a uno entre cuernos
y chivos (Figura 2d).

Division en un aula de 4-5 afios

Basandonos en la lectura del cuento “; A qué sabe la luna?” (Grejniec, 2004), plan-
teamos el siguiente problema en el aula de 4-5 afos: Si el raton reparte seis trocitos de
luna entre el zorro y la cebra, {cuantos trozos le puede dar a cada uno? En este problema
damos por valida cualquier descomposicion del seis, aunque observaremos ya la ten-
dencia a los repartos equitativos. Enseguida empezamos a oir: “Ocho”, “Siete”. Beatriz
repite el enunciado y de nuevo los nifios dan estimaciones o intentan “adivinar el resul-
tado”: “Siete, “Dos”, “Ocho”, “No, no. Seis”.

En la Figura 3, vemos el proceso de resolucion de Nerea y de Diego. Los dos alum-
nos, y todos los que resolvieron este problema lo hicieron con cubos encajables, utili-
zando una estrategia de modelizacion directa: el “reparto” por unidades. Comienza por
la representacion del zorro y la cebra con los cubos negro y morado de la Figura 3b
(Nerea), y el verde y naranja en la Figura 3d (Diego). A partir de ahi, se representan los
trozos de luna con 6 cubos encajables y se van repartiendo uno a uno colocandose alter-
nativamente junto a los cubos que representan al zorro y la cebra. Finalmente, se cuen-
tan los cubos (trozos de luna) que hay junto a cada animal. En la Figura 3d, observamos
cémo Diego mantiene ligeramente separados los cubos iniciales, que representan a los
animales, de los cubos restantes, que representan trozos de luna, a fin de no confundir-
los en el recuento final.

Multiplicacién en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, se plantea el problema de multiplicacion: “;Cudntos sdndwi-
ches de miel tiene que preparar mama o0so si hay seis 0sos y cada uno quiere dos sand-
wiches?”. Al igual que ocurre en el caso de la division, los nifios utilizan la misma
estrategia basica que en 4-5 afios, pero con nimeros mayores, mayor variedad de ma-
teriales, y con presencia de representaciones simbodlicas. Un aspecto que destacamos es
que, en ausencia de instruccion sobre el proceso de resolucion, algunas representaciones
tienen un marcado acento personal, que dificulta que las personas que las ven puedan in-
terpretarlas de forma sencilla. Asi, en la Figura 4a, Joshua representa los 12 sandwiches
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Figura 6. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (I).

y los 6 0sos con tres filas de 6 cubos, donde la primera fila representa los osos y las res-
tantes los sandwiches. Por el contrario, en el dibujo de Noelia (Figura 4b), se diferencian
perfectamente las representaciones de ambas cantidades, y se aprecia el paso a la repre-
sentacion simbolica, con numerales escritos, de las cantidades.

Eloy utiliza cuentas con las que va formando un collar de 18 cuentas (Figura 5). Las
12 de la izquierda representan los sandwiches, y las 6 de la derecha representan los 0sos.
En la Figura 5b, se observa la separacion entre unas cuentas y otras. En la Figura 5a, Eloy
va sefialando, por cada cuenta de la derecha (un 0so), dos cuentas a la izquierda (sand-
wiches). En la imagen se ve como sefiala la cuarta cuenta por la derecha con el indice,
mientras que abarca las cuentas 7 y 8 con dos dedos. Al igual que en la estrategia de Jos-
hua, observando el collar no resulta facil imaginar, antes de la explicacion de Joshua,
como se ha utilizado esta representacion para resolver el problema.

Division en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, planteamos el problema: “Si hay 15 montones de hierba, y 3
chivos, ;Cuantos montones de hierba se come cada chivo?”. Si en 4-5 afios repartiamos
6 objetos entre 2, en este caso, el tamafio de dividendo y divisor van aumentando. De
nuevo, el enunciado puede interpretarse como problema de division (reparto equitativo)
o como problema de descomposicion aditiva en tres sumandos. En la Figura 6a, obser-
vamos la misma estrategia que vimos en 4-5 afios. Los nifios tienen, durante dos cur-
sos, varias ocasiones de adquirir el esquema basico de reparto de objetos, representando
ambas cantidades que aparecen en el enunciado. No obstante, mas alla de esta estrate-
gia bésica, comenzamos a ver variaciones interesantes, que dan cuenta del desarrollo
infantil en estas edades. Por ejemplo, Lia (Figura 6b), tras aplicar la estrategia de mode-
lizacion directa de reparto, representa el reparto con un dibujo, cosa que no suele ocu-
rrir con 4 afios. Empiezan a surgir soluciones en las que solo se representa una de las dos
cantidades del enunciado, el dividendo o cantidad a repartir, formando una barra con 15
cubos y fraccionandola después en 3 barras iguales de 5 cubos. También surgen repartos
no equitativos. Shakira representa los tres chivos en la esquina superior izquierda (Fi-
gura 6¢), y luego da a los chivos mediano, grande y pequefio, cinco, seis y cuatro mon-
tones de hierba respectivamente.

A pesar de que la estrategia basica sigue siendo el reparto de objetos, otros materia-
les comienzan a usarse. Hugo no es capaz de realizar el reparto con la banda numérica
(Figura 7a), pero al escuchar a Lia que da la solucion de 5, lo comprueba contando 5
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Figura 7. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (II).

Figura 8.
Agrupamiento
segun el nimero
de grupos.

casillas, tres veces, hasta llegar a 15. En la Figura 7b, Roberto, tras resolver el problema
con los cubos encajables, representa la solucion (los tres grupos de 5) en el rekenrek.
Mas que un proceso de resolucion, se trata de una traduccion entre sistemas diferentes de
representacion para escribir el resultado. En la Figura 7c, aparece una carta de un alumno
al final del taller a Ares (maestro en practicas y malabarista, llamado por los pequeiios
“Ares malabares”). Esta carta muestra como el conocimiento de la lectoescritura propio
del ultimo curso de educacion infantil se une a la capacidad de articular el propio pensa-
miento, para producir este mensaje escrito.

Multiplicacion en primer curso de primaria (6-7 afios)

Ya dentro de la educacion primaria, basandonos en el cuento “El gato tragon” (Niiez
y Dumas, 2005), el problema planteado es: El gato tragdn se comi6 7 nifias. Si cada nifia
tiene 2 brazos, ;Cuantos brazos se comi6 el gato? La estrategia basica en este problema
es de modelizacion directa (estrategia de agrupamiento). En el enunciado se habla de
7 grupos (cada nifa cuenta como un “grupo” de dos brazos) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos). Los nifios forman 7 grupos con 2 objetos en cada una y luego cuen-
tan de uno en uno los objetos. Esta estrategia ya la hemos visto desde educacion infan-
til (Figura 4), pero en la Figura 8 podemos observar variaciones de interés que muestran
la evolucion. Por ejemplo, separar claramente las representaciones de las dos cantidades
(de nifias y de brazos) para facilitar el conteo del resultado (Figura 8a) o la escritura de
numeros de dos cifras con la aparicion del valor posicional. En la Figura 8b, vemos que
el alumno escribe primero 41, que aparece tachado dos veces, para al final escribir el re-
sultado correcto de 14.
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Figura 10. Agrupamiento segun el nimero de grupos con Tabla 100.

Hay nifios que utilizan los dedos para ir construyendo los grupos, ailadiendo el nu-
mero de elementos por grupo cada vez que se considera un grupo. En la Figura 9, un nifio
va afadiendo 2 dedos cada vez que cuenta una nifia hasta completar las siete nifias. Pode-
mos ver, de izquierda a derecha, cdémo el alumno pone el dos de los brazos de la primera
nifia, después va afiadiendo dos por cada nifia, con lo que tendra cuatro dedos, accion
que no se ve en la secuencia de la Figura 9, y asi sucesivamente, seis (otros dos brazos de
otra nifia), ocho, diez y, ya en la imagen, el doce (para lo cual tiene que quitar los cinco
dedos de la mano izquierda), y el catorce, resultado final.

También vemos esta estrategia en la tabla 100. Por cada nifia, se van tapando con dos
dedos dos numerales que representan los dos brazos de la nifia. Tras repetir esta opera-
cion siete veces, el Gltimo numeral tapado (14) indica la solucion del problema. En la Fi-
gura 10 observamos los tres primeros pasos de esta estrategia. El uso de la tabla 100 es
un instrumento que facilita la transicion de estrategias de modelizacion directa a estrate-
gias de conteo basadas en la secuencia de numerales.

Las representaciones graficas infantiles van evolucionando, incluyendo una mezcla
de representaciones iconicas y simbolicas (con numerales) para el proceso de resolucion.
En la Figura 11a, Sergio representa las nifias con numerales y los brazos con puntos y re-
suelve el problema contando los puntos. En la derecha, mostramos el trabajo de otro nifio
donde la representacion de las nifias posee un grado mayor de iconicidad. Los brazos apa-
recen numerados, de modo que el Gltimo numeral (14) indica el resultado (Figura 11b).

Otra variedad de esta estrategia consiste en representar con un objeto cada grupo y
contar cada objeto el nimero de veces que indica el nimero de elementos por grupo.
En este problema, algunos nifios representaron con 7 objetos el nimero de grupos (las
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Figura 12. Reparto de objetos de uno en uno contando inicialmente la cantidad total.

nifias) y contaron cada uno de ellos dos veces (una por cada brazo) para alcanzar el re-
sultado final.

Algunos alumnos han resuelto este problema mediante modelizacion directa ha-
ciendo 2 grupos de 7. En este problema hay 7 grupos (las nifias) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos), pero varios nifios han representado un grupo de 7 por uno de los bra-
zos de las 7 nifias y otro grupo de 7 por el otro brazo. Esta estrategia la hemos visto apli-
cada con el rekenrek, poniendo 7 cuentas en cada varilla, y en la tabla 100, saltando de
la casilla del 7 a la del 14.

Un problema de division en primer curso de educacién primaria

En primer curso de primaria se plantea un problema de estructura multiplicativa, de
grupos iguales, de division partitiva. Basado en el cuento “Un regalo diferente”, el enun-
ciado es: Marcel y Tristdn se comieron 18 bufiuelos de crema. ;Cuantos se comi6 cada
uno? Todos los nifios intentaron repartir de forma equitativa los buiiuelos, aun sin que
el enunciado lo indicase. La estrategia basica es la de reparto, de modelizacion directa
(Figura 12).

Esta estrategia se aplica con diferentes variaciones. Algunos niflos cuentan primero
los objetos a repartir, pero otros reparten sin contar inicialmente esta cantidad, y van
comprobando, a cada paso del reparto, el total de lo repartido hasta alcanzar el total a
repartir. Otra variacion es el reparto en grupos, por ejemplo, de dos en dos o de tres en
tres y, posteriormente, ajustando el reparto con los objetos sobrantes. Al ser un problema
en el que se divide en dos grupos, muchos nifios elaboraban una barra con 18 cubos,
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Figura 13. Representacion de
la estrategia de agrupamiento
y juntar todos.

Figura 14. Agrupamiento y juntar todos con bloques de base 10.

estimaban el punto medio para partirla en dos partes aproximadamente iguales, y luego
comprobaban que en las dos partes resultantes hubiese el mismo nimero de cubos, com-
parando la longitud de las barras.

Un problema de multiplicacion con grupos de diez en educacion primaria

En primer curso de primaria planteamos problemas aritméticos de operaciones com-
binadas (multiplicacion y suma) en los que nos dan el nimero de decenas y de unidades
sueltas y debemos calcular el numero total de unidades. Un problema de este tipo es: Si
tenemos 4 decenas de huevos y 5 huevos mas, ;cuantos huevos tenemos en total? La es-
trategia basica para abordar este tipo de problemas consiste en formar con objetos tan-
tos grupos de diez y unidades sueltas como se indica en el enunciado y después contar
uno por uno los objetos. En la Figura 13, vemos la representacion manipulativa y gra-
fica correspondiente a dicha estrategia. En un nivel mas avanzado, los nifios cuentan de
diez en diez los grupos de diez, y luego de uno en uno las unidades sueltas: “10, 20, 30,
40,41, 42,43, 44, 45”.

Una variante de esta estrategia consiste en representar las cantidades con bloques de
base 10. En la Figura 14a un nifio ha representado 45 con 4 barras y 5 unidades. Igual que
en el caso anterior, inicialmente los nifios necesitan contar de uno en uno todas las uni-
dades que componen las decenas como esta haciendo el nifio de la Figura 14b para saber
la cantidad total. Mds tarde, los nifios cuentan de 10 en 10 las barras y de uno en uno las
unidades. Con la ayuda de la tabla 100, los nifios cuentan de 10 en 10 (Figura 14c) el
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Figura 16. Estrategia de medida con cajas de huevos de 10.

nimero de grupos que se indica en el problema, para después avanzar por unidades. Fi-
nalmente, las estrategias van evolucionando hasta mostrar un conocimiento del valor po-
sicional y del concepto de decena. Cuatro grupos de 10, y 5 unidades sueltas son 45. Esta
es la estrategia Optima esperada en este tipo de problemas que, como vemos, no se aplica
desde el principio, sino que es el resultado de una larga evolucion.

Un problema de division con grupos de diez en Educaciéon Primaria

Para terminar, planteamos problemas de division agrupamiento, con grupos de diez,
y con resto. Uno de estos problemas es: Si tenemos 37 huevos, ;cuantas cajas de 10 hue-
vos podemos llenar y cudntos huevos sobran? La estrategia basica se llama estrategia de
medida. Es una estrategia de modelizacion directa que consiste en tomar 37 objetos, for-
mar grupos de diez, contarlos, y contar después los objetos que quedan sin agrupar. En la
Figura 15 seguimos todo el proceso.

Dentro del material de aula que ofrecemos a los alumnos suelen estar las cajas de hue-
vos de diez. Los niflos utilizan espontaneamente las cajas para resolver el problema in-
troduciendo un cubo en cada huevo. Esto facilita la formacion, el conteo de los grupos,
y la visualizacion del concepto de decena (Figura 16). La misma estrategia se puede lle-
var a cabo con bloques de base 10, de modo que la solucion del problema estara dada por
el nimero de barras (grupos de 10, decenas) y cubos (unidades). Dado que el uso de ma-
teriales no esta dirigido por los profesores, también se ven soluciones “mixtas”, con uso
simultaneo de cajas de huevos y bloques de base 10 (Figura 16c).

Otras estrategias para este tipo de problemas se apoyan en la tabla 100, donde se
busca el numero objetivo (37) y las filas completas representan decenas y las casillas
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individuales cuentan como unidades sobrantes. Finalmente, como estrategias mas avan-
zadas, hay niflos que utilizan el conteo a saltos de diez en diez y el conteo por unidades,
sin ayuda de objetos. Para llegar a 37 huevos, cuentan 10, 20, 30, que son 3 cajas, y des-
pués 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, que son 7 huevos sueltos, llevando la cuenta de decenas
y unidades sueltas con los dedos. La estrategia ptima, igual que en el apartado anterior,
consiste en la aplicacion directa del conocimiento del valor posicional, para determinar
que 37 unidades son 3 decenas y 7 unidades sin agrupar.

REFLEXIONES FINALES

En los talleres realizados se ha observado que, desde los 4 a los 7 aflos, la mayoria
de los nifios resuelven problemas de multiplicacion y division utilizando estrategias in-
formales de modelizacion directa, inventadas por ellos mismos, sin tener ningin co-
nocimiento formal sobre dichas operaciones aritméticas. A través de la resolucion de
problemas hemos conseguido que los nifios razonen y modelicen, y articulen sus ideas
para comunicarlas al resto de la clase, pudiendo establecer asi relaciones entre los cono-
cimientos que tienen con los de los compaiieros.

Los nifios siguen, a lo largo de la trayectoria que hemos descrito para el aprendizaje
de la multiplicacion y la division, un camino de aprendizaje jalonado por estrategias de
modelizacion directa, estrategias de conteo y uso del valor posicional (en los problemas
con grupos de diez). A través de problemas, en los que se utilizan recursos (como el re-
kenrek, la tabla 100, las cajas de huevos de 10, o los bloques de base 10), se cuida el ta-
maio de los numeros, y se introducen elementos especiales (como los grupos de 10 en
los problemas de estructura multiplicativa), se va conformando el camino de ensefianza
que promueve la evolucion de los nifios a través del correspondiente camino de aprendi-
zaje. El objetivo final es proporcionar la base informal de conocimiento adecuada para el
aprendizaje de la multiplicacion y la division, y la comprension del concepto de decena
(Ramirez y De Castro, 2014).

Volviendo a la introduccion del articulo, en nuestra linea metodologica, pensamos
que es preferible adelantar en el curriculo experiencias que ayuden a desarrollar los co-
nocimientos informales, mas que anticipar conocimientos formales. Asi, mas que ade-
lantar la memorizacion de las tablas de multiplicar a primero de educacién primaria,
abogamos por introducir situaciones en las de los nifios puedan construir significados
para la multiplicacion y la division, desde los 4 afios, para favorecer su posterior com-
prension, como las que hemos mostrado en este articulo.

Dentro de los principios del NCTM (2003), el principio de ensefianza sefiala que
“Una ensefianza eficaz requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan
aprender, y luego estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien” (NCTM, 2003, p.
17). Este “conocer lo que los alumnos saben” como punto de partida, evocador de la idea
de aprendizaje significativo, puede interpretarse de formas diversas. Cuando un maes-
tro esta en tercer curso de educacion primaria, iniciando a los alumnos en la multiplica-
cién, puede plantearse cudles son los conocimientos previos sobre los cuales construir el
aprendizaje formal de la division. Sin embargo, a nuestro parecer, el ideal seria que desde
los 4 afios, e incluso antes, todavia en la educacion infantil, los maestros puedan ayudar a
los nifios a recorrer las trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y la division que
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hemos descrito en este trabajo. En este sentido, pensamos que la idea de trayectoria de
aprendizaje, que hemos tratado de ejemplificar en este articulo, supone una de las apor-
taciones fundamentales de la didactica de la matematica en los ultimos 20 afios, pues
permite enfocar el trabajo del aula hacia las ideas matematicas nucleares, abordandolas
de un modo informal, tiempo antes de tener que afrontar su aprendizaje formal, favore-
ciendo asi su aprendizaje significativo.
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Utilizando graficas y tablas para comparar
distintos procesos de eleccion

Alberto Arnal-Bailera
Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Analizamos un problema aparentemente sencillo: un grupo de vecinos de-
ciden entre una de tres opciones posibles para pintar la escalera. Se propone un pro-
ceso en el que introduce dos preguntas para efectuar la decision. Realizamos un andlisis
matemadtico de la equidad de este proceso y las diferencias con el proceso de una sola
pregunta.

PALABRAS CLAVE: Toma de decisiones, matematicas electorales, representaciones

graficas.

Using graphics and tables to compare different
processes of choice

ABSTRACT : We analyze a seemingly simple problem: the process for a group of neigh-
bors for deciding between one of three options to paint the stairs. However, the president
of the community proposes a process that introduces two questions rather than one to
make the decision. We perform a mathematical analysis of the equity of this process and
the differences with one question process.

KEYWORDS: decision making, electoral mathematics, graphic representations.

INTRODUCCION

Se admite comunmente que la educaciéon matematica tiene tres finalidades princi-
pales: Formativa (contribuyendo al desarrollo de capacidades generales y de razona-
miento logico de los estudiantes), funcional (por ejemplo contribuyendo a responder a
situaciones de la vida diaria como consumidor o futuro elector) e instrumental (contri-
buyendo al desarrollo y a la formalizacion de las ciencias experimentales, tecnologi-
cas y sociales).
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La Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte
del Gobierno de Aragdn, por la que se prueba el curriculo de la Educacion secundaria
obligatoria, resume la persecucion de estas finalidades en la intencion de desarrollar la
competencia matematica, esto es promover el uso la argumentacion y el lenguaje pre-
ciso y riguroso propio de las matematicas asi como las herramientas propias de esta cien-
cia, como las representaciones graficas, para resolver problemas cotidianos que tengan
de que ver con su vida personal o social y también con otros ambitos del conocimiento.

Entre los procesos de toma de decision mas estudiados estan los referidos a procesos
electorales (Alvarez y Alonso, 2010; Alvaro, 2001; Girén y Bernardo, 2007; Hernandez,
2001). Apenas hemos encontrado sobre las distintas posibilidades que se plantean en
elecciones directas entre varias opciones, a pesar de que también se presentan en el con-
texto electoral espaiiol en la eleccion de senadores. Fernandez y Fernandez (1999) ana-
lizan un texto histérico que describe un proceso de eleccion entre varios candidatos a un
mismo puesto. La razon podria estar en la simplicidad con la que habitualmente se desa-
rrolla un proceso de eleccion entre varias opciones. Por ejemplo en Suiza durante los ul-
timos 170 afios se han realizado numerosas consultas a la poblacion sobre reformas de
leyes y la disyuntiva que se plantea es “si” o “no”. Si la estructura de la consulta es una
pregunta con varias respuestas, se puede actuar de varios modos, entre ellos: la opcion
mas votada es la elegida (eleccion de senadores en Espafia, listas abiertas...) o bien asig-
nar un determinado valor a la opcion preferida y valores inferiores a la segunda y suce-
sivas, al modo de los concursos televisivos de Eurovision por ejemplo o el descrito en
Fernandez y Fernandez (1999).

Nos ocupamos aqui del analisis comparativo de los procesos para tomar una decision
en una comunidad de vecinos en la que quieren pintar la escalera debiendo los vecinos
elegir entre tres colores posibles. Hay dos propuestas sobre como desarrollar el proceso
de toma de la decision, una votacion con tres opciones, eligiéndose la més votada, y una
votacion mas compleja con dos preguntas, en la primera de las cuales se vota si o no a
un determinado color y en la segunda solo votan los que no querian el primero, eligiendo
entre los otros dos. A primera vista ya vemos que la falta de simetria del proceso afectara
de algiin modo a su ecuanimidad. Propondremos distintas representaciones graficas y ta-
blas que contribuirdn a poner de relieve las diferencias entre las dos propuestas y como
en muchas ocasiones la decision estd muy influenciada por el propio proceso.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideramos un problema tipico en una comunidad de vecinos: Hace ya varios afios
que se pintd la escalera por ultima vez y parece razonable volver a pintarla. Los colores
entre los que tienen que elegir son el amarillo, el verde y el naranja. Se proponen dos pro-
cesos para tomar la decision sobre el color:

* Primera: Un vecino propone que se hagan papeletas con tres opciones, pintar de
amarillo, de verde y de naranja. Cada vecino marca qué color prefiere se meten en
una cajay se cuentan las papeletas favorables a cada opcion.

* Segunda: El presidente de la comunidad de propietarios alega que el naranja es
muy distinto de los otros dos colores al ser un color calido y los otros dos frios.
Por ello propone un proceso distinto mediante dos preguntas:
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— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de naranja?
— 2*Responda solo en caso de que haya respondido de modo negativo a la pri-
mera pregunta, ;Prefiere que se pinte de amarillo o de verde?

Vamos ahora a realizar un analisis exhaustivo de las posibles distribuciones de las
opiniones de los vecinos y como se traducen en una decision u otra en funcion del pro-
ceso empleado.

Consideramos primero una pequeiia comunidad de vecinos de 19 vecinos (caso dis-
creto) y veremos después si las conclusiones extraidas son extrapolables cuando el pro-
ceso se planteara a un ntimero grande de personas, para este caso trabajaremos con los
porcentajes de vecinos (caso continuo).

UN NUMERO PEQUENO DE VECINOS, EL CASO DISCRETO

En la comunidad de vecinos de nuestro ejemplo hay 19 vecinos. Nadie es indiferente
y todo el mundo toma partido por una u otra opcién. Estas distintas formas de pensa-
miento las podemos representar en una tabla de doble entrada (ver Tabla 1), poniendo
en las columnas las distintas cantidades de vecinos que quieren pintar de verde, y en las
filas las de los que quieren pintar de amarillo. El resto hasta 19 son los que quieren pin-
tar de naranja. Asi en la celda (i,j) podemos identificar el nimero de vecinos a favor de
pintar de naranja cuando hay i vecinos a favor de pintar de verde y j a favor de pintar de
amarillo.

Vamos a llamar distribucion de votos a la terna formada por los votos recibidos por
cada color, expresados estos en niimero o en porcentaje.

En la interseccion de la columna 7 (vecinos favorables al verde) con la fila 5 (vecinos
favorables al amarillo), hay un 8 que sefiala que el resto de los vecinos hasta 19 quieren
pintar de naranja. Las celdas sombreadas en gris son distribuciones imposibles ya que
sumarian mas de los 19 votos totales.

Estas distintas distribuciones de las opiniones de los vecinos son previas al comienzo
del proceso de decision, pero no se van a interpretar de un mismo modo segun sea el pro-
ceso de toma de decisiones (tabla 1).

Veamos ahora cdmo queda la tabla anterior, en la que vamos a sustituir en cada celda
el nimero de personas que quieren pintar de naranja por el resultado final de la decision
tomada por la comunidad segun sea el proceso que se siga para la toma de decisiones.

Primer proceso de eleccion, eleccion simultinea entre las tres opciones:

En esta primera forma de eleccion, la propuesta por el vecino, gana la opcién mas vo-
tada, por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna 3 y la fila 7 observamos un
nimero 9 (ver Tabla 1) o una letra N (ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3
vecinos a favor de pintar de verde y 7 a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de
pintar de naranja y esta es la decision adoptada por la comunidad (tabla 2).
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Tabla 3. Color elegido segun las distribuciones de votos. Segunda forma de eleccion.
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En total hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opciones. En
9 de ellas que hay empate entre dos opciones (en blanco). Hay 67 distribuciones de los
votos que hacen ganadora a cada una de las tres opciones.

Se observa la confirmacion matematica de lo se intuia a partir de la pregunta, ninguna
de las tres opciones recibe un trato diferente de las otras dos.

Segundo proceso de eleccion, doble pregunta.

En esta segunda forma de eleccion, la propuesta por el presidente, hay dos pregun-
tas, por lo que hay que hacer un analisis un poco mas pausado para ver cudl es la opcion
elegida en cada caso. Por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna rotulada con
un ‘3’ y la fila rotulada con un ‘7’ observamos un numero 9 (ver Tabla 1) o una letra N
(ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3 vecinos a favor de pintar de verde y 7
a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de pintar de naranja. Por tanto en la pri-
mera pregunta hay 9 vecinos a favor de pintar de naranja y 10 en contra, con lo que este
color se desecha. En la segunda pregunta solo votan los contrarios al naranja, ganando
los partidarios del color amarillo y esta es la decision adoptada por la comunidad. Notar
que el color de la pintura finalmente elegida es apoyada solo por 7 vecinos frente a 9 que
apoyaban el naranja.

Cabe destacar que en casos como el anterior varia la decision de la comunidad segin
cual sea la forma de eleccion, hay 18 casos similares a este, en los que en ganaba la op-
cién ‘color naranja’ en la primera forma de eleccion para pasar a ganar el amarillo o el
verde en la segunda forma de eleccion. Estos casos estan remarcados en las Tablas 1y 2.
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También ahora hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opcio-
nes, aunque ahora solo hay empate en 5 de ellas. La opcion naranja solo gana cuando
tiene 10 votos o mas en la primera eleccion, lo que ocurre en 55 de las distribuciones.

Las opciones amarillo y verde tienen cada una 75 distribuciones favorables y pre-
sentan una simetria entre ambas. Cada uno de los dos conjuntos de 75 distribuciones se
puede descomponer en dos subconjuntos, 55 de ellas corresponden a situaciones en las
que la mayoria de los vecinos estan a favor del color amarillo o verde respectivamente,
como en el caso de la opcion naranja. El resto de las distribuciones corresponden a situa-
ciones en las que, sin tener mayoria absoluta ninguno de los colores, unidos los partida-
rios de amarillo y verde superan a los partidarios del naranja en la primera pregunta para
luego decidir en la segunda pregunta solamente entre estas dos opciones.

Se observa la confirmacién matematica de lo se intuia a partir de las dos preguntas, la
opcion naranja recibe un trato diferente de las otras dos, un trato mucho peor ya que so-
lamente puede ganar en caso de obtener la mayoria absoluta de los votos en la primera
pregunta.

Observamos (ver Tabla 4) como la primera forma de eleccion guarda una simetria
perfecta entre las tres opciones a elegir, mientras que la segunda “quita” algunas distri-
buciones favorables a la opcion naranja para aumentar las de verde y amarillo.

Tabla 4. Comparacion entre las dos formas de eleccion-discreto

Formas de eleccion — Primera Segunda
| Distribuciones
Favorables a verde 67 75
Favorables a amarillo 67 75
Favorables a naranja 67 55
Empates 9 5
Totales 210 210

UN NUMERO GRANDE DE VECINOS, EL CASO CONTINUO

(Como quedaria este analisis si el numero fuera mucho mayor? Consideraremos
ahora como variables los porcentajes de votos para cada color.

Vamos a hacer representaciones graficas en dos ejes cartesianos de la relacion entre el
porcentaje de poblacion favorable a pintar de amarillo en el eje X y porcentaje de pobla-
cion favorable a pintar de verde en el eje y. Dado el supuesto de no abstencion, el resto
hasta el 100% de participacion en el proceso estara a favor de pintar de naranja. Para sim-
plificar la notacion, llamamos V, A o N a las variables que representan el porcentaje de
poblacién favorable a pintar de verde, amarillo o naranja, respectivamente.

Notar que podemos utilizar un grafico en dos dimensiones para representar lo que en
realidad son tres variables ya que estan unidas por la ecuacion V+A+N=100, lo que hace
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que si conocemos V y A podamos conocer N y por tanto saber cual es el color elegido
por la comunidad en cada sistema de eleccion.
La primera representacion corresponde a la opcion que proponia el vecino, en la que
se elegia simultdneamente entre los tres colores. Marcamos con los tres colores las regio-
nes donde gana cada opcion. Vamos a representar estas regiones teniendo en cuenta pri-
mero que V>0, A>0 y que A+V<100. Ademas:
e Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y ademas que V>N. Como
N=100-A-V, nos queda que V>100-A-V, simplificando: A>100-2V.

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que A>V y ademas que A>N. Como
N=100-A-V, nos queda que A>100-A-V, simplificando: V>100-2A.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>A y N>V, aplicando que N=100-
A-V, simplificando tenemos: A<100-2V y V<100-2A.

Asi, podriamos dibujar un grafico analogo a la Tabla 2 (figura 1).

Observamos, ver figura 1, que la simetria en la formulacion de la pregunta, en la que
las tres posibles respuestas tienen papeles simétricos, hace que las areas de las tres regio-
nes en que queda dividido el triangulo tengan la misma area (5000/3 u?)

La segunda representacion corresponde a la opcion que proponia el presidente, en la
que se respondia sucesivamente a dos preguntas. Marcamos con los tres colores las re-
giones donde gana cada opcion:

* Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A 'y N<50. Como N=100-A-

V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.
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e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que V<A y N<50. Como N=100-A-
V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>50. Como N=100-A-V, nos queda
que 100-A-V<50, simplificando: 50>A+V.

Asi, podemos dibujar un grafico andlogo a la Tabla 3 en el que observamos, ver Fi-
gura 2, que el hecho de que para ganar la opcion color naranja deba obtener mayoria en
la primera pregunta se traduce graficamente en que el area que representa su region aso-
ciada ha perdido area, quedando ahora en 1250 u?. Las otras dos regiones tienen areas
iguales, 1875 v? cada una. Estas areas han sido calculadas directamente por el programa
de geometria dinamica GeoGebra.

Las zonas amarilla o verde (ver Figura 3) corresponden respectivamente a distribu-
ciones de voto que con el primer proceso de eleccion daban como resultado pintar de na-
ranja y con la segunda forma dan como resultado pintar de amarillo o verde:

Las diferencias entre un grafico y otro permiten describir de modo cualitativo y cuan-
titativo las diferencias entre un tipo y otro de formas de eleccion de la pintura (ver Figura
3): por un lado es injusto que una de las opciones (color naranja) tenga que tener mayo-
ria absoluta para poder ser elegida, por otro la diferencia de areas entre las regiones ver-
des o amarillas de uno y otro grafico (ver Tabla 5) darian una primera aproximacion al
tamafio de la injusticia de la segunda forma de eleccion y de la simetria de la primera.
Aunque esta injusticia es mucho mayor si tenemos en cuenta que es previsible que las
distintas distribuciones de % entre unas opciones y otras no sean uniformes y la mayor
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parte de las ocasiones haya una cierta disputa entre unos colores y otros, lo que en térmi-
nos de probabilidad se expresaria dando mayor probabilidad a la region que cambia de
color que la que le corresponderia exclusivamente en razon de su area.

Tabla 5. Comparacion entre las dos formas de eleccion — continuo.

Formas dq eleccion — Primera Segunda
| Areas
Favorables a verde 1666,8 u? 1875 u?
Favorables a amarillo 1666,6 u? 1875 u?
Favorables a naranja 1666,6 u2 1250 u?
Totales 5000 u? 5000 u?

Aunque resulta claro, hay que explicitar que el papel jugado por cada color podria
ser intercambiado en la opcion del presidente y perjudicar asi las opciones de ganar de
los partidarios del verde o del amarillo en lugar de las opciones de los partidarios del na-
ranja, por ejemplo planteando:

— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de verde?

— 2%en caso de que haya respondido de modo negativo a la primera pregunta, ; Pre-
fiere que se pinte de amarillo o de naranja?
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CONCLUSIONES Y APLICACION EN ELAULA

Hacemos notar en este articulo la posibilidad de complicar un proceso a priori senci-
llo y la necesidad en ese caso de hacer una reflexion pausada de los efectos matematicos
de esa complicacion y como afecta a la oportunidad de ser elegida cada opcion posible.

Aunque en general no podemos ordenar los procesos de eleccion entre varias opcio-
nes hasta el punto de llegar a decir si uno es mejor o peor que otro, en este caso si resulta
claro que la propuesta del Presidente de la Comunidad de vecinos es directamente in-
justa puesto que no es simétrica, dando mayor numero de posibilidades de ganar a unos
colores que a otros.

Hemos mostrado ademas, como esta falta de simetria afecta a la justicia del proceso
también en el caso de un numero elevado de electores, aprovechando asi para mostrar un
ejemplo de la relacion entre un problema discreto y su equivalente continuo y las claras
similitudes entre las representaciones graficas y las tablas que aparecen en un caso y otro.

Las matematicas, atendiendo a su finalidad funcional, deben apoyar el proceso de
toma de decisiones de los futuros electores —tanto en sus elecciones politicas como en
las de contextos mas cotidianos como este—, dotandoles de herramientas matematicas y
capacidades argumentativas contribuyendo asi a la formacion de un espiritu critico que
les permita comprender situaciones en las que se plantean elecciones. Para ello, debemos
mostrar a los alumnos situaciones de la vida cotidiana relacionadas con los procesos de
eleccion, sean o no de tipo politico, promoviendo un andlisis matematico detallado de la
justicia o injusticia de los mismos.

Nuestra propuesta didactica en torno a las matematicas electorales, a desarrollar en
futuros articulos, incluiria:

1) Estudio de los efectos de la vigente Ley d"Hont sobre la diferente representacion
de los electores segun si su opcion es o no mayoritaria. Estudio de otras leyes de
reparto de representantes y comparacion entre ambas. Ambos estudios podrian
contextualizarse facilmente considerando las tltimas elecciones del municipio del
Centro que se trate.

2) Estudio de como otros procesos de eleccion mas simples son también suscepti-
bles de ser enfocados de diversos modos y que el utilizar uno u otro no es ino-
cente en absoluto.
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Estudiando probabilidad con el juego Chinesenspiel
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Resumen: Cuando los conceptos se presentan de foma ludica no solo se logra captar
la atencion de los alumnos sino que también su comprension es mayor y mds rapica.
Presentamos una actividad para introducir conceptos de probabilidad a los alumnos
de educacion primaria a través de un juego matematico conocido como Chinesenspiel.

Palabras Clave: Probabilidad, juego matematico, educacion primaria, matemdticas

Studying probability with the Chinesenspiel game

Abstract: When we present the concepts to students in a playful way , we get more at-
tention and understanding is higher and faster. We present an activity to introduce con-
cepts of probability to the primary school students through a mathematic game known
as Chinesenspiel.

Keywords: Probability, mathematics games, primary school students, mathematics

INTRODUCCION

En diferentes ocasiones, la emersion de nuevos modos de pensar en matematicas ha
sido fruto del trabajo realizado fuera del contexto cientifico, y es que a menudo ocurre
que cuando somos capaces de plantear y responder cuestiones en un ambiente relajado
o ludico surgen nuevas vias de pensamiento matematico. Por tanto, el uso de juegos ma-
tematicos al iniciar el estudio de un tema puede aportar a alumnos de cualquier nivel,
entre otros beneficios, motivacion, interés, una aproximacion inicial adecuada y la ad-
quisicion de algunas de las habilidades matematicas que las matematicas requieren (De
Guzman, 1989).

Un ejemplo de juego matematico es el denominado Chinesenspiel. Se trata de una
adaptacion del juego del parchis, clasificado como juego de persecucion, que por su sim-
pleza resulta muy util para introducir el concepto de probabilidad en los niveles de edu-
cacion primaria.
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El Real Decreto 1513/2006 de Educacion Primaria, asi como el curriculo de Edu-
cacion Primaria de Andalucia recogen en el bloque 4 y el nicleo tematico 6 respecti-
vamente del area de matematicas, denominado Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad, los siguientes contenidos resumidos para el tercer ciclo:

Caracter aleatorio de algunas experiencias

* Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de
un suceso.

e Valoracion de la necesidad de reflexion, razonamiento y perseverancia para supe-
rar las dificultades implicitas en la resolucion de problemas.

Desde las instituciones se recomienda promocionar el aprendizaje de la estadistica y
la probabilidad de una manera natural desde la educacion primaria con la finalidad de
ayudar a los nifios a relacionar estos conocimientos con los fendmenos que les rodean
(MEC, 20006). Para ello, presentamos una actividad que podemos realizar con alumnos
de tercer ciclo de primaria para introducir los conceptos de aleatoriedad, probabilidad y
espacio muestral.

ACTIVIDADES

El material necesario para el desarrollo del juego es un tablero como el que mostramos
en la figura 1, cuatro fichas (una para cada jugador) de colores rojo, verde, azul y amari-
llo, y un gran dado con dos caras blancas y las cuatro caras restantes con los colores de
los jugadores: rojo, verde, azul y amarillo. El nimero de jugadores puede variar de 2 a 4.

Es posible que los alumnos no conozcan las reglas del juego, por tanto antes de co-
menzar a jugar, procederemos a explicarselas:

e Para empezar, cada jugador debe colocar su
ficha en la esquina del tablero con el mismo

color que ésta.
. . . e Uno de los jugadores lanza el dado hasta que

aparezca uno de los colores que aparecen en el
tablero, lo que permitira al jugador que tenga
la ficha del mismo color iniciar el juego.

e El juego comienza cuando el jugador selec-
cionado lanza el dado. Si el resultado de éste
es una cara blanca, el jugador repite lanza-
miento. Siel color obtenido es el mismo que el
del jugador que ha lanzado, avanza una casi-
lla (en sentido contrario a las agujas del reloj)
y vuelve a lanzar el dado. Si el color obtenido
es cualquiera de los otros 3,se acaba su turno
y le pasa el dado al jugador de su derecha.

Figura 1. Tablero de Chinesenspiel.
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e Cuando al mover ficha un jugador, éste se encuentra con otra en la casilla de des-
tino, el jugador que se encontraba en esta posicion tendra que mover su ficha a la
casilla de inicio.

* Cuando un jugador da la vuelta completa al tablero volviendo a la casilla inicial,
enfilard en diagonal el Gltimo recorrido hasta la casilla central.

* Gana la partida el primero que logre llegar a la casilla central.

Tras preguntar a los alumnos si han entendido las reglas basicas, se les pide que hagan
grupos de cuatro y se entrega a cada grupo un tablero y un dado para que comiencen a
jugar de forma libre mientras el profesor comprueba que todos los alumnos han com-
prendido las reglas del juego y se han familiarizado con el tablero y el tipo de dado.

Como comentabamos anteriormente, vamos a proponer a nuestros alumnos activi-
dades para trabajar los conceptos de aleatoriedad, espacio muestral y probabilidad. Para
ello, les pediremos que pongan en comun de forma reflexiva sus respuestas a las siguien-
tes actividades:

Actividad 1

Proponemos a los alumnos las diferentes cuestiones sobre situaciones aleatorias:
— (Sabemos de antemano qué jugador va a comenzar el juego?
— (Influye el color elegido en el resultado del juego?

Actividad 2

Pedimos a los alumnos que indiquen el espacio muestral del experimento: una vez
que conozcamos el jugador que comienza a jugar,

— (Qué resultados puede obtener cuando lance el dado?

— (En qué casillas podria quedarse cuando acabe su turno?

Actividad 3

Pedimos a los alumnos que intuyan los diferentes grados de probabilidad de las
situaciones,

— (Qué situacion es mas facil que ocurra? ;que pierda turno, que vuelva a tirar mo-
viendo ficha o que vuelva a tirar sin moverla?

Actividad 4
Proponemos a los estudiantes la situacion “comerse la ficha de otro jugador” y les

preguntamos:
— ¢Un jugador puede comerse la ficha de cualquiera de los otros jugadores?
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— Si ponemos una ficha justo delante del jugador que tiene el turno, indicar algunas
combinaciones con las que el jugador se come la ficha del otro. ;Hay muchas combina-
ciones posibles? ;Sabrias decir todas?

— Repetir la propuesta anterior con dos celdas de distancia.

Actividad 5

Colocamos las fichas a una distancia de una casilla del final respectivamente. Si le
toca jugar al jugador con la ficha de color rojo,

— (Quiénes pueden ganar?

— (Qué tiene que salir para que gane el rojo?

— ¢(Yelazul?

— (Yelverde?

— (Y el amarillo?

— (Quién es mas facil que gane?

— (Quién lo tiene mas dificil?

— Si hubiese una ficha de color blanco, jtendria ventaja? ;Por qué?

REFLEXIONES FINALES

Para profundizar mas en el concepto de aleatoriedad podemos cambiar una regla del
juego, por ejemplo, cuando un jugador pierde el turno, el dado pasa al jugador con el
color resultante en el dado, en lugar de pasar al de su derecha. Para ello se podria elegir
a un alumno para lanzar siempre el dado y otros ocho que fuesen los jugadores de dos
tableros. En uno de los tableros se cambia de turno de forma convencional y en el otro
segun el color del dado. Transcurrido un tiempo, y si la partida es suficientemente larga,
los jugadores con el mismo color deberian estar situados en lugares parecidos.

Tras la familiarizacion de los conceptos anteriores podemos introducir el concepto de
probabilidad a través de la regla de Laplace e intentar que asignen probabilidades a cada
uno de los sucesos del dado. Incluso podemos anadir el concepto de independencia de
sucesos pidiendo a los alumnos que calculen la probabilidad de que se repita el mismo
resultado en el dado después de haber obtenido, por ejemplo la cara blanca.
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RESUMEN: Si se atiende al numero de ediciones de algunas de sus obras y al volu-
men de su produccion, no cabe duda de que el bachiller Juan Pérez de Moya es el ma-
tematico esparniol mas notable del siglo XVI. En este articulo se analizan los contenidos
concernientes al topico «extraccion de raices» propuestos por el bachiller en el Tra-
tado de Mathematicas (1573) y se comparan con los que se desarrollan en textos de la
misma época. A la luz de esta comparacion, se pretende situar al matemdtico jienense
(en cuanto al estudio de las raices de niimeros naturales se refiere) en el lugar que le co-
rresponde dentro de la Matematica renacentista.

Palabras clave: Juan Pérez de Moya; siglo XVI; extraccion de raices; Aritmética; Tra-
tado de Mathematicas.

The extraction of roots in the Tratado de
Mathematicas (1573) of the bachelor Juan Pérez de
Moya

ABSTRACT: According to the number of editions of some of his works and to the vol-
ume of its production it is clear that the Bachelor Juan Pérez de Moya is the most out-
standing Spanish mathematician of the sixteenth century. In this paper we analyze the
contents concerning the topic «extraction of rootsy (Tratado de Mathematicas, 1573)
and we compare them with those developed in texts from the same period of time. In
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light of this comparison, it is expected to place the Spanish mathematician (as for the
study of the roots of natural numbers is concerned) in his right place within Renaissance
Mathematics.

Keywords: Juan Pérez de Moya; Sixteenth century; extraction of roots, Arithmetic, Tra-
tado de Mathematicas.

1. INTRODUCCION

Los datos biograficos sobre el bachiller Juan Pérez de Moya son escasos e incier-
tos (Meavilla, 2005). Naci6 antes del 1513, probablemente en 1512, en Santisteban del
Puerto (Jaén), tal como se indica en la portada de algunos de sus libros. Estudi6 en Sala-
manca y Alcala de Henares. En 1536 obtuvo una capellania en su pueblo natal y, ya muy
mayor, fue candnigo de la Catedral de Granada, ciudad en la que muri6 alla por el 1596.

Ademas de algunas obras de caracter religioso y mitologico, el bachiller escribi6 va-
rios libros de contenido cientifico-matematico en los que procurd divulgar los conoci-
mientos de su época utilizando un lenguaje cercano, claro, preciso y compresible. La
tematica de dichos textos transita desde los «libros de cuentas» hasta el algebra simbo-
lica («regla de la cosa»), pasando por la aritmética, geometria, filosofia natural, navega-
cion, geografia, astronomia y cosmografia.

A continuacién enumeramos sus obras de contenido cientifico:

1) Libro de cuenta, que trata de las quatro Reglas generales de Arithmetica prac-
tica, por numerosos enteros y quebrados y de reducciones de monedas destos
Reynos de Castilla, con un razonamiento sobre la misma facultad. Toledo, Juan
Ferrer,1554.

2)  Libro Segundo de Arithmetica, Que trata de proporcion, y regla de tres, y mone-
das, pesos antiguos, con otras cosas tocantes al arte menor y mayor. Salamanca,
Tuan Canoua, 1557.

3) Compendio de la regla de la cosa, o arte mayor. Burgos, Martin de Bitoria, 1558.

4)  Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca, Mathias Gast, 1562'.

5) Arte de marear?, 1564.

6) Obra intitvlada fragmentos mathematicos. En que se tratan cosas de Geome-
tria, y Astronomia, y Geographia, y Philosophia natural, y Sphera, y Astrolabio,
vy Nauegacion, y Reloxes. Salamanca, luan de Canoua, 1568.

1. Rodriguez Vidal (1987, pp. 10-11), refiriéndose al nimero de ediciones de la Arithmetica practica, y
specvlatiua, afirma:
«Es claro que cuando un libro ha tenido durante mas de doscientos afos sucesivas ediciones para uti-
lizarlo como texto, no puede ser un libro indiferente a ninglin estudioso de la historia de nuestra cul-
tura. Este es el caso singular que ocurre con la Arithmetica practica, y specvlatiua del Bachiller Pérez
de Moyay.
2. Sobre este manuscrito de la Real Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo de El Escorial, J. A. San-
chez Pérez (1929) afirma:
«Son unos apuntes, no completos, atribuidos a Pérez de Moya, escritos en 1564. Parecen la
preparacion de una obra que no termindy.
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7) Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica, Geometria,
Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, necessarias a
todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala, Tuan Gracian, 1573.

8) Tratado de Geometria Practica, y Speculatiua. Alcala, Ivan Gracian, 1573.

9) Tratado de cosas de Astronomia,y Cosmographia, y Philosophia Natural. Al-
cala, Ivan Gracian, 1573.

10) Arithmetica de Moya, intitvlada manual de contadores. En que se pone en suma
lo que vn contador ha menester saber, y vn orden para los que no saben escreuir,
con oyrlo leer, sepan contar, y conuertir de memoria vnas monedas en otras.
Co(n) vnas tablas al fin en Guarismo, y Castellano para aueriguar con facilidad
las cue(n)tas de los reditos de los ce(n)sos, y juros, segu(n) vsan¢a de Espaiia, y
otros reynos. Alcald, Tuan Gracian, 1582.

11) Principios de Geometria, de que se pod(r)an aprouechar los estudiosos de artes li-
berales, y todo hombre que su officio le necessitare a tomar la regla y co(m)pas en
la mano. Con el orden de medir, y diuidir tierras. Madrid, Francisco Sanchez, 1584.

2. EL TRATADO DE MATHEMATICAS

Al referirse al Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica,
Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural, Picatoste (1891) se expresa en los si-
guientes términos:

«Esta obra suele estar encuadernada en dos o tres tomos con distinta portada,
dedicatoria y prologos, por lo cual se consideran como obras distintas y de esta manera
las vamos a examinar.»

El primer tomo se consagra a la Aritmética’, se desarrolla en setecientas cincuenta
y dos paginas y se estructura en diez libros*. El libro quinto (pp. 323 — 396), al que

3. Como indica el titulo, el tomo segundo se dedica a la Geometria y el tercero se ocupa de la Astrono-
mia, Cosmografia y Filosofia natural.
4. Los topicos matematicos a los que se consagra cada uno de ellos se indican al comienzo de la obra:
«LLo que se contiene en el primero tratado de Arithmetica
I Arithmetica, y Musica Speculatiua.
II)  Lasreglas, o Problemas generales del Arithmetica Practica.
III) Quebrados, o Fracciones Comunes, y Astronomicas.
IV) Reglas de tres, y compaiiias, y falsas posiciones, y finezas de Oro, y Plata, y reglas de testa-
mentos, y aprecios de joyas, &c.
V)  Rayzes de numeros.
VI) Prueuas de las Problemas, o reglas generales de Arithmetica.
VII) Reglas de Algebra, o de la Cosa, o arte mayor.
VIII) Demandas, o questiones, y secretos, 0 experiencias de numeros.
IX) Cuentas de memoria, para los que no saben escreuir, y reduziones de vnas monedas en otras.
X)  Monedas, y pesos antiguos, y characteres de numeros, y cosas de Reportorios de tiempo, y
Computo.»
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dedicaremos nuestra atencion en los paragrafos siguientes, trata de las raices de nlimeros
y se divide en doce capitulos®.

LIBRO QVINTO

defta obra, Trata de varias

rayzes de numeros.

Fig. 1. Titulo del libro quinto.

3. LAS FUENTES DEL LIBRO QUINTO

Antes de entrar en el analisis de los contenidos matematicos del libro quinto, nos pa-
rece oportuno presentar el catalogo de autores y obras citadas por Pérez de Moya al re-
ferirse a determinados asuntos de caracter aritmético y geométrico. En la tabla siguiente
se recogen los autores citados por Pérez de Moya junto con la pagina en la que lo hace.
También se incluye la obra en la que, posiblemente, se apoy0 para realizar la referencia.

Autor Obra Paginas en que se cita
Ptolomeo Almagesto 328
Euclides Elementos de Geometria 334, 338, 339, 341
Oroncio Fineo Protomathesis 334, 335

Arithmetica practica, libri quatuor

Nicolas Tartaglia | General trattato di numeri, et misure 334, 335, 395

Michael Stifel Arithmetica integra 395

5. Los asuntos tratados en cada uno de ellos se detallan en el «Summario de los capitulos, y articulos que
se contienen en el quinto libro desta obra que trata de rayzes de numeros» (pp. 323 — 325):

«Capitulo primero. En que se dize que cosa son rayzes en los numeros, y de varias differencias de rayzes.

Cap. 2. Trata de la rayz quadrada, tiene nueue articulos.

Capit. 3. Trata de numero Cubo, o Cubico, y de su rayz Cubica, tiene onze articulos.

Cap. 4. Trata de rayz quadrada, de rayz quadrada, tiene ocho articulos.

Capitulo 5. Trata de rayz relata, tiene seys articulos.

Cap. 6. Trata de rayz censicubica, tiene ocho articulos.

Capitulo 7. Trata de segundo relato, y de su rayz segunda relata, tiene seys articulos.

Capitulo 8. Trata del censo, de censo, de censo, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 9. Trata de numero Cubo de Cubo, tiene seys articulos.

Cap. 10. Trata de censo relato, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 11. Trata del numero tercero relato, tiene seys articulos.

Capit. 12. Muestra sacar rayz quadrada, y cubica, y las demas, de fraciones Astronomicas.»
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A continuacion analizamos con algo mas de detenimiento estas referencias.

1) Ptlomeo.
La unica cita relativa a Ptolomeo (A4/magesto, libro 1, cap. 9) se encuentra en la
pagina 328 y se refiere a la utilidad de las raices en el campo de la Geometria y
Cosmografia.
2) Euclides.
En la pagina 334 del libro quinto, al hablar de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros naturales, Pérez de Moya cita a Euclides y hace alusion a la cuarta pro-
posicion del libro segundo de los Elementos:
«Si se divide de un modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mas el doble del rectangulo compren-
dido por las partes.»
En la pagina 338 encontramos dos citas mas. La primera, que concierne al resto
de la raiz cuadrada, no sefiala la proposicion de los Elementos involucrada en el
asunto. La segunda, relativa a la extraccion geométrica de la raiz cuadrada, alude

a la novena proposicion del libro sexto de Euclides:
«Construir una media proporcional entre dos rectas dadas.»
En la pagina 339 también contabilizamos dos notas relacionadas con cuestiones
geométricas utilizadas para la demostracion de la proposicion 9 del libro VI. La
primera hace referencia al corolario de la octava proposicion del libro sexto de
los Elementos:
«En un triangulo rectangulo la perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto a la base es media proporcional entre los segmentos de la base.»

La segunda se refiere a la penultima proposicion del libro sexto de Euclides:
«En los tridngulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al 4ngulo recto
es equivalente a los cuadrados sobre los lados que forman ese angulo recto.»
En la pagina 341, al hablar de la semejanza de nimeros sélidos, el bachiller san-
tistebefio aconseja la lectura de la proposicion vigesimoquinta del libro octavo de
los Elementos:
«Los niimeros solidos semejantes tienen entre si la misma razoén que dos niime-
ros cubos.»

Atendiendo a la numeracion de las proposiciones mencionadas, podemos sos-
pechar que Pérez de Moya consultd la obra: Evclidis Megarensis mathematici
clarissimi Elementorum Geometricorum. Lib. XV. Cum expositione Theonis in
prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate donate, Campani in omnes, & Hyp-
siclis Alexandrini in duos postremos (1537).
3) Oroncio Fineo.

En las paginas 334 y 335, al hablar de las aproximaciones de la raiz cuadrada de
nimeros sordos, el candnigo de la Catedral de Granada se refiere a Oroncio Fineo
pero no indica la fuente documental. Pérez de Moya debid consultar los capitulos
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consagrados a la extraccion de la raiz cuadrada en la Protomathesis (1532)% o en
alguna edicion de la Arithmetica practica, libri quatuor (1542, 1544, 1555)7.

4) Nicolo Tartaglia.
En las paginas 334 y 335 se alude a Tartaglia en relacion a las aproximaciones de
las raices cuadradas. Dado que no se indican los textos consultados y teniendo en
cuenta que el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et
misure (1556-1560) se dedica integramente a la extraccion de raices, sospecha-
mos que Pérez de Moya debid examinar esta obra.
Por otro lado, en la pagina 395, el bachiller aconseja la lectura de Tartaglia en lo
que se refiere a la extraccion de la raiz tercera relata (raiz de indice once) de en-
tero y quebrado.

5) Michael Stifel.
La uinica mencion referente a Michael Stifel se encuentra en la pagina 395 y alude
a la extraccion de la raiz tercera relata de entero y quebrado. Como en otras oca-
siones, Pérez de Moya oculta el texto consultado. En este caso, creemos que se
trata de la Arithmetica integra (1544)3.

4. LA EXTRACCION DE RAICES DE NUMEROS NATURALES

El capitulo I del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, apoyan-
dose en las nociones de nimero cuadrado, cubo, censo de censo, y relato, declara los
conceptos de raiz cuadrada, cubica, cuadrada de cuadrada (cuarta) y relata (quinta). Lle-
gando a este punto, Pérez de Moya comenta:

«Segu(n) esto infinitas differencias ay de rayzes segu(n) el orden q(u)e vno le paresciere
de multiplicar a los numeros muchas, o pocas vezes.»

También se consideran los numeros pronicos’, las raices pronicas'® y las raices com-
puestas (ligadas'' y universales'?).

6. La extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se estudia en la parte consagrada a la Aritmé-
tica Practica (Liber primus, cap. VII. De inuentione radicis quadratorum numerorum).

7. En la edicion de 1555 que hemos consultado, la extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se
estudia en el capitulo 7 (De inuentione quadratae radicis in numerus integris) del libro primero.

8. La extraccion de raices se contempla en el capitulo 5 (De extractionibus radicum) del primer libro.

9. Utilizando el simbolismo moderno, un niimero pronico segin Pérez de Moya es del tipo , donde a es
un cuadrado perfecto. Asi, 18 =42 + V4 es pronico.

10. Dado un namero pronico a? + Va, su raiz pronica es a. Asi, 4 es la raiz pronica de 18.

Encontramos el concepto de raiz pronica en la Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con
la horden de contadores (1546) de Gaspar de Texeda.

11. En notacion simbolica moderna algunos ejemplos de raices ligadas propuestos por Pérez de Moya son:

Va4+V1i=3 , V9+V5=3+4++5

12. En notacién simbolica moderna algunos ejemplos de raices universales propuestos por Pérez de Moya son:

13+V144 =13+ 12 =V25=5

VE+V1+ /10+x/%:7
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A la hora de justificar la utilidad de las raices, el bachiller se expresa en los siguien-
tes términos (p. 328):

«Destas rayzes q(ue) se ha dicho, la quadrada sirue para Geometria, y Cosmographia,
y para el arte militar, y para sacar vn medio proporcional entre dos estremos, y para el arte
mayor. La cubica sirue para sacar dos medios proporcionales entre dos estremos, y para sacar
la quantidad de los Diametros en los cuerpos solidos, y para otras varias cosas. Y esta, con
todas las demas que aqui tratamos generalmente, siruen para la regla de la cosa, o arte mayor,
como en el proceso desta obra se vera.»

En los diez capitulos siguientes el discurso de Pérez de Moya, en lo que a la extrac-
cion de raices de nimeros naturales se refiere, transita por las siguientes etapas:

e Definicion-descripcion de potencias y raices.

e Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion.

* Algoritmos para la extraccion de raices.

* Aproximaciones de raices.

e Pruebas de las raices.

Enlo que sigue, utilizaremos este guion para el andlisis de los contenidos matematicos.

4.1. Definicion-descripcion de potencias y raices

Apoyandose en la descripcion de las potencias de base natural y exponentes entre 2 y
11, Moya introduce la nocién de raiz cuadrada, cubica, etc. Asi, por ejemplo, en el caso
de la raiz quinta [= raiz relata] el bachiller comenta (p. 356):

«La quarta especie de rayz en orden, es la que dizen relata, y assi por numero relato se
entie(n)de el vitimo producto que sale de la multiplicacion de cinco numeros yguales en quan-
tidad, y genero, assi como estos 2. 2. 2. 2. 2. (o otros mayores) los quales, multiplicados todos,
vnos por otros, hacen treynta y dos, este treynta y dos, se dize numero relato, y el vno de los
cinco doses, se dize rayz relata deste numero treynta y dos.»

Las denominaciones de las raices de distintos indices, que coinciden con las de las
potencias de que provienen, se detallan en el cuadro siguiente:

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz quadrada Raiz cuadrada
Rayz cubica Raiz ctbica

Rayz quadrada de rayz quadrada o Rayz de censo de censo Raiz cuarta

Rayz relata Raiz quinta
Rayz censicuba Raiz sexta
Rayz segunda relata Raiz séptima

Rayz quadrada de quadrada de quadrada o Rayz de censo de | Raiz octava
censo de censo
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Fig. 4. Potencias de exponente diez de

los numeros digitos.

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz cubica de rayz cubica Raiz novena
Rayz censirelata Raiz décima
Rayz tercera relata Raiz undécima

Los nombres utilizados por Pérez de Moya para describir las raices, que estan rela-
cionados con el simbolismo algebraico de la época (Meavilla y Oller, 2014), fueron co-
munes en muchos impresos europeos del XVI'3. No obstante, en la mayoria de ellos el
catalogo propuesto por el canonigo jienense se limitaba a las raices cuadradas y ctibicas!®.

4.2. Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion

En el estudio de cada uno de los diez tipos de raices precedentes, se presenta una tabla
de las potencias de los numeros digitos cuyos exponentes son, en cada caso, el indice co-
rrespondiente a la raiz que se esté considerando. Cuando existen, se afiaden los caracte-
res de exclusion.

Por ejemplo, en el estudio de la raiz censirelata [= raiz décima], se ofrece la tabla si-
guiente (figura 4):

A esta lista, el bachiller afade (p. 384):

«Desta tabla se manifiesta, que los nimeros que fenescieren en 2. 3. 7. 8. seran irraciona-
les, y los que fenescieren en 1. 4. 5. 6. 9. 0. podran ser, o no ser racionales.»

13. En la Arithmetica integra (1544) de Stifel y en el General tratatto (1556 — 1560) de Tartaglia encon-
tramos denominaciones casi idénticas.

14. Esto sucede, por ejemplo, en las obras de Juan de Ortega (1512), Juan Andrés (1515), Joan Ventallol
(1521), Petrus Apianus (1527), Oroncio Fineo (1532), Girolamo Cardano (1539), Gaspar Nicolas (1541) y
Oroncio Fineo (1555).
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4.3. Algoritmos para la extraccion de raices

Para la extraccion de raices, Pérez de Moya aborda en primer lugar el calculo del nu-
mero de cifras de la raiz pedida para, a continuacion, proponer procedimientos para el
calculo de dichas cifras.

4.3.1. Numero de cifras de la raiz

Para determinar el numero de cifras de cualquier raiz, el bachiller propone las dos

técnicas siguientes:

e Se ponen puntos debajo de las cifras del radicando (empezando por las unidades)
de modo que entre dos puntos consecutivos quede una cifra sin puntuar (raiz cua-
drada), dos cifras sin puntuar (raiz ctbica), tres cifras sin puntuar (raiz cuarta) etc.
El ntimero de puntos coincide con el numero de cifras de la raiz correspondiente'.

e Contando de derecha a izquierda y mediante barras verticales se separan las ci-
fras del radicando en grupos de dos cifras (raiz cuadrada), tres cifras (raiz cbica),
cuatro cifras (raiz cuarta), etc. El nimero de grupos coincide con el nimero de ci-
fras de la raiz.

El método senalado en el punto i. ya fue utilizado, entre otros, por: Luca Pacioli
(1494), Juan Andrés (1515)'°, Joan Ventallol (1521), Girolamo Cardano (1539)!7, Gaspar
de Texeda (1546) y Marco Aurel (1552). Por su parte, el método del punto ii. puede en-
contrarse en la obra de, entre otros: Nicolas Chuquet (1484), Juan de Ortega (1512), Es-
tienne de la Roche (1521), Oroncio Fineo (1532 y 1555) y Juan de Yciar (1549).

4.3.2. Cdlculo de las cifras de la raiz

Para el célculo de las cifras de las raices de indices entre 2 y 11, Pérez de Moya debio
estar familiarizado con los «coeficientes binomiales» que Michael Stifel estudid en su
Arithmetica integra (1544) y Tartaglia en su General trattato (1556 — 1560) (figura 5).

Para las raices cuadradas y cubicas, el bachiller pone de manifiesto el conocimiento
de dichos coeficientes:

«La razo(n) de todo lo que en el sacar de rayz [cuadrada] se ha dicho sale d(e) la quarta
proposicion del segundo de Euclides'®.» (p. 334).

15. Este procedimiento se apoya en la expresion del radicando como suma de potencias de (raiz cua-
drada), (raiz ctibica), (raiz cuarta) etc.

16. Juan Andrés también utilizé puntos entre las cifras del radicando a modo de barras

verticales.
17. Cardano también utilizo puntos encima de las cifras del radicando. La misma técnica fue utilizada por
Petrus Apianus (1527), Michael Stifel (1544) y Nicolas Tartaglia (1556-1560).

18. En lenguaje simbolico moderno dicha proposicion equivale a la identidad:
(a+b)y=a*>+b>+2ab
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Fig. 5. Coeficientes binomiales en la

Arithmetica integra (1544)
de Michel Stifel.

«Para ente(n)der la razon de lo que se ha hecho en el sacar de la rayz Cubica, considera
q(ue) si vna linea fuere diuidida en dos qualesquiera partes, el Cubo de toda la linea sera ygual,
al Cubo de la primera parte, y al triplo del quadrado de la dicha primera parte, multiplicada
por la segu(n)da, y al triplo del quadrado de la segunda parte, mutiplicada por la primera, y al
Cubo de la segunda.» (p.350)".

Los procedimientos de extraccion so6lo difieren de los actuales en la disposicion de
los calculos (figura 6).

A lo largo del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, el matema-
tico santistebefio calcula las siguientes raices exactas? (ver tabla).

Ademas de los aspectos aritmético-algebraicos de la extraccion de raices, Pérez de
Moya también considera su componente geométrica. Asi, al referirse a las raices cuadra-
das y cubicas, afirma:

19. En el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et misure, Tartaglia describe
de forma retorica el desarrollo de distintas potencias del binomio. Asi, para el exponente 7, se expresa en los
siguientes términos:

«Se vna quantita sara diuisa in due parti, come si voglia, il secondo relato di tutta la detta quantita
sempre sara eguale a questi otto principali produtti, cioe al produtto del secondo relato della prima
parte. Et al produtto del settuplo del cubo censo della detta prima parte fia la seconda parte, & al pro-
dutto del 21 uplo del relato della detta prima parte fia il censo della seconda, & al produtto del 35
uplo del cen. cen. della detta prima fia il cubo della seconda, & al produtto del 35 uplo del cen. cen.
della seconda fia il cubo della prima, & al produtto del settuplo del censo cubo della detta seconda fia
la prima (simplice) & finalmente al produtto del secondo relato della detta seconda parte.» (fol. 51r).
20. Hemos utilizado el simbolismo moderno para radicales, desconocido por Pérez de Moya.
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«... buscar la rayz quadrada de vn numero, no es otra cosa sino buscar vna quantidad
media proporcional entre la vnidad, y el tal numero p(ro)puesto.» (p. 329).

«Nota, quando te piden que saques rayz [cuadrada] de vna qualquiera qua(n)tidad, enten-
deras que la tal quantidad es area de vn quadrado, y saber sacar su rayz es querer saber el lado,
o principio d(e) do el tal quadrado procedio. Y si dixessen rayz Cubica, la tal quantidad enten-
deras ser cuerpo Cubo.» (p. 330).

Ademas, el bachiller determina geométricamente la raiz cuadrada y la raiz ciibica de
dos numeros concretos [= segmentos rectilineos].

En el primer caso, calcula la raiz cuadrada de 12 sirviéndose de un método clasico
contenido en los Elementos de Euclides (Libro VI, prop. 9). El bachiller describe el pro-
cedimiento como sigue (p. 339):

«...queriendo sacar la rayz de doze, tomaras doze, y la vnidad, o dos, y seys, o tres, y qua-
tro, porque qualquiera destas par de quantidades multiplicadas, hacen doze, y assi no impor-
tara mas tomar vnas q(ue) otras, y por causa de exemplificar, siruamonos de quatro y tres.
Toma agora vna linea de 4 tamafios yguales, y otra de tres, assi como la linea a. b. y la c. d.
entre las quales buscaras vna linea media proporcional [...] y para hallar esta linea, juntaras
la a.b. y c.d. a la larga, y quedara de ambas hecha la linea e.f. sobre la qual haras medio cir-
culo, de modo que toda la e.f. quede por diametro, como paresce en la figura L.Lh.m. luego del
punto. i. del didmetro (que es do se junto la linea a.b. con la c.d.) saca vna perpendicular hasta
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la circunferencia del semicirculo, como mues-
tra la linea. h.i. y esta sera la linea proporcional,
la potencia de la qual valdra doze, y por consi-
guiente sera la rayz del dicho doze.» (figura 7).
Pérez de Moya justifica este procedi-

miento con la ayuda de Euclides (corolario
de la proposicion 8 del libro VI y pentltima
proposicion del libro VI).

En cuanto a la construccion geométrica
de la raiz cubica, Moya utiliza una antigua
técnica para intercalar dos medias proporcio-
b d nales entre dos segmentos rectilineos dados?!

/SR B pny N T AN

que encontramos en la Summa (1494) de

Fig. 7. Ilustracion que acompaiia a la

Luca Pacioli y en el libro segundo de la se-
gunda parte del General trattato di numeri,
et misure de Tartaglia. El bachiller describe la
construccion pero no la demuestra? (p. 351):

extraccion geométrica de V12

«Si por via de linea quisieres sacar rayz Cubica de algun numero, como si dixessen. Dame
la rayz Cubica deste numero, o linea de ocho tamafos, haz della vna superficie, o figura Pa-
rallelograma, que tenga por lado vn tamafio de los ocho, que es la linea larga, como mues-
tra a.b.c.d. con las otras lineas largas que se toquen en el angulo. b. del Parallelogramo, luego
para sacar el ce(n)tro deste paralelogramo, echa vna linea del punto. b. hasta el punto. c. y otra
desde el punto. a. hasta el pu(n)to. d. las quales se cortaran en el pu(n)to. g. y este sera el cen-
tro deste Parallelogramo. Luego asienta el vn pie del compas en este punto, o ce(n)tro. g. y
estiende lo tanto en las lineas. a.f. y en la. d.e. que hagas dos pu(n)tos en ellas, de modo que
echando vna linea del vno al otro, passe por el punto, o angulo. c¢. como haze la linea h.c.i. y lo
que esta linea cortare de la linea. d.e. (que es lo que ay entre la. i. y la. d.) sera la rayz Cubica
de la linea. b.d. que se diuidio en ocho tamafios. Y assi como la rayz Cubica de ocho, es dos,
assi esta quantidad. i.d. (que dezimos ser la rayz) es dos tamafios, yguales a los ocho de la dada
linea b.d. Y deste modo se sacara rayz Cubica de qualquiera numero.» Figura 8.

4.4. La aproximacion de raices

4.4.1. Aproximacion de raices cuadradas

Pérez de Moya inicia el estudio de las aproximaciones de raices cuadradas con las pa-

labras siguientes (p. 334):

«Algunos, como Oroncio, quieren que sacando rayz [cuadrada] de numero sordo, que lo
que sobrare se po(n)ga sobre vna raya, y la rayz que ouiere salido se doble y afiada vn punto,
y se ponga por denominacio(n) a lo que sobro.»

21. Siguiendo a Heath (1981), esta técnica fue utilizada por Apolonio, Herén y Filén de Bizancio.

82

22. En los textos de Pacioli y Tartaglia que hemos citado se ofrecen las demostraciones pertinentes.
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Fig. 8. Tlustracion que acompaiia a la extraccion geométrica de 8

En lenguaje simbolico moderno, la aproximacion que el canonigo de la Catedral de
Granada atribuye a Oroncio Fineo equivale a:

r
VN=ya+r=a+ ;

2a+1

donde a? es el mayor cuadrado contenido en N 3.
Consultando los ejemplos de aproximaciones de raices cuadradas contenidos en la
Arithmetica practica® de Fineo, se observa que la aproximacion utilizada por Oroncio es:

r
\/IV=\/a2+rEa+%

En consecuencia, la informacion facilitada por el bachiller es incierta.
Pérez de Moya también se refiere al tipo de aproximacion del que se sirvid Tartaglia
en los siguientes términos (p. 334):

23. En el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 22v), Pérez de Moya enuncia dicha
regla, sin referirse a Oroncio Fineo, en los siguientes términos:
«Qvando hauiendo sacada la rayz de algun numero sobrare algo pondras lo que sobrare sobre vna
raya, y doblaras la rayz del tal numero y afadille vno y ponerlo has debaxo por denominador.»
24. En lenguaje simbdlico moderno, los ejemplos de aproximaciones ofrecidos por Oroncio Fineo (fol.
11v) son:

11
V204315 =+/4522 + 11 = 452 +m

12 1
V291612 = /5402 + 12 = 540 +m =540 +9—0
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«Nicolas Tartalla quiere que al duplo de la rayz [cuadrada] no se afiada vno, sino que

solamente se doble la rayz que ouiere venido, y se ponga debaxo de lo que sobrare por
denominacion.»

Siendo cierto que Tartaglia en su General trattato (Libro segundo de la segunda
parte, fol. 25r) hace uso de esta aproximacion?, también lo es que, en raices cuadradas
del tipo VN =va? + 2a,, el matematico italiano aconseja esta otra:

r
= 2 — 2 4
VN \fa + 2a \/a +r,a+2a+1

A continuacion, el bachiller propone otra regla de Tartaglia (General trattato. Libro

segundo de la segunda parte, fols.25v-26r), consistente en la aplicacion reiterada de
aproximaciones del tipo

IR

N r
a a5
—2a

y la aplica al calculo aproximado de la raiz cuadrada de 3. En esencia, las operaciones
efectuadas, expresadas en el lenguaje simbolico moderno, son:
* Primera aproximacion:

2
V=yFresi+o=141=2

Segunda aproximacion

1
22=3+4+1=23=22—-1=+3=4/22-1=2- 2

1 7
2%2 4 4

Tercera aproximacion

7\ 49 1 At

@) =te=3+1e=3=(3) =3
7 1/16 97

4 7/2 56

El matematico andaluz concluye (p. 335):

«Y deste modo podras proceder aproximando tanto, que quasi no sea sensible el error, mas

al justo nunca llegaras, porque por tanto se dize vn numero sordo, porque quando del se saca
rayz, ni quanto, ni qual sea se oye.» (p. 335).

25. «Laqual regola e di questa sorte, che pongono quel tal auanzano sopra vna virgola, & il
doppio della prima radice (gia trouata) di sotto, et tal rotto lo accompagnano con la detta prima
radice sana, & tal summa concludeno esser la radice propinqua di detta prima quantita proposta.»
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Después de esto, el matematico jienense calcula el valor aproximado de la raiz cua-
drada de 5 utilizando un procedimiento similar al de Nicolas Chuquet (7riparty, 1484)%,
consistente en acotar el valor de dicha raiz mediante intervalos abiertos encajados cuyos
extremos se obtienen sucesivamente a partir de la «propiedad de los valores intermedios»:

a a a+c

c C
— — —_ - — 27
»a>bp+a~a

Pérez de Moya pudo conocer este método a través de Etienne de la Roche (Larismethi-
que nouuellement composee, 1520)*” o de Joan Ventallol (Pratica mercantiuol, 1521).

Por tultimo, el bachiller propone «otra orden de sacar rayz de numeros sordos» que
admite la siguiente traduccion al simbolismo moderno:

V10%F N
W ="

Esta forma de aproximar se encuentra la « Aritmética practica» de Oroncio (1555, fol.
12v) y Moya ya la utilizo en el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 23v). Advirta-
mos que la aplicacion esta regla incluye el uso de fracciones decimales.

4.4.2. Aproximacion de raices cuibicas

En cuanto a la aproximacion de las raices cubicas se refiere, el bachiller presenta las
dos reglas siguientes:

r r
W=Vad+rza+——; W=VYal+r=za+—5——

3a(a+1)+1 3a? + 3a

La segunda se describe en el General trattato (fols. 27v-28r) de Nicolo Tartaglia del
modo siguiente:

«Per cauare adonque la propinqua radice cuba delli numeri non cubi, caua prima la ra-
dice cuba del maggior numero cubo, che sia in quel tal numero non cubo, & quel che sopra-
restara a tal operatione poneralo sopra vna virgola, o vuoi dir sopra di vna leneetta, &
fatto questo per formar il denominator da mettere sotto di quella trippla sempre quella radice
gia cauata, e quel triplato multiplicalo per la medesima radice, & a tal multiplicatione aggion-
giui il detto triplato, & tal summa ponila sotto a quella lineetta per denominator, & questo tal
rotto aggiongilo alla prima radice, & tal qua(n)tita cosi co(m)posta sara la radice propinqua
cuba di quel proposto numero non cubo.»

26. La Triparty se escribio en 1484 pero su manuscrito no fue conocido hasta que Aristide Marré lo pu-
blico en 1881. Afortunadamente, parte de la obra de Chuquet fue plagiada por Estienne de la Roche en Laris-
methique nouellement composee (1520).

27. En los folios 32r y 32v, Estienne de la Roche propone el método de aproximacion de raices de
Chuquet.

28. En el folio CXXr, Ventallol resuelve dos ecuaciones de segundo grado con una incog-

nita utilizando el método de aproximacion de Chuquet.
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Refiriéndose a estas dos aproximaciones de la raiz cubica, Simon Stevin (1585, p.
125) dice:

«NOTA Nicolas Tartalia traictant curieusement de ceste reste, n’aiouste poinct ce dernier
1, comme nous (auec Tuan Peris de Moya) auons faict...»

4.4.3. Aproximacion de raices de indices superiores

Para las raices de indices entre 4 y 11, Pérez de Moya se sirve de aproxi-
maciones que admiten la siguiente generalizacion

AEET T AP

Tartaglia utiliza este tipo de aproximaciones en su General trattato.

YN=YVar+r=a+

4.5. Las pruebas de las raices

En todos los casos en que se aplica (raices de indices 2, 3, 4, 5 y 6), la prueba de la
extraccion de la raiz enésima de un ntimero natural consiste en elevar a la enésima po-
tencia la raiz hallada y afiadir el resto al resultado obtenido. En el caso de la raiz censi-
cuba [= raiz sexta], el bachiller puntualiza (p. 366):

«La prueba destas rayces, sera conuertir la tal rayz censicuba, multiplicando seys nume-
ros yguales, a la tal rayz, vnos por otros, y si el vitimo producto, afiadiendo lo que sobrare (si
sobrare algo) fuere tanto como el numero de quien se ouiere sacado la tal rayz estara buena, y
si no fuere tanto, sera falsa, y sera necessario hazer la otra vez, o otras, hasta q(ue) salga deste
modo.»

5. CONCLUSIONES

A la luz de lo expuesto en los paragrafos precedentes, podemos afirmar que el libro
quinto (Trata de varias rayzes de numeros) del primer tomo del Tratado de Mathemati-
cas presenta las siguientes mejoras o retrocesos en relacion a las aritméticas espafiolas y
extranjeras del siglo XVI que hemos examinado.

1) La explicacion detallada de la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11, no
la hemos encontrado en las aritméticas consultadas, excepcion hecha del General
trattato di numeri et misure (1556 — 1560) de Tartaglia. En consecuencia, pode-
mos concluir que, en cuanto al detalle y al numero de casos estudiados, la exposi-
cion de Pérez de Moya es superior a la que aparece en la mayoria de los manuales
del siglo XVI.

2) El bachiller solo presenta la justificacion del procedimiento utilizado para la ex-
traccion numérica de la raiz cuadrada y la raiz cubica (cuadrado del binomio y
cubo del binomio). En esto el tratamiento de Pérez de Moya es inferior al de
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Tartaglia que, en forma retorica, enuncia el desarrollo de todas las potencias del
binomio relacionadas con la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11.

3) La construccion geométrica de la raiz clibica que Pérez de Moya presenta, sin de-
mostracion alguna, no es frecuente en los manuales renacentistas y no aparece en
las aritméticas espafolas del XVI que hemos consultado. En el General trattato di
numeri et misure, Tartaglia ofrece una prueba de dicha construccion.

4) El método de Chuquet para la proximacion de la raiz cuadrada, que Pérez de
Moya incluye en su obra, no aparece en forma explicita, salvo en la Larismethique
nouellement compose (1520) de Estienne de la Roche y la Pratica mercantiuol
(1521) de Joan Ventallol, en ninguna de las aritméticas espafiolas y extranjeras del
XVI que hemos consultado.

5) Las aproximaciones de las raices de indices entre 4 y 11, que el bachiller debio
tomar prestadas de Tartaglia, no las encontramos en las aritméticas espafiolas del
XVI que hemos estudiado.

A partir de las consideraciones anteriores establecemos las dos conclusiones
siguientes:

a) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de rai-
ces es superior al que se encuentra en las aritméticas espafolas del X VI, anterio-
res a 1573.

b) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de raices
es inferior al que Tartaglia desarrolla en su General trattato di numeri et
misure. Sin duda alguna, el bachiller se inspir6 en dicha obra para escribir el libro
quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas.
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Una historia de amor y odio

Reuben Hersch
Vera John-Steiner
Editorial: Critica
Marzo 2012 (primera edicion)
ISBN: 978-84-989229-8-1
463 paginas

La colaboracion entre un matematico, Reuben Hersch, y una experta en lingiiistica y
educacion, Vera John-Steiner, permitio la creacion de este libro, que pretende dar una vi-
sion mas social y emocional de las matematicas y su estudio.

Entre sus paginas, los autores abordan una amplia variedad de mitos sobre esta disci-
plina y sus participantes, siempre a través de anécdotas, comentarios y biografias de re-
putados matematicos.

En concreto, desde esta perspectiva, el libro indaga sobre los jovenes matematicos y
el origen de su talento, la cultura matematica, el apoyo que esta disciplina supuso para
muchos matematicos en sus peores momentos, la adiccion a las matematicas y los peli-
gros que esta ha podido conllevar, las amistades entre los matematicos y las comunidades



MATEMATICAS. Una historia de amor y odio
Maria José Madrid

que se han formado a lo largo de los afios, el papel de las mujeres en matematicas y la im-
portancia o no de la edad para investigar en esta materia.

Finalmente, plantea las matematicas en el contexto educativo; primero desde el punto
de vista de dos profesores con modelos de ensefianza contrarios, y después desde el
de los alumnos y el frecuente amor u odio que se produce en sus relaciones con esta
asignatura.

En definitiva, el libro aporta un gran nimero de curiosidades y detalles interesantes,
e incluso divertidos, tanto sobre las matematicas como sobre aquellos que han trabajado
en este campo. Convirtiéndose en una obra altamente recomendable para todo aquel que
quiera conocer mas sobre las matematicas en un tono informal y anecdético, y especial-
mente para los docentes, que podran utilizarla en el aula para ayudar a sus alumnos a co-
nocer y conectar mejor con esta materia y con las personas que dedicaron o dedican su
vida al estudio de ella.

Maria José Madrid
Universidad de Salamanca
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Sobre la naturaleza de las matematicas
en la formacion inicial de maestros: los procesos
matematicos en el sistema de creencias
de los estudiantes

Angel Alsina y Paula Lopez
Universidad de Girona

Resumen: Se analizan las creencias de 142 futuros maestros sobre la naturaleza de las
matemdticas y, de forma mds concreta, su vision sobre los procesos matemdticos. Los
datos obtenidos a través de un cuestionario muestran que no se consideran suficiente-
mente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos resultados
ponen de manifiesto la necesidad de trabajar los procesos matemadticos durante la for-
macion inicial y permanente del profesorado para favorecer la adquisicion de la com-
petencia matemdtica.

Palabras clave: naturaleza de las matematicas, procesos matemdticos, dominio afec-
tivo, sistema de creencias, formacion de maestros, identidad profesional del maestro de
matematicas.

About the nature of mathematics in initial teacher
training: The mathematical processes in the belief
systems of students

Abstract: We analysed 142 pre-service teachers’ beliefs about the nature of mathemat-
ics and, more specifically, their view of mathematical processes. The data obtained by
questionnaire demonstrate that the ways of acquiring and using mathematical contents
are not adequately considered. These results reveal the need to work the mathematical
processes during the training teacher to promote mathematical competence.
Keywords: nature of mathematics, mathematical processes, affective domain, belief sys-
tem, teacher training, professional identity of mathematics teachers.
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INTRODUCCION

La formacion inicial que reciben los futuros maestros tiene una gran repercusion en el
desempefio de la profesion de maestro. La institucion universitaria, pues, tiene la mision
de preparar a maestros competentes, es decir, maestros que ademads de tener conocimien-
tos y habilidades que permitan resolver adecuadamente los problemas profesionales,
sientan y reflexionen acerca de la necesidad y el compromiso de actuar en corresponden-
cia con sus conocimientos, habilidades, motivos y valores -con flexibilidad, dedicacion
y perseverancia-, en la solucion de los problemas que de ¢l demanda la practica profesio-
nal (Esteve y Alsina, 2010). De acuerdo con las directrices estatales sobre las competen-
cias profesionales que debe aprender un estudiante para maestro durante su formacion
inicial (MEC, 2007a; MEC, 2007b), de forma muy sintética los futuros maestros debe-
rian construir y co-construir de manera autorregulada nuevos conocimientos disciplina-
res y didacticos, y reconstruir los conocimientos, experiencias y creencias previas que
pueden suponer un obstaculo para su identidad profesional (Beijaard, Meijer y Verloop,
2004; Bauchamp y Thomas, 2009).

El argumento que se acaba de exponer es probablemente una de las principales razo-
nes por las que, en el contexto de la investigacion en torno al dominio afectivo en edu-
cacion matematica, los estudios acerca de las creencias de los futuros maestros tienen
un peso importante. Caballero, Blanco y Guerrero (2008) sefialan que el estudio de las
creencias en educacion matematica incluye cuatro dimensiones: creencias sobre la natu-
raleza de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje; creencias sobre uno mismo
como aprendiz de matematicas; creencias acerca del papel del profesorado de mate-
maticas; y creencias suscitadas por el contexto socio-familiar. Todas ellas, como se ha
indicado, ejercen un papel importante en la configuracion progresiva de la identidad pro-
fesional del maestro de matematicas, un término recientemente acufiado por Lutovac y
Kaasila (2011, 2013) para referirse a un proceso narrativo que incluye una interaccion
entre el contexto matematico individual y social y un proceso de auto-reflexion en el que
la identidad matematica pasada, presente y futura entran en didlogo. Considerando esta
conceptualizacion, algo implicita, en este trabajo se considera que la identidad profesio-
nal del maestro de matematicas se modela a lo largo de toda su trayectoria como apren-
diz de matematicas durante su formacion no universitaria, y como aprendiz de didactica
de las matematicas durante su formacion universitaria. Las experiencias personales y los
conocimientos tedricos y practicos interiorizados durante toda la trayectoria como es-
tudiante dan lugar a un complejo sistema de creencias que incluye creencias sobre las
matematicas, creencias como aprendiz de matematicas, creencias acerca del funciona-
miento de la clase de matematicas y creencias sobre el contexto social en relacion a las
matematicas.

En este trabajo se analizan las creencias de los estudiantes para maestro sobre la na-
turaleza de las matematicas, y de forma mas concreta su vision acerca de los procesos de
pensamiento matematico en el aprendizaje de la disciplina, tomando en consideracion las
orientaciones de diversos organismos internacionales que en los ltimos afios han enfati-
zado la importancia de los procesos para un aprendizaje competencial de las matematicas
(NCTM, 2000; OCDE, 2001, 2004). En esta misma linea, en el reciente “Real Decreto
126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
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Primaria” (BOE, 2014) aparece un nuevo bloque de contenidos llamado “Procesos, mé-
todos y actitudes en matematicas”, lo cual pone de manifiesto la importancia creciente
de este tipo de conocimientos y destrezas.

Coincidiendo con el inicio del Siglo XXI, el National Council of Teachers of Mathe-
matics publico unos nuevos estandares que pretenden ser un recurso y una guia para
todos los que toman decisiones que afectan a la educacion matematica: los principios
y estandares para la educacion matematica (NCTM, 2000). La vision de la educacion
matematica de estos estandares es sumamente ambiciosa, y busca sobre todo asegurar
que todos los estudiantes reciban una educacién matematica de calidad que garantice el
aprendizaje con comprension de nociones matematicas importantes. En otras palabras,
se pretende romper con un curriculo de matematicas orientado exclusivamente a la ad-
quisicion de contenidos y dirigir la mirada hacia un curriculo orientado a la adquisicion
de la competencia matematica, es decir, se insta a dejar de instruir a los alumnos exclusi-
vamente para obtener un buen rendimiento académico y, en su lugar, educarlos para que
comprendan y usen las matematicas en situaciones significativas. Para conseguir este
proposito sitian a los procesos matematicos como los conocimientos clave para aprender
a usar los contenidos matematicos de forma comprensiva y eficaz en diferentes contex-
tos: “los estandares de proceso (resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comu-
nicacion, conexiones y representacion) ponen de relieve las formas de adquisicion y uso
de dichos contenidos” (NCTM, p. 31).

Es desde esta perspectiva que se ha desarrollado el presente estudio con un grupo de
142 futuros maestros en el que se analizan las consideraciones que tienen acerca de los
procesos matematicos.

LA NATURALEZA DE LAS MATEMATICAS: EL PAPEL DE LOS PROCESOS
MATEMATICOS

Hace ya mas de una década, Niss (2002) propuso abandonar el planteamiento curri-
cular focalizado en los contenidos matematicos, puesto que se centra exclusivamente
en la adquisicion de simbolos y de técnicas y no tanto en su uso significativo. Ello le
llevo a plantear ocho competencias matematicas clasificadas en dos grupos: el primer
grupo tiene que ver con la capacidad de preguntar y responder preguntas dentro de y
con las matematicas, y el segundo grupo con la capacidad de hacer frente y de gestio-
nar el lenguaje matematico y sus herramientas. Estas competencias, centradas en lo que
las personas pueden hacer, tienen que ver con procesos mentales o fisicos, actividades y
comportamientos (Alsina, 2014):
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Sobre la naturaleza de las matematicasen la formacion inicial de maestros: los procesos matemadticos ...
Angel Alsina y Paula Lopez

Cuadro 1. Preguntar y responder preguntas dentro de y con las matematicas

Pensar matematicamente (dominio de modos matematicos de pensamiento), como por
ejemplo:
— Plantear preguntas que son propias de las matematicas y conocer el tipo de respues-
tas que las matematicas pueden ofrecer;
— Comprender y manejar las posibilidades y limitaciones de un determinado concepto;
— Ampliar las posibilidades de un concepto extrayendo algunas de sus propiedades o
generalizando resultados;
— Diferenciar los diferentes niveles de las matematicas (afirmaciones condicionadas
del tipo “si-entonces”, hipotesis, definiciones, teoremas, conjeturas o casos).

Plantear y resolver problemas matematicos, como por ejemplo:
— Identificar, plantear y especificar diferentes tipos de problemas matematicos: puros
o aplicados; abiertos o cerrados;
— Resolver diferentes tipos de problemas matematicos, planteados por otros o por uno
mismo, de diferentes maneras cuando sea necesario.

Modelizacion matematica (es decir, analisis y construccion de modelos), como por
ejemplo:

— Analizar los fundamentos y las propiedades de los modelos existentes, incluida la
evaluacion de sus posibilidades y de su validez;

— Decodificacion de los modelos existentes;

— Realizacion de actividades de modelizacion en un determinado contexto: estructurar
el campo; matematizar; trabajar con el modelo, incluyendo la solucioén de los pro-
blemas a que da lugar; validar el modelo, interna y externamente; analizar y criticar
el modelo; comunicar sobre el modelo y sus resultados; vigilar y controlar todo el
proceso de modelizacion.

Razonamiento matematico, como por ejemplo:

— Seguir y evaluar cadenas de argumentos;

— Conocer qué es una demostracion matematica (y qué no es) y en qué se diferencia de
otros tipos de razonamiento matematico, como por ejemplo el heuristico;

— Descubrir las ideas basicas en una determinada linea de argumento (sobre todo en
una prueba), incluyendo la distincion de las lineas principales de los detalles, las
ideas de los tecnicismos;

— Elaborar formal e informalmente argumentos matematicos y demostrar declaraciones.

10 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X
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Cuadro 2. Gestionar el lenguaje matematico y las herramientas matematicas

ejemplo:
tes tipos de representaciones de objetos matematicos, fendmenos y situaciones;

misma entidad, y conocer sus puntos fuertes y sus limitaciones;
— Elegir y cambiar entre las diferentes representaciones.

Representacion de las entidades matematicas (los objetos y situaciones), como por
— Comprension y utilizacion (decodificacion, interpretacion, distincion entre) diferen-

— Comprension y utilizacion de las relaciones entre las distintas representaciones de la

Manejo de simbolos matematicos y formalismos, como por ejemplo:
como la comprension de sus relaciones con el lenguaje natural,

la sintaxis como la semantica);
— Traduccion del lenguaje natural al formal y simbélico;

los y férmulas.

— Decodificacion e interpretacion simbolica y formal del lenguaje matematico, asi

— Comprender la naturaleza y las normas de los sistemas matematicos formales (tanto

— Manejo y manipulacion de las declaraciones y expresiones que contengan simbo-

La comunicacién en, con, y acerca de las matematicas, como por ejemplo:
tico, en una variedad de registros lingiiisticos;

precision tedrica y técnica.

— Comprension de textos escritos, visuales o orales que tengan un contenido matema-

— Expresar estas cuestiones de forma escrita, visual o oral, con diferentes niveles de

Hacer uso de los recursos y herramientas, como por ejemplo:

ponibles para la actividad matematica, y conocer sus posibilidades y limitaciones;
— Ser capaces de utilizar reflexivamente dichos recursos y herramientas.

— Conocer la existencia y propiedades de los diversos instrumentos y recursos dis-

Esta es la base a partir de la cual la OCDE, en el marco del Proyecto DeSeCo, indica
diversas competencias matematicas necesarias para formar a ciudadanos que puedan
identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, emi-
tir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfa-
cer las necesidades de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y

reflexivo (OCDE, 2004).

En el cuadro 3 se presenta un analisis comparativo entre los estandares de procesos

del NCTM (2000) y las competencias matematicas (Niss, 2002; OCDE, 2004):
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Cuadro 3. Comparacion entre los estandares de procesos y las competencias matematicas.

Estandares de procesos
matematicos
(NCTM, 2000)

Competencias matematicas
(Niss, 2002)

Competencias matematicas
(OCDE, 2004)

Resolucion de problemas

Planteamiento y resolucion de
problemas matematicos

Planteamiento y resolucion de
problemas

Usoderecursos y herramientas

Razonamiento y prueba

Dominio de modos de pensa-

Pensamiento y razonamiento

miento matematico

Razonamiento matematico Argumentacion
Comunicacion Comunicacion en, con y | Comunicacion

acerca de las matematicas
Conexiones - -
Representacion Representacion de entidades | Representacion y uso de ope-

matematicas raciones y lenguaje técnico,

simbolico y formal

Analisis y construccion de | Construccion de modelos

modelos

Manejo de simbolos matema-
ticos y formalismos

Los procesos matematicos y las competencias matematicas que se exponen en el
cuadro anterior subrayan una misma vision que enfatiza la capacidad de usar de forma
comprensiva y eficaz las matematicas que se aprenden en la escuela en una variedad de
contextos, ademas del escolar. Se trata de un nuevo enfoque que de Guzman (2001, p. 9)
sintetizd de forma muy clara:

“En la situacion de transformacion vertiginosa de la civilizacion en la cual nos encontra-
mos, esta claro que los procesos verdaderamente eficaces de pensamiento, que no se vuel-
ven obsoletos con tanta rapidez, es lo mas valioso que podemos ensefiar a nuestros jovenes.
En nuestro mundo cientifico e intelectual tan rapidamente mutante vale mucho mas proveerse
de procesos de pensamiento utiles que de contenidos que rapidamente se convierten en ideas
inertes ...”

Los procesos matematicos y las competencias matematicas permiten ampliar la pers-
pectiva acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina. En el estudio TEDS-
M 2008 (el primer estudio comparativo a nivel internacional y a gran escala, sobre
educacion superior, centrado en la formacion inicial de los profesores de matematicas)
se presentan dos visiones contrapuestas: a) las matematicas como un conjunto de reglas y
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procedimientos, y b) las matematicas como un proceso de indagacion. En la primera vi-
sion se tienden a ver las matematicas como un conjunto de procedimientos que hay que
aprender, con normas estrictas acerca de lo que es correcto o no, mientras que en la se-
gunda vision se valoran las matematicas como un instrumento para responder a pregun-
tas y resolver problemas, en la que los procesos matematicos se consideran herramientas
de indagacion, es decir, medios para un fin y no el fin en si mismo. En el cuadro 4 se pre-
sentan algunas afirmaciones de ambas visiones:

Cuadro 4. Visiones acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012).

Matematicas como un conjunto de reglas y
procedimientos

Matematicas como un proceso de indagacion

Las matematicas son una coleccion de nor-
mas y procedimientos que determinan coémo
se resuelve un problema.

Saber matematicas implica recordar y apli-
car definiciones, formulas, hechos matema-
ticos y procedimientos.

Para resolver una tarea matematica es nece-
sario conocer el procedimiento correcto. En
caso contrario uno esta perdido.

El rigor logico y la precision son fundamen-
tales para las matematicas.

Para hacer matematicas se requiere mucha
practica, la aplicacion correcta de procedi-

Las matematicas implican creatividad y
nuevas ideas.

En matematicas uno puede descubrir y ensa-
yar muchas cosas por si mismo.

Si uno se involucra en las tareas matemati-
cas, puede hacer descubrimientos (p. ¢j., co-
nexiones, reglas y conceptos).

Los problemas de matematicas se pueden
resolver de maneras diferentes.

Muchos aspectos de las matematicas tienen
notable valor practico.

Las matematicas ayudan a resolver proble-
mas y tareas de la vida cotidiana.

mientos rutinarios y estrategias de resolu-
cion de problemas.

Las matematicas significan aprender, recor-
dar y aplicar.

La vision de las matematicas como un conjunto de reglas y procedimientos, pues, se
asocia a la instruccion matemadtica, es decir, se interpreta el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la disciplina como un conjunto de reglas y procedimientos que se adquieren
a través de la ejercitacion, mientras que la vision de las matematicas como un proceso
de indagacion se corresponde con un enfoque mas competencial, en el que se ofrecen a
los aprendices diversas herramientas para que progresivamente aprendan a usar las ma-
tematicas en su vida cotidiana. En el informe espafiol del TEDS-M 2008 (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012) los futuros maestros espafioles muestran un mayor
acuerdo en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de res-
puestas de acuerdo) que en considerarlas como un conjunto de reglas y procedimientos
(50% de respuestas de respaldo). Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), en un estu-
dio realizado con estudiantes de primer curso del grado de maestro, analizan las actitu-
des hacia la materia (un 40% admiten que les gustan las matematicas) junto con otras
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consideraciones referentes a los contenidos matematicos que forman parte del curriculo
(se destaca sobre todo la geometria, con un 91% de acuerdo), o la utilidad y el sentido
de las matematicas (un 66% admiten que sirven para razonar y pensar). Aunque impli-
citamente se hace alusion a algunos procesos matematicos, en dicho estudio no se ana-
liza con detalle la opinion de los estudiantes en relacion a este tipo de conocimientos
matematicos.

A partir de estos datos previos, en este estudio se quiere analizar con mayor detalle
cuales son las consideraciones de los futuros maestros acerca de los procesos matemati-
cos. En este contexto, nuestra pregunta de investigacion es:

* (Cuales son las opiniones de los estudiantes para maestro sobre los aspectos que

mejor definen a las matematicas?

Particularmente, el objetivo de nuestro estudio es identificar qué lugar ocupan los
procesos matematicos en el sistema de creencias de los estudiantes para maestro sobre
las matematicas como disciplina.

METODOLOGIA
Participantes

La muestra esta formada por 142 estudiantes, 72 pertenecientes al Grado de Edu-
cacion Infantil y 70 del Grado de Educacion Primaria. Todos los estudiantes, en el mo-
mento que se realizo el estudio, estaban cursando primero en la Universidad de Girona.

La edad media de los estudiantes del Grado de Educacion Infantil es de 21,2 afios, y
de los de Educacion Primaria es de 20,3 afios. El porcentaje de hombres en Educacion
Infantil es de 4,35% y en Educacion Primaria es de 12,04%. El 56,5% de los estudiantes
de Infantil provienen del ciclo formativo de grado superior en Educacion Infantil, y el
29,8% de estudiantes de Primaria provienen de ciclos formativos de grado superior. De
los estudiantes que provienen de bachillerato, el 14,28% de Infantil y el 16,13% de Pri-
maria provienen de un bachillerato cientifico-tecnoldgico. Por lo tanto, de la muestra del
estudio, solo el 4,4% en Educacion Infantil y el 6,8% en Primaria, han cursado matema-
ticas en los dos ultimos afios antes de empezar los estudios universitarios.

Diserio y procedimiento

En el primer semestre de primero, antes de iniciar cualquier asignatura o moédulo for-
mativo relacionado con las matematicas y su didactica se administrd un cuestionario a
todos los participantes para identificar diversas creencias acerca de la educacion mate-
matica centradas en las diversas dimensiones indicadas por Caballero, Blanco y Gue-
rrero (2008). En una de estas cuestiones se les solicitaba que indicaran tres aspectos
clave (de mayor a menor importancia) que asociaban con las matematicas, puesto que se
consider6 que implicitamente iba a aportar datos acerca de la vision de los estudiantes
acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina.

Para la categorizacion de las respuestas dadas se ha combinado la categorizacion de-
ductiva y la inductiva (Bonilla y Rodriguez, 1995), es decir, en un primer momento se ha
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partido de unidades de significado identificadas en marcos tedricos existentes (catego-
rizacion deductiva) pero, posteriormente, con la revision cuidadosa de todo el material,
se han identificado subcategorias que emergen de la misma informacion (categorizacion
inductiva).

Las tres categorias principales que se han considerado para clasificar las respues-
tas han sido: Factores Cognitivos, Factores Procedimentales y Factores Actitudinales.
Estas tres categorias se han establecido a partir de la revision de la literatura (NCTM,
2000; Caballero, Guerrero y Blanco, 2007; Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010;
Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012; Ruiz de Gauna, Garcia y Sarasua,
2013) y a partir de las definiciones y clasificaciones dadas por la OCDE en su Proyecto
DeSeCo (OCDE, 2001) sobre las competencias basicas, donde considera la competencia
como una combinacion de conocimientos, destrezas y actitudes.

Los Factores Cognitivos incluyen elementos que ayudan al estudiante a “saber co-
nocer”. Esta categoria se ha subdividido en cuatro subcategorias definidas a partir de las
respuestas dadas por los estudiantes y a partir de las categorias del trabajo de Guirado,
Olivera, Mazzitelli y Aguilar (2010): Inteligencia, memoria, comprension y calculo men-
tal y escrito. Los Factores Procedimentales permiten “saber hacer”. En esta categoria,
basandonos en los estandares de procesos definidos por el NCTM (2000), se han consi-
derado las subcategorias: resolucion de problemas, razonamiento, comunicacion y cone-
xiones. Por Ultimo, los Factores Actitudinales se conciben como el conjunto de aspectos
que ayudan al alumno a “saber ser”. A partir del trabajo de Guirado, Olivera, Mazzitelli
y Aguilar (2010) y de las respuestas dadas por los estudiantes se han considerado cuatro
subcategorias: interés, esfuerzo, participacion y autoconcepto. En el cuadro 5 se pre-
senta una sintesis de las categorias y subcategorias consideradas:

Cuadro 5. Categorias y subcategorias sobre la naturaleza de las matematicas

Factores Cognitivos Factores Procedimentales Factores Actitudinales
Inteligencia Resolucion de problemas Interés
Memoria Razonamiento Esfuerzo
Comprension Comunicacién y representacion | Participacion Autoconcepto
Calculo mental y escrito Conexiones

Dado el tipo de poblacion y de datos analizados, aunque la pregunta a analizar sea
una variable cualitativa, la metodologia que se ha utilizado para su analisis y discusion
ha sido de tipo cuantitativo. Para tener en cuenta el orden de los tres aspectos clave que
los estudiantes asocian con las matematicas (de mayor a menor importancia), se han pon-
derado sus respuestas dando un peso de 0,5 al primer factor, de 0,3 al segundo y de 0,2
al factor que indican en tercera posicion.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 7-20, ISSN: 2340-714X 15



Sobre la naturaleza de las matematicasen la formacion inicial de maestros: los procesos matemadticos ...
Angel Alsina y Paula Lopez

RESULTADOS

Para la exposicion de los resulta-
dos, en primer lugar se muestran los
datos obtenidos acerca de los tres as-
pectos clave que los estudiantes aso-
cian con las matematicas. Al haber
ponderado las respuestas segun el
orden de los aspectos indicados
(0,5; 0,3; 0,2), el nimero de estu-
diantes que se indican en las tablas
de resultados de cada categoria no
es un nimero natural.

M Factores cognitivos M Factores procedimentales m Factores actitudinales

Figura 1. Grafico comparativo
entre las tres categorias.

Tabla 1. Resultados obtenidos en las tres categorias

N° estudiantes Porcentaje
Factores cognitivos 72,6 51,1%
Factores procedimentales 30 21,1%
Factores actitudinales 39,4 27,7%
Total 142 100 %

Los resultados anteriores muestran que mas de la mitad de los estudiantes para maes-
tro (un 51,1%), considera que los aspectos cognitivos son los que mejor definen a las
matematicas. En segundo lugar consideran los factores actitudinales (un 27,7%), mien-
tras que los aspectos que vinculan menos con las matematicas son los procedimentales

(21,1%).

A continuacion se presentan los resultados de forma mas detallada, diferenciando
cuatro subcategorias dentro de cada categoria.

Tabla 2. Resultados obtenidos en las distintas subcategorias

N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Inteligencia 26,8 18,9%
Factores Memoria 3,8 2,7% 18.55
cognitivos Comprension 12,4 8,7% '
Calculo mental y escrito 31,2 22%
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N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Razonamiento 5,2 3,7%
Factores Comunicacion 2,2 1,5%
procedimentales | conexiones 6,1 4,3% 763
Resolucion de problemas 17,1 12%
Interés 19,5 13,7%
Factores Esfuerzo 14,6 10,3% 03
actitudinales Participacién 0,7 0,5% ’
Autoconcepto 2.4 1,7%
Total 142 100%

Estos datos indican que, en
relacion a los factores cogni-
tivos, los aspectos que los es-
tudiantes identifican mas con
las matematicas son el célculo
mental y escrito (22%) y la in-
teligencia (18,9%). Dentro de
los factores actitudinales, los
aspectos mas destacados son
el interés (13,7%) y el esfuerzo
(10,3%). Y respecto a los facto-
res procedimentales, el aspecto
que asocian mas a las matema-
ticas es la resolucion de problemas (12%). El factor cognitivo que menos asocian con las
matematicas es la memoria (2,7%), el factor actitudinal menos relevante es la participa-
cion (0,5%) y el factor procedimental que menos consideran es la comunicacion (1,5%).

Figura 2. Grafico comparativo entre las sub-categorias.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio se han identificado las creencias de los estudiantes para maestro sobre
la naturaleza de las matematicas. Una primera interpretacion de los resultados obtenidos
confirma la presencia de tres categorias de factores: cognitivos, actitudinales y procedi-
mentales, en contraposicion a diversos estudios preliminares que subrayan exclusiva-
mente factores cognitivos y actitudinales, incluidos en la agenda Creencias y dominio
afectivo: actitudes y cognicion (Llinares, 2008). En otras palabras, en estos estudios pre-
vios se consideran Unicamente los factores de las matematicas que permiten a los alum-
nos “saber conocer” y “saber ser”, de acuerdo con la terminologia de la OCDE para
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definir las competencias clave (OCDE, 2001). Consideramos que la incorporacion de
factores procedimentales, en la linea ya iniciada por algunos trabajos (NCTM, 2000;
Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010), contribuye a comprender con mayor pre-
cision el conjunto de creencias que acaban configurando la identidad profesional del
maestro de matematicas acerca de la naturaleza de las matematicas. Estos factores res-
ponden al “saber hacer” (OCDE, 2001), e incluyen las formas de pensar propias de las
matematicas, como resolver problemas, razonar y demostrar, comunicar y representar o
hacer conexiones (NCTM, 2000).

Una segunda interpretacion de los resultados obtenidos es el escaso peso de los facto-
res procedimentales en el conjunto de creencias acerca de la naturaleza de las matemati-
cas. Los datos obtenidos han puesto en evidencia que los futuros maestros no consideran
suficientemente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos
datos ponen de manifiesto una construccion de la identidad profesional del maestro de
matematicas que deja de lado algunas de las tendencias contemporaneas en educacion
matematica (NCTM, 2000; Niss, 2002; OCDE, 2004), en las que se destaca la importan-
cia de los procesos de pensamiento matematico para el aprendizaje de las matematicas
en general y para la adquisicion de la competencia matematica en particular. A la vez, los
resultados de nuestro trabajo muestran algunas contradicciones con los datos del estudio
internacional TEDS-M (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012). Como se ha
indicado, en dicho estudio los futuros maestros espafioles muestran un mayor acuerdo
en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de respuestas de
acuerdo), lo que significa que mayoritariamente asocian las matematicas con una vision
competencial que incluye la actividad heuristica, la resolucion de problemas o las cone-
xiones con la vida cotidiana. Sin embargo, en nuestro estudio, cuando se les pregunta
acerca de los factores que asocian con las matematicas, estos aspectos procedimenta-
les son los que tienden a ocupar las ultimas posiciones en su escala de creencias. En una
linea similar al TEDS-M, en el estudio de Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), los
factores procedimentales (y en concreto las acciones de “razonar” y “pensar”) tienen
una alta valoracion entre los estudiantes (66%), mientras que en nuestro estudio el 3,7%
de los estudiantes asocian el razonamiento a las matematicas, y un 12% a la resolucion
de problemas. Una posible explicacion es que las caracteristicas de los participantes de
ambos estudios son diferentes: en nuestro caso, se trata de estudiantes de primer curso de
los Grados de Educacion Infantil y Educacion Primaria, mientras que el estudio TEDS-
M se realiz6 con estudiantes de tercer curso de primaria de la antigua diplomatura de ma-
gisterio que ya habian recibido una formacion en didactica de las matematicas.

De estos datos se desprenden algunas posibles implicaciones didécticas que deberian
considerarse tanto en la formacion inicial como en la formacion permanente del profeso-
rado. La consideracion de los procesos matematicos implica partir de un planteamiento
curricular mucho mas globalizado que no se limite a los contenidos de una unica area,
sino trabajar de forma integrada, explorando como se potencian unos y otros y usando-
los sin prejuicios. Ademas, exige trabajar para favorecer la autonomia mental del alum-
nado, potenciando la elaboracion de hipdtesis, las estrategias creativas de resolucion de
problemas, la discusion, el contraste, la negociacion de significados, la construccion con-
junta de soluciones y la busqueda de formas para comunicar planteamientos y resultados.
En definitiva, pues, se trata de ayudar a gestionar el conocimiento, las habilidades y las
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emociones pera conseguir un objetivo. En los ultimos afios son muchos los profesionales
que han ido incorporando los procesos matematicos en sus practicas docentes (para una
revision mas exhaustiva, consultar Alsina 2011, 2014), y es de esperar que vaya en au-
mento en el futuro dada la relevancia que actualmente se da a los procesos.

En cualquier caso, de acuerdo con Kaasila, Hannula y Laine (2012), los estudios acerca
de la vision de las matematicas de los futuros maestros tienen un papel importante porque
revelan coémo van construyendo su identidad profesional, y desde este marco consideran
que es necesario que los formadores de maestros comprendan sobre todo los puntos de
vista negativos. La identificacion y toma de conciencia de estas creencias es el requisito
necesario para poder promover procesos de cambio durante la formacion inicial (Kaasila,
Hannula, Laine y Pehkonen, 2006, 2008), y evitar asi que los futuros maestros accedan a
la practica profesional con unas creencias acerca de la naturaleza de las matematicas que
conlleven omisiones importantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de la disci-
plina, como por ejemplo dejar de lado los procesos de pensamiento matematico.

Por esta razon va a ser necesario disefiar nuevos estudios que analicen con instrumen-
tos mas detallados las creencias de los futuros maestros acerca de los procesos matema-
ticos, ya que consideramos que el hecho de haber planteado una unica pregunta sobre los
aspectos clave que los estudiantes asocian con las matematicas puede haber sido una limi-
tacion importante en el disefio de nuestro estudio. Paralelamente, sobre todo si en futuras
investigaciones se confirman los resultados reveladores de este estudio, va a ser necesario
disefiar programas de intervencion que promuevan la incorporacion de los conocimientos
disciplinares y didécticos referentes a los procesos de pensamiento matematico en los mo-
dulos y asignaturas de didactica de las matematicas de los estudios del Grado de Maestro.
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Resumen: Tradicionalmente, ha sido problematico el aprendizaje del concepto de
funcion. En este trabajo se reportan los hallazgos de una investigacion en donde se
analizaron las dificultades presentadas por estudiantes de once grado al hacer trans-
formaciones de representaciones de una funcion, con el registro tabular como registro
principal. Para recoger la informacion se aplico un cuestionario, con una situacion que
involucra el concepto de funcion. Las dificultades estuvieron relacionadas con la iden-
tificacion del contenido de las representaciones, el funcionamiento de los registros y la
coordinacion entre ellos. Fue posible apreciar que los estudiantes no reconocen el regis-
tro tabular como apoyo valido para sustentar sus respuestas.

Palabras clave: registros semioticos de representacion, coordinacion entre registros,
conversion, tratamiento, funcion.

Difficulties of students from elevend grade to make
changes of representations of a function

Abstract: Traditionally, the learning of the concept of function has been problematic. In
this paper we report the findings of an investigation which analyzed the difficulties pre-
sented by grade eleven students to make transformations of representations of a function,
with tabular register as primordial one. To collect the information a questionnaire was
applied with a situation involving the concept of function. The difficulties were related to
the identification of the content of the representations, the operation of registers and the
coordination between them. It was possible to identify that students do not recognize as
a valid support the tabular register to support their answers.
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INTRODUCCION

Al analizar lo propuesto en los estandares del National Council of Teachers of Mathe-
matics (2000) y del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2005) frente a los
resultados de las investigaciones respecto a la conceptualizacion de la nocion de funcidon
(Cordero, 1997; Dolores, 2004; Gatica et al., 2010; Hitt, 2000, 2003a, 2003b), se eviden-
ciauna descompensacion en el abordaje dado a este concepto a través de diferentes regis-
tros semidticos de representacion, lo que podria dificultar el desarrollo de pensamiento
variacional en los estudiantes. Esta descompensacion lleva al alumno a cometer errores
y los errores, si no son resignificados apropiadamente, pueden conducir el proceso de
aprendizaje por un camino equivocado, ya que los estudiantes se pueden acostumbrar a
ellos y no distinguir lo adecuado de lo inadecuado. Incluso, por acumulacion de malas
experiencias, pueden llevar a los sujetos a no permitirse conflictos cognitivos, por lo que
en estas condiciones seria dificil la adquisicion de conocimientos (Amaya, 2010).

Ademas, uno de los conceptos basicos relacionados a la ensefianza y el aprendi-
zaje del calculo es, sin duda, el de funcion. Asimismo, numerosas investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica (Benitez, 2010; D’ Amore, 2006; Ochoviet y Oktag,
2011; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008) han puesto de manifiesto que exis-
ten dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas a la construccion de este con-
cepto (Del Castillo, 2003). Una de estas dificultades, segin Duval (2004), es el transito
entre diferentes registros de representacion; esto es, identificar elementos en un regis-
tro de partida y encontrar su equivalente en un registro de llegada. En particular, Duval
(2012a) considera que, a diferencia de otras ciencias, el acceso al objeto de estudio en
matematicas es exclusivamente semiodtico y que toda actividad matematica consiste en
la transformacion de representaciones semioticas —producciones constituidas por signos
que pertenecen a un sistema de referencia, el cual tiene sus propias reglas de significa-
cién y de funcionamiento—.

De lo anterior se puede deducir que este proceso de transformacion de representa-
ciones es esencial en el aprendizaje de las matematicas, ya que la Ginica forma de acce-
der a los conocimientos matematicos es a través de las representaciones semio6ticas (Hitt,
2003a). Las representaciones en diferentes registros se complementan, es decir, ninglin
sistema de representacion puede producir una representacion cuyo contenido sea del
todo completo y adecuado al objeto representado, por lo que el recurso a varios registros
se considera condicion necesaria para la conceptualizacion (Del Castillo, 2003). Esto se
debe, segiin Duval (1999), a que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, es decir, no es posible estudiar los fenomenos relativos
al conocimiento sin recurrir a las representaciones semioticas. En este sentido se ha for-
talecido la idea de que cuando se usan en la ensefianza de las matematicas actividades
didacticas que favorecen la utilizacion y articulacion entre diferentes registros, el apren-
dizaje resulta beneficiado.

Se evidencia asi que un sistema de representacion coopera en la construccion de ob-
jetos matematicos, relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual
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se comparten los artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comuni-
dad (Kaput, 1989). También pone en evidencia la importancia de que los alumnos co-
necten los diferentes sistemas semidticos de representacion con los elementos del medio
sociocultural donde se desempefian.

El presente estudio se centra en el analisis de las transformaciones entre represen-
taciones que realizan estudiantes colombianos de 15-17 afios de edad. Se caracterizan
sus dificultades, tanto con la identificacion del contenido de la representacion de partida
como con el funcionamiento de los registros en los que se hacen las representaciones y
la coordinacion entre ellos, en el tema funciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

En las ultimas décadas las investigaciones en Educacion Matematica han tenido un
importante desarrollo, presentandose algunos acuerdos entre administradores educati-
vos y grupos de investigadores, quienes a su vez han sentado algunas sugerencias sobre
el tipo de problemas que se debe utilizar en matematicas -que despierten el interés de
los alumnos y favorezcan su aprendizaje-, la forma de organizar las secuencias de activi-
dades utilizadas en clase de matematicas y la necesidad de analizar las producciones de
los estudiantes -para utilizar sus dificultades de comprension en beneficio de su propio
aprendizaje-. Este trabajo se encuadra en esto ultimo.

En particular, los contextos de representacion usados en la actividad matematica sur-
gen como hilo de enlace que permite proponer problemas interesantes a través de los
cuales analizar las dificultades de comprension de los estudiantes —a través de, por ejem-
plo, sus errores conceptuales— y usarlos para mejorar sus procesos de aprendizaje.

En relacion con el tipo de actividades para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, el National Council of Teachers of Mathematics (2000)
considera fundamental que se los enfrente a actividades que constituyan un reto para su
curiosidad, que los estimulen a usar sus presaberes, a investigar lo que desconozcan y a
analizar los contenidos estudiados. Especificamente, el Ministerio de Educacion Nacio-
nal (2005) considera indispensable el estudio de patrones, nociones y conceptos propios
del pensamiento variacional, el cual tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o regis-
tros simbolicos, ya sean verbales, iconicos, tabulares, graficos o algebraicos. Tiene como
proposito construir distintos acercamientos significativos para la comprension y uso de
los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos asi como del
calculo numérico y algebraico. Ademas, cumple un papel preponderante en la resolucion
de problemas sustentados en el estudio de la variacion y el cambio, y en la modelacion
de procesos de la vida cotidiana. Su estudio se inicia con la deteccion de los criterios que
rigen regularidades o reglas de formacion, para identificar la unidad que se repite perio-
dicamente dando lugar a un patron.

El tipo de actividades sugeridas por el National Council of Teachers of Mathematics
(2000) y el analisis de secuencias y patrones recomendado por el Ministerio de Educa-
cion Nacional (2005) pueden desarrollar en los estudiantes la capacidad para identifi-
car o construir un patroén de regularidad y la capacidad para reproducirlo en diferentes
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registros, por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula. Segiin Del Casti-
llo (2003), este proceso de establecer congruencias es condicidon necesaria para la com-
prension de un concepto matematico.

El analisis de las dificultades de comprension de los estudiantes invocando sus con-
cepciones es indispensable para ayudarlos a entender el tema que se esté estudiando, para
lo que es necesario analizar sus errores conceptuales. Al respecto, Godino, Font y Bata-
nero (2003) mencionan:

(...) hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar. El término difi-
cultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio.
Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la difi-
cultad es alta, mientras que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja (p.69).

Este planteamiento implica concebir la practica curricular y evaluativa como un se-
guimiento permanente al proceso de adquisicion de conocimientos. El error se cons-
tituye en una via natural de acceso al conocimiento, una manifestacion de un proceso
constructivo que se debe encauzar y orientar de tal manera que el que aprende se termine
beneficiando.

Por otro lado estan los contextos de representacion usados en la actividad mate-
matica. Duval (2004) considera prioritarias las posibilidades de transformar una re-
presentacion semidtica en otra representacion semidtica, como base en un proceso de
comunicacion que busca saber como puede ser codificado/decodificado un objeto mate-
matico para poder ser comprendido por alguien. Segin este autor, todo progreso de co-
nocimiento en matematicas pasa por este trabajo de transformacion. Distingue dos tipos
de transformaciones: el tratamiento, que es una transformacion estrictamente interna en
un registro determinado, con cierta homogeneidad en las representaciones producidas,
donde la produccion se hace como si cada representacion fuera autosuficiente, y la con-
version, que es una transformacion de un objeto de un registro a otro, es decir, es aquella
en la que la representacion se pone en paralelo con otra representacion de otro registro.

La conversion de un registro a otro puede resultar congruente o no; es decir, el pa-
saje entre dos representaciones de un mismo objeto puede hacerse en un sentido y no
hacerse en el otro. Ademas, las representaciones de un mismo objeto pueden resultar he-
terogéneas; esto es, el contenido de una representacion en un registro dado puede ser sus-
tancialmente diferente al contenido de otra representacion en otro registro. Para Duval
(2004), si se quieren comprender los procesos de aprendizaje de las matematicas, es ne-
cesario tomar en cuenta muy seriamente esta heterogeneidad, estableciéndose asi la ne-
cesidad de utilizar mas de una representacion para acceder al conocimiento matematico
y de conocer la proveniencia de las transformaciones; es decir, si provienen de un trata-
miento o de una conversion, que permita un analisis cognitivo de las dificultades en la
adquisicion de los conocimientos matematicos.

Las representaciones matematicas o sistemas simbodlicos matematicos son sistemas
de representaciones especiales en los que el mundo representado es una estructura ma-
tematica y el mundo representante es un esquema de simbolos que contiene correspon-
dencias especiales (Kaput, 1987). Los sistemas simbolicos matematicos, de la misma
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manera que el lenguaje natural y los sistemas pictoricos, controlan el influjo de experien-
cias al separarlos en pedazos, asignando los simbolos a dichos pedazos y coordinando
estas notaciones en un entorno adecuado de matices y referentes complejos. El sistema
de simbolos matematicos y sus conexiones puede formar una estructura que actlia para
representar otro sistema de simbolos que exhibe una autosimilitud cuando se amplifica
(Meel, 2003). Es asi que, a través de las representaciones externas de un objeto matema-
tico y las relaciones entre ellas, es posible estructurar nuevas representaciones que pue-
den tener connotaciones diferentes a las que les dieron origen.

Entre las tantas representaciones que permite una funcion, esta la representacion ana-
litica, la cual a su vez puede asumir varias formas: algebraica, consistente en una for-
mula que permite modelar la situacion en juego; polinomio aritmético, como resultado
de reemplazar un valor numérico en un registro algebraico; secuencia, que permite deter-
minar el patrén de regularidad o de crecimiento de una funcion. Otra de las representa-
ciones semidticas de una funcion es la tabular, en la que se parte de una tabla y se ubican
las entradas de tal forma que el niimero de columnas (o filas, segin se ordenen) corres-
ponde al total o gran parte de las cantidades que intervienen en la situacion, que vienen
a ser los elementos que constituyen la funcion en ese registro.

Al respecto, diversas investigaciones (Amaya, 2010; Carrién, 2007; Dolores, 2004;
Leoén y Corredor, 2003) han tratado de identificar los problemas mas comunes en el
aprendizaje de las matemadticas, a través del andlisis de las producciones de los estudian-
tes, sus procedimientos espontaneos, sus errores y sus incomprensiones. Han intentado
dilucidar elementos acerca de su funcionamiento cognitivo y proponer formas para me-
jorar la adquisicion de habilidades que permitan a los alumnos acceder con mayor faci-
lidad a los conceptos. Comprender matematicas se manifiesta a través de habilidades a
disposicion y transferibles a diversos espacios de razonamiento en y sobre la realidad.
Para Meel (2003), comprender en matemadticas significa saber qué hacer y por qué se
debe hacer algo con un concepto matematico en el momento que se requiera utilizarlo,
lo que proporciona vias para la transferencia y extraccion de informacion desde la me-
moria del estudiante. Esta idea esta relacionada con la manera como se construyen con-
ceptos o redes conceptuales, vinculados a una serie de procesos cognitivos en relacion
con representaciones simbolicas; esto es, a la significacion que un individuo le atribuye
a un objeto matematico al vincular las representaciones internas y externas con una si-
tuacion contextual.

Segun Hitt (2000), una idea matematica -o procedimiento o hecho- es entendida si
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de entendi-
miento es determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. En este sentido, la
adquisicion de un concepto por parte de un individuo se dara cuando coordine por lo
menos dos de sus representaciones. Esto tiene que ver, segun Duval (1999), con la ar-
ticulacion entre sus representaciones semiodticas. Un concepto matemdtico visto en sus
diferentes representaciones proporcionard informacion especifica, dando solidez al con-
cepto. Para Meel (2003), estos mecanismos producen significados y, por lo tanto, desa-
rrollan comprension para el estudiante por medio de la creacion de nuevos vinculos entre
los sistemas de representacion o los elementos de reorganizacion dentro de un sistema
de representacion.
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De lo anterior se reconoce que la comprension de un objeto matematico se hace por
medio de las representaciones semidticas, lo cual se basa en la ley fundamental del fun-
cionamiento cognitivo de Duval (1999): no hay noesis sin semiosis. Se manifiesta a tra-
vés de la soltura en la actividad cognitiva de conversion. De aqui cabe destacar el papel
de las representaciones semioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos. Se basan en tratamientos y conversiones entre registros, que permiten co-
nexiones entre los elementos de una red (el concepto) asi como de la estructura cognitiva
(como un todo). Segun Duval (2004), en matematicas, poder cambiar de sistema de re-
presentacion es una exigencia cognitiva absolutamente necesaria y fundamental, porque
el acceso a los conocimientos matematicos requiere la integracion en una arquitectura
cognitiva de los sistemas semioticos de representacion. De hecho “se cree que la familia-
rizacidn progresiva con un nuevo tipo de representacion provoca de manera casi natural
el pasaje de este tipo de representacion a los tipos de representacion anteriormente utili-
zados” (Duval, 2004, p.30).

Ademas, Duval (2012b) considera que las diferencias que separan las matematicas
de otros campos del conocimiento provienen del modo de acceso a los objetos estudia-
dos: en matematicas se hace por medio de la produccion de representaciones semidticas
y no por la percepcion o la utilizacién de instrumentos, como ocurre en otras ciencias.

Esto nos permitira inferir tres ideas clave para describir el modo de funcionamiento cogni-
tivo que caracteriza al pensamiento matematico. (1) Los registros son los sistemas productores
de representaciones semidticas. (2) La comprension en matematicas moviliza siempre impli-
cita o explicitamente al menos dos registros; dicho de otra manera, la comprension en mate-
maticas requiere la coordinacion y el funcionamiento en sinergia de varios registros. (3) Cada
registro abre un campo de transformacion de las representaciones, y por lo tanto, posibilidades
de tratamiento matematico que le son propias (p.15).

Duval (2004) considera que el reto de la ensefianza para la formacion inicial no es
tanto la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino -a través de ello- el de-
sarrollo de las capacidades de pensamiento del alumno. El desarrollo de estas capacida-
des depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren para
la comprension de todos los conocimientos que él debera adquirir, no solamente en la
escuela, sino después de ella. Por estar en un mundo en el cual ningun individuo puede
aprender de antemano lo que le sera profesional o humanamente util, el reto de la ense-
flanza en la formacion inicial es dar al estudiante los medios para comprender y aprender
por él mismo. Al respecto, la UNESCO (2005) considera que la escuela, como respon-
sable tradicional de la educacion de los miembros de una sociedad, debe bregar para que
estos adquieran una formacion basica que les permita aprender a aprender, y hacerlo con-
tinua, sistematica y permanentemente. Lo que esta en juego, segiin Duval (2012a), es el
desarrollo de la autonomia intelectual de los estudiantes. Desde esta perspectiva es que
las matematicas pueden aportar una gran contribucion a la formacion de los alumnos.
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METODOLOGIA

Se asume un estudio descriptivo de casos (Servan y Servan, 2010), bajo un enfoque
cualitativo de tipo empirico (Bravin y Pievi, 2008). Las transformaciones entre registros,
tanto tratamientos como conversiones, se constituyeron en las categorias de analisis de
la investigacion. Se desarrollo en tres etapas fundamentales:

a) Revision documental: consistido en una busqueda bibliografica a fin de obtener
antecedentes de investigaciones y fundamentar a nivel teorico lo relativo a las
dificultades de los estudiantes con las transformaciones de representaciones del
concepto de funcion.

b) Diseflo y aplicacion de instrumentos: se elaboraron, adecuaron y pusieron en mar-
cha los protocolos empleados en la investigacion.

¢) Obtencion y analisis interpretativo de resultados: teniendo en cuenta el desem-
pefio estudiantil en las transformaciones entre registros del contenido funcion, se
procesoé la informacion recabada y se avanzo hacia la discusion de los hallazgos.

Los informantes fueron 50 estudiantes (E,, conn=1, 2, 3, ..., 50) de undécimo grado
de la media académica de una escuela publica colombiana, con edades entre 15 y 17
afios, en un curso ordinario de pre-calculo previo al ingreso a la universidad. Para este
trabajo el desempefio fue de manera individual.

En una investigacion mas amplia, en la que se inscribe este trabajo, se utilizaron
cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas abiertas, observacion par-
ticipante, entrevistas semiestructuradas y grupos de discusion. En cuanto a los cuestio-
narios, cabe sefialar que se aplico un total de seis, cada uno involucrando una situacién
problematica. Aqui se comparten los resultados relativos a una de las situaciones, en la
que se consider? al registro tabular como registro principal. Los contenidos matematicos
requeridos ya habian sido desarrollados en el curso.

La situacion presentada estd constituida por ocho cuestiones a resolver:

En la siguiente tabla se muestran los costos de produccion de una empresa de discos
compactos.

Numero de discos Costo (en dolares)
1000 116000
2000 128000
3000 140000
5000
6100
224000
15000
72000
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1) Termina de llenar la tabla.

2) Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente.

3) Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2).

4) ;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son cons-
tantes o permanecen fijas?

5) ¢Qué relacion de dependencia hay entre las variables?

6) Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;jcudntos discos se
produjeron?

7) Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de produccion
para cualquier cantidad de discos compactos.

8) Realiza una grdfica que represente esta situacion.

Para procesar la informacién se analizaron las resoluciones de los estudiantes para
cada categoria de analisis, atendiendo tanto a los tratamientos como a las conversiones
empleadas. Se empleo la técnica de andlisis del contenido (Ander-Egg, 2003) para estu-
diar el contenido manifiesto de las producciones escritas al abordar las cuestiones plan-
teadas. Se agruparon las resoluciones con respuestas similares y se fue registrando en
una matriz de datos el porcentaje de alumnos de cada grupo asi como las caracteristicas
de los procedimientos llevados a cabo, ejemplificando en algunos casos con el de algun
estudiante en particular.

RESULTADOS

En lo que sigue se describen algunas caracteristicas de los desempefios estudianti-
les al realizar transformaciones de registros en la resolucion de la situacion planteada.

Cuestion 1. “Termina de llenar la tabla”.

Una caracteristica de las resoluciones del 92% de los estudiantes fue el paso previo
al registro analitico-aritmético, donde realizaron las operaciones que consideraron perti-
nentes, para el llenado de la tabla. Es decir, primero hicieron una conversion, utilizando
el registro analitico-aritmético como registro auxiliar. Realizadas las operaciones (trans-
formaciones tipo tratamientos) en este registro, volvieron a hacer otra conversion, al re-
gistro tabular como registro principal, y entonces procedieron a llenar la tabla (Fig. 1).
Realizaron un tratamiento en cierto sentido sin autosuficiencia, necesitando de la articu-
lacién con el registro analitico-aritmético como registro auxiliar para poder funcionar.
Sin embargo, teniendo en cuenta que ningln sistema de representacion produce una re-
presentacion cuyo contenido sea del todo completo y adecuado al objeto representado
(Del Castillo, 2003), el recurso a otros registros podria considerarse oportuno y hasta
conveniente, quedando la inquietud acerca de las reglas compartidas entre los registros
en juego.
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Figura 1. Tabla completada por el estudiante Eg

Particularmente Eg parece asumir de inmediato un modelo lineal afin de la situacion.
Encuentra la diferencia entre las dos primeras entradas (omitiendo signos) para conocer
la constante de proporcionalidad directa (12000) cada 1000 unidades (discos). Procede a
adicionar 12000 a filas consecutivas posteriores de la columna “costo”, sin detenerse de-
masiado a observar el incremento correspondiente en la cantidad de discos (pues en las
tres primeras filas el incremento de discos es de a 1000 unidades, pero en la cuarta fila el
incremento es de 2000 discos y en la siguiente es de 1100). En concordancia con lo plan-
teado por Carrion (2007), en la resolucion de Eq se advierten errores tanto en la ubica-
cion de las cantidades con las que se opera como en la escritura matematica implicada.

Cuestion 2. “Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente”.

En su mayoria los estudiantes se percataron de que el incremento en el costo de pro-
duccién era un multiplo de 12. Sin embargo, al variarles el incremento en la cantidad de
discos de 1000 a 100, no hicieron el cambio de 12000 a 1200 en los costos. Esto les im-
pidid seguir un patréon para cualquier cantidad de discos.

Precisamente el 72% de los estudiantes identifico el patron de regularidad y de creci-
miento de la situacion; sin embargo solo el 8% lo utilizé adecuadamente. El 12% empleo
los datos de la tabla y los modificé con informacion que se puede deducir de la situacion,
pero que no aparece explicita en la tabla que se les pide llenar. El 6% de los estudian-
tes encontrd el costo para producir cada disco si no se tuvieran costos fijos y lo utiliz6
para dar su respuesta. El resto tratd de encontrar este valor, pero haciendo una regla de
tres simple directa, sin excluir los costos fijos de produccion y sin llegar a la respuesta
pedida. Es asi que se evidencian multiples interpretaciones de la situacion, y aunque no
todas ellas son adaptadas a esta, si muestran rasgos caracteristicos genuinos del concepto
de funcidn; lo que segiin Gallardo, Gonzalez y Quintanilla (2013) es un indicio claro de
que algo se ha comprendido del concepto.
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Figura 2. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E12

Cuestion 3. “Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2)”.

Fueron notorias las dificultades de los estudiantes al intentar describir los procesos
realizados: el 36% realiz6 de manera adecuada los procedimientos y solo el 16% los des-
cribid correctamente, el 32% describi6 correctamente un procedimiento errado y los res-
tantes (32%) no pudieron ni con el proceso ni con su descripcion. Al tratar de explicar
los procedimientos que siguieron para obtener sus respuestas, lo que hicieron fue repe-
tir lo realizado anteriormente, acorde a lo reportado por Amaya y Barrera (2009). En las
explicaciones dadas por los estudiantes se evidencian dificultades al pasar de cualquier
registro de representacion al del lenguaje materno (coloquial); es decir, esta conversion
le resulté problematica a un grupo considerable de estudiantes. Esto coincide con los ha-
llazgos de Caligaris, Schivo, Romiti y Sgreccia (2013), en este caso, en el ingreso a la
universidad.

Un ejemplo de esta situacion se muestra en la Fig. 2, donde el estudiante E;, mani-
festd que hizo algo que en realidad no es lo que se ve que hizo. Al resolver un polinomio
aritmético dice que multiplico por 12, cuando en realidad lo hizo por 12000. Los resul-
tados de su resolucion no coinciden con lo que le daria haciendo lo que dice que hizo
(cuyos resultados si serian validos).

Sin embargo, al validar esta respuesta en un grupo de discusion, el estudiante da
muestra de que su comunicacion escrita fue la inadecuada, porque en su oralidad fue
bien explicito aclarando adecuadamente lo que realizo. En general los estudiantes dan
la cifra de cualquier cantidad sin decir los miles, incluso a veces también asi lo escri-
ben. Pero al cuestionarseles sobre la incoherencia de los valores, hicieron la aclaracion
que era 12000, acotando “todo el mundo dice 12”. Fue practicamente una constante en
este grupo de estudiantes: ser mas explicitos y precisos en su comunicacion oral que en
la escrita.

En la conversion al registro coloquial parece que los estudiantes dejaron el proceso
de asimilacion -en el sentido de Piaget- a medias, al quedarse solo en el manejo de datos,
estableciendo pocos vinculos entre la nueva informacion y su estructura mental consti-
tuida (Meel, 2003). Es decir, lograron establecer pocas conexiones entre el contenido de
los registros que los ayudara en la comprension de la situacion y el proceso de conexion
entre las representaciones. Esto requiere un manejo adecuado de la relacion entre el co-
nocimiento y los elementos de la red, asi como de la estructura como un todo. Acorde
con estas ideas, el progreso matematico -lograr generalizar y justificar los procedimien-
tos de solucion a tipos de problemas cada vez mas amplios (Godino et al, 2003)- fue lo-
grado por pocos estudiantes (16%) en esta investigacion. Y este proceso de establecer
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Figura 3. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E21

congruencias es, segin Del Castillo (2003), condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

En el manuscrito que se muestra en la Fig. 3 se evidencia que el estudiante E,; reco-
nocio6 algunos elementos significativos de la funcion, teniendo en cuenta que para Tall
(1985) el proposito de toda funcion es mostrar como varia algo. El hecho de que un
alumno reconozca que en la situacion se da el proceso de variacion es de gran relevancia
para este estudio, por cuanto el hecho de llevarlos a realizar transformaciones de regis-
tros se convirtid en una intervencion para la mejora en la comprension del tema.

Cuestion 4. “;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son
constantes o permanecen fijas?”.

Los estudiantes (64%) presentaron serias dificultades relacionadas con el reconoci-
miento de los elementos de la funcién y con el manejo de las operaciones; es decir, con la
identificacion del contenido de las representaciones y con el funcionamiento del registro,
en términos de Duval (2004). Sin embargo, el 48% de ellos identifico ciertos elementos
de la funcidn, pero no alcanzé a dar respuestas del todo acertadas, por omitir otros. Por
ejemplo, se dieron cuenta que por cada incremento de 1000 en la cantidad de discos se
presentaba un incremento de 12000 dolares en el costo de produccion, pero al dar su res-
puesta no tuvieron en cuenta que en la cuarta fila hubo un salto en la secuencia de nimero
de discos (se omitio el 4000), por lo que en la primera entrada que llenaron de la tabla
(correspondiente al costo para 5000 discos), en lugar de 164000 (140000+12000+12000)
colocaron 152000, que era el valor correspondiente a 4000.

Otra de las dificultades fue relacionar los elementos de la funcion con su significado
contextual. Por ejemplo, les costd aceptar que los valores de la funcion correspondieran
con los costos de produccion, que los costos fijos por unidad fueran 12 y no 12000, y que
los costos fijos de produccion fueran 104000 y no 116000, evidenciandose lo que Beni-
tez (2010) llama interpretacion local de la situacion.
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Cuestion 5. “;Qué relacion de dependencia hay entre las variables? .

Un alto porcentaje de estudiantes (76%) present6 dificultades para relacionar los ele-
mentos de la funcidén en una transformacion tipo conversion. En cada registro pudieron
identificar solo algunos elementos. Por ejemplo, ignoraron los costos fijos de produccion
y trabajaron con la funcién lineal como si fuera una funcion afin, evidenciandose un obs-
taculo en el sentido de Brousseau (1999). Aquellos que identificaron los elementos de
la funcion (24%) también pudieron clasificarlos y establecer relaciones de dependencia
entre ellos. Ademas, cabe advertir que el 16% de los estudiantes utilizé un registro auxi-
liar analitico-aritmético para dar respuesta a la consigna; mostrandose nuevamente que
el proceso de hacer transformaciones entre registros no es una cuestion sencilla ni espon-
tanea, es decir, estos procesos ontosemioticos de identificacion de aspectos comunes en
distintos registros suelen resultar complejos.

Cuestion 6: “Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;cuantos dis-
cos se produjeron?”.

Ningun estudiante utilizo el concepto de ecuacion para encontrar la incognita soli-
citada, ni en la entrada de la tabla que implicaba un tratamiento, ni en la pregunta que
implicaba una conversion al registro algebraico, coincidiendo en este sentido con lo re-
portado por Ochoviet y Oktac (2011). Los que dieron con la respuesta, lo hicieron por
tanteo (24%) o utilizando el patrén deducido en la secuencia (16%). Es decir, a los estu-
diantes se les dificultd mas encontrar el nimero de discos cuando se les dio previamente
el costo de produccion para una cierta cantidad de discos, que el proceso inverso: hallar
el costo de produccion para una determinada cantidad dada de discos. El primer caso es
un proceso que lleva implicito el concepto de ecuacion, que no fue utilizado por ninglin
estudiante para dar respuesta a esta pregunta. El segundo caso parece ser mas familiar a
los estudiantes, ya que es dar solucion a un polinomio aritmético -como el mostrado en
la Fig. 4, con el que se trabaja con frecuencia en cursos anteriores y en asignaturas como
Fisica y Quimica- o seguir el patroén de regularidad hasta dar con la respuesta.

Sin embargo resulta curioso que un grupo de estudiantes haya encontrado y utilizado
una expresion algebraica que modelara la situacion y no la hubieran utilizado para en-
contrar una incognita. Aqui los estudiantes no pudieron concebir la letra como niimero
generalizado, lo que les pudo impedir usar el concepto de ecuacion para encontrar la in-
cdgnita solicitada. Esto es, establecer la equivalencia entre la expresion algebraica y el
valor dado para los costos de produccion que lo llevaria a plantear una ecuacion y, de re-
solverla, a encontrar el numero de discos correspondientes a esos costos de produccion
(fig. 4).

Ademas, cabe sefialar que el 80% de los estudiantes no utiliz6 la informacion que
habia consignado en su tabla para responder otras preguntas, en concordancia con lo re-
portado por Amaya y Barrera (2009), donde la mayoria de los alumnos realiz6 nuevos
procedimientos para responder una pregunta, cuya respuesta ya habia obtenido al llenar
la tabla.
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Figura 4. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E18

Se evidencia en los estudiantes dificultades para conectar las representaciones en los
registros tabular, analitico y del lenguaje materno, en sintonia con lo reportado por San-
chez-Matamoros et al. (2008), lo que segun Hitt (2000) podria utilizarse como indicio de
si se comprende o no la situacion.

Cuestion 7. “Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de pro-
duccion para cualquier cantidad de discos compactos ™.

El mismo grupo de estudiantes que pudo relacionar los elementos de la funcion mo-
del¢ la situacion funcional, recurriendo y sin recurrir a un registro auxiliar. De salida es-
cribieron una expresion analitica y la utilizaron para obtener otras respuestas, como se
muestra en la Fig. 4. El estudiante E g presenta claras evidencias de haber encontrado
una expresion algebraica y utilizarla para obtener algunas de las respuestas que se le so-
licitaron. Este resultado corrobora una vieja creencia popular segln la cual es mas facil
el trabajo con funciones partiendo del registro algebraico como registro principal. Ade-
mas, hay una creencia generalizada entre los estudiantes que al solicitarseles una expre-
sion matematica que modele la situacion, se les esta pidiendo que escriban una formula.
De hecho, aqui un reducido grupo de estudiantes (4%) propuso como modelo una tabla.
En general, no conciben como un modelo matematico otra representacion que no sea la
algebraica.

Cuestion 8. “Realiza una grdfica que represente esta situacion”.
En la conversion al registro grafico también presentaron dificultades relacionadas es-

pecificamente con la congruencia entre los ejes y el sistema de unidades utilizado para
demarcarlos. Colocaron en los ejes la secuencia de numeros en el orden en que los iban
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Figura 5. Gréfica realizada

por el estudiante ES -

encontrando al ir resolviendo el polinomio aritmético, sin tener en cuenta el orden y car-
dinal en la variable independiente. Algo similar fue reportado por Dolores (2004), quien
encontrd que los estudiantes asociaban el comportamiento de las imagenes en las gra-
ficas con el comportamiento de sus abscisas, sin importarles el signo de sus ordenadas.

En el caso presente, los estudiantes si tuvieron en cuenta el signo de las ordenadas,
pero no la ubicacion en los ejes. La dificultad estuvo asociada al funcionamiento del re-
gistro grafico y a la coordinacion con el tabular (Duval, 2004). En la Fig. 5 se puede ver
que el estudiante Es asigno longitudes similares a los segmentos 0-116000 y 116000-
128000; es decir, la secuencia que siguio en la marcacion de los ejes no corresponde a
una progresion aritmética como habria de esperarse. Ademas, en la resolucion de este
alumno se evidencia el uso de la funcién afin en lugar de la lineal. Los estudiantes tienen
tendencia a hacer “pasar por el origen” a las representaciones graficas de rectas.

Otro aspecto que cabe destacar es el relacionado con la continuidad de la grafica.
Aunque los valores del dominio son discretos, el estudiante Es los asumié como conti-
nuos, uniendo los puntos marcados hasta obtener una funcidén continua como se mues-
tra en la Fig. 5, quizas por esa “rara tendencia” que tienen los alumnos a unir todos los
puntos de una funcion (Gatica, Tauber y Ruiz, 2002). Segun estos autores, la grafica-
cion comprende acciones de interpretacion y construccion. La interpretacion se refiere a
la habilidad de los estudiantes para leer y darle significado a una grafica, mientras que la
construccion se refiere a crear algo nuevo, elaborando una grafica a partir de una regla
funcional dada. En este caso, parece que ambas acciones se realizaron parcialmente: la
interpretacion porque no pudieron relacionar elementos de la funcion del registro tabu-
lar con sus equivalentes en el registro grafico, confundiendo por ejemplo dominio con
rango; la construccion porque no ubicaron los elementos que encontraron en el registro
tabular en el lugar correspondiente en el registro grafico. De esta manera las dos repre-
sentaciones, tabular y grafica, no resultaron congruentes. Ademas, para los estudiantes,
la grafica de la funcion depende de los puntos que se tomen para graficarla.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion muestran que la transformacion de registros de re-
presentacion de una funcion es una actividad compleja para estudiantes de la media aca-
démica, a pesar de que en dos cursos previos habian trabajado con funciones. La misma
no es espontanea y requiere una ensefianza intencionada que, en concordancia con Ro-
miti, Sgreccia y Caligaris (2012), procure atender de manera equitativa a los diversos re-
gistros, tanto en actividades de tratamiento como de conversion.

Las dificultades de los estudiantes estuvieron relacionadas con la identificacion del
contenido de las representaciones, la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar
una incognita, el funcionamiento de los registros y la coordinacién o conversion entre
dichos registros.

En cuanto a la identificacion del contenido de una funcién en el registro tabular,
como registro de partida, la mayoria de los estudiantes pudo identificar algunos elemen-
tos, pero no los suficientes para hacer transformaciones acordes a las cuestiones solicita-
das. Por ejemplo, muchos se dieron cuenta que la secuencia para los costos iba de 12000
en 12000 cuando el nimero de discos cambiaba de 1000 en 1000. Sin embargo, esto no
fue suficiente para determinar el patrén de crecimiento de la situacion. Trabajaron la fun-
cion lineal como si fuera una funcion afin y para encontrar los resultados solicitados rea-
lizaron una regla de tres simple directa. Este hecho les impidi6 llenar correctamente la
tabla, dar respuestas acertadas a las cuestiones planteadas, y realizar correctamente la
grafica. No obstante, los estudiantes identificaron en la situacion rasgos caracteristicos
genuinos del concepto de funcidn, lo que es un gran avance en su desarrollo de pensa-
miento variacional y un indicio claro de que algo se ha comprendido del concepto. Pero
dio la impresion que fue una comprension parcial, que se evidenci6 solo en algunas de
las cuestiones planteadas, como si de una pregunta a otra se hubiera cambiado la mues-
tra de estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior se plantea como una posibilidad de trabajo en el aula,
para contribuir a mejorar estos desempefios estudiantiles, formular preguntas interme-
dias del tipo: jcomo esta constituido el costo de produccion de discos?, ;hay costos fijos
(independientes de la cantidad a producir) y costos variables (segun la cantidad de dis-
cos que se produzcan)?, ;/podrias identificarlos: costo fijo:....; costo de 1000 discos: ...,
de 500 discos: ..., de 100 discos.: ..., de 1 disco.:...?

En la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita, la dificultad
estuvo en que la mayoria no pudo hallar una expresion algebraica que representara la si-
tuacion, y los que la obtuvieron no establecieron la equivalencia entre esta y el valor nu-
mérico dado para los costos de produccion, lo que los llevaria a la ecuacion requerida.
Teniendo en cuenta la dificultad al hacer conversiones entre los registros algebraico y co-
loquial -en ambos sentidos-, una posible guia para ello es: sabemos que el costo fijo es
104000 dolares, que el costo por unidad es de 12 dolares y que se gastaron 314000 do-
lares en produccion de discos:
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104000 + 12 X = 314000
costo fijo costo de cada cantidad de discos lo que se gasto
unidad producidos

¢Puedes obtener la cantidad de discos producidos? Hazlo e indica otra/s forma/s posible/s
de hallar dicha cantidad.

En el funcionamiento de los registros y la coordinacion entre ellos fue posible apre-
ciar que los estudiantes no reconocieron el registro tabular como apoyo valido para
sustentar sus respuestas; necesitaron verificar sus respuestas en el registro algebraico
analitico antes de darlas. Para fortalecer este aspecto (y sin ignorar el recurso de calculos
mentales) una propuesta es: explicitar en la consigna “solo empleando la tabla”; soli-
citar “explicar con tus propias palabras qué informacion aporta la tabla’; ;le agrega-
rias o quitarias filas/columnas a la tabla?, ;si/no por qué?; ;jcon qué prefieren trabajar
las funciones: tablas, formulas, grdficos?, ;por qué?

En las transformaciones tipo conversion utilizaron como andamio el registro alge-
braico-analitico como paso previo hacia cualquier otro registro; incluso hasta en las
transformaciones tipo tratamiento siempre acudieron al registro algebraico-analitico
como paso obligado. Es decir, no se dieron tratamientos puros, siempre acudieron a este
registro auxiliar para hacer modificaciones o verificar cualquier cuestion por la que se les
indagara. Utilizando el registro tabular como registro principal hicieron las operaciones
en el registro algebraico-analitico y volvieron a hacer otra conversion de regreso al tabu-
lar como registro principal, donde terminaron el tratamiento. Aqui surge la duda de si se
viol6 el principio de autosuficiencia de los registros ante una transformacion tipo trata-
miento (Duval, 2004) o es que estos dos registros comparten algunas reglas.

Finalmente, coincidimos con D’Amore (2006) en que el uso de distintas representa-
ciones y su progresiva articulacion enriquecen el significado, conocimiento, compren-
sion del objeto asi como su complejidad. Por ello robustecer el trabajo escolar en este
sentido es una de nuestras tareas.
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Resumen: Describimos una trayectoria de aprendizaje de la multiplicacion y la division
con nifios de 4 a 7 anios. Para ello, definimos las trayectorias de aprendizaje y valoramos
la importancia de su consideracion en los primeros anos. Después, mostramos las tra-
yectorias a través de una experiencia desarrollada en un colegio con nifios de 4 a 7 arios.
Los nifios desarrollan estrategias informales de modelizacion directa para resolver pro-
blemas de multiplicacion y division de complejidad creciente, mostrando su evolucion en
el uso de representaciones, materiales manipulativos y en el proceso de simbolizacion.
Palabras clave: Educacion infantil, division, multiplicacion, resolucion de problemas,
trayectorias de aprendizaje.

Learning trajectories for multiplication and division
from four to seven years

Abstract: We describe a learning trajectory for multiplication and division with chil-
dren from four to seven years. 10 this end, we define learning trajectories and value
the importance of reflecting on them in the early years. Then we show the trajectories
through an experience developed in a school with children from four to seven years.
Children develop informal dirvect modeling strategies to solve multiplication and divi-
sion problems of increasing complexity, showing their evolution in the use of representa-
tions, manipulatives and in the process of symbolization.

Keywords: Early childhood, division, multiplication, problem solving, learning
trajectories.
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1. INTRODUCCION

Este articulo trata sobre el aprendizaje de la multiplicacion y la division de un modo
algo diferente al habitual, pues se centra en el aprendizaje informal de dichas operacio-
nes que tiene lugar (o podria tenerlo) entre los 4 y los 7 afios, antes de comenzar con el
estudio formal de las mismas. Para comenzar, parece oportuno establecer un marco cu-
rricular de referencia que centramos, por brevedad, en la multiplicacién. Con respecto a
esta operacion, en el curriculo de educacion primaria de la Ley Organica de Educacion
(LOE) (MEC, 2007) se proponia la “construccion de las tablas de multiplicar del 2, 5y
10” (p. 31557) para el primer ciclo de primaria (primer y segundo cursos) y la “construc-
cion y memorizacion de las tablas de multiplicar” (p. 31559) para el segundo ciclo (ter-
cero y cuarto cursos de primaria). La reciente orden que establece el nuevo curriculo de
primaria para el &mbito de gestion del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte in-
cluye la “iniciacion a la construccion de las tablas de multiplicar” (MEC, 2014, p. 34069)
en primer curso. Precisando mas el contenido de esta “iniciacion”, el borrador del curri-
culo de la Comunidad de Madrid propone la memorizacion de las tablas de multiplicar
del 0, 1, 2 y 5 en primer curso de educacién primaria (Consejeria de Educacion, Cultura
y Deporte de la Comunidad de Madrid, 2014). Resumiendo, la linea que marcan los ac-
tuales cambios legislativos es la de adelantar un afio la memorizacion de algunas de las
tablas de multiplicar. Esta opcion puede resultar polémica, puesto que resulta antitética
con otros planteamientos curriculares recientes de gran prestigio, como la propuesta de
los Focos Curriculares (CCSSI, 2010), donde se recomienda para el cuarto grado de pri-
maria que “los estudiantes usen su comprension de la multiplicacion para desarrollar una
recuperacion rapida [de la memoria] de las tablas de multiplicar” (p. 16).

Castro, Canadas y Castro-Rodriguez (2013) indican que los nifios son capaces de re-
solver situaciones aritméticas sencillas desde los 3 afos, y que la resistencia a presentar-
les estas situaciones en esta edad, puede provocar que no consigan dotar de significado,
mas adelante, al algoritmo que aprenderan en primaria (p. 9). Asi, los nifios deberian
tener la oportunidad de construir significados propios de las operaciones aritméticas sin
necesidad de (previamente a su) instruccion formal. En linea con este planteamiento, en
este articulo describimos una trayectoria de aprendizaje que los maestros y maestras de
educacion infantil y de primer curso de primaria podran seguir con sus alumnos para que
construyan significados de la multiplicacion y la division previamente al aprendizaje for-
mal de dichas operaciones en segundo y tercer cursos.

Trayectorias de aprendizaje en educaciéon matematica

Una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: un objetivo, una progresion
a través de la cual los nifios van evolucionando hasta lograr dicho objetivo, y una serie
de actividades de ensefianza o tareas vinculadas a cada nivel de pensamiento que ayudan
a los niflos a desarrollar niveles superiores de pensamiento y a alcanzar el objetivo pro-
puesto (Clements y Sarama, 2009). El objetivo, en una trayectoria de aprendizaje, es una
de las grandes ideas matematicas, que ocupan un lugar privilegiado en el aprendizaje
de las matematicas, y se describen en importantes documentos curriculares (NAEYC y
NCTM, 2013; NCTM, 2003, OCDE, 2005). Por ejemplo, “una gran idea matematica es
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que el conteo puede usarse para determinar cuantos hay en una coleccion” (Clements y
Sarama, 2009, p. 3). Las progresiones evolutivas describen los pasos que los nifios sue-
len seguir para lograr destreza y comprension de un determinado tema matematico. Por
ejemplo, para resolver problemas aritméticos verbales de estructura aditiva, los nifios
suelen pasar por estrategias de modelizacion directa, después de conteo y, finalmente, de
uso de hechos numéricos basicos o derivados (Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Emp-
son, 1999). Se puede establecer una correspondencia entre estos tipos de estrategias y
los niveles evolutivos en el aprendizaje de la adicion establecidos por Fuson (1992). Cle-
ments y Sarama (2009) se refieren a estas progresiones como caminos de aprendizaje.
Por ultimo, ligadas estrechamente a los niveles de pensamiento, hay conjuntos de tareas
que conformarian un camino de ensenianza establecido con el fin de facilitar la progre-
sion de los nifios a lo largo del correspondiente camino de aprendizaje.

El concepto de trayectoria de aprendizaje ha tenido un largo recorrido en la educa-
ciéon matematica desde su origen en 1995. Se puede profundizar en esta idea, su origen,
y sus diferentes acepciones y usos en los trabajos de Gomez, Gonzalez y Romero (2014)
y de Goémez y Lupiafiez (2007).

En la posicion conjunta sobre el aprendizaje de las matematicas en los primeros afios
(NAEYC y NCTM, 2013, p. 7), entre las orientaciones que se dan para las propuestas
para el aula esta “asegurar que el curriculo sea coherente y compatible con las relaciones
y secuencias conocidas de las ideas matematicas fundamentales”. En este punto del do-
cumento se hace referencia explicita a la importancia de las trayectorias de aprendizaje
como referencia para guiar la enseflanza.

Las trayectorias de aprendizaje y su fundamentacion en la investigacion

En este apartado queremos incidir en una idea que nos parece relevante: las trayecto-
rias de aprendizaje deben estar solidamente basadas en la investigacion en sus tres com-
ponentes (objetivo, camino de aprendizaje y camino de ensefianza). Daro, Mosher y
Corcoran (2011) proponen ejemplos de trayectorias de aprendizaje entre las cuales figura
un marco para el aprendizaje de la multiplicacion (p. 81). En este trabajo, por brevedad,
tomamos, a modo de ejemplo, la division para ilustrar la conexion de las trayectorias con
los resultados de investigacion. Se puede constatar que la experiencia que relataremos en
el apartado siguiente esta basada en estas referencias teoricas.

Clements (2004) indica que el particionamiento, operacion de descomponer un con-
junto de objetos en varios conjuntos de igual tamafio, es una idea facilmente comprensi-
ble para los nifios, que surge en situaciones de reparto alrededor de los 3 afios de edad.
También a los tres afios pueden dividir una coleccion en conjuntos iguales de un cardinal
dado, si los subconjuntos son muy pequefios (division medida). Muchos nifios de 4 o 5
afios pueden trabajar con nimeros mayores inventando una estrategia de corresponden-
cia uno a uno para dividir la coleccién inicial en subconjuntos iguales. La idea es funda-
cional para todos los tipos de situaciones multiplicativas y de division medida (donde se
conoce el numero de objetos en cada grupo) y de division partitiva (donde se conoce el
nimero de grupos). Pero las complejidades de encontrar soluciones exactas con niime-
ros mayores, excepto mediante ensayo y error y a través de la reflexion sobre una serie de
acciones repetidas, hacen que esta idea sea mejor captada en detalle en cursos superiores
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(Clements, 2004, pp. 24-25). Precisando acerca del tamafio de las cantidades en los pro-
blemas, Clements (2004, p. 36) indica que a los 4 afios los nifios pueden utilizar estra-
tegias informales para repartir hasta 10 objetos entre dos nifios y que a los 5 afios son
capaces de repartir hasta 20 objetos en partes iguales entre 3, 4 o 5 personas, y de for-
mar, con hasta 20 objetos, grupos iguales de 2 a 5 objetos, determinando el nimero total
de grupos. Con 6 afios, manejan cantidades superiores, de hasta 100, repartiéndolas entre
hasta 10 personas y agrupandolas en grupos iguales de hasta 10 objetos.

Dentro de nuestra linea de trabajo sobre resolucién de problemas aritméticos ver-
bales en educacion infantil, hemos observado en trabajos anteriores como los nifios re-
suelven problemas de estructura multiplicativa, de multiplicacion y division medida (De
Castro, Molina, Gutiérrez, Martinez y Escorial, 2012), problemas de reparto igualatorio
(Lopez y De Castro, 2014), de comparacion multiplicativa, de multiplicacion y division
(De Castro, Walsh, Del Coso, Salvador, Gonzalez y Escorial, 2009) y de descomposicion
factorial (De Castro y Hernandez, 2014). Todos estos trabajos se han realizado con nifios
de 5-6 anos, en tltimo curso de educacion infantil. Recomendamos su lectura como com-
plemento a este articulo, por versar sobre problemas de tipos diferentes a los del presente
trabajo, que no se plantean habitualmente en educacion infantil. En este articulo, nues-
tro objetivo es mostrar una panoramica mas amplia en cuanto al rango de edad, sobre
los problemas de estructura multiplicativa, abarcando desde los 4 a los 7 afios, e inclu-
yendo en primer curso de primaria problemas de multiplicacion y division agrupamiento
con grupos de diez, para vincular los problemas de estructura multiplicativa con el con-
cepto de decena (Carpenter, Franke, Jacobs, Fennema y Empson, 1997; Ramirez y De
Castro, 2014).

2. DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS A LO LARGO DE TRES CURSOS:
4-5,5-6 Y 6-7 ANOS

En este apartado, describimos el desarrollo de varias sesiones de talleres de resolu-
cion de problemas, realizadas en el CEIP Virgen de Pefia Sacra, de Manzanares el Real
(Madrid), con nifios pertenecientes a tres cursos diferentes, con edades comprendidas
entre los cuatro y los siete afios. La metodologia que seguimos en estos talleres esta des-
crita en trabajos anteriores (De Castro y otros, 2009; De Castro y otros, 2012). De un
modo muy sucinto, planteamos problemas aritméticos basados en la lectura de un cuento
(para favorecer la comprension del enunciado), sin ensefianza previa, y dando una liber-
tad absoluta en el uso de materiales para resolver los problemas razonando con la ayuda
de objetos (cubos encajables, materiales manipulativos, dibujos, etc.). Al comentar el
trabajo de los alumnos, nos hemos centrado en mostrar la evolucion que se observa a lo
largo de estos tres cursos, de las estrategias, uso de materiales y representaciones para los
problemas de multiplicacion y division.

Multiplicacién en un aula de 4-5 afios

En la resolucién de problemas con nifios de 4 y 5 afios es importante que el ta-
marfio de los nimeros sea bajo, para adaptarnos a la capacidad de conteo de los pequefios
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Figura 1. Lectura del cuento y momento de explicaciéon de Oscar.

(Clements, 2004). La referencia que tomamos es que, hasta mitad de curso, no supere-
mos los 6 objetos. En nuestra experimentacion, uno de los primeros problemas esta ba-
sado en la lectura del cuento “Chivos chivones” (Gonzélez y Ferndndez, 2007). A lo
largo del cuento, los tres chivos, y sus cuernos, aparecen y son mencionados continua-
mente. La lectura repetida del cuento (en varios dias diferentes) permite a los nifios
imaginar la situacion descrita en el enunciado del problema. Asi, a partir del cuento,
planteamos a los niflos el siguiente problema: Si habia tres chivos, y cada uno tiene dos
cuernos. (Cuantos cuernos tienen en total entre los tres? Al trabajar con cantidades tan
bajas, que pueden representarse con los dedos, algunos nifios resuelven ya el problema
en el momento de la lectura y el planteamiento del problema, todavia en la “asamblea”
(Figura 1a). Algunos nifios resuelven el problema mediante un dibujo. Guillermo repre-
senta los cuernos de los chivos utilizando tres colores diferentes para diferenciar qué
cuernos corresponden a cada chivo (Figura 1¢). En la Figura 1b, vemos cémo la maestra
sujeta la hoja de trabajo a Guillermo y le va preguntando sobre el significado de sus re-
presentaciones. Con este apoyo, Guillermo va explicando como ha resuelto el problema.

Algunos nifios dan el resultado, pero la maestra esta interesada en que todos com-
prendan la situacion, y que los que creen que han resuelto el problema, lo comprue-
ben en el trabajo individual, y le expliquen como lo han hecho. Se produce la siguiente
conversacion:

— Bea: A ver, alguien se acuerda de como era el problema?

— Oscar: Estos [Pone con los dedos seis, que es el resultado].

— Bea: Si. Esa es la solucion que ti crees. Seis, (no? Pero, cudl era el problema?

— Mario: Seis. El problema es seis [De nuevo, se refiere al resultado].

— Guillermo: Dos cuernos en cada chivo.

— Bea: En cada chivo y, ;jcuantos chivos hay?

— Nerea: Seis.

— Guillermo: Tres [Corrige a Nerea y lo indica poniendo tres con los dedos].

— Bea: Tres, con dos cuernos en cada chivo, ;cuantos cuernos hay en total entre los tres?

— Nerea: Seis [Pone seis con los dedos].

— Guillermo: Seis.

— Bea: Ahora me decis por qué pensais que son seis [Con “ahora”, la maestra se re-
fiere al momento en que, durante el trabajo individual, pase preguntando a cada nifio
como lo ha hecho].
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Oscar resuelve el problema con el rekenrek. Este es un abaco holandés, inventado en
1991 por Adrian Treffers, del Instituto Freudenthal, que se utiliza como modelo visual
para la iniciacion al calculo. Oscar utiliza las cuentas de la varilla superior para repre-
sentar los cuernos, y las cuentas de la varilla inferior para los chivos. En las dos prime-
ras imagenes de la Figura 2, vemos que levanta dos dedos (cuernos) en su mano derecha
y el pulgar de su mano izquierda (chivo). Interpretamos estos gestos con los dedos como
una “segunda” representacion, que refuerza la representacion con el dbaco, y que Oscar
hace para comprobar su procedimiento. Después, va afiadiendo dos cuentas en la vari-
lla de arriba por cada una en la varilla de abajo. Finalmente, cuando Beatriz (la maestra)
pasa a su lado, Oscar separar las cuentas de la varilla inferior, que representan a los tres
chivos, para enfatizar y explicar a la maestra la correspondencia dos a uno entre cuernos
y chivos (Figura 2d).

Division en un aula de 4-5 afios

Basandonos en la lectura del cuento “; A qué sabe la luna?” (Grejniec, 2004), plan-
teamos el siguiente problema en el aula de 4-5 afos: Si el raton reparte seis trocitos de
luna entre el zorro y la cebra, {cuantos trozos le puede dar a cada uno? En este problema
damos por valida cualquier descomposicion del seis, aunque observaremos ya la ten-
dencia a los repartos equitativos. Enseguida empezamos a oir: “Ocho”, “Siete”. Beatriz
repite el enunciado y de nuevo los nifios dan estimaciones o intentan “adivinar el resul-
tado”: “Siete, “Dos”, “Ocho”, “No, no. Seis”.

En la Figura 3, vemos el proceso de resolucion de Nerea y de Diego. Los dos alum-
nos, y todos los que resolvieron este problema lo hicieron con cubos encajables, utili-
zando una estrategia de modelizacion directa: el “reparto” por unidades. Comienza por
la representacion del zorro y la cebra con los cubos negro y morado de la Figura 3b
(Nerea), y el verde y naranja en la Figura 3d (Diego). A partir de ahi, se representan los
trozos de luna con 6 cubos encajables y se van repartiendo uno a uno colocandose alter-
nativamente junto a los cubos que representan al zorro y la cebra. Finalmente, se cuen-
tan los cubos (trozos de luna) que hay junto a cada animal. En la Figura 3d, observamos
cémo Diego mantiene ligeramente separados los cubos iniciales, que representan a los
animales, de los cubos restantes, que representan trozos de luna, a fin de no confundir-
los en el recuento final.

Multiplicacién en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, se plantea el problema de multiplicacion: “;Cudntos sdndwi-
ches de miel tiene que preparar mama o0so si hay seis 0sos y cada uno quiere dos sand-
wiches?”. Al igual que ocurre en el caso de la division, los nifios utilizan la misma
estrategia basica que en 4-5 afios, pero con nimeros mayores, mayor variedad de ma-
teriales, y con presencia de representaciones simbodlicas. Un aspecto que destacamos es
que, en ausencia de instruccion sobre el proceso de resolucion, algunas representaciones
tienen un marcado acento personal, que dificulta que las personas que las ven puedan in-
terpretarlas de forma sencilla. Asi, en la Figura 4a, Joshua representa los 12 sandwiches
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Figura 6. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (I).

y los 6 0sos con tres filas de 6 cubos, donde la primera fila representa los osos y las res-
tantes los sandwiches. Por el contrario, en el dibujo de Noelia (Figura 4b), se diferencian
perfectamente las representaciones de ambas cantidades, y se aprecia el paso a la repre-
sentacion simbolica, con numerales escritos, de las cantidades.

Eloy utiliza cuentas con las que va formando un collar de 18 cuentas (Figura 5). Las
12 de la izquierda representan los sandwiches, y las 6 de la derecha representan los 0sos.
En la Figura 5b, se observa la separacion entre unas cuentas y otras. En la Figura 5a, Eloy
va sefialando, por cada cuenta de la derecha (un 0so), dos cuentas a la izquierda (sand-
wiches). En la imagen se ve como sefiala la cuarta cuenta por la derecha con el indice,
mientras que abarca las cuentas 7 y 8 con dos dedos. Al igual que en la estrategia de Jos-
hua, observando el collar no resulta facil imaginar, antes de la explicacion de Joshua,
como se ha utilizado esta representacion para resolver el problema.

Division en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, planteamos el problema: “Si hay 15 montones de hierba, y 3
chivos, ;Cuantos montones de hierba se come cada chivo?”. Si en 4-5 afios repartiamos
6 objetos entre 2, en este caso, el tamafio de dividendo y divisor van aumentando. De
nuevo, el enunciado puede interpretarse como problema de division (reparto equitativo)
o como problema de descomposicion aditiva en tres sumandos. En la Figura 6a, obser-
vamos la misma estrategia que vimos en 4-5 afios. Los nifios tienen, durante dos cur-
sos, varias ocasiones de adquirir el esquema basico de reparto de objetos, representando
ambas cantidades que aparecen en el enunciado. No obstante, mas alla de esta estrate-
gia bésica, comenzamos a ver variaciones interesantes, que dan cuenta del desarrollo
infantil en estas edades. Por ejemplo, Lia (Figura 6b), tras aplicar la estrategia de mode-
lizacion directa de reparto, representa el reparto con un dibujo, cosa que no suele ocu-
rrir con 4 afios. Empiezan a surgir soluciones en las que solo se representa una de las dos
cantidades del enunciado, el dividendo o cantidad a repartir, formando una barra con 15
cubos y fraccionandola después en 3 barras iguales de 5 cubos. También surgen repartos
no equitativos. Shakira representa los tres chivos en la esquina superior izquierda (Fi-
gura 6¢), y luego da a los chivos mediano, grande y pequefio, cinco, seis y cuatro mon-
tones de hierba respectivamente.

A pesar de que la estrategia basica sigue siendo el reparto de objetos, otros materia-
les comienzan a usarse. Hugo no es capaz de realizar el reparto con la banda numérica
(Figura 7a), pero al escuchar a Lia que da la solucion de 5, lo comprueba contando 5
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Figura 7. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (II).

Figura 8.
Agrupamiento
segun el nimero
de grupos.

casillas, tres veces, hasta llegar a 15. En la Figura 7b, Roberto, tras resolver el problema
con los cubos encajables, representa la solucion (los tres grupos de 5) en el rekenrek.
Mas que un proceso de resolucion, se trata de una traduccion entre sistemas diferentes de
representacion para escribir el resultado. En la Figura 7c, aparece una carta de un alumno
al final del taller a Ares (maestro en practicas y malabarista, llamado por los pequeiios
“Ares malabares”). Esta carta muestra como el conocimiento de la lectoescritura propio
del ultimo curso de educacion infantil se une a la capacidad de articular el propio pensa-
miento, para producir este mensaje escrito.

Multiplicacion en primer curso de primaria (6-7 afios)

Ya dentro de la educacion primaria, basandonos en el cuento “El gato tragon” (Niiez
y Dumas, 2005), el problema planteado es: El gato tragdn se comi6 7 nifias. Si cada nifia
tiene 2 brazos, ;Cuantos brazos se comi6 el gato? La estrategia basica en este problema
es de modelizacion directa (estrategia de agrupamiento). En el enunciado se habla de
7 grupos (cada nifa cuenta como un “grupo” de dos brazos) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos). Los nifios forman 7 grupos con 2 objetos en cada una y luego cuen-
tan de uno en uno los objetos. Esta estrategia ya la hemos visto desde educacion infan-
til (Figura 4), pero en la Figura 8 podemos observar variaciones de interés que muestran
la evolucion. Por ejemplo, separar claramente las representaciones de las dos cantidades
(de nifias y de brazos) para facilitar el conteo del resultado (Figura 8a) o la escritura de
numeros de dos cifras con la aparicion del valor posicional. En la Figura 8b, vemos que
el alumno escribe primero 41, que aparece tachado dos veces, para al final escribir el re-
sultado correcto de 14.
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Figura 10. Agrupamiento segun el nimero de grupos con Tabla 100.

Hay nifios que utilizan los dedos para ir construyendo los grupos, ailadiendo el nu-
mero de elementos por grupo cada vez que se considera un grupo. En la Figura 9, un nifio
va afadiendo 2 dedos cada vez que cuenta una nifia hasta completar las siete nifias. Pode-
mos ver, de izquierda a derecha, cdémo el alumno pone el dos de los brazos de la primera
nifia, después va afiadiendo dos por cada nifia, con lo que tendra cuatro dedos, accion
que no se ve en la secuencia de la Figura 9, y asi sucesivamente, seis (otros dos brazos de
otra nifia), ocho, diez y, ya en la imagen, el doce (para lo cual tiene que quitar los cinco
dedos de la mano izquierda), y el catorce, resultado final.

También vemos esta estrategia en la tabla 100. Por cada nifia, se van tapando con dos
dedos dos numerales que representan los dos brazos de la nifia. Tras repetir esta opera-
cion siete veces, el Gltimo numeral tapado (14) indica la solucion del problema. En la Fi-
gura 10 observamos los tres primeros pasos de esta estrategia. El uso de la tabla 100 es
un instrumento que facilita la transicion de estrategias de modelizacion directa a estrate-
gias de conteo basadas en la secuencia de numerales.

Las representaciones graficas infantiles van evolucionando, incluyendo una mezcla
de representaciones iconicas y simbolicas (con numerales) para el proceso de resolucion.
En la Figura 11a, Sergio representa las nifias con numerales y los brazos con puntos y re-
suelve el problema contando los puntos. En la derecha, mostramos el trabajo de otro nifio
donde la representacion de las nifias posee un grado mayor de iconicidad. Los brazos apa-
recen numerados, de modo que el Gltimo numeral (14) indica el resultado (Figura 11b).

Otra variedad de esta estrategia consiste en representar con un objeto cada grupo y
contar cada objeto el nimero de veces que indica el nimero de elementos por grupo.
En este problema, algunos nifios representaron con 7 objetos el nimero de grupos (las
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Figura 12. Reparto de objetos de uno en uno contando inicialmente la cantidad total.

nifias) y contaron cada uno de ellos dos veces (una por cada brazo) para alcanzar el re-
sultado final.

Algunos alumnos han resuelto este problema mediante modelizacion directa ha-
ciendo 2 grupos de 7. En este problema hay 7 grupos (las nifias) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos), pero varios nifios han representado un grupo de 7 por uno de los bra-
zos de las 7 nifias y otro grupo de 7 por el otro brazo. Esta estrategia la hemos visto apli-
cada con el rekenrek, poniendo 7 cuentas en cada varilla, y en la tabla 100, saltando de
la casilla del 7 a la del 14.

Un problema de division en primer curso de educacién primaria

En primer curso de primaria se plantea un problema de estructura multiplicativa, de
grupos iguales, de division partitiva. Basado en el cuento “Un regalo diferente”, el enun-
ciado es: Marcel y Tristdn se comieron 18 bufiuelos de crema. ;Cuantos se comi6 cada
uno? Todos los nifios intentaron repartir de forma equitativa los buiiuelos, aun sin que
el enunciado lo indicase. La estrategia basica es la de reparto, de modelizacion directa
(Figura 12).

Esta estrategia se aplica con diferentes variaciones. Algunos niflos cuentan primero
los objetos a repartir, pero otros reparten sin contar inicialmente esta cantidad, y van
comprobando, a cada paso del reparto, el total de lo repartido hasta alcanzar el total a
repartir. Otra variacion es el reparto en grupos, por ejemplo, de dos en dos o de tres en
tres y, posteriormente, ajustando el reparto con los objetos sobrantes. Al ser un problema
en el que se divide en dos grupos, muchos nifios elaboraban una barra con 18 cubos,
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Figura 13. Representacion de
la estrategia de agrupamiento
y juntar todos.

Figura 14. Agrupamiento y juntar todos con bloques de base 10.

estimaban el punto medio para partirla en dos partes aproximadamente iguales, y luego
comprobaban que en las dos partes resultantes hubiese el mismo nimero de cubos, com-
parando la longitud de las barras.

Un problema de multiplicacion con grupos de diez en educacion primaria

En primer curso de primaria planteamos problemas aritméticos de operaciones com-
binadas (multiplicacion y suma) en los que nos dan el nimero de decenas y de unidades
sueltas y debemos calcular el numero total de unidades. Un problema de este tipo es: Si
tenemos 4 decenas de huevos y 5 huevos mas, ;cuantos huevos tenemos en total? La es-
trategia basica para abordar este tipo de problemas consiste en formar con objetos tan-
tos grupos de diez y unidades sueltas como se indica en el enunciado y después contar
uno por uno los objetos. En la Figura 13, vemos la representacion manipulativa y gra-
fica correspondiente a dicha estrategia. En un nivel mas avanzado, los nifios cuentan de
diez en diez los grupos de diez, y luego de uno en uno las unidades sueltas: “10, 20, 30,
40,41, 42,43, 44, 45”.

Una variante de esta estrategia consiste en representar las cantidades con bloques de
base 10. En la Figura 14a un nifio ha representado 45 con 4 barras y 5 unidades. Igual que
en el caso anterior, inicialmente los nifios necesitan contar de uno en uno todas las uni-
dades que componen las decenas como esta haciendo el nifio de la Figura 14b para saber
la cantidad total. Mds tarde, los nifios cuentan de 10 en 10 las barras y de uno en uno las
unidades. Con la ayuda de la tabla 100, los nifios cuentan de 10 en 10 (Figura 14c) el
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Figura 16. Estrategia de medida con cajas de huevos de 10.

nimero de grupos que se indica en el problema, para después avanzar por unidades. Fi-
nalmente, las estrategias van evolucionando hasta mostrar un conocimiento del valor po-
sicional y del concepto de decena. Cuatro grupos de 10, y 5 unidades sueltas son 45. Esta
es la estrategia Optima esperada en este tipo de problemas que, como vemos, no se aplica
desde el principio, sino que es el resultado de una larga evolucion.

Un problema de division con grupos de diez en Educaciéon Primaria

Para terminar, planteamos problemas de division agrupamiento, con grupos de diez,
y con resto. Uno de estos problemas es: Si tenemos 37 huevos, ;cuantas cajas de 10 hue-
vos podemos llenar y cudntos huevos sobran? La estrategia basica se llama estrategia de
medida. Es una estrategia de modelizacion directa que consiste en tomar 37 objetos, for-
mar grupos de diez, contarlos, y contar después los objetos que quedan sin agrupar. En la
Figura 15 seguimos todo el proceso.

Dentro del material de aula que ofrecemos a los alumnos suelen estar las cajas de hue-
vos de diez. Los niflos utilizan espontaneamente las cajas para resolver el problema in-
troduciendo un cubo en cada huevo. Esto facilita la formacion, el conteo de los grupos,
y la visualizacion del concepto de decena (Figura 16). La misma estrategia se puede lle-
var a cabo con bloques de base 10, de modo que la solucion del problema estara dada por
el nimero de barras (grupos de 10, decenas) y cubos (unidades). Dado que el uso de ma-
teriales no esta dirigido por los profesores, también se ven soluciones “mixtas”, con uso
simultaneo de cajas de huevos y bloques de base 10 (Figura 16c).

Otras estrategias para este tipo de problemas se apoyan en la tabla 100, donde se
busca el numero objetivo (37) y las filas completas representan decenas y las casillas
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individuales cuentan como unidades sobrantes. Finalmente, como estrategias mas avan-
zadas, hay niflos que utilizan el conteo a saltos de diez en diez y el conteo por unidades,
sin ayuda de objetos. Para llegar a 37 huevos, cuentan 10, 20, 30, que son 3 cajas, y des-
pués 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, que son 7 huevos sueltos, llevando la cuenta de decenas
y unidades sueltas con los dedos. La estrategia ptima, igual que en el apartado anterior,
consiste en la aplicacion directa del conocimiento del valor posicional, para determinar
que 37 unidades son 3 decenas y 7 unidades sin agrupar.

REFLEXIONES FINALES

En los talleres realizados se ha observado que, desde los 4 a los 7 aflos, la mayoria
de los nifios resuelven problemas de multiplicacion y division utilizando estrategias in-
formales de modelizacion directa, inventadas por ellos mismos, sin tener ningin co-
nocimiento formal sobre dichas operaciones aritméticas. A través de la resolucion de
problemas hemos conseguido que los nifios razonen y modelicen, y articulen sus ideas
para comunicarlas al resto de la clase, pudiendo establecer asi relaciones entre los cono-
cimientos que tienen con los de los compaiieros.

Los nifios siguen, a lo largo de la trayectoria que hemos descrito para el aprendizaje
de la multiplicacion y la division, un camino de aprendizaje jalonado por estrategias de
modelizacion directa, estrategias de conteo y uso del valor posicional (en los problemas
con grupos de diez). A través de problemas, en los que se utilizan recursos (como el re-
kenrek, la tabla 100, las cajas de huevos de 10, o los bloques de base 10), se cuida el ta-
maio de los numeros, y se introducen elementos especiales (como los grupos de 10 en
los problemas de estructura multiplicativa), se va conformando el camino de ensefianza
que promueve la evolucion de los nifios a través del correspondiente camino de aprendi-
zaje. El objetivo final es proporcionar la base informal de conocimiento adecuada para el
aprendizaje de la multiplicacion y la division, y la comprension del concepto de decena
(Ramirez y De Castro, 2014).

Volviendo a la introduccion del articulo, en nuestra linea metodologica, pensamos
que es preferible adelantar en el curriculo experiencias que ayuden a desarrollar los co-
nocimientos informales, mas que anticipar conocimientos formales. Asi, mas que ade-
lantar la memorizacion de las tablas de multiplicar a primero de educacién primaria,
abogamos por introducir situaciones en las de los nifios puedan construir significados
para la multiplicacion y la division, desde los 4 afios, para favorecer su posterior com-
prension, como las que hemos mostrado en este articulo.

Dentro de los principios del NCTM (2003), el principio de ensefianza sefiala que
“Una ensefianza eficaz requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan
aprender, y luego estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien” (NCTM, 2003, p.
17). Este “conocer lo que los alumnos saben” como punto de partida, evocador de la idea
de aprendizaje significativo, puede interpretarse de formas diversas. Cuando un maes-
tro esta en tercer curso de educacion primaria, iniciando a los alumnos en la multiplica-
cién, puede plantearse cudles son los conocimientos previos sobre los cuales construir el
aprendizaje formal de la division. Sin embargo, a nuestro parecer, el ideal seria que desde
los 4 afios, e incluso antes, todavia en la educacion infantil, los maestros puedan ayudar a
los nifios a recorrer las trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y la division que
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hemos descrito en este trabajo. En este sentido, pensamos que la idea de trayectoria de
aprendizaje, que hemos tratado de ejemplificar en este articulo, supone una de las apor-
taciones fundamentales de la didactica de la matematica en los ultimos 20 afios, pues
permite enfocar el trabajo del aula hacia las ideas matematicas nucleares, abordandolas
de un modo informal, tiempo antes de tener que afrontar su aprendizaje formal, favore-
ciendo asi su aprendizaje significativo.
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Utilizando graficas y tablas para comparar
distintos procesos de eleccion

Alberto Arnal-Bailera
Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Analizamos un problema aparentemente sencillo: un grupo de vecinos de-
ciden entre una de tres opciones posibles para pintar la escalera. Se propone un pro-
ceso en el que introduce dos preguntas para efectuar la decision. Realizamos un andlisis
matemadtico de la equidad de este proceso y las diferencias con el proceso de una sola
pregunta.

PALABRAS CLAVE: Toma de decisiones, matematicas electorales, representaciones

graficas.

Using graphics and tables to compare different
processes of choice

ABSTRACT : We analyze a seemingly simple problem: the process for a group of neigh-
bors for deciding between one of three options to paint the stairs. However, the president
of the community proposes a process that introduces two questions rather than one to
make the decision. We perform a mathematical analysis of the equity of this process and
the differences with one question process.

KEYWORDS: decision making, electoral mathematics, graphic representations.

INTRODUCCION

Se admite comunmente que la educaciéon matematica tiene tres finalidades princi-
pales: Formativa (contribuyendo al desarrollo de capacidades generales y de razona-
miento logico de los estudiantes), funcional (por ejemplo contribuyendo a responder a
situaciones de la vida diaria como consumidor o futuro elector) e instrumental (contri-
buyendo al desarrollo y a la formalizacion de las ciencias experimentales, tecnologi-
cas y sociales).
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La Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte
del Gobierno de Aragdn, por la que se prueba el curriculo de la Educacion secundaria
obligatoria, resume la persecucion de estas finalidades en la intencion de desarrollar la
competencia matematica, esto es promover el uso la argumentacion y el lenguaje pre-
ciso y riguroso propio de las matematicas asi como las herramientas propias de esta cien-
cia, como las representaciones graficas, para resolver problemas cotidianos que tengan
de que ver con su vida personal o social y también con otros ambitos del conocimiento.

Entre los procesos de toma de decision mas estudiados estan los referidos a procesos
electorales (Alvarez y Alonso, 2010; Alvaro, 2001; Girén y Bernardo, 2007; Hernandez,
2001). Apenas hemos encontrado sobre las distintas posibilidades que se plantean en
elecciones directas entre varias opciones, a pesar de que también se presentan en el con-
texto electoral espaiiol en la eleccion de senadores. Fernandez y Fernandez (1999) ana-
lizan un texto histérico que describe un proceso de eleccion entre varios candidatos a un
mismo puesto. La razon podria estar en la simplicidad con la que habitualmente se desa-
rrolla un proceso de eleccion entre varias opciones. Por ejemplo en Suiza durante los ul-
timos 170 afios se han realizado numerosas consultas a la poblacion sobre reformas de
leyes y la disyuntiva que se plantea es “si” o “no”. Si la estructura de la consulta es una
pregunta con varias respuestas, se puede actuar de varios modos, entre ellos: la opcion
mas votada es la elegida (eleccion de senadores en Espafia, listas abiertas...) o bien asig-
nar un determinado valor a la opcion preferida y valores inferiores a la segunda y suce-
sivas, al modo de los concursos televisivos de Eurovision por ejemplo o el descrito en
Fernandez y Fernandez (1999).

Nos ocupamos aqui del analisis comparativo de los procesos para tomar una decision
en una comunidad de vecinos en la que quieren pintar la escalera debiendo los vecinos
elegir entre tres colores posibles. Hay dos propuestas sobre como desarrollar el proceso
de toma de la decision, una votacion con tres opciones, eligiéndose la més votada, y una
votacion mas compleja con dos preguntas, en la primera de las cuales se vota si o no a
un determinado color y en la segunda solo votan los que no querian el primero, eligiendo
entre los otros dos. A primera vista ya vemos que la falta de simetria del proceso afectara
de algiin modo a su ecuanimidad. Propondremos distintas representaciones graficas y ta-
blas que contribuirdn a poner de relieve las diferencias entre las dos propuestas y como
en muchas ocasiones la decision estd muy influenciada por el propio proceso.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideramos un problema tipico en una comunidad de vecinos: Hace ya varios afios
que se pintd la escalera por ultima vez y parece razonable volver a pintarla. Los colores
entre los que tienen que elegir son el amarillo, el verde y el naranja. Se proponen dos pro-
cesos para tomar la decision sobre el color:

* Primera: Un vecino propone que se hagan papeletas con tres opciones, pintar de
amarillo, de verde y de naranja. Cada vecino marca qué color prefiere se meten en
una cajay se cuentan las papeletas favorables a cada opcion.

* Segunda: El presidente de la comunidad de propietarios alega que el naranja es
muy distinto de los otros dos colores al ser un color calido y los otros dos frios.
Por ello propone un proceso distinto mediante dos preguntas:
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— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de naranja?
— 2*Responda solo en caso de que haya respondido de modo negativo a la pri-
mera pregunta, ;Prefiere que se pinte de amarillo o de verde?

Vamos ahora a realizar un analisis exhaustivo de las posibles distribuciones de las
opiniones de los vecinos y como se traducen en una decision u otra en funcion del pro-
ceso empleado.

Consideramos primero una pequeiia comunidad de vecinos de 19 vecinos (caso dis-
creto) y veremos después si las conclusiones extraidas son extrapolables cuando el pro-
ceso se planteara a un ntimero grande de personas, para este caso trabajaremos con los
porcentajes de vecinos (caso continuo).

UN NUMERO PEQUENO DE VECINOS, EL CASO DISCRETO

En la comunidad de vecinos de nuestro ejemplo hay 19 vecinos. Nadie es indiferente
y todo el mundo toma partido por una u otra opcién. Estas distintas formas de pensa-
miento las podemos representar en una tabla de doble entrada (ver Tabla 1), poniendo
en las columnas las distintas cantidades de vecinos que quieren pintar de verde, y en las
filas las de los que quieren pintar de amarillo. El resto hasta 19 son los que quieren pin-
tar de naranja. Asi en la celda (i,j) podemos identificar el nimero de vecinos a favor de
pintar de naranja cuando hay i vecinos a favor de pintar de verde y j a favor de pintar de
amarillo.

Vamos a llamar distribucion de votos a la terna formada por los votos recibidos por
cada color, expresados estos en niimero o en porcentaje.

En la interseccion de la columna 7 (vecinos favorables al verde) con la fila 5 (vecinos
favorables al amarillo), hay un 8 que sefiala que el resto de los vecinos hasta 19 quieren
pintar de naranja. Las celdas sombreadas en gris son distribuciones imposibles ya que
sumarian mas de los 19 votos totales.

Estas distintas distribuciones de las opiniones de los vecinos son previas al comienzo
del proceso de decision, pero no se van a interpretar de un mismo modo segun sea el pro-
ceso de toma de decisiones (tabla 1).

Veamos ahora cdmo queda la tabla anterior, en la que vamos a sustituir en cada celda
el nimero de personas que quieren pintar de naranja por el resultado final de la decision
tomada por la comunidad segun sea el proceso que se siga para la toma de decisiones.

Primer proceso de eleccion, eleccion simultinea entre las tres opciones:

En esta primera forma de eleccion, la propuesta por el vecino, gana la opcién mas vo-
tada, por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna 3 y la fila 7 observamos un
nimero 9 (ver Tabla 1) o una letra N (ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3
vecinos a favor de pintar de verde y 7 a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de
pintar de naranja y esta es la decision adoptada por la comunidad (tabla 2).
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Tabla 3. Color elegido segun las distribuciones de votos. Segunda forma de eleccion.
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En total hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opciones. En
9 de ellas que hay empate entre dos opciones (en blanco). Hay 67 distribuciones de los
votos que hacen ganadora a cada una de las tres opciones.

Se observa la confirmacion matematica de lo se intuia a partir de la pregunta, ninguna
de las tres opciones recibe un trato diferente de las otras dos.

Segundo proceso de eleccion, doble pregunta.

En esta segunda forma de eleccion, la propuesta por el presidente, hay dos pregun-
tas, por lo que hay que hacer un analisis un poco mas pausado para ver cudl es la opcion
elegida en cada caso. Por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna rotulada con
un ‘3’ y la fila rotulada con un ‘7’ observamos un numero 9 (ver Tabla 1) o una letra N
(ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3 vecinos a favor de pintar de verde y 7
a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de pintar de naranja. Por tanto en la pri-
mera pregunta hay 9 vecinos a favor de pintar de naranja y 10 en contra, con lo que este
color se desecha. En la segunda pregunta solo votan los contrarios al naranja, ganando
los partidarios del color amarillo y esta es la decision adoptada por la comunidad. Notar
que el color de la pintura finalmente elegida es apoyada solo por 7 vecinos frente a 9 que
apoyaban el naranja.

Cabe destacar que en casos como el anterior varia la decision de la comunidad segin
cual sea la forma de eleccion, hay 18 casos similares a este, en los que en ganaba la op-
cién ‘color naranja’ en la primera forma de eleccion para pasar a ganar el amarillo o el
verde en la segunda forma de eleccion. Estos casos estan remarcados en las Tablas 1y 2.
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También ahora hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opcio-
nes, aunque ahora solo hay empate en 5 de ellas. La opcion naranja solo gana cuando
tiene 10 votos o mas en la primera eleccion, lo que ocurre en 55 de las distribuciones.

Las opciones amarillo y verde tienen cada una 75 distribuciones favorables y pre-
sentan una simetria entre ambas. Cada uno de los dos conjuntos de 75 distribuciones se
puede descomponer en dos subconjuntos, 55 de ellas corresponden a situaciones en las
que la mayoria de los vecinos estan a favor del color amarillo o verde respectivamente,
como en el caso de la opcion naranja. El resto de las distribuciones corresponden a situa-
ciones en las que, sin tener mayoria absoluta ninguno de los colores, unidos los partida-
rios de amarillo y verde superan a los partidarios del naranja en la primera pregunta para
luego decidir en la segunda pregunta solamente entre estas dos opciones.

Se observa la confirmacién matematica de lo se intuia a partir de las dos preguntas, la
opcion naranja recibe un trato diferente de las otras dos, un trato mucho peor ya que so-
lamente puede ganar en caso de obtener la mayoria absoluta de los votos en la primera
pregunta.

Observamos (ver Tabla 4) como la primera forma de eleccion guarda una simetria
perfecta entre las tres opciones a elegir, mientras que la segunda “quita” algunas distri-
buciones favorables a la opcion naranja para aumentar las de verde y amarillo.

Tabla 4. Comparacion entre las dos formas de eleccion-discreto

Formas de eleccion — Primera Segunda
| Distribuciones
Favorables a verde 67 75
Favorables a amarillo 67 75
Favorables a naranja 67 55
Empates 9 5
Totales 210 210

UN NUMERO GRANDE DE VECINOS, EL CASO CONTINUO

(Como quedaria este analisis si el numero fuera mucho mayor? Consideraremos
ahora como variables los porcentajes de votos para cada color.

Vamos a hacer representaciones graficas en dos ejes cartesianos de la relacion entre el
porcentaje de poblacion favorable a pintar de amarillo en el eje X y porcentaje de pobla-
cion favorable a pintar de verde en el eje y. Dado el supuesto de no abstencion, el resto
hasta el 100% de participacion en el proceso estara a favor de pintar de naranja. Para sim-
plificar la notacion, llamamos V, A o N a las variables que representan el porcentaje de
poblacién favorable a pintar de verde, amarillo o naranja, respectivamente.

Notar que podemos utilizar un grafico en dos dimensiones para representar lo que en
realidad son tres variables ya que estan unidas por la ecuacion V+A+N=100, lo que hace
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que si conocemos V y A podamos conocer N y por tanto saber cual es el color elegido
por la comunidad en cada sistema de eleccion.
La primera representacion corresponde a la opcion que proponia el vecino, en la que
se elegia simultdneamente entre los tres colores. Marcamos con los tres colores las regio-
nes donde gana cada opcion. Vamos a representar estas regiones teniendo en cuenta pri-
mero que V>0, A>0 y que A+V<100. Ademas:
e Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y ademas que V>N. Como
N=100-A-V, nos queda que V>100-A-V, simplificando: A>100-2V.

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que A>V y ademas que A>N. Como
N=100-A-V, nos queda que A>100-A-V, simplificando: V>100-2A.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>A y N>V, aplicando que N=100-
A-V, simplificando tenemos: A<100-2V y V<100-2A.

Asi, podriamos dibujar un grafico analogo a la Tabla 2 (figura 1).

Observamos, ver figura 1, que la simetria en la formulacion de la pregunta, en la que
las tres posibles respuestas tienen papeles simétricos, hace que las areas de las tres regio-
nes en que queda dividido el triangulo tengan la misma area (5000/3 u?)

La segunda representacion corresponde a la opcion que proponia el presidente, en la
que se respondia sucesivamente a dos preguntas. Marcamos con los tres colores las re-
giones donde gana cada opcion:

* Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A 'y N<50. Como N=100-A-

V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.
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e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que V<A y N<50. Como N=100-A-
V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>50. Como N=100-A-V, nos queda
que 100-A-V<50, simplificando: 50>A+V.

Asi, podemos dibujar un grafico andlogo a la Tabla 3 en el que observamos, ver Fi-
gura 2, que el hecho de que para ganar la opcion color naranja deba obtener mayoria en
la primera pregunta se traduce graficamente en que el area que representa su region aso-
ciada ha perdido area, quedando ahora en 1250 u?. Las otras dos regiones tienen areas
iguales, 1875 v? cada una. Estas areas han sido calculadas directamente por el programa
de geometria dinamica GeoGebra.

Las zonas amarilla o verde (ver Figura 3) corresponden respectivamente a distribu-
ciones de voto que con el primer proceso de eleccion daban como resultado pintar de na-
ranja y con la segunda forma dan como resultado pintar de amarillo o verde:

Las diferencias entre un grafico y otro permiten describir de modo cualitativo y cuan-
titativo las diferencias entre un tipo y otro de formas de eleccion de la pintura (ver Figura
3): por un lado es injusto que una de las opciones (color naranja) tenga que tener mayo-
ria absoluta para poder ser elegida, por otro la diferencia de areas entre las regiones ver-
des o amarillas de uno y otro grafico (ver Tabla 5) darian una primera aproximacion al
tamafio de la injusticia de la segunda forma de eleccion y de la simetria de la primera.
Aunque esta injusticia es mucho mayor si tenemos en cuenta que es previsible que las
distintas distribuciones de % entre unas opciones y otras no sean uniformes y la mayor
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parte de las ocasiones haya una cierta disputa entre unos colores y otros, lo que en térmi-
nos de probabilidad se expresaria dando mayor probabilidad a la region que cambia de
color que la que le corresponderia exclusivamente en razon de su area.

Tabla 5. Comparacion entre las dos formas de eleccion — continuo.

Formas dq eleccion — Primera Segunda
| Areas
Favorables a verde 1666,8 u? 1875 u?
Favorables a amarillo 1666,6 u? 1875 u?
Favorables a naranja 1666,6 u2 1250 u?
Totales 5000 u? 5000 u?

Aunque resulta claro, hay que explicitar que el papel jugado por cada color podria
ser intercambiado en la opcion del presidente y perjudicar asi las opciones de ganar de
los partidarios del verde o del amarillo en lugar de las opciones de los partidarios del na-
ranja, por ejemplo planteando:

— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de verde?

— 2%en caso de que haya respondido de modo negativo a la primera pregunta, ; Pre-
fiere que se pinte de amarillo o de naranja?
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CONCLUSIONES Y APLICACION EN ELAULA

Hacemos notar en este articulo la posibilidad de complicar un proceso a priori senci-
llo y la necesidad en ese caso de hacer una reflexion pausada de los efectos matematicos
de esa complicacion y como afecta a la oportunidad de ser elegida cada opcion posible.

Aunque en general no podemos ordenar los procesos de eleccion entre varias opcio-
nes hasta el punto de llegar a decir si uno es mejor o peor que otro, en este caso si resulta
claro que la propuesta del Presidente de la Comunidad de vecinos es directamente in-
justa puesto que no es simétrica, dando mayor numero de posibilidades de ganar a unos
colores que a otros.

Hemos mostrado ademas, como esta falta de simetria afecta a la justicia del proceso
también en el caso de un numero elevado de electores, aprovechando asi para mostrar un
ejemplo de la relacion entre un problema discreto y su equivalente continuo y las claras
similitudes entre las representaciones graficas y las tablas que aparecen en un caso y otro.

Las matematicas, atendiendo a su finalidad funcional, deben apoyar el proceso de
toma de decisiones de los futuros electores —tanto en sus elecciones politicas como en
las de contextos mas cotidianos como este—, dotandoles de herramientas matematicas y
capacidades argumentativas contribuyendo asi a la formacion de un espiritu critico que
les permita comprender situaciones en las que se plantean elecciones. Para ello, debemos
mostrar a los alumnos situaciones de la vida cotidiana relacionadas con los procesos de
eleccion, sean o no de tipo politico, promoviendo un andlisis matematico detallado de la
justicia o injusticia de los mismos.

Nuestra propuesta didactica en torno a las matematicas electorales, a desarrollar en
futuros articulos, incluiria:

1) Estudio de los efectos de la vigente Ley d"Hont sobre la diferente representacion
de los electores segun si su opcion es o no mayoritaria. Estudio de otras leyes de
reparto de representantes y comparacion entre ambas. Ambos estudios podrian
contextualizarse facilmente considerando las tltimas elecciones del municipio del
Centro que se trate.

2) Estudio de como otros procesos de eleccion mas simples son también suscepti-
bles de ser enfocados de diversos modos y que el utilizar uno u otro no es ino-
cente en absoluto.

REFERENCIAS

Alvarez, M. y Alonso, J.M. (2010). Las elecciones generales de 2008 y el juego del parla-
mento. Suma, 63, 7-15.

Alvaro, M. (2001) Los sistemas de votacion y su problematica. Epsilon: Revista de la Socie-
dad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”, 50, 293-300.

Confédération suisse. Initiatives populaires. Recuperado el 1 de agosto de 2014, de http:/
www.bk.admin.ch/themen/pore/vi/index.html?lang=fr

Hernandez, E. (2001). Matematicas y sistemas electorales. En Hernandez, J. (coord.) La en-
sefianza de las matematicas a debate: referentes europeos (pags. 69-85). Madrid: Subdi-
reccion General de Informacion y Publicaciones.

64 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 55-66, ISSN: 2340-714X



Utilizando grdficas y tablas para comparardistintos procesos de eleccion
Alberto Arnal-Bailera

Fernandez, E. y Fernandez, F. (1999) La teoria de votacion y la “memoria matematica sobre
el calculo de la opinién en las elecciones” del Dr. D. Joseph Isidoro Morales. Epsilon: Re-
vista de la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”, 45,295-310.

Giron, F. J. y Bernardo, J. M. (2007). Las matematicas de los sistemas electorales. Revista de
la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, 1,21-34.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 55-66, ISSN: 2340-714X 65



Epsilon - Revista de Educacién Matematica 2014, Vol. 31(3), n° 88, 67-70

Estudiando probabilidad con el juego Chinesenspiel

Carmen Leon-Mantero
José Carlos Casas
Universidad de Cordoba

Resumen: Cuando los conceptos se presentan de foma ludica no solo se logra captar
la atencion de los alumnos sino que también su comprension es mayor y mds rapica.
Presentamos una actividad para introducir conceptos de probabilidad a los alumnos
de educacion primaria a través de un juego matematico conocido como Chinesenspiel.

Palabras Clave: Probabilidad, juego matematico, educacion primaria, matemdticas

Studying probability with the Chinesenspiel game

Abstract: When we present the concepts to students in a playful way , we get more at-
tention and understanding is higher and faster. We present an activity to introduce con-
cepts of probability to the primary school students through a mathematic game known
as Chinesenspiel.

Keywords: Probability, mathematics games, primary school students, mathematics

INTRODUCCION

En diferentes ocasiones, la emersion de nuevos modos de pensar en matematicas ha
sido fruto del trabajo realizado fuera del contexto cientifico, y es que a menudo ocurre
que cuando somos capaces de plantear y responder cuestiones en un ambiente relajado
o ludico surgen nuevas vias de pensamiento matematico. Por tanto, el uso de juegos ma-
tematicos al iniciar el estudio de un tema puede aportar a alumnos de cualquier nivel,
entre otros beneficios, motivacion, interés, una aproximacion inicial adecuada y la ad-
quisicion de algunas de las habilidades matematicas que las matematicas requieren (De
Guzman, 1989).

Un ejemplo de juego matematico es el denominado Chinesenspiel. Se trata de una
adaptacion del juego del parchis, clasificado como juego de persecucion, que por su sim-
pleza resulta muy util para introducir el concepto de probabilidad en los niveles de edu-
cacion primaria.
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El Real Decreto 1513/2006 de Educacion Primaria, asi como el curriculo de Edu-
cacion Primaria de Andalucia recogen en el bloque 4 y el nicleo tematico 6 respecti-
vamente del area de matematicas, denominado Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad, los siguientes contenidos resumidos para el tercer ciclo:

Caracter aleatorio de algunas experiencias

* Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de
un suceso.

e Valoracion de la necesidad de reflexion, razonamiento y perseverancia para supe-
rar las dificultades implicitas en la resolucion de problemas.

Desde las instituciones se recomienda promocionar el aprendizaje de la estadistica y
la probabilidad de una manera natural desde la educacion primaria con la finalidad de
ayudar a los nifios a relacionar estos conocimientos con los fendmenos que les rodean
(MEC, 20006). Para ello, presentamos una actividad que podemos realizar con alumnos
de tercer ciclo de primaria para introducir los conceptos de aleatoriedad, probabilidad y
espacio muestral.

ACTIVIDADES

El material necesario para el desarrollo del juego es un tablero como el que mostramos
en la figura 1, cuatro fichas (una para cada jugador) de colores rojo, verde, azul y amari-
llo, y un gran dado con dos caras blancas y las cuatro caras restantes con los colores de
los jugadores: rojo, verde, azul y amarillo. El nimero de jugadores puede variar de 2 a 4.

Es posible que los alumnos no conozcan las reglas del juego, por tanto antes de co-
menzar a jugar, procederemos a explicarselas:

e Para empezar, cada jugador debe colocar su
ficha en la esquina del tablero con el mismo

color que ésta.
. . . e Uno de los jugadores lanza el dado hasta que

aparezca uno de los colores que aparecen en el
tablero, lo que permitira al jugador que tenga
la ficha del mismo color iniciar el juego.

e El juego comienza cuando el jugador selec-
cionado lanza el dado. Si el resultado de éste
es una cara blanca, el jugador repite lanza-
miento. Siel color obtenido es el mismo que el
del jugador que ha lanzado, avanza una casi-
lla (en sentido contrario a las agujas del reloj)
y vuelve a lanzar el dado. Si el color obtenido
es cualquiera de los otros 3,se acaba su turno
y le pasa el dado al jugador de su derecha.

Figura 1. Tablero de Chinesenspiel.
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e Cuando al mover ficha un jugador, éste se encuentra con otra en la casilla de des-
tino, el jugador que se encontraba en esta posicion tendra que mover su ficha a la
casilla de inicio.

* Cuando un jugador da la vuelta completa al tablero volviendo a la casilla inicial,
enfilard en diagonal el Gltimo recorrido hasta la casilla central.

* Gana la partida el primero que logre llegar a la casilla central.

Tras preguntar a los alumnos si han entendido las reglas basicas, se les pide que hagan
grupos de cuatro y se entrega a cada grupo un tablero y un dado para que comiencen a
jugar de forma libre mientras el profesor comprueba que todos los alumnos han com-
prendido las reglas del juego y se han familiarizado con el tablero y el tipo de dado.

Como comentabamos anteriormente, vamos a proponer a nuestros alumnos activi-
dades para trabajar los conceptos de aleatoriedad, espacio muestral y probabilidad. Para
ello, les pediremos que pongan en comun de forma reflexiva sus respuestas a las siguien-
tes actividades:

Actividad 1

Proponemos a los alumnos las diferentes cuestiones sobre situaciones aleatorias:
— (Sabemos de antemano qué jugador va a comenzar el juego?
— (Influye el color elegido en el resultado del juego?

Actividad 2

Pedimos a los alumnos que indiquen el espacio muestral del experimento: una vez
que conozcamos el jugador que comienza a jugar,

— (Qué resultados puede obtener cuando lance el dado?

— (En qué casillas podria quedarse cuando acabe su turno?

Actividad 3

Pedimos a los alumnos que intuyan los diferentes grados de probabilidad de las
situaciones,

— (Qué situacion es mas facil que ocurra? ;que pierda turno, que vuelva a tirar mo-
viendo ficha o que vuelva a tirar sin moverla?

Actividad 4
Proponemos a los estudiantes la situacion “comerse la ficha de otro jugador” y les

preguntamos:
— ¢Un jugador puede comerse la ficha de cualquiera de los otros jugadores?
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— Si ponemos una ficha justo delante del jugador que tiene el turno, indicar algunas
combinaciones con las que el jugador se come la ficha del otro. ;Hay muchas combina-
ciones posibles? ;Sabrias decir todas?

— Repetir la propuesta anterior con dos celdas de distancia.

Actividad 5

Colocamos las fichas a una distancia de una casilla del final respectivamente. Si le
toca jugar al jugador con la ficha de color rojo,

— (Quiénes pueden ganar?

— (Qué tiene que salir para que gane el rojo?

— ¢(Yelazul?

— (Yelverde?

— (Y el amarillo?

— (Quién es mas facil que gane?

— (Quién lo tiene mas dificil?

— Si hubiese una ficha de color blanco, jtendria ventaja? ;Por qué?

REFLEXIONES FINALES

Para profundizar mas en el concepto de aleatoriedad podemos cambiar una regla del
juego, por ejemplo, cuando un jugador pierde el turno, el dado pasa al jugador con el
color resultante en el dado, en lugar de pasar al de su derecha. Para ello se podria elegir
a un alumno para lanzar siempre el dado y otros ocho que fuesen los jugadores de dos
tableros. En uno de los tableros se cambia de turno de forma convencional y en el otro
segun el color del dado. Transcurrido un tiempo, y si la partida es suficientemente larga,
los jugadores con el mismo color deberian estar situados en lugares parecidos.

Tras la familiarizacion de los conceptos anteriores podemos introducir el concepto de
probabilidad a través de la regla de Laplace e intentar que asignen probabilidades a cada
uno de los sucesos del dado. Incluso podemos anadir el concepto de independencia de
sucesos pidiendo a los alumnos que calculen la probabilidad de que se repita el mismo
resultado en el dado después de haber obtenido, por ejemplo la cara blanca.
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RESUMEN: Si se atiende al numero de ediciones de algunas de sus obras y al volu-
men de su produccion, no cabe duda de que el bachiller Juan Pérez de Moya es el ma-
tematico esparniol mas notable del siglo XVI. En este articulo se analizan los contenidos
concernientes al topico «extraccion de raices» propuestos por el bachiller en el Tra-
tado de Mathematicas (1573) y se comparan con los que se desarrollan en textos de la
misma época. A la luz de esta comparacion, se pretende situar al matemdtico jienense
(en cuanto al estudio de las raices de niimeros naturales se refiere) en el lugar que le co-
rresponde dentro de la Matematica renacentista.

Palabras clave: Juan Pérez de Moya; siglo XVI; extraccion de raices; Aritmética; Tra-
tado de Mathematicas.

The extraction of roots in the Tratado de
Mathematicas (1573) of the bachelor Juan Pérez de
Moya

ABSTRACT: According to the number of editions of some of his works and to the vol-
ume of its production it is clear that the Bachelor Juan Pérez de Moya is the most out-
standing Spanish mathematician of the sixteenth century. In this paper we analyze the
contents concerning the topic «extraction of rootsy (Tratado de Mathematicas, 1573)
and we compare them with those developed in texts from the same period of time. In
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light of this comparison, it is expected to place the Spanish mathematician (as for the
study of the roots of natural numbers is concerned) in his right place within Renaissance
Mathematics.

Keywords: Juan Pérez de Moya; Sixteenth century; extraction of roots, Arithmetic, Tra-
tado de Mathematicas.

1. INTRODUCCION

Los datos biograficos sobre el bachiller Juan Pérez de Moya son escasos e incier-
tos (Meavilla, 2005). Naci6 antes del 1513, probablemente en 1512, en Santisteban del
Puerto (Jaén), tal como se indica en la portada de algunos de sus libros. Estudi6 en Sala-
manca y Alcala de Henares. En 1536 obtuvo una capellania en su pueblo natal y, ya muy
mayor, fue candnigo de la Catedral de Granada, ciudad en la que muri6 alla por el 1596.

Ademas de algunas obras de caracter religioso y mitologico, el bachiller escribi6 va-
rios libros de contenido cientifico-matematico en los que procurd divulgar los conoci-
mientos de su época utilizando un lenguaje cercano, claro, preciso y compresible. La
tematica de dichos textos transita desde los «libros de cuentas» hasta el algebra simbo-
lica («regla de la cosa»), pasando por la aritmética, geometria, filosofia natural, navega-
cion, geografia, astronomia y cosmografia.

A continuacién enumeramos sus obras de contenido cientifico:

1) Libro de cuenta, que trata de las quatro Reglas generales de Arithmetica prac-
tica, por numerosos enteros y quebrados y de reducciones de monedas destos
Reynos de Castilla, con un razonamiento sobre la misma facultad. Toledo, Juan
Ferrer,1554.

2)  Libro Segundo de Arithmetica, Que trata de proporcion, y regla de tres, y mone-
das, pesos antiguos, con otras cosas tocantes al arte menor y mayor. Salamanca,
Tuan Canoua, 1557.

3) Compendio de la regla de la cosa, o arte mayor. Burgos, Martin de Bitoria, 1558.

4)  Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca, Mathias Gast, 1562'.

5) Arte de marear?, 1564.

6) Obra intitvlada fragmentos mathematicos. En que se tratan cosas de Geome-
tria, y Astronomia, y Geographia, y Philosophia natural, y Sphera, y Astrolabio,
vy Nauegacion, y Reloxes. Salamanca, luan de Canoua, 1568.

1. Rodriguez Vidal (1987, pp. 10-11), refiriéndose al nimero de ediciones de la Arithmetica practica, y
specvlatiua, afirma:
«Es claro que cuando un libro ha tenido durante mas de doscientos afos sucesivas ediciones para uti-
lizarlo como texto, no puede ser un libro indiferente a ninglin estudioso de la historia de nuestra cul-
tura. Este es el caso singular que ocurre con la Arithmetica practica, y specvlatiua del Bachiller Pérez
de Moyay.
2. Sobre este manuscrito de la Real Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo de El Escorial, J. A. San-
chez Pérez (1929) afirma:
«Son unos apuntes, no completos, atribuidos a Pérez de Moya, escritos en 1564. Parecen la
preparacion de una obra que no termindy.
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7) Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica, Geometria,
Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, necessarias a
todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala, Tuan Gracian, 1573.

8) Tratado de Geometria Practica, y Speculatiua. Alcala, Ivan Gracian, 1573.

9) Tratado de cosas de Astronomia,y Cosmographia, y Philosophia Natural. Al-
cala, Ivan Gracian, 1573.

10) Arithmetica de Moya, intitvlada manual de contadores. En que se pone en suma
lo que vn contador ha menester saber, y vn orden para los que no saben escreuir,
con oyrlo leer, sepan contar, y conuertir de memoria vnas monedas en otras.
Co(n) vnas tablas al fin en Guarismo, y Castellano para aueriguar con facilidad
las cue(n)tas de los reditos de los ce(n)sos, y juros, segu(n) vsan¢a de Espaiia, y
otros reynos. Alcald, Tuan Gracian, 1582.

11) Principios de Geometria, de que se pod(r)an aprouechar los estudiosos de artes li-
berales, y todo hombre que su officio le necessitare a tomar la regla y co(m)pas en
la mano. Con el orden de medir, y diuidir tierras. Madrid, Francisco Sanchez, 1584.

2. EL TRATADO DE MATHEMATICAS

Al referirse al Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica,
Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural, Picatoste (1891) se expresa en los si-
guientes términos:

«Esta obra suele estar encuadernada en dos o tres tomos con distinta portada,
dedicatoria y prologos, por lo cual se consideran como obras distintas y de esta manera
las vamos a examinar.»

El primer tomo se consagra a la Aritmética’, se desarrolla en setecientas cincuenta
y dos paginas y se estructura en diez libros*. El libro quinto (pp. 323 — 396), al que

3. Como indica el titulo, el tomo segundo se dedica a la Geometria y el tercero se ocupa de la Astrono-
mia, Cosmografia y Filosofia natural.
4. Los topicos matematicos a los que se consagra cada uno de ellos se indican al comienzo de la obra:
«LLo que se contiene en el primero tratado de Arithmetica
I Arithmetica, y Musica Speculatiua.
II)  Lasreglas, o Problemas generales del Arithmetica Practica.
III) Quebrados, o Fracciones Comunes, y Astronomicas.
IV) Reglas de tres, y compaiiias, y falsas posiciones, y finezas de Oro, y Plata, y reglas de testa-
mentos, y aprecios de joyas, &c.
V)  Rayzes de numeros.
VI) Prueuas de las Problemas, o reglas generales de Arithmetica.
VII) Reglas de Algebra, o de la Cosa, o arte mayor.
VIII) Demandas, o questiones, y secretos, 0 experiencias de numeros.
IX) Cuentas de memoria, para los que no saben escreuir, y reduziones de vnas monedas en otras.
X)  Monedas, y pesos antiguos, y characteres de numeros, y cosas de Reportorios de tiempo, y
Computo.»
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dedicaremos nuestra atencion en los paragrafos siguientes, trata de las raices de nlimeros
y se divide en doce capitulos®.

LIBRO QVINTO

defta obra, Trata de varias

rayzes de numeros.

Fig. 1. Titulo del libro quinto.

3. LAS FUENTES DEL LIBRO QUINTO

Antes de entrar en el analisis de los contenidos matematicos del libro quinto, nos pa-
rece oportuno presentar el catalogo de autores y obras citadas por Pérez de Moya al re-
ferirse a determinados asuntos de caracter aritmético y geométrico. En la tabla siguiente
se recogen los autores citados por Pérez de Moya junto con la pagina en la que lo hace.
También se incluye la obra en la que, posiblemente, se apoy0 para realizar la referencia.

Autor Obra Paginas en que se cita
Ptolomeo Almagesto 328
Euclides Elementos de Geometria 334, 338, 339, 341
Oroncio Fineo Protomathesis 334, 335

Arithmetica practica, libri quatuor

Nicolas Tartaglia | General trattato di numeri, et misure 334, 335, 395

Michael Stifel Arithmetica integra 395

5. Los asuntos tratados en cada uno de ellos se detallan en el «Summario de los capitulos, y articulos que
se contienen en el quinto libro desta obra que trata de rayzes de numeros» (pp. 323 — 325):

«Capitulo primero. En que se dize que cosa son rayzes en los numeros, y de varias differencias de rayzes.

Cap. 2. Trata de la rayz quadrada, tiene nueue articulos.

Capit. 3. Trata de numero Cubo, o Cubico, y de su rayz Cubica, tiene onze articulos.

Cap. 4. Trata de rayz quadrada, de rayz quadrada, tiene ocho articulos.

Capitulo 5. Trata de rayz relata, tiene seys articulos.

Cap. 6. Trata de rayz censicubica, tiene ocho articulos.

Capitulo 7. Trata de segundo relato, y de su rayz segunda relata, tiene seys articulos.

Capitulo 8. Trata del censo, de censo, de censo, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 9. Trata de numero Cubo de Cubo, tiene seys articulos.

Cap. 10. Trata de censo relato, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 11. Trata del numero tercero relato, tiene seys articulos.

Capit. 12. Muestra sacar rayz quadrada, y cubica, y las demas, de fraciones Astronomicas.»
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A continuacion analizamos con algo mas de detenimiento estas referencias.

1) Ptlomeo.
La unica cita relativa a Ptolomeo (A4/magesto, libro 1, cap. 9) se encuentra en la
pagina 328 y se refiere a la utilidad de las raices en el campo de la Geometria y
Cosmografia.
2) Euclides.
En la pagina 334 del libro quinto, al hablar de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros naturales, Pérez de Moya cita a Euclides y hace alusion a la cuarta pro-
posicion del libro segundo de los Elementos:
«Si se divide de un modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mas el doble del rectangulo compren-
dido por las partes.»
En la pagina 338 encontramos dos citas mas. La primera, que concierne al resto
de la raiz cuadrada, no sefiala la proposicion de los Elementos involucrada en el
asunto. La segunda, relativa a la extraccion geométrica de la raiz cuadrada, alude

a la novena proposicion del libro sexto de Euclides:
«Construir una media proporcional entre dos rectas dadas.»
En la pagina 339 también contabilizamos dos notas relacionadas con cuestiones
geométricas utilizadas para la demostracion de la proposicion 9 del libro VI. La
primera hace referencia al corolario de la octava proposicion del libro sexto de
los Elementos:
«En un triangulo rectangulo la perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto a la base es media proporcional entre los segmentos de la base.»

La segunda se refiere a la penultima proposicion del libro sexto de Euclides:
«En los tridngulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al 4ngulo recto
es equivalente a los cuadrados sobre los lados que forman ese angulo recto.»
En la pagina 341, al hablar de la semejanza de nimeros sélidos, el bachiller san-
tistebefio aconseja la lectura de la proposicion vigesimoquinta del libro octavo de
los Elementos:
«Los niimeros solidos semejantes tienen entre si la misma razoén que dos niime-
ros cubos.»

Atendiendo a la numeracion de las proposiciones mencionadas, podemos sos-
pechar que Pérez de Moya consultd la obra: Evclidis Megarensis mathematici
clarissimi Elementorum Geometricorum. Lib. XV. Cum expositione Theonis in
prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate donate, Campani in omnes, & Hyp-
siclis Alexandrini in duos postremos (1537).
3) Oroncio Fineo.

En las paginas 334 y 335, al hablar de las aproximaciones de la raiz cuadrada de
nimeros sordos, el candnigo de la Catedral de Granada se refiere a Oroncio Fineo
pero no indica la fuente documental. Pérez de Moya debid consultar los capitulos
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consagrados a la extraccion de la raiz cuadrada en la Protomathesis (1532)% o en
alguna edicion de la Arithmetica practica, libri quatuor (1542, 1544, 1555)7.

4) Nicolo Tartaglia.
En las paginas 334 y 335 se alude a Tartaglia en relacion a las aproximaciones de
las raices cuadradas. Dado que no se indican los textos consultados y teniendo en
cuenta que el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et
misure (1556-1560) se dedica integramente a la extraccion de raices, sospecha-
mos que Pérez de Moya debid examinar esta obra.
Por otro lado, en la pagina 395, el bachiller aconseja la lectura de Tartaglia en lo
que se refiere a la extraccion de la raiz tercera relata (raiz de indice once) de en-
tero y quebrado.

5) Michael Stifel.
La uinica mencion referente a Michael Stifel se encuentra en la pagina 395 y alude
a la extraccion de la raiz tercera relata de entero y quebrado. Como en otras oca-
siones, Pérez de Moya oculta el texto consultado. En este caso, creemos que se
trata de la Arithmetica integra (1544)3.

4. LA EXTRACCION DE RAICES DE NUMEROS NATURALES

El capitulo I del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, apoyan-
dose en las nociones de nimero cuadrado, cubo, censo de censo, y relato, declara los
conceptos de raiz cuadrada, cubica, cuadrada de cuadrada (cuarta) y relata (quinta). Lle-
gando a este punto, Pérez de Moya comenta:

«Segu(n) esto infinitas differencias ay de rayzes segu(n) el orden q(u)e vno le paresciere
de multiplicar a los numeros muchas, o pocas vezes.»

También se consideran los numeros pronicos’, las raices pronicas'® y las raices com-
puestas (ligadas'' y universales'?).

6. La extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se estudia en la parte consagrada a la Aritmé-
tica Practica (Liber primus, cap. VII. De inuentione radicis quadratorum numerorum).

7. En la edicion de 1555 que hemos consultado, la extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se
estudia en el capitulo 7 (De inuentione quadratae radicis in numerus integris) del libro primero.

8. La extraccion de raices se contempla en el capitulo 5 (De extractionibus radicum) del primer libro.

9. Utilizando el simbolismo moderno, un niimero pronico segin Pérez de Moya es del tipo , donde a es
un cuadrado perfecto. Asi, 18 =42 + V4 es pronico.

10. Dado un namero pronico a? + Va, su raiz pronica es a. Asi, 4 es la raiz pronica de 18.

Encontramos el concepto de raiz pronica en la Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con
la horden de contadores (1546) de Gaspar de Texeda.

11. En notacion simbolica moderna algunos ejemplos de raices ligadas propuestos por Pérez de Moya son:

Va4+V1i=3 , V9+V5=3+4++5

12. En notacién simbolica moderna algunos ejemplos de raices universales propuestos por Pérez de Moya son:

13+V144 =13+ 12 =V25=5

VE+V1+ /10+x/%:7
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A la hora de justificar la utilidad de las raices, el bachiller se expresa en los siguien-
tes términos (p. 328):

«Destas rayzes q(ue) se ha dicho, la quadrada sirue para Geometria, y Cosmographia,
y para el arte militar, y para sacar vn medio proporcional entre dos estremos, y para el arte
mayor. La cubica sirue para sacar dos medios proporcionales entre dos estremos, y para sacar
la quantidad de los Diametros en los cuerpos solidos, y para otras varias cosas. Y esta, con
todas las demas que aqui tratamos generalmente, siruen para la regla de la cosa, o arte mayor,
como en el proceso desta obra se vera.»

En los diez capitulos siguientes el discurso de Pérez de Moya, en lo que a la extrac-
cion de raices de nimeros naturales se refiere, transita por las siguientes etapas:

e Definicion-descripcion de potencias y raices.

e Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion.

* Algoritmos para la extraccion de raices.

* Aproximaciones de raices.

e Pruebas de las raices.

Enlo que sigue, utilizaremos este guion para el andlisis de los contenidos matematicos.

4.1. Definicion-descripcion de potencias y raices

Apoyandose en la descripcion de las potencias de base natural y exponentes entre 2 y
11, Moya introduce la nocién de raiz cuadrada, cubica, etc. Asi, por ejemplo, en el caso
de la raiz quinta [= raiz relata] el bachiller comenta (p. 356):

«La quarta especie de rayz en orden, es la que dizen relata, y assi por numero relato se
entie(n)de el vitimo producto que sale de la multiplicacion de cinco numeros yguales en quan-
tidad, y genero, assi como estos 2. 2. 2. 2. 2. (o otros mayores) los quales, multiplicados todos,
vnos por otros, hacen treynta y dos, este treynta y dos, se dize numero relato, y el vno de los
cinco doses, se dize rayz relata deste numero treynta y dos.»

Las denominaciones de las raices de distintos indices, que coinciden con las de las
potencias de que provienen, se detallan en el cuadro siguiente:

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz quadrada Raiz cuadrada
Rayz cubica Raiz ctbica

Rayz quadrada de rayz quadrada o Rayz de censo de censo Raiz cuarta

Rayz relata Raiz quinta
Rayz censicuba Raiz sexta
Rayz segunda relata Raiz séptima

Rayz quadrada de quadrada de quadrada o Rayz de censo de | Raiz octava
censo de censo
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Fig. 4. Potencias de exponente diez de

los numeros digitos.

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz cubica de rayz cubica Raiz novena
Rayz censirelata Raiz décima
Rayz tercera relata Raiz undécima

Los nombres utilizados por Pérez de Moya para describir las raices, que estan rela-
cionados con el simbolismo algebraico de la época (Meavilla y Oller, 2014), fueron co-
munes en muchos impresos europeos del XVI'3. No obstante, en la mayoria de ellos el
catalogo propuesto por el canonigo jienense se limitaba a las raices cuadradas y ctibicas!®.

4.2. Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion

En el estudio de cada uno de los diez tipos de raices precedentes, se presenta una tabla
de las potencias de los numeros digitos cuyos exponentes son, en cada caso, el indice co-
rrespondiente a la raiz que se esté considerando. Cuando existen, se afiaden los caracte-
res de exclusion.

Por ejemplo, en el estudio de la raiz censirelata [= raiz décima], se ofrece la tabla si-
guiente (figura 4):

A esta lista, el bachiller afade (p. 384):

«Desta tabla se manifiesta, que los nimeros que fenescieren en 2. 3. 7. 8. seran irraciona-
les, y los que fenescieren en 1. 4. 5. 6. 9. 0. podran ser, o no ser racionales.»

13. En la Arithmetica integra (1544) de Stifel y en el General tratatto (1556 — 1560) de Tartaglia encon-
tramos denominaciones casi idénticas.

14. Esto sucede, por ejemplo, en las obras de Juan de Ortega (1512), Juan Andrés (1515), Joan Ventallol
(1521), Petrus Apianus (1527), Oroncio Fineo (1532), Girolamo Cardano (1539), Gaspar Nicolas (1541) y
Oroncio Fineo (1555).

78 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 71-88, ISSN: 2340-714X



La extraccion de raices en el Tratado de Mathematicas (1573) del bachillerJuan Pérez de Moya
Vicente Meavilla S. y Antonio M. Oller M.

4.3. Algoritmos para la extraccion de raices

Para la extraccion de raices, Pérez de Moya aborda en primer lugar el calculo del nu-
mero de cifras de la raiz pedida para, a continuacion, proponer procedimientos para el
calculo de dichas cifras.

4.3.1. Numero de cifras de la raiz

Para determinar el numero de cifras de cualquier raiz, el bachiller propone las dos

técnicas siguientes:

e Se ponen puntos debajo de las cifras del radicando (empezando por las unidades)
de modo que entre dos puntos consecutivos quede una cifra sin puntuar (raiz cua-
drada), dos cifras sin puntuar (raiz ctbica), tres cifras sin puntuar (raiz cuarta) etc.
El ntimero de puntos coincide con el numero de cifras de la raiz correspondiente'.

e Contando de derecha a izquierda y mediante barras verticales se separan las ci-
fras del radicando en grupos de dos cifras (raiz cuadrada), tres cifras (raiz cbica),
cuatro cifras (raiz cuarta), etc. El nimero de grupos coincide con el nimero de ci-
fras de la raiz.

El método senalado en el punto i. ya fue utilizado, entre otros, por: Luca Pacioli
(1494), Juan Andrés (1515)'°, Joan Ventallol (1521), Girolamo Cardano (1539)!7, Gaspar
de Texeda (1546) y Marco Aurel (1552). Por su parte, el método del punto ii. puede en-
contrarse en la obra de, entre otros: Nicolas Chuquet (1484), Juan de Ortega (1512), Es-
tienne de la Roche (1521), Oroncio Fineo (1532 y 1555) y Juan de Yciar (1549).

4.3.2. Cdlculo de las cifras de la raiz

Para el célculo de las cifras de las raices de indices entre 2 y 11, Pérez de Moya debio
estar familiarizado con los «coeficientes binomiales» que Michael Stifel estudid en su
Arithmetica integra (1544) y Tartaglia en su General trattato (1556 — 1560) (figura 5).

Para las raices cuadradas y cubicas, el bachiller pone de manifiesto el conocimiento
de dichos coeficientes:

«La razo(n) de todo lo que en el sacar de rayz [cuadrada] se ha dicho sale d(e) la quarta
proposicion del segundo de Euclides'®.» (p. 334).

15. Este procedimiento se apoya en la expresion del radicando como suma de potencias de (raiz cua-
drada), (raiz ctibica), (raiz cuarta) etc.

16. Juan Andrés también utilizé puntos entre las cifras del radicando a modo de barras

verticales.
17. Cardano también utilizo puntos encima de las cifras del radicando. La misma técnica fue utilizada por
Petrus Apianus (1527), Michael Stifel (1544) y Nicolas Tartaglia (1556-1560).

18. En lenguaje simbolico moderno dicha proposicion equivale a la identidad:
(a+b)y=a*>+b>+2ab
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Fig. 5. Coeficientes binomiales en la

Arithmetica integra (1544)
de Michel Stifel.

«Para ente(n)der la razon de lo que se ha hecho en el sacar de la rayz Cubica, considera
q(ue) si vna linea fuere diuidida en dos qualesquiera partes, el Cubo de toda la linea sera ygual,
al Cubo de la primera parte, y al triplo del quadrado de la dicha primera parte, multiplicada
por la segu(n)da, y al triplo del quadrado de la segunda parte, mutiplicada por la primera, y al
Cubo de la segunda.» (p.350)".

Los procedimientos de extraccion so6lo difieren de los actuales en la disposicion de
los calculos (figura 6).

A lo largo del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, el matema-
tico santistebefio calcula las siguientes raices exactas? (ver tabla).

Ademas de los aspectos aritmético-algebraicos de la extraccion de raices, Pérez de
Moya también considera su componente geométrica. Asi, al referirse a las raices cuadra-
das y cubicas, afirma:

19. En el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et misure, Tartaglia describe
de forma retorica el desarrollo de distintas potencias del binomio. Asi, para el exponente 7, se expresa en los
siguientes términos:

«Se vna quantita sara diuisa in due parti, come si voglia, il secondo relato di tutta la detta quantita
sempre sara eguale a questi otto principali produtti, cioe al produtto del secondo relato della prima
parte. Et al produtto del settuplo del cubo censo della detta prima parte fia la seconda parte, & al pro-
dutto del 21 uplo del relato della detta prima parte fia il censo della seconda, & al produtto del 35
uplo del cen. cen. della detta prima fia il cubo della seconda, & al produtto del 35 uplo del cen. cen.
della seconda fia il cubo della prima, & al produtto del settuplo del censo cubo della detta seconda fia
la prima (simplice) & finalmente al produtto del secondo relato della detta seconda parte.» (fol. 51r).
20. Hemos utilizado el simbolismo moderno para radicales, desconocido por Pérez de Moya.
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«... buscar la rayz quadrada de vn numero, no es otra cosa sino buscar vna quantidad
media proporcional entre la vnidad, y el tal numero p(ro)puesto.» (p. 329).

«Nota, quando te piden que saques rayz [cuadrada] de vna qualquiera qua(n)tidad, enten-
deras que la tal quantidad es area de vn quadrado, y saber sacar su rayz es querer saber el lado,
o principio d(e) do el tal quadrado procedio. Y si dixessen rayz Cubica, la tal quantidad enten-
deras ser cuerpo Cubo.» (p. 330).

Ademas, el bachiller determina geométricamente la raiz cuadrada y la raiz ciibica de
dos numeros concretos [= segmentos rectilineos].

En el primer caso, calcula la raiz cuadrada de 12 sirviéndose de un método clasico
contenido en los Elementos de Euclides (Libro VI, prop. 9). El bachiller describe el pro-
cedimiento como sigue (p. 339):

«...queriendo sacar la rayz de doze, tomaras doze, y la vnidad, o dos, y seys, o tres, y qua-
tro, porque qualquiera destas par de quantidades multiplicadas, hacen doze, y assi no impor-
tara mas tomar vnas q(ue) otras, y por causa de exemplificar, siruamonos de quatro y tres.
Toma agora vna linea de 4 tamafios yguales, y otra de tres, assi como la linea a. b. y la c. d.
entre las quales buscaras vna linea media proporcional [...] y para hallar esta linea, juntaras
la a.b. y c.d. a la larga, y quedara de ambas hecha la linea e.f. sobre la qual haras medio cir-
culo, de modo que toda la e.f. quede por diametro, como paresce en la figura L.Lh.m. luego del
punto. i. del didmetro (que es do se junto la linea a.b. con la c.d.) saca vna perpendicular hasta
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la circunferencia del semicirculo, como mues-
tra la linea. h.i. y esta sera la linea proporcional,
la potencia de la qual valdra doze, y por consi-
guiente sera la rayz del dicho doze.» (figura 7).
Pérez de Moya justifica este procedi-

miento con la ayuda de Euclides (corolario
de la proposicion 8 del libro VI y pentltima
proposicion del libro VI).

En cuanto a la construccion geométrica
de la raiz cubica, Moya utiliza una antigua
técnica para intercalar dos medias proporcio-
b d nales entre dos segmentos rectilineos dados?!

/SR B pny N T AN

que encontramos en la Summa (1494) de

Fig. 7. Ilustracion que acompaiia a la

Luca Pacioli y en el libro segundo de la se-
gunda parte del General trattato di numeri,
et misure de Tartaglia. El bachiller describe la
construccion pero no la demuestra? (p. 351):

extraccion geométrica de V12

«Si por via de linea quisieres sacar rayz Cubica de algun numero, como si dixessen. Dame
la rayz Cubica deste numero, o linea de ocho tamafos, haz della vna superficie, o figura Pa-
rallelograma, que tenga por lado vn tamafio de los ocho, que es la linea larga, como mues-
tra a.b.c.d. con las otras lineas largas que se toquen en el angulo. b. del Parallelogramo, luego
para sacar el ce(n)tro deste paralelogramo, echa vna linea del punto. b. hasta el punto. c. y otra
desde el punto. a. hasta el pu(n)to. d. las quales se cortaran en el pu(n)to. g. y este sera el cen-
tro deste Parallelogramo. Luego asienta el vn pie del compas en este punto, o ce(n)tro. g. y
estiende lo tanto en las lineas. a.f. y en la. d.e. que hagas dos pu(n)tos en ellas, de modo que
echando vna linea del vno al otro, passe por el punto, o angulo. c¢. como haze la linea h.c.i. y lo
que esta linea cortare de la linea. d.e. (que es lo que ay entre la. i. y la. d.) sera la rayz Cubica
de la linea. b.d. que se diuidio en ocho tamafios. Y assi como la rayz Cubica de ocho, es dos,
assi esta quantidad. i.d. (que dezimos ser la rayz) es dos tamafios, yguales a los ocho de la dada
linea b.d. Y deste modo se sacara rayz Cubica de qualquiera numero.» Figura 8.

4.4. La aproximacion de raices

4.4.1. Aproximacion de raices cuadradas

Pérez de Moya inicia el estudio de las aproximaciones de raices cuadradas con las pa-

labras siguientes (p. 334):

«Algunos, como Oroncio, quieren que sacando rayz [cuadrada] de numero sordo, que lo
que sobrare se po(n)ga sobre vna raya, y la rayz que ouiere salido se doble y afiada vn punto,
y se ponga por denominacio(n) a lo que sobro.»

21. Siguiendo a Heath (1981), esta técnica fue utilizada por Apolonio, Herén y Filén de Bizancio.

82

22. En los textos de Pacioli y Tartaglia que hemos citado se ofrecen las demostraciones pertinentes.
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Fig. 8. Tlustracion que acompaiia a la extraccion geométrica de 8

En lenguaje simbolico moderno, la aproximacion que el canonigo de la Catedral de
Granada atribuye a Oroncio Fineo equivale a:

r
VN=ya+r=a+ ;

2a+1

donde a? es el mayor cuadrado contenido en N 3.
Consultando los ejemplos de aproximaciones de raices cuadradas contenidos en la
Arithmetica practica® de Fineo, se observa que la aproximacion utilizada por Oroncio es:

r
\/IV=\/a2+rEa+%

En consecuencia, la informacion facilitada por el bachiller es incierta.
Pérez de Moya también se refiere al tipo de aproximacion del que se sirvid Tartaglia
en los siguientes términos (p. 334):

23. En el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 22v), Pérez de Moya enuncia dicha
regla, sin referirse a Oroncio Fineo, en los siguientes términos:
«Qvando hauiendo sacada la rayz de algun numero sobrare algo pondras lo que sobrare sobre vna
raya, y doblaras la rayz del tal numero y afadille vno y ponerlo has debaxo por denominador.»
24. En lenguaje simbdlico moderno, los ejemplos de aproximaciones ofrecidos por Oroncio Fineo (fol.
11v) son:

11
V204315 =+/4522 + 11 = 452 +m

12 1
V291612 = /5402 + 12 = 540 +m =540 +9—0
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«Nicolas Tartalla quiere que al duplo de la rayz [cuadrada] no se afiada vno, sino que

solamente se doble la rayz que ouiere venido, y se ponga debaxo de lo que sobrare por
denominacion.»

Siendo cierto que Tartaglia en su General trattato (Libro segundo de la segunda
parte, fol. 25r) hace uso de esta aproximacion?, también lo es que, en raices cuadradas
del tipo VN =va? + 2a,, el matematico italiano aconseja esta otra:

r
= 2 — 2 4
VN \fa + 2a \/a +r,a+2a+1

A continuacion, el bachiller propone otra regla de Tartaglia (General trattato. Libro

segundo de la segunda parte, fols.25v-26r), consistente en la aplicacion reiterada de
aproximaciones del tipo

IR

N r
a a5
—2a

y la aplica al calculo aproximado de la raiz cuadrada de 3. En esencia, las operaciones
efectuadas, expresadas en el lenguaje simbolico moderno, son:
* Primera aproximacion:

2
V=yFresi+o=141=2

Segunda aproximacion

1
22=3+4+1=23=22—-1=+3=4/22-1=2- 2

1 7
2%2 4 4

Tercera aproximacion

7\ 49 1 At

@) =te=3+1e=3=(3) =3
7 1/16 97

4 7/2 56

El matematico andaluz concluye (p. 335):

«Y deste modo podras proceder aproximando tanto, que quasi no sea sensible el error, mas

al justo nunca llegaras, porque por tanto se dize vn numero sordo, porque quando del se saca
rayz, ni quanto, ni qual sea se oye.» (p. 335).

25. «Laqual regola e di questa sorte, che pongono quel tal auanzano sopra vna virgola, & il
doppio della prima radice (gia trouata) di sotto, et tal rotto lo accompagnano con la detta prima
radice sana, & tal summa concludeno esser la radice propinqua di detta prima quantita proposta.»
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Después de esto, el matematico jienense calcula el valor aproximado de la raiz cua-
drada de 5 utilizando un procedimiento similar al de Nicolas Chuquet (7riparty, 1484)%,
consistente en acotar el valor de dicha raiz mediante intervalos abiertos encajados cuyos
extremos se obtienen sucesivamente a partir de la «propiedad de los valores intermedios»:

a a a+c

c C
— — —_ - — 27
»a>bp+a~a

Pérez de Moya pudo conocer este método a través de Etienne de la Roche (Larismethi-
que nouuellement composee, 1520)*” o de Joan Ventallol (Pratica mercantiuol, 1521).

Por tultimo, el bachiller propone «otra orden de sacar rayz de numeros sordos» que
admite la siguiente traduccion al simbolismo moderno:

V10%F N
W ="

Esta forma de aproximar se encuentra la « Aritmética practica» de Oroncio (1555, fol.
12v) y Moya ya la utilizo en el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 23v). Advirta-
mos que la aplicacion esta regla incluye el uso de fracciones decimales.

4.4.2. Aproximacion de raices cuibicas

En cuanto a la aproximacion de las raices cubicas se refiere, el bachiller presenta las
dos reglas siguientes:

r r
W=Vad+rza+——; W=VYal+r=za+—5——

3a(a+1)+1 3a? + 3a

La segunda se describe en el General trattato (fols. 27v-28r) de Nicolo Tartaglia del
modo siguiente:

«Per cauare adonque la propinqua radice cuba delli numeri non cubi, caua prima la ra-
dice cuba del maggior numero cubo, che sia in quel tal numero non cubo, & quel che sopra-
restara a tal operatione poneralo sopra vna virgola, o vuoi dir sopra di vna leneetta, &
fatto questo per formar il denominator da mettere sotto di quella trippla sempre quella radice
gia cauata, e quel triplato multiplicalo per la medesima radice, & a tal multiplicatione aggion-
giui il detto triplato, & tal summa ponila sotto a quella lineetta per denominator, & questo tal
rotto aggiongilo alla prima radice, & tal qua(n)tita cosi co(m)posta sara la radice propinqua
cuba di quel proposto numero non cubo.»

26. La Triparty se escribio en 1484 pero su manuscrito no fue conocido hasta que Aristide Marré lo pu-
blico en 1881. Afortunadamente, parte de la obra de Chuquet fue plagiada por Estienne de la Roche en Laris-
methique nouellement composee (1520).

27. En los folios 32r y 32v, Estienne de la Roche propone el método de aproximacion de raices de
Chuquet.

28. En el folio CXXr, Ventallol resuelve dos ecuaciones de segundo grado con una incog-

nita utilizando el método de aproximacion de Chuquet.
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Refiriéndose a estas dos aproximaciones de la raiz cubica, Simon Stevin (1585, p.
125) dice:

«NOTA Nicolas Tartalia traictant curieusement de ceste reste, n’aiouste poinct ce dernier
1, comme nous (auec Tuan Peris de Moya) auons faict...»

4.4.3. Aproximacion de raices de indices superiores

Para las raices de indices entre 4 y 11, Pérez de Moya se sirve de aproxi-
maciones que admiten la siguiente generalizacion

AEET T AP

Tartaglia utiliza este tipo de aproximaciones en su General trattato.

YN=YVar+r=a+

4.5. Las pruebas de las raices

En todos los casos en que se aplica (raices de indices 2, 3, 4, 5 y 6), la prueba de la
extraccion de la raiz enésima de un ntimero natural consiste en elevar a la enésima po-
tencia la raiz hallada y afiadir el resto al resultado obtenido. En el caso de la raiz censi-
cuba [= raiz sexta], el bachiller puntualiza (p. 366):

«La prueba destas rayces, sera conuertir la tal rayz censicuba, multiplicando seys nume-
ros yguales, a la tal rayz, vnos por otros, y si el vitimo producto, afiadiendo lo que sobrare (si
sobrare algo) fuere tanto como el numero de quien se ouiere sacado la tal rayz estara buena, y
si no fuere tanto, sera falsa, y sera necessario hazer la otra vez, o otras, hasta q(ue) salga deste
modo.»

5. CONCLUSIONES

A la luz de lo expuesto en los paragrafos precedentes, podemos afirmar que el libro
quinto (Trata de varias rayzes de numeros) del primer tomo del Tratado de Mathemati-
cas presenta las siguientes mejoras o retrocesos en relacion a las aritméticas espafiolas y
extranjeras del siglo XVI que hemos examinado.

1) La explicacion detallada de la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11, no
la hemos encontrado en las aritméticas consultadas, excepcion hecha del General
trattato di numeri et misure (1556 — 1560) de Tartaglia. En consecuencia, pode-
mos concluir que, en cuanto al detalle y al numero de casos estudiados, la exposi-
cion de Pérez de Moya es superior a la que aparece en la mayoria de los manuales
del siglo XVI.

2) El bachiller solo presenta la justificacion del procedimiento utilizado para la ex-
traccion numérica de la raiz cuadrada y la raiz cubica (cuadrado del binomio y
cubo del binomio). En esto el tratamiento de Pérez de Moya es inferior al de
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Tartaglia que, en forma retorica, enuncia el desarrollo de todas las potencias del
binomio relacionadas con la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11.

3) La construccion geométrica de la raiz clibica que Pérez de Moya presenta, sin de-
mostracion alguna, no es frecuente en los manuales renacentistas y no aparece en
las aritméticas espafolas del XVI que hemos consultado. En el General trattato di
numeri et misure, Tartaglia ofrece una prueba de dicha construccion.

4) El método de Chuquet para la proximacion de la raiz cuadrada, que Pérez de
Moya incluye en su obra, no aparece en forma explicita, salvo en la Larismethique
nouellement compose (1520) de Estienne de la Roche y la Pratica mercantiuol
(1521) de Joan Ventallol, en ninguna de las aritméticas espafiolas y extranjeras del
XVI que hemos consultado.

5) Las aproximaciones de las raices de indices entre 4 y 11, que el bachiller debio
tomar prestadas de Tartaglia, no las encontramos en las aritméticas espafiolas del
XVI que hemos estudiado.

A partir de las consideraciones anteriores establecemos las dos conclusiones
siguientes:

a) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de rai-
ces es superior al que se encuentra en las aritméticas espafolas del X VI, anterio-
res a 1573.

b) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de raices
es inferior al que Tartaglia desarrolla en su General trattato di numeri et
misure. Sin duda alguna, el bachiller se inspir6 en dicha obra para escribir el libro
quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas.
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Una historia de amor y odio

Reuben Hersch
Vera John-Steiner
Editorial: Critica
Marzo 2012 (primera edicion)
ISBN: 978-84-989229-8-1
463 paginas

La colaboracion entre un matematico, Reuben Hersch, y una experta en lingiiistica y
educacion, Vera John-Steiner, permitio la creacion de este libro, que pretende dar una vi-
sion mas social y emocional de las matematicas y su estudio.

Entre sus paginas, los autores abordan una amplia variedad de mitos sobre esta disci-
plina y sus participantes, siempre a través de anécdotas, comentarios y biografias de re-
putados matematicos.

En concreto, desde esta perspectiva, el libro indaga sobre los jovenes matematicos y
el origen de su talento, la cultura matematica, el apoyo que esta disciplina supuso para
muchos matematicos en sus peores momentos, la adiccion a las matematicas y los peli-
gros que esta ha podido conllevar, las amistades entre los matematicos y las comunidades



MATEMATICAS. Una historia de amor y odio
Maria José Madrid

que se han formado a lo largo de los afios, el papel de las mujeres en matematicas y la im-
portancia o no de la edad para investigar en esta materia.

Finalmente, plantea las matematicas en el contexto educativo; primero desde el punto
de vista de dos profesores con modelos de ensefianza contrarios, y después desde el
de los alumnos y el frecuente amor u odio que se produce en sus relaciones con esta
asignatura.

En definitiva, el libro aporta un gran nimero de curiosidades y detalles interesantes,
e incluso divertidos, tanto sobre las matematicas como sobre aquellos que han trabajado
en este campo. Convirtiéndose en una obra altamente recomendable para todo aquel que
quiera conocer mas sobre las matematicas en un tono informal y anecdético, y especial-
mente para los docentes, que podran utilizarla en el aula para ayudar a sus alumnos a co-
nocer y conectar mejor con esta materia y con las personas que dedicaron o dedican su
vida al estudio de ella.

Maria José Madrid
Universidad de Salamanca
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Sobre la naturaleza de las matematicas
en la formacion inicial de maestros: los procesos
matematicos en el sistema de creencias
de los estudiantes

Angel Alsina y Paula Lopez
Universidad de Girona

Resumen: Se analizan las creencias de 142 futuros maestros sobre la naturaleza de las
matemdticas y, de forma mds concreta, su vision sobre los procesos matemdticos. Los
datos obtenidos a través de un cuestionario muestran que no se consideran suficiente-
mente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos resultados
ponen de manifiesto la necesidad de trabajar los procesos matemadticos durante la for-
macion inicial y permanente del profesorado para favorecer la adquisicion de la com-
petencia matemdtica.

Palabras clave: naturaleza de las matematicas, procesos matemdticos, dominio afec-
tivo, sistema de creencias, formacion de maestros, identidad profesional del maestro de
matematicas.

About the nature of mathematics in initial teacher
training: The mathematical processes in the belief
systems of students

Abstract: We analysed 142 pre-service teachers’ beliefs about the nature of mathemat-
ics and, more specifically, their view of mathematical processes. The data obtained by
questionnaire demonstrate that the ways of acquiring and using mathematical contents
are not adequately considered. These results reveal the need to work the mathematical
processes during the training teacher to promote mathematical competence.
Keywords: nature of mathematics, mathematical processes, affective domain, belief sys-
tem, teacher training, professional identity of mathematics teachers.
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INTRODUCCION

La formacion inicial que reciben los futuros maestros tiene una gran repercusion en el
desempefio de la profesion de maestro. La institucion universitaria, pues, tiene la mision
de preparar a maestros competentes, es decir, maestros que ademads de tener conocimien-
tos y habilidades que permitan resolver adecuadamente los problemas profesionales,
sientan y reflexionen acerca de la necesidad y el compromiso de actuar en corresponden-
cia con sus conocimientos, habilidades, motivos y valores -con flexibilidad, dedicacion
y perseverancia-, en la solucion de los problemas que de ¢l demanda la practica profesio-
nal (Esteve y Alsina, 2010). De acuerdo con las directrices estatales sobre las competen-
cias profesionales que debe aprender un estudiante para maestro durante su formacion
inicial (MEC, 2007a; MEC, 2007b), de forma muy sintética los futuros maestros debe-
rian construir y co-construir de manera autorregulada nuevos conocimientos disciplina-
res y didacticos, y reconstruir los conocimientos, experiencias y creencias previas que
pueden suponer un obstaculo para su identidad profesional (Beijaard, Meijer y Verloop,
2004; Bauchamp y Thomas, 2009).

El argumento que se acaba de exponer es probablemente una de las principales razo-
nes por las que, en el contexto de la investigacion en torno al dominio afectivo en edu-
cacion matematica, los estudios acerca de las creencias de los futuros maestros tienen
un peso importante. Caballero, Blanco y Guerrero (2008) sefialan que el estudio de las
creencias en educacion matematica incluye cuatro dimensiones: creencias sobre la natu-
raleza de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje; creencias sobre uno mismo
como aprendiz de matematicas; creencias acerca del papel del profesorado de mate-
maticas; y creencias suscitadas por el contexto socio-familiar. Todas ellas, como se ha
indicado, ejercen un papel importante en la configuracion progresiva de la identidad pro-
fesional del maestro de matematicas, un término recientemente acufiado por Lutovac y
Kaasila (2011, 2013) para referirse a un proceso narrativo que incluye una interaccion
entre el contexto matematico individual y social y un proceso de auto-reflexion en el que
la identidad matematica pasada, presente y futura entran en didlogo. Considerando esta
conceptualizacion, algo implicita, en este trabajo se considera que la identidad profesio-
nal del maestro de matematicas se modela a lo largo de toda su trayectoria como apren-
diz de matematicas durante su formacion no universitaria, y como aprendiz de didactica
de las matematicas durante su formacion universitaria. Las experiencias personales y los
conocimientos tedricos y practicos interiorizados durante toda la trayectoria como es-
tudiante dan lugar a un complejo sistema de creencias que incluye creencias sobre las
matematicas, creencias como aprendiz de matematicas, creencias acerca del funciona-
miento de la clase de matematicas y creencias sobre el contexto social en relacion a las
matematicas.

En este trabajo se analizan las creencias de los estudiantes para maestro sobre la na-
turaleza de las matematicas, y de forma mas concreta su vision acerca de los procesos de
pensamiento matematico en el aprendizaje de la disciplina, tomando en consideracion las
orientaciones de diversos organismos internacionales que en los ltimos afios han enfati-
zado la importancia de los procesos para un aprendizaje competencial de las matematicas
(NCTM, 2000; OCDE, 2001, 2004). En esta misma linea, en el reciente “Real Decreto
126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
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Primaria” (BOE, 2014) aparece un nuevo bloque de contenidos llamado “Procesos, mé-
todos y actitudes en matematicas”, lo cual pone de manifiesto la importancia creciente
de este tipo de conocimientos y destrezas.

Coincidiendo con el inicio del Siglo XXI, el National Council of Teachers of Mathe-
matics publico unos nuevos estandares que pretenden ser un recurso y una guia para
todos los que toman decisiones que afectan a la educacion matematica: los principios
y estandares para la educacion matematica (NCTM, 2000). La vision de la educacion
matematica de estos estandares es sumamente ambiciosa, y busca sobre todo asegurar
que todos los estudiantes reciban una educacién matematica de calidad que garantice el
aprendizaje con comprension de nociones matematicas importantes. En otras palabras,
se pretende romper con un curriculo de matematicas orientado exclusivamente a la ad-
quisicion de contenidos y dirigir la mirada hacia un curriculo orientado a la adquisicion
de la competencia matematica, es decir, se insta a dejar de instruir a los alumnos exclusi-
vamente para obtener un buen rendimiento académico y, en su lugar, educarlos para que
comprendan y usen las matematicas en situaciones significativas. Para conseguir este
proposito sitian a los procesos matematicos como los conocimientos clave para aprender
a usar los contenidos matematicos de forma comprensiva y eficaz en diferentes contex-
tos: “los estandares de proceso (resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comu-
nicacion, conexiones y representacion) ponen de relieve las formas de adquisicion y uso
de dichos contenidos” (NCTM, p. 31).

Es desde esta perspectiva que se ha desarrollado el presente estudio con un grupo de
142 futuros maestros en el que se analizan las consideraciones que tienen acerca de los
procesos matematicos.

LA NATURALEZA DE LAS MATEMATICAS: EL PAPEL DE LOS PROCESOS
MATEMATICOS

Hace ya mas de una década, Niss (2002) propuso abandonar el planteamiento curri-
cular focalizado en los contenidos matematicos, puesto que se centra exclusivamente
en la adquisicion de simbolos y de técnicas y no tanto en su uso significativo. Ello le
llevo a plantear ocho competencias matematicas clasificadas en dos grupos: el primer
grupo tiene que ver con la capacidad de preguntar y responder preguntas dentro de y
con las matematicas, y el segundo grupo con la capacidad de hacer frente y de gestio-
nar el lenguaje matematico y sus herramientas. Estas competencias, centradas en lo que
las personas pueden hacer, tienen que ver con procesos mentales o fisicos, actividades y
comportamientos (Alsina, 2014):
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Cuadro 1. Preguntar y responder preguntas dentro de y con las matematicas

Pensar matematicamente (dominio de modos matematicos de pensamiento), como por
ejemplo:
— Plantear preguntas que son propias de las matematicas y conocer el tipo de respues-
tas que las matematicas pueden ofrecer;
— Comprender y manejar las posibilidades y limitaciones de un determinado concepto;
— Ampliar las posibilidades de un concepto extrayendo algunas de sus propiedades o
generalizando resultados;
— Diferenciar los diferentes niveles de las matematicas (afirmaciones condicionadas
del tipo “si-entonces”, hipotesis, definiciones, teoremas, conjeturas o casos).

Plantear y resolver problemas matematicos, como por ejemplo:
— Identificar, plantear y especificar diferentes tipos de problemas matematicos: puros
o aplicados; abiertos o cerrados;
— Resolver diferentes tipos de problemas matematicos, planteados por otros o por uno
mismo, de diferentes maneras cuando sea necesario.

Modelizacion matematica (es decir, analisis y construccion de modelos), como por
ejemplo:

— Analizar los fundamentos y las propiedades de los modelos existentes, incluida la
evaluacion de sus posibilidades y de su validez;

— Decodificacion de los modelos existentes;

— Realizacion de actividades de modelizacion en un determinado contexto: estructurar
el campo; matematizar; trabajar con el modelo, incluyendo la solucioén de los pro-
blemas a que da lugar; validar el modelo, interna y externamente; analizar y criticar
el modelo; comunicar sobre el modelo y sus resultados; vigilar y controlar todo el
proceso de modelizacion.

Razonamiento matematico, como por ejemplo:

— Seguir y evaluar cadenas de argumentos;

— Conocer qué es una demostracion matematica (y qué no es) y en qué se diferencia de
otros tipos de razonamiento matematico, como por ejemplo el heuristico;

— Descubrir las ideas basicas en una determinada linea de argumento (sobre todo en
una prueba), incluyendo la distincion de las lineas principales de los detalles, las
ideas de los tecnicismos;

— Elaborar formal e informalmente argumentos matematicos y demostrar declaraciones.
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Cuadro 2. Gestionar el lenguaje matematico y las herramientas matematicas

ejemplo:
tes tipos de representaciones de objetos matematicos, fendmenos y situaciones;

misma entidad, y conocer sus puntos fuertes y sus limitaciones;
— Elegir y cambiar entre las diferentes representaciones.

Representacion de las entidades matematicas (los objetos y situaciones), como por
— Comprension y utilizacion (decodificacion, interpretacion, distincion entre) diferen-

— Comprension y utilizacion de las relaciones entre las distintas representaciones de la

Manejo de simbolos matematicos y formalismos, como por ejemplo:
como la comprension de sus relaciones con el lenguaje natural,

la sintaxis como la semantica);
— Traduccion del lenguaje natural al formal y simbélico;

los y férmulas.

— Decodificacion e interpretacion simbolica y formal del lenguaje matematico, asi

— Comprender la naturaleza y las normas de los sistemas matematicos formales (tanto

— Manejo y manipulacion de las declaraciones y expresiones que contengan simbo-

La comunicacién en, con, y acerca de las matematicas, como por ejemplo:
tico, en una variedad de registros lingiiisticos;

precision tedrica y técnica.

— Comprension de textos escritos, visuales o orales que tengan un contenido matema-

— Expresar estas cuestiones de forma escrita, visual o oral, con diferentes niveles de

Hacer uso de los recursos y herramientas, como por ejemplo:

ponibles para la actividad matematica, y conocer sus posibilidades y limitaciones;
— Ser capaces de utilizar reflexivamente dichos recursos y herramientas.

— Conocer la existencia y propiedades de los diversos instrumentos y recursos dis-

Esta es la base a partir de la cual la OCDE, en el marco del Proyecto DeSeCo, indica
diversas competencias matematicas necesarias para formar a ciudadanos que puedan
identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, emi-
tir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfa-
cer las necesidades de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y

reflexivo (OCDE, 2004).

En el cuadro 3 se presenta un analisis comparativo entre los estandares de procesos

del NCTM (2000) y las competencias matematicas (Niss, 2002; OCDE, 2004):
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Cuadro 3. Comparacion entre los estandares de procesos y las competencias matematicas.

Estandares de procesos
matematicos
(NCTM, 2000)

Competencias matematicas
(Niss, 2002)

Competencias matematicas
(OCDE, 2004)

Resolucion de problemas

Planteamiento y resolucion de
problemas matematicos

Planteamiento y resolucion de
problemas

Usoderecursos y herramientas

Razonamiento y prueba

Dominio de modos de pensa-

Pensamiento y razonamiento

miento matematico

Razonamiento matematico Argumentacion
Comunicacion Comunicacion en, con y | Comunicacion

acerca de las matematicas
Conexiones - -
Representacion Representacion de entidades | Representacion y uso de ope-

matematicas raciones y lenguaje técnico,

simbolico y formal

Analisis y construccion de | Construccion de modelos

modelos

Manejo de simbolos matema-
ticos y formalismos

Los procesos matematicos y las competencias matematicas que se exponen en el
cuadro anterior subrayan una misma vision que enfatiza la capacidad de usar de forma
comprensiva y eficaz las matematicas que se aprenden en la escuela en una variedad de
contextos, ademas del escolar. Se trata de un nuevo enfoque que de Guzman (2001, p. 9)
sintetizd de forma muy clara:

“En la situacion de transformacion vertiginosa de la civilizacion en la cual nos encontra-
mos, esta claro que los procesos verdaderamente eficaces de pensamiento, que no se vuel-
ven obsoletos con tanta rapidez, es lo mas valioso que podemos ensefiar a nuestros jovenes.
En nuestro mundo cientifico e intelectual tan rapidamente mutante vale mucho mas proveerse
de procesos de pensamiento utiles que de contenidos que rapidamente se convierten en ideas
inertes ...”

Los procesos matematicos y las competencias matematicas permiten ampliar la pers-
pectiva acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina. En el estudio TEDS-
M 2008 (el primer estudio comparativo a nivel internacional y a gran escala, sobre
educacion superior, centrado en la formacion inicial de los profesores de matematicas)
se presentan dos visiones contrapuestas: a) las matematicas como un conjunto de reglas y
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procedimientos, y b) las matematicas como un proceso de indagacion. En la primera vi-
sion se tienden a ver las matematicas como un conjunto de procedimientos que hay que
aprender, con normas estrictas acerca de lo que es correcto o no, mientras que en la se-
gunda vision se valoran las matematicas como un instrumento para responder a pregun-
tas y resolver problemas, en la que los procesos matematicos se consideran herramientas
de indagacion, es decir, medios para un fin y no el fin en si mismo. En el cuadro 4 se pre-
sentan algunas afirmaciones de ambas visiones:

Cuadro 4. Visiones acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012).

Matematicas como un conjunto de reglas y
procedimientos

Matematicas como un proceso de indagacion

Las matematicas son una coleccion de nor-
mas y procedimientos que determinan coémo
se resuelve un problema.

Saber matematicas implica recordar y apli-
car definiciones, formulas, hechos matema-
ticos y procedimientos.

Para resolver una tarea matematica es nece-
sario conocer el procedimiento correcto. En
caso contrario uno esta perdido.

El rigor logico y la precision son fundamen-
tales para las matematicas.

Para hacer matematicas se requiere mucha
practica, la aplicacion correcta de procedi-

Las matematicas implican creatividad y
nuevas ideas.

En matematicas uno puede descubrir y ensa-
yar muchas cosas por si mismo.

Si uno se involucra en las tareas matemati-
cas, puede hacer descubrimientos (p. ¢j., co-
nexiones, reglas y conceptos).

Los problemas de matematicas se pueden
resolver de maneras diferentes.

Muchos aspectos de las matematicas tienen
notable valor practico.

Las matematicas ayudan a resolver proble-
mas y tareas de la vida cotidiana.

mientos rutinarios y estrategias de resolu-
cion de problemas.

Las matematicas significan aprender, recor-
dar y aplicar.

La vision de las matematicas como un conjunto de reglas y procedimientos, pues, se
asocia a la instruccion matemadtica, es decir, se interpreta el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la disciplina como un conjunto de reglas y procedimientos que se adquieren
a través de la ejercitacion, mientras que la vision de las matematicas como un proceso
de indagacion se corresponde con un enfoque mas competencial, en el que se ofrecen a
los aprendices diversas herramientas para que progresivamente aprendan a usar las ma-
tematicas en su vida cotidiana. En el informe espafiol del TEDS-M 2008 (Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2012) los futuros maestros espafioles muestran un mayor
acuerdo en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de res-
puestas de acuerdo) que en considerarlas como un conjunto de reglas y procedimientos
(50% de respuestas de respaldo). Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), en un estu-
dio realizado con estudiantes de primer curso del grado de maestro, analizan las actitu-
des hacia la materia (un 40% admiten que les gustan las matematicas) junto con otras
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consideraciones referentes a los contenidos matematicos que forman parte del curriculo
(se destaca sobre todo la geometria, con un 91% de acuerdo), o la utilidad y el sentido
de las matematicas (un 66% admiten que sirven para razonar y pensar). Aunque impli-
citamente se hace alusion a algunos procesos matematicos, en dicho estudio no se ana-
liza con detalle la opinion de los estudiantes en relacion a este tipo de conocimientos
matematicos.

A partir de estos datos previos, en este estudio se quiere analizar con mayor detalle
cuales son las consideraciones de los futuros maestros acerca de los procesos matemati-
cos. En este contexto, nuestra pregunta de investigacion es:

* (Cuales son las opiniones de los estudiantes para maestro sobre los aspectos que

mejor definen a las matematicas?

Particularmente, el objetivo de nuestro estudio es identificar qué lugar ocupan los
procesos matematicos en el sistema de creencias de los estudiantes para maestro sobre
las matematicas como disciplina.

METODOLOGIA
Participantes

La muestra esta formada por 142 estudiantes, 72 pertenecientes al Grado de Edu-
cacion Infantil y 70 del Grado de Educacion Primaria. Todos los estudiantes, en el mo-
mento que se realizo el estudio, estaban cursando primero en la Universidad de Girona.

La edad media de los estudiantes del Grado de Educacion Infantil es de 21,2 afios, y
de los de Educacion Primaria es de 20,3 afios. El porcentaje de hombres en Educacion
Infantil es de 4,35% y en Educacion Primaria es de 12,04%. El 56,5% de los estudiantes
de Infantil provienen del ciclo formativo de grado superior en Educacion Infantil, y el
29,8% de estudiantes de Primaria provienen de ciclos formativos de grado superior. De
los estudiantes que provienen de bachillerato, el 14,28% de Infantil y el 16,13% de Pri-
maria provienen de un bachillerato cientifico-tecnoldgico. Por lo tanto, de la muestra del
estudio, solo el 4,4% en Educacion Infantil y el 6,8% en Primaria, han cursado matema-
ticas en los dos ultimos afios antes de empezar los estudios universitarios.

Diserio y procedimiento

En el primer semestre de primero, antes de iniciar cualquier asignatura o moédulo for-
mativo relacionado con las matematicas y su didactica se administrd un cuestionario a
todos los participantes para identificar diversas creencias acerca de la educacion mate-
matica centradas en las diversas dimensiones indicadas por Caballero, Blanco y Gue-
rrero (2008). En una de estas cuestiones se les solicitaba que indicaran tres aspectos
clave (de mayor a menor importancia) que asociaban con las matematicas, puesto que se
consider6 que implicitamente iba a aportar datos acerca de la vision de los estudiantes
acerca de la naturaleza de las matematicas como disciplina.

Para la categorizacion de las respuestas dadas se ha combinado la categorizacion de-
ductiva y la inductiva (Bonilla y Rodriguez, 1995), es decir, en un primer momento se ha
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partido de unidades de significado identificadas en marcos tedricos existentes (catego-
rizacion deductiva) pero, posteriormente, con la revision cuidadosa de todo el material,
se han identificado subcategorias que emergen de la misma informacion (categorizacion
inductiva).

Las tres categorias principales que se han considerado para clasificar las respues-
tas han sido: Factores Cognitivos, Factores Procedimentales y Factores Actitudinales.
Estas tres categorias se han establecido a partir de la revision de la literatura (NCTM,
2000; Caballero, Guerrero y Blanco, 2007; Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010;
Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012; Ruiz de Gauna, Garcia y Sarasua,
2013) y a partir de las definiciones y clasificaciones dadas por la OCDE en su Proyecto
DeSeCo (OCDE, 2001) sobre las competencias basicas, donde considera la competencia
como una combinacion de conocimientos, destrezas y actitudes.

Los Factores Cognitivos incluyen elementos que ayudan al estudiante a “saber co-
nocer”. Esta categoria se ha subdividido en cuatro subcategorias definidas a partir de las
respuestas dadas por los estudiantes y a partir de las categorias del trabajo de Guirado,
Olivera, Mazzitelli y Aguilar (2010): Inteligencia, memoria, comprension y calculo men-
tal y escrito. Los Factores Procedimentales permiten “saber hacer”. En esta categoria,
basandonos en los estandares de procesos definidos por el NCTM (2000), se han consi-
derado las subcategorias: resolucion de problemas, razonamiento, comunicacion y cone-
xiones. Por Ultimo, los Factores Actitudinales se conciben como el conjunto de aspectos
que ayudan al alumno a “saber ser”. A partir del trabajo de Guirado, Olivera, Mazzitelli
y Aguilar (2010) y de las respuestas dadas por los estudiantes se han considerado cuatro
subcategorias: interés, esfuerzo, participacion y autoconcepto. En el cuadro 5 se pre-
senta una sintesis de las categorias y subcategorias consideradas:

Cuadro 5. Categorias y subcategorias sobre la naturaleza de las matematicas

Factores Cognitivos Factores Procedimentales Factores Actitudinales
Inteligencia Resolucion de problemas Interés
Memoria Razonamiento Esfuerzo
Comprension Comunicacién y representacion | Participacion Autoconcepto
Calculo mental y escrito Conexiones

Dado el tipo de poblacion y de datos analizados, aunque la pregunta a analizar sea
una variable cualitativa, la metodologia que se ha utilizado para su analisis y discusion
ha sido de tipo cuantitativo. Para tener en cuenta el orden de los tres aspectos clave que
los estudiantes asocian con las matematicas (de mayor a menor importancia), se han pon-
derado sus respuestas dando un peso de 0,5 al primer factor, de 0,3 al segundo y de 0,2
al factor que indican en tercera posicion.
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RESULTADOS

Para la exposicion de los resulta-
dos, en primer lugar se muestran los
datos obtenidos acerca de los tres as-
pectos clave que los estudiantes aso-
cian con las matematicas. Al haber
ponderado las respuestas segun el
orden de los aspectos indicados
(0,5; 0,3; 0,2), el nimero de estu-
diantes que se indican en las tablas
de resultados de cada categoria no
es un nimero natural.

M Factores cognitivos M Factores procedimentales m Factores actitudinales

Figura 1. Grafico comparativo
entre las tres categorias.

Tabla 1. Resultados obtenidos en las tres categorias

N° estudiantes Porcentaje
Factores cognitivos 72,6 51,1%
Factores procedimentales 30 21,1%
Factores actitudinales 39,4 27,7%
Total 142 100 %

Los resultados anteriores muestran que mas de la mitad de los estudiantes para maes-
tro (un 51,1%), considera que los aspectos cognitivos son los que mejor definen a las
matematicas. En segundo lugar consideran los factores actitudinales (un 27,7%), mien-
tras que los aspectos que vinculan menos con las matematicas son los procedimentales

(21,1%).

A continuacion se presentan los resultados de forma mas detallada, diferenciando
cuatro subcategorias dentro de cada categoria.

Tabla 2. Resultados obtenidos en las distintas subcategorias

N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Inteligencia 26,8 18,9%
Factores Memoria 3,8 2,7% 18.55
cognitivos Comprension 12,4 8,7% '
Calculo mental y escrito 31,2 22%
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N° estudiantes | Porcentaje | Media entre
los factores
Razonamiento 5,2 3,7%
Factores Comunicacion 2,2 1,5%
procedimentales | conexiones 6,1 4,3% 763
Resolucion de problemas 17,1 12%
Interés 19,5 13,7%
Factores Esfuerzo 14,6 10,3% 03
actitudinales Participacién 0,7 0,5% ’
Autoconcepto 2.4 1,7%
Total 142 100%

Estos datos indican que, en
relacion a los factores cogni-
tivos, los aspectos que los es-
tudiantes identifican mas con
las matematicas son el célculo
mental y escrito (22%) y la in-
teligencia (18,9%). Dentro de
los factores actitudinales, los
aspectos mas destacados son
el interés (13,7%) y el esfuerzo
(10,3%). Y respecto a los facto-
res procedimentales, el aspecto
que asocian mas a las matema-
ticas es la resolucion de problemas (12%). El factor cognitivo que menos asocian con las
matematicas es la memoria (2,7%), el factor actitudinal menos relevante es la participa-
cion (0,5%) y el factor procedimental que menos consideran es la comunicacion (1,5%).

Figura 2. Grafico comparativo entre las sub-categorias.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio se han identificado las creencias de los estudiantes para maestro sobre
la naturaleza de las matematicas. Una primera interpretacion de los resultados obtenidos
confirma la presencia de tres categorias de factores: cognitivos, actitudinales y procedi-
mentales, en contraposicion a diversos estudios preliminares que subrayan exclusiva-
mente factores cognitivos y actitudinales, incluidos en la agenda Creencias y dominio
afectivo: actitudes y cognicion (Llinares, 2008). En otras palabras, en estos estudios pre-
vios se consideran Unicamente los factores de las matematicas que permiten a los alum-
nos “saber conocer” y “saber ser”, de acuerdo con la terminologia de la OCDE para
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definir las competencias clave (OCDE, 2001). Consideramos que la incorporacion de
factores procedimentales, en la linea ya iniciada por algunos trabajos (NCTM, 2000;
Guirado, Olivera, Mazzitelli y Aguilar, 2010), contribuye a comprender con mayor pre-
cision el conjunto de creencias que acaban configurando la identidad profesional del
maestro de matematicas acerca de la naturaleza de las matematicas. Estos factores res-
ponden al “saber hacer” (OCDE, 2001), e incluyen las formas de pensar propias de las
matematicas, como resolver problemas, razonar y demostrar, comunicar y representar o
hacer conexiones (NCTM, 2000).

Una segunda interpretacion de los resultados obtenidos es el escaso peso de los facto-
res procedimentales en el conjunto de creencias acerca de la naturaleza de las matemati-
cas. Los datos obtenidos han puesto en evidencia que los futuros maestros no consideran
suficientemente las formas de adquisicion y uso de los contenidos matematicos. Estos
datos ponen de manifiesto una construccion de la identidad profesional del maestro de
matematicas que deja de lado algunas de las tendencias contemporaneas en educacion
matematica (NCTM, 2000; Niss, 2002; OCDE, 2004), en las que se destaca la importan-
cia de los procesos de pensamiento matematico para el aprendizaje de las matematicas
en general y para la adquisicion de la competencia matematica en particular. A la vez, los
resultados de nuestro trabajo muestran algunas contradicciones con los datos del estudio
internacional TEDS-M (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2012). Como se ha
indicado, en dicho estudio los futuros maestros espafioles muestran un mayor acuerdo
en interpretar las matematicas como un proceso de indagacion (73,4% de respuestas de
acuerdo), lo que significa que mayoritariamente asocian las matematicas con una vision
competencial que incluye la actividad heuristica, la resolucion de problemas o las cone-
xiones con la vida cotidiana. Sin embargo, en nuestro estudio, cuando se les pregunta
acerca de los factores que asocian con las matematicas, estos aspectos procedimenta-
les son los que tienden a ocupar las ultimas posiciones en su escala de creencias. En una
linea similar al TEDS-M, en el estudio de Ruiz de Gauna, Garcia y Sarausa (2013), los
factores procedimentales (y en concreto las acciones de “razonar” y “pensar”) tienen
una alta valoracion entre los estudiantes (66%), mientras que en nuestro estudio el 3,7%
de los estudiantes asocian el razonamiento a las matematicas, y un 12% a la resolucion
de problemas. Una posible explicacion es que las caracteristicas de los participantes de
ambos estudios son diferentes: en nuestro caso, se trata de estudiantes de primer curso de
los Grados de Educacion Infantil y Educacion Primaria, mientras que el estudio TEDS-
M se realiz6 con estudiantes de tercer curso de primaria de la antigua diplomatura de ma-
gisterio que ya habian recibido una formacion en didactica de las matematicas.

De estos datos se desprenden algunas posibles implicaciones didécticas que deberian
considerarse tanto en la formacion inicial como en la formacion permanente del profeso-
rado. La consideracion de los procesos matematicos implica partir de un planteamiento
curricular mucho mas globalizado que no se limite a los contenidos de una unica area,
sino trabajar de forma integrada, explorando como se potencian unos y otros y usando-
los sin prejuicios. Ademas, exige trabajar para favorecer la autonomia mental del alum-
nado, potenciando la elaboracion de hipdtesis, las estrategias creativas de resolucion de
problemas, la discusion, el contraste, la negociacion de significados, la construccion con-
junta de soluciones y la busqueda de formas para comunicar planteamientos y resultados.
En definitiva, pues, se trata de ayudar a gestionar el conocimiento, las habilidades y las
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emociones pera conseguir un objetivo. En los ultimos afios son muchos los profesionales
que han ido incorporando los procesos matematicos en sus practicas docentes (para una
revision mas exhaustiva, consultar Alsina 2011, 2014), y es de esperar que vaya en au-
mento en el futuro dada la relevancia que actualmente se da a los procesos.

En cualquier caso, de acuerdo con Kaasila, Hannula y Laine (2012), los estudios acerca
de la vision de las matematicas de los futuros maestros tienen un papel importante porque
revelan coémo van construyendo su identidad profesional, y desde este marco consideran
que es necesario que los formadores de maestros comprendan sobre todo los puntos de
vista negativos. La identificacion y toma de conciencia de estas creencias es el requisito
necesario para poder promover procesos de cambio durante la formacion inicial (Kaasila,
Hannula, Laine y Pehkonen, 2006, 2008), y evitar asi que los futuros maestros accedan a
la practica profesional con unas creencias acerca de la naturaleza de las matematicas que
conlleven omisiones importantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de la disci-
plina, como por ejemplo dejar de lado los procesos de pensamiento matematico.

Por esta razon va a ser necesario disefiar nuevos estudios que analicen con instrumen-
tos mas detallados las creencias de los futuros maestros acerca de los procesos matema-
ticos, ya que consideramos que el hecho de haber planteado una unica pregunta sobre los
aspectos clave que los estudiantes asocian con las matematicas puede haber sido una limi-
tacion importante en el disefio de nuestro estudio. Paralelamente, sobre todo si en futuras
investigaciones se confirman los resultados reveladores de este estudio, va a ser necesario
disefiar programas de intervencion que promuevan la incorporacion de los conocimientos
disciplinares y didécticos referentes a los procesos de pensamiento matematico en los mo-
dulos y asignaturas de didactica de las matematicas de los estudios del Grado de Maestro.
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Resumen: Tradicionalmente, ha sido problematico el aprendizaje del concepto de
funcion. En este trabajo se reportan los hallazgos de una investigacion en donde se
analizaron las dificultades presentadas por estudiantes de once grado al hacer trans-
formaciones de representaciones de una funcion, con el registro tabular como registro
principal. Para recoger la informacion se aplico un cuestionario, con una situacion que
involucra el concepto de funcion. Las dificultades estuvieron relacionadas con la iden-
tificacion del contenido de las representaciones, el funcionamiento de los registros y la
coordinacion entre ellos. Fue posible apreciar que los estudiantes no reconocen el regis-
tro tabular como apoyo valido para sustentar sus respuestas.

Palabras clave: registros semioticos de representacion, coordinacion entre registros,
conversion, tratamiento, funcion.

Difficulties of students from elevend grade to make
changes of representations of a function

Abstract: Traditionally, the learning of the concept of function has been problematic. In
this paper we report the findings of an investigation which analyzed the difficulties pre-
sented by grade eleven students to make transformations of representations of a function,
with tabular register as primordial one. To collect the information a questionnaire was
applied with a situation involving the concept of function. The difficulties were related to
the identification of the content of the representations, the operation of registers and the
coordination between them. It was possible to identify that students do not recognize as
a valid support the tabular register to support their answers.
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Keywords: semiotic registers of representation, coordination between registers, conver-
sion, treatment, function.

INTRODUCCION

Al analizar lo propuesto en los estandares del National Council of Teachers of Mathe-
matics (2000) y del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2005) frente a los
resultados de las investigaciones respecto a la conceptualizacion de la nocion de funcidon
(Cordero, 1997; Dolores, 2004; Gatica et al., 2010; Hitt, 2000, 2003a, 2003b), se eviden-
ciauna descompensacion en el abordaje dado a este concepto a través de diferentes regis-
tros semidticos de representacion, lo que podria dificultar el desarrollo de pensamiento
variacional en los estudiantes. Esta descompensacion lleva al alumno a cometer errores
y los errores, si no son resignificados apropiadamente, pueden conducir el proceso de
aprendizaje por un camino equivocado, ya que los estudiantes se pueden acostumbrar a
ellos y no distinguir lo adecuado de lo inadecuado. Incluso, por acumulacion de malas
experiencias, pueden llevar a los sujetos a no permitirse conflictos cognitivos, por lo que
en estas condiciones seria dificil la adquisicion de conocimientos (Amaya, 2010).

Ademas, uno de los conceptos basicos relacionados a la ensefianza y el aprendi-
zaje del calculo es, sin duda, el de funcion. Asimismo, numerosas investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica (Benitez, 2010; D’ Amore, 2006; Ochoviet y Oktag,
2011; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008) han puesto de manifiesto que exis-
ten dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas a la construccion de este con-
cepto (Del Castillo, 2003). Una de estas dificultades, segin Duval (2004), es el transito
entre diferentes registros de representacion; esto es, identificar elementos en un regis-
tro de partida y encontrar su equivalente en un registro de llegada. En particular, Duval
(2012a) considera que, a diferencia de otras ciencias, el acceso al objeto de estudio en
matematicas es exclusivamente semiodtico y que toda actividad matematica consiste en
la transformacion de representaciones semioticas —producciones constituidas por signos
que pertenecen a un sistema de referencia, el cual tiene sus propias reglas de significa-
cién y de funcionamiento—.

De lo anterior se puede deducir que este proceso de transformacion de representa-
ciones es esencial en el aprendizaje de las matematicas, ya que la Ginica forma de acce-
der a los conocimientos matematicos es a través de las representaciones semio6ticas (Hitt,
2003a). Las representaciones en diferentes registros se complementan, es decir, ninglin
sistema de representacion puede producir una representacion cuyo contenido sea del
todo completo y adecuado al objeto representado, por lo que el recurso a varios registros
se considera condicion necesaria para la conceptualizacion (Del Castillo, 2003). Esto se
debe, segiin Duval (1999), a que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, es decir, no es posible estudiar los fenomenos relativos
al conocimiento sin recurrir a las representaciones semioticas. En este sentido se ha for-
talecido la idea de que cuando se usan en la ensefianza de las matematicas actividades
didacticas que favorecen la utilizacion y articulacion entre diferentes registros, el apren-
dizaje resulta beneficiado.

Se evidencia asi que un sistema de representacion coopera en la construccion de ob-
jetos matematicos, relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual
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se comparten los artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comuni-
dad (Kaput, 1989). También pone en evidencia la importancia de que los alumnos co-
necten los diferentes sistemas semidticos de representacion con los elementos del medio
sociocultural donde se desempefian.

El presente estudio se centra en el analisis de las transformaciones entre represen-
taciones que realizan estudiantes colombianos de 15-17 afios de edad. Se caracterizan
sus dificultades, tanto con la identificacion del contenido de la representacion de partida
como con el funcionamiento de los registros en los que se hacen las representaciones y
la coordinacion entre ellos, en el tema funciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

En las ultimas décadas las investigaciones en Educacion Matematica han tenido un
importante desarrollo, presentandose algunos acuerdos entre administradores educati-
vos y grupos de investigadores, quienes a su vez han sentado algunas sugerencias sobre
el tipo de problemas que se debe utilizar en matematicas -que despierten el interés de
los alumnos y favorezcan su aprendizaje-, la forma de organizar las secuencias de activi-
dades utilizadas en clase de matematicas y la necesidad de analizar las producciones de
los estudiantes -para utilizar sus dificultades de comprension en beneficio de su propio
aprendizaje-. Este trabajo se encuadra en esto ultimo.

En particular, los contextos de representacion usados en la actividad matematica sur-
gen como hilo de enlace que permite proponer problemas interesantes a través de los
cuales analizar las dificultades de comprension de los estudiantes —a través de, por ejem-
plo, sus errores conceptuales— y usarlos para mejorar sus procesos de aprendizaje.

En relacion con el tipo de actividades para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, el National Council of Teachers of Mathematics (2000)
considera fundamental que se los enfrente a actividades que constituyan un reto para su
curiosidad, que los estimulen a usar sus presaberes, a investigar lo que desconozcan y a
analizar los contenidos estudiados. Especificamente, el Ministerio de Educacion Nacio-
nal (2005) considera indispensable el estudio de patrones, nociones y conceptos propios
del pensamiento variacional, el cual tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o regis-
tros simbolicos, ya sean verbales, iconicos, tabulares, graficos o algebraicos. Tiene como
proposito construir distintos acercamientos significativos para la comprension y uso de
los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos asi como del
calculo numérico y algebraico. Ademas, cumple un papel preponderante en la resolucion
de problemas sustentados en el estudio de la variacion y el cambio, y en la modelacion
de procesos de la vida cotidiana. Su estudio se inicia con la deteccion de los criterios que
rigen regularidades o reglas de formacion, para identificar la unidad que se repite perio-
dicamente dando lugar a un patron.

El tipo de actividades sugeridas por el National Council of Teachers of Mathematics
(2000) y el analisis de secuencias y patrones recomendado por el Ministerio de Educa-
cion Nacional (2005) pueden desarrollar en los estudiantes la capacidad para identifi-
car o construir un patroén de regularidad y la capacidad para reproducirlo en diferentes
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registros, por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula. Segiin Del Casti-
llo (2003), este proceso de establecer congruencias es condicidon necesaria para la com-
prension de un concepto matematico.

El analisis de las dificultades de comprension de los estudiantes invocando sus con-
cepciones es indispensable para ayudarlos a entender el tema que se esté estudiando, para
lo que es necesario analizar sus errores conceptuales. Al respecto, Godino, Font y Bata-
nero (2003) mencionan:

(...) hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar. El término difi-
cultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio.
Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la difi-
cultad es alta, mientras que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja (p.69).

Este planteamiento implica concebir la practica curricular y evaluativa como un se-
guimiento permanente al proceso de adquisicion de conocimientos. El error se cons-
tituye en una via natural de acceso al conocimiento, una manifestacion de un proceso
constructivo que se debe encauzar y orientar de tal manera que el que aprende se termine
beneficiando.

Por otro lado estan los contextos de representacion usados en la actividad mate-
matica. Duval (2004) considera prioritarias las posibilidades de transformar una re-
presentacion semidtica en otra representacion semidtica, como base en un proceso de
comunicacion que busca saber como puede ser codificado/decodificado un objeto mate-
matico para poder ser comprendido por alguien. Segin este autor, todo progreso de co-
nocimiento en matematicas pasa por este trabajo de transformacion. Distingue dos tipos
de transformaciones: el tratamiento, que es una transformacion estrictamente interna en
un registro determinado, con cierta homogeneidad en las representaciones producidas,
donde la produccion se hace como si cada representacion fuera autosuficiente, y la con-
version, que es una transformacion de un objeto de un registro a otro, es decir, es aquella
en la que la representacion se pone en paralelo con otra representacion de otro registro.

La conversion de un registro a otro puede resultar congruente o no; es decir, el pa-
saje entre dos representaciones de un mismo objeto puede hacerse en un sentido y no
hacerse en el otro. Ademas, las representaciones de un mismo objeto pueden resultar he-
terogéneas; esto es, el contenido de una representacion en un registro dado puede ser sus-
tancialmente diferente al contenido de otra representacion en otro registro. Para Duval
(2004), si se quieren comprender los procesos de aprendizaje de las matematicas, es ne-
cesario tomar en cuenta muy seriamente esta heterogeneidad, estableciéndose asi la ne-
cesidad de utilizar mas de una representacion para acceder al conocimiento matematico
y de conocer la proveniencia de las transformaciones; es decir, si provienen de un trata-
miento o de una conversion, que permita un analisis cognitivo de las dificultades en la
adquisicion de los conocimientos matematicos.

Las representaciones matematicas o sistemas simbodlicos matematicos son sistemas
de representaciones especiales en los que el mundo representado es una estructura ma-
tematica y el mundo representante es un esquema de simbolos que contiene correspon-
dencias especiales (Kaput, 1987). Los sistemas simbolicos matematicos, de la misma

24 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

manera que el lenguaje natural y los sistemas pictoricos, controlan el influjo de experien-
cias al separarlos en pedazos, asignando los simbolos a dichos pedazos y coordinando
estas notaciones en un entorno adecuado de matices y referentes complejos. El sistema
de simbolos matematicos y sus conexiones puede formar una estructura que actlia para
representar otro sistema de simbolos que exhibe una autosimilitud cuando se amplifica
(Meel, 2003). Es asi que, a través de las representaciones externas de un objeto matema-
tico y las relaciones entre ellas, es posible estructurar nuevas representaciones que pue-
den tener connotaciones diferentes a las que les dieron origen.

Entre las tantas representaciones que permite una funcion, esta la representacion ana-
litica, la cual a su vez puede asumir varias formas: algebraica, consistente en una for-
mula que permite modelar la situacion en juego; polinomio aritmético, como resultado
de reemplazar un valor numérico en un registro algebraico; secuencia, que permite deter-
minar el patrén de regularidad o de crecimiento de una funcion. Otra de las representa-
ciones semidticas de una funcion es la tabular, en la que se parte de una tabla y se ubican
las entradas de tal forma que el niimero de columnas (o filas, segin se ordenen) corres-
ponde al total o gran parte de las cantidades que intervienen en la situacion, que vienen
a ser los elementos que constituyen la funcion en ese registro.

Al respecto, diversas investigaciones (Amaya, 2010; Carrién, 2007; Dolores, 2004;
Leoén y Corredor, 2003) han tratado de identificar los problemas mas comunes en el
aprendizaje de las matemadticas, a través del andlisis de las producciones de los estudian-
tes, sus procedimientos espontaneos, sus errores y sus incomprensiones. Han intentado
dilucidar elementos acerca de su funcionamiento cognitivo y proponer formas para me-
jorar la adquisicion de habilidades que permitan a los alumnos acceder con mayor faci-
lidad a los conceptos. Comprender matematicas se manifiesta a través de habilidades a
disposicion y transferibles a diversos espacios de razonamiento en y sobre la realidad.
Para Meel (2003), comprender en matemadticas significa saber qué hacer y por qué se
debe hacer algo con un concepto matematico en el momento que se requiera utilizarlo,
lo que proporciona vias para la transferencia y extraccion de informacion desde la me-
moria del estudiante. Esta idea esta relacionada con la manera como se construyen con-
ceptos o redes conceptuales, vinculados a una serie de procesos cognitivos en relacion
con representaciones simbolicas; esto es, a la significacion que un individuo le atribuye
a un objeto matematico al vincular las representaciones internas y externas con una si-
tuacion contextual.

Segun Hitt (2000), una idea matematica -o procedimiento o hecho- es entendida si
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de entendi-
miento es determinado por el numero y la fuerza de las conexiones. En este sentido, la
adquisicion de un concepto por parte de un individuo se dara cuando coordine por lo
menos dos de sus representaciones. Esto tiene que ver, segun Duval (1999), con la ar-
ticulacion entre sus representaciones semiodticas. Un concepto matemdtico visto en sus
diferentes representaciones proporcionard informacion especifica, dando solidez al con-
cepto. Para Meel (2003), estos mecanismos producen significados y, por lo tanto, desa-
rrollan comprension para el estudiante por medio de la creacion de nuevos vinculos entre
los sistemas de representacion o los elementos de reorganizacion dentro de un sistema
de representacion.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X 25



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

De lo anterior se reconoce que la comprension de un objeto matematico se hace por
medio de las representaciones semidticas, lo cual se basa en la ley fundamental del fun-
cionamiento cognitivo de Duval (1999): no hay noesis sin semiosis. Se manifiesta a tra-
vés de la soltura en la actividad cognitiva de conversion. De aqui cabe destacar el papel
de las representaciones semioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos. Se basan en tratamientos y conversiones entre registros, que permiten co-
nexiones entre los elementos de una red (el concepto) asi como de la estructura cognitiva
(como un todo). Segun Duval (2004), en matematicas, poder cambiar de sistema de re-
presentacion es una exigencia cognitiva absolutamente necesaria y fundamental, porque
el acceso a los conocimientos matematicos requiere la integracion en una arquitectura
cognitiva de los sistemas semioticos de representacion. De hecho “se cree que la familia-
rizacidn progresiva con un nuevo tipo de representacion provoca de manera casi natural
el pasaje de este tipo de representacion a los tipos de representacion anteriormente utili-
zados” (Duval, 2004, p.30).

Ademas, Duval (2012b) considera que las diferencias que separan las matematicas
de otros campos del conocimiento provienen del modo de acceso a los objetos estudia-
dos: en matematicas se hace por medio de la produccion de representaciones semidticas
y no por la percepcion o la utilizacién de instrumentos, como ocurre en otras ciencias.

Esto nos permitira inferir tres ideas clave para describir el modo de funcionamiento cogni-
tivo que caracteriza al pensamiento matematico. (1) Los registros son los sistemas productores
de representaciones semidticas. (2) La comprension en matematicas moviliza siempre impli-
cita o explicitamente al menos dos registros; dicho de otra manera, la comprension en mate-
maticas requiere la coordinacion y el funcionamiento en sinergia de varios registros. (3) Cada
registro abre un campo de transformacion de las representaciones, y por lo tanto, posibilidades
de tratamiento matematico que le son propias (p.15).

Duval (2004) considera que el reto de la ensefianza para la formacion inicial no es
tanto la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino -a través de ello- el de-
sarrollo de las capacidades de pensamiento del alumno. El desarrollo de estas capacida-
des depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren para
la comprension de todos los conocimientos que él debera adquirir, no solamente en la
escuela, sino después de ella. Por estar en un mundo en el cual ningun individuo puede
aprender de antemano lo que le sera profesional o humanamente util, el reto de la ense-
flanza en la formacion inicial es dar al estudiante los medios para comprender y aprender
por él mismo. Al respecto, la UNESCO (2005) considera que la escuela, como respon-
sable tradicional de la educacion de los miembros de una sociedad, debe bregar para que
estos adquieran una formacion basica que les permita aprender a aprender, y hacerlo con-
tinua, sistematica y permanentemente. Lo que esta en juego, segiin Duval (2012a), es el
desarrollo de la autonomia intelectual de los estudiantes. Desde esta perspectiva es que
las matematicas pueden aportar una gran contribucion a la formacion de los alumnos.
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METODOLOGIA

Se asume un estudio descriptivo de casos (Servan y Servan, 2010), bajo un enfoque
cualitativo de tipo empirico (Bravin y Pievi, 2008). Las transformaciones entre registros,
tanto tratamientos como conversiones, se constituyeron en las categorias de analisis de
la investigacion. Se desarrollo en tres etapas fundamentales:

a) Revision documental: consistido en una busqueda bibliografica a fin de obtener
antecedentes de investigaciones y fundamentar a nivel teorico lo relativo a las
dificultades de los estudiantes con las transformaciones de representaciones del
concepto de funcion.

b) Diseflo y aplicacion de instrumentos: se elaboraron, adecuaron y pusieron en mar-
cha los protocolos empleados en la investigacion.

¢) Obtencion y analisis interpretativo de resultados: teniendo en cuenta el desem-
pefio estudiantil en las transformaciones entre registros del contenido funcion, se
procesoé la informacion recabada y se avanzo hacia la discusion de los hallazgos.

Los informantes fueron 50 estudiantes (E,, conn=1, 2, 3, ..., 50) de undécimo grado
de la media académica de una escuela publica colombiana, con edades entre 15 y 17
afios, en un curso ordinario de pre-calculo previo al ingreso a la universidad. Para este
trabajo el desempefio fue de manera individual.

En una investigacion mas amplia, en la que se inscribe este trabajo, se utilizaron
cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas abiertas, observacion par-
ticipante, entrevistas semiestructuradas y grupos de discusion. En cuanto a los cuestio-
narios, cabe sefialar que se aplico un total de seis, cada uno involucrando una situacién
problematica. Aqui se comparten los resultados relativos a una de las situaciones, en la
que se consider? al registro tabular como registro principal. Los contenidos matematicos
requeridos ya habian sido desarrollados en el curso.

La situacion presentada estd constituida por ocho cuestiones a resolver:

En la siguiente tabla se muestran los costos de produccion de una empresa de discos
compactos.

Numero de discos Costo (en dolares)
1000 116000
2000 128000
3000 140000
5000
6100
224000
15000
72000
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1) Termina de llenar la tabla.

2) Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente.

3) Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2).

4) ;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son cons-
tantes o permanecen fijas?

5) ¢Qué relacion de dependencia hay entre las variables?

6) Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;jcudntos discos se
produjeron?

7) Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de produccion
para cualquier cantidad de discos compactos.

8) Realiza una grdfica que represente esta situacion.

Para procesar la informacién se analizaron las resoluciones de los estudiantes para
cada categoria de analisis, atendiendo tanto a los tratamientos como a las conversiones
empleadas. Se empleo la técnica de andlisis del contenido (Ander-Egg, 2003) para estu-
diar el contenido manifiesto de las producciones escritas al abordar las cuestiones plan-
teadas. Se agruparon las resoluciones con respuestas similares y se fue registrando en
una matriz de datos el porcentaje de alumnos de cada grupo asi como las caracteristicas
de los procedimientos llevados a cabo, ejemplificando en algunos casos con el de algun
estudiante en particular.

RESULTADOS

En lo que sigue se describen algunas caracteristicas de los desempefios estudianti-
les al realizar transformaciones de registros en la resolucion de la situacion planteada.

Cuestion 1. “Termina de llenar la tabla”.

Una caracteristica de las resoluciones del 92% de los estudiantes fue el paso previo
al registro analitico-aritmético, donde realizaron las operaciones que consideraron perti-
nentes, para el llenado de la tabla. Es decir, primero hicieron una conversion, utilizando
el registro analitico-aritmético como registro auxiliar. Realizadas las operaciones (trans-
formaciones tipo tratamientos) en este registro, volvieron a hacer otra conversion, al re-
gistro tabular como registro principal, y entonces procedieron a llenar la tabla (Fig. 1).
Realizaron un tratamiento en cierto sentido sin autosuficiencia, necesitando de la articu-
lacién con el registro analitico-aritmético como registro auxiliar para poder funcionar.
Sin embargo, teniendo en cuenta que ningln sistema de representacion produce una re-
presentacion cuyo contenido sea del todo completo y adecuado al objeto representado
(Del Castillo, 2003), el recurso a otros registros podria considerarse oportuno y hasta
conveniente, quedando la inquietud acerca de las reglas compartidas entre los registros
en juego.

28 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 21-38, ISSN: 2340-714X



Dificultades de los estudiantes de once grado al hacer transformaciones de representaciones de una funcion
Tulio Amaya De Armas y Natalia Sgreccia

Numero de | Costo (en dolares) - .
discos i
1000 116000 T
2000 128000 \
3000 140000 ] 4
5000 | 122 <O¢ :
6100 | 2 654.p0p A D"
{4 e 224000
15000 00
72000 | — -

Figura 1. Tabla completada por el estudiante Eg

Particularmente Eg parece asumir de inmediato un modelo lineal afin de la situacion.
Encuentra la diferencia entre las dos primeras entradas (omitiendo signos) para conocer
la constante de proporcionalidad directa (12000) cada 1000 unidades (discos). Procede a
adicionar 12000 a filas consecutivas posteriores de la columna “costo”, sin detenerse de-
masiado a observar el incremento correspondiente en la cantidad de discos (pues en las
tres primeras filas el incremento de discos es de a 1000 unidades, pero en la cuarta fila el
incremento es de 2000 discos y en la siguiente es de 1100). En concordancia con lo plan-
teado por Carrion (2007), en la resolucion de Eq se advierten errores tanto en la ubica-
cion de las cantidades con las que se opera como en la escritura matematica implicada.

Cuestion 2. “Determina el costo de 5500 discos y de 14500 discos respectivamente”.

En su mayoria los estudiantes se percataron de que el incremento en el costo de pro-
duccién era un multiplo de 12. Sin embargo, al variarles el incremento en la cantidad de
discos de 1000 a 100, no hicieron el cambio de 12000 a 1200 en los costos. Esto les im-
pidid seguir un patréon para cualquier cantidad de discos.

Precisamente el 72% de los estudiantes identifico el patron de regularidad y de creci-
miento de la situacion; sin embargo solo el 8% lo utilizé adecuadamente. El 12% empleo
los datos de la tabla y los modificé con informacion que se puede deducir de la situacion,
pero que no aparece explicita en la tabla que se les pide llenar. El 6% de los estudian-
tes encontrd el costo para producir cada disco si no se tuvieran costos fijos y lo utiliz6
para dar su respuesta. El resto tratd de encontrar este valor, pero haciendo una regla de
tres simple directa, sin excluir los costos fijos de produccion y sin llegar a la respuesta
pedida. Es asi que se evidencian multiples interpretaciones de la situacion, y aunque no
todas ellas son adaptadas a esta, si muestran rasgos caracteristicos genuinos del concepto
de funcidn; lo que segiin Gallardo, Gonzalez y Quintanilla (2013) es un indicio claro de
que algo se ha comprendido del concepto.
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Figura 2. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E12

Cuestion 3. “Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2)”.

Fueron notorias las dificultades de los estudiantes al intentar describir los procesos
realizados: el 36% realiz6 de manera adecuada los procedimientos y solo el 16% los des-
cribid correctamente, el 32% describi6 correctamente un procedimiento errado y los res-
tantes (32%) no pudieron ni con el proceso ni con su descripcion. Al tratar de explicar
los procedimientos que siguieron para obtener sus respuestas, lo que hicieron fue repe-
tir lo realizado anteriormente, acorde a lo reportado por Amaya y Barrera (2009). En las
explicaciones dadas por los estudiantes se evidencian dificultades al pasar de cualquier
registro de representacion al del lenguaje materno (coloquial); es decir, esta conversion
le resulté problematica a un grupo considerable de estudiantes. Esto coincide con los ha-
llazgos de Caligaris, Schivo, Romiti y Sgreccia (2013), en este caso, en el ingreso a la
universidad.

Un ejemplo de esta situacion se muestra en la Fig. 2, donde el estudiante E;, mani-
festd que hizo algo que en realidad no es lo que se ve que hizo. Al resolver un polinomio
aritmético dice que multiplico por 12, cuando en realidad lo hizo por 12000. Los resul-
tados de su resolucion no coinciden con lo que le daria haciendo lo que dice que hizo
(cuyos resultados si serian validos).

Sin embargo, al validar esta respuesta en un grupo de discusion, el estudiante da
muestra de que su comunicacion escrita fue la inadecuada, porque en su oralidad fue
bien explicito aclarando adecuadamente lo que realizo. En general los estudiantes dan
la cifra de cualquier cantidad sin decir los miles, incluso a veces también asi lo escri-
ben. Pero al cuestionarseles sobre la incoherencia de los valores, hicieron la aclaracion
que era 12000, acotando “todo el mundo dice 12”. Fue practicamente una constante en
este grupo de estudiantes: ser mas explicitos y precisos en su comunicacion oral que en
la escrita.

En la conversion al registro coloquial parece que los estudiantes dejaron el proceso
de asimilacion -en el sentido de Piaget- a medias, al quedarse solo en el manejo de datos,
estableciendo pocos vinculos entre la nueva informacion y su estructura mental consti-
tuida (Meel, 2003). Es decir, lograron establecer pocas conexiones entre el contenido de
los registros que los ayudara en la comprension de la situacion y el proceso de conexion
entre las representaciones. Esto requiere un manejo adecuado de la relacion entre el co-
nocimiento y los elementos de la red, asi como de la estructura como un todo. Acorde
con estas ideas, el progreso matematico -lograr generalizar y justificar los procedimien-
tos de solucion a tipos de problemas cada vez mas amplios (Godino et al, 2003)- fue lo-
grado por pocos estudiantes (16%) en esta investigacion. Y este proceso de establecer
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Figura 3. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E21

congruencias es, segin Del Castillo (2003), condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

En el manuscrito que se muestra en la Fig. 3 se evidencia que el estudiante E,; reco-
nocio6 algunos elementos significativos de la funcion, teniendo en cuenta que para Tall
(1985) el proposito de toda funcion es mostrar como varia algo. El hecho de que un
alumno reconozca que en la situacion se da el proceso de variacion es de gran relevancia
para este estudio, por cuanto el hecho de llevarlos a realizar transformaciones de regis-
tros se convirtid en una intervencion para la mejora en la comprension del tema.

Cuestion 4. “;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cudles varian y cudles son
constantes o permanecen fijas?”.

Los estudiantes (64%) presentaron serias dificultades relacionadas con el reconoci-
miento de los elementos de la funcién y con el manejo de las operaciones; es decir, con la
identificacion del contenido de las representaciones y con el funcionamiento del registro,
en términos de Duval (2004). Sin embargo, el 48% de ellos identifico ciertos elementos
de la funcidn, pero no alcanzé a dar respuestas del todo acertadas, por omitir otros. Por
ejemplo, se dieron cuenta que por cada incremento de 1000 en la cantidad de discos se
presentaba un incremento de 12000 dolares en el costo de produccion, pero al dar su res-
puesta no tuvieron en cuenta que en la cuarta fila hubo un salto en la secuencia de nimero
de discos (se omitio el 4000), por lo que en la primera entrada que llenaron de la tabla
(correspondiente al costo para 5000 discos), en lugar de 164000 (140000+12000+12000)
colocaron 152000, que era el valor correspondiente a 4000.

Otra de las dificultades fue relacionar los elementos de la funcion con su significado
contextual. Por ejemplo, les costd aceptar que los valores de la funcion correspondieran
con los costos de produccion, que los costos fijos por unidad fueran 12 y no 12000, y que
los costos fijos de produccion fueran 104000 y no 116000, evidenciandose lo que Beni-
tez (2010) llama interpretacion local de la situacion.
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Cuestion 5. “;Qué relacion de dependencia hay entre las variables? .

Un alto porcentaje de estudiantes (76%) present6 dificultades para relacionar los ele-
mentos de la funcidén en una transformacion tipo conversion. En cada registro pudieron
identificar solo algunos elementos. Por ejemplo, ignoraron los costos fijos de produccion
y trabajaron con la funcién lineal como si fuera una funcion afin, evidenciandose un obs-
taculo en el sentido de Brousseau (1999). Aquellos que identificaron los elementos de
la funcion (24%) también pudieron clasificarlos y establecer relaciones de dependencia
entre ellos. Ademas, cabe advertir que el 16% de los estudiantes utilizé un registro auxi-
liar analitico-aritmético para dar respuesta a la consigna; mostrandose nuevamente que
el proceso de hacer transformaciones entre registros no es una cuestion sencilla ni espon-
tanea, es decir, estos procesos ontosemioticos de identificacion de aspectos comunes en
distintos registros suelen resultar complejos.

Cuestion 6: “Si se sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;cuantos dis-
cos se produjeron?”.

Ningun estudiante utilizo el concepto de ecuacion para encontrar la incognita soli-
citada, ni en la entrada de la tabla que implicaba un tratamiento, ni en la pregunta que
implicaba una conversion al registro algebraico, coincidiendo en este sentido con lo re-
portado por Ochoviet y Oktac (2011). Los que dieron con la respuesta, lo hicieron por
tanteo (24%) o utilizando el patrén deducido en la secuencia (16%). Es decir, a los estu-
diantes se les dificultd mas encontrar el nimero de discos cuando se les dio previamente
el costo de produccion para una cierta cantidad de discos, que el proceso inverso: hallar
el costo de produccion para una determinada cantidad dada de discos. El primer caso es
un proceso que lleva implicito el concepto de ecuacion, que no fue utilizado por ninglin
estudiante para dar respuesta a esta pregunta. El segundo caso parece ser mas familiar a
los estudiantes, ya que es dar solucion a un polinomio aritmético -como el mostrado en
la Fig. 4, con el que se trabaja con frecuencia en cursos anteriores y en asignaturas como
Fisica y Quimica- o seguir el patroén de regularidad hasta dar con la respuesta.

Sin embargo resulta curioso que un grupo de estudiantes haya encontrado y utilizado
una expresion algebraica que modelara la situacion y no la hubieran utilizado para en-
contrar una incognita. Aqui los estudiantes no pudieron concebir la letra como niimero
generalizado, lo que les pudo impedir usar el concepto de ecuacion para encontrar la in-
cdgnita solicitada. Esto es, establecer la equivalencia entre la expresion algebraica y el
valor dado para los costos de produccion que lo llevaria a plantear una ecuacion y, de re-
solverla, a encontrar el numero de discos correspondientes a esos costos de produccion
(fig. 4).

Ademas, cabe sefialar que el 80% de los estudiantes no utiliz6 la informacion que
habia consignado en su tabla para responder otras preguntas, en concordancia con lo re-
portado por Amaya y Barrera (2009), donde la mayoria de los alumnos realiz6 nuevos
procedimientos para responder una pregunta, cuya respuesta ya habia obtenido al llenar
la tabla.
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Figura 4. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E18

Se evidencia en los estudiantes dificultades para conectar las representaciones en los
registros tabular, analitico y del lenguaje materno, en sintonia con lo reportado por San-
chez-Matamoros et al. (2008), lo que segun Hitt (2000) podria utilizarse como indicio de
si se comprende o no la situacion.

Cuestion 7. “Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de pro-
duccion para cualquier cantidad de discos compactos ™.

El mismo grupo de estudiantes que pudo relacionar los elementos de la funcion mo-
del¢ la situacion funcional, recurriendo y sin recurrir a un registro auxiliar. De salida es-
cribieron una expresion analitica y la utilizaron para obtener otras respuestas, como se
muestra en la Fig. 4. El estudiante E g presenta claras evidencias de haber encontrado
una expresion algebraica y utilizarla para obtener algunas de las respuestas que se le so-
licitaron. Este resultado corrobora una vieja creencia popular segln la cual es mas facil
el trabajo con funciones partiendo del registro algebraico como registro principal. Ade-
mas, hay una creencia generalizada entre los estudiantes que al solicitarseles una expre-
sion matematica que modele la situacion, se les esta pidiendo que escriban una formula.
De hecho, aqui un reducido grupo de estudiantes (4%) propuso como modelo una tabla.
En general, no conciben como un modelo matematico otra representacion que no sea la
algebraica.

Cuestion 8. “Realiza una grdfica que represente esta situacion”.
En la conversion al registro grafico también presentaron dificultades relacionadas es-

pecificamente con la congruencia entre los ejes y el sistema de unidades utilizado para
demarcarlos. Colocaron en los ejes la secuencia de numeros en el orden en que los iban
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Figura 5. Gréfica realizada

por el estudiante ES -

encontrando al ir resolviendo el polinomio aritmético, sin tener en cuenta el orden y car-
dinal en la variable independiente. Algo similar fue reportado por Dolores (2004), quien
encontrd que los estudiantes asociaban el comportamiento de las imagenes en las gra-
ficas con el comportamiento de sus abscisas, sin importarles el signo de sus ordenadas.

En el caso presente, los estudiantes si tuvieron en cuenta el signo de las ordenadas,
pero no la ubicacion en los ejes. La dificultad estuvo asociada al funcionamiento del re-
gistro grafico y a la coordinacion con el tabular (Duval, 2004). En la Fig. 5 se puede ver
que el estudiante Es asigno longitudes similares a los segmentos 0-116000 y 116000-
128000; es decir, la secuencia que siguio en la marcacion de los ejes no corresponde a
una progresion aritmética como habria de esperarse. Ademas, en la resolucion de este
alumno se evidencia el uso de la funcién afin en lugar de la lineal. Los estudiantes tienen
tendencia a hacer “pasar por el origen” a las representaciones graficas de rectas.

Otro aspecto que cabe destacar es el relacionado con la continuidad de la grafica.
Aunque los valores del dominio son discretos, el estudiante Es los asumié como conti-
nuos, uniendo los puntos marcados hasta obtener una funcidén continua como se mues-
tra en la Fig. 5, quizas por esa “rara tendencia” que tienen los alumnos a unir todos los
puntos de una funcion (Gatica, Tauber y Ruiz, 2002). Segun estos autores, la grafica-
cion comprende acciones de interpretacion y construccion. La interpretacion se refiere a
la habilidad de los estudiantes para leer y darle significado a una grafica, mientras que la
construccion se refiere a crear algo nuevo, elaborando una grafica a partir de una regla
funcional dada. En este caso, parece que ambas acciones se realizaron parcialmente: la
interpretacion porque no pudieron relacionar elementos de la funcion del registro tabu-
lar con sus equivalentes en el registro grafico, confundiendo por ejemplo dominio con
rango; la construccion porque no ubicaron los elementos que encontraron en el registro
tabular en el lugar correspondiente en el registro grafico. De esta manera las dos repre-
sentaciones, tabular y grafica, no resultaron congruentes. Ademas, para los estudiantes,
la grafica de la funcion depende de los puntos que se tomen para graficarla.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion muestran que la transformacion de registros de re-
presentacion de una funcion es una actividad compleja para estudiantes de la media aca-
démica, a pesar de que en dos cursos previos habian trabajado con funciones. La misma
no es espontanea y requiere una ensefianza intencionada que, en concordancia con Ro-
miti, Sgreccia y Caligaris (2012), procure atender de manera equitativa a los diversos re-
gistros, tanto en actividades de tratamiento como de conversion.

Las dificultades de los estudiantes estuvieron relacionadas con la identificacion del
contenido de las representaciones, la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar
una incognita, el funcionamiento de los registros y la coordinacién o conversion entre
dichos registros.

En cuanto a la identificacion del contenido de una funcién en el registro tabular,
como registro de partida, la mayoria de los estudiantes pudo identificar algunos elemen-
tos, pero no los suficientes para hacer transformaciones acordes a las cuestiones solicita-
das. Por ejemplo, muchos se dieron cuenta que la secuencia para los costos iba de 12000
en 12000 cuando el nimero de discos cambiaba de 1000 en 1000. Sin embargo, esto no
fue suficiente para determinar el patrén de crecimiento de la situacion. Trabajaron la fun-
cion lineal como si fuera una funcion afin y para encontrar los resultados solicitados rea-
lizaron una regla de tres simple directa. Este hecho les impidi6 llenar correctamente la
tabla, dar respuestas acertadas a las cuestiones planteadas, y realizar correctamente la
grafica. No obstante, los estudiantes identificaron en la situacion rasgos caracteristicos
genuinos del concepto de funcidn, lo que es un gran avance en su desarrollo de pensa-
miento variacional y un indicio claro de que algo se ha comprendido del concepto. Pero
dio la impresion que fue una comprension parcial, que se evidenci6 solo en algunas de
las cuestiones planteadas, como si de una pregunta a otra se hubiera cambiado la mues-
tra de estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior se plantea como una posibilidad de trabajo en el aula,
para contribuir a mejorar estos desempefios estudiantiles, formular preguntas interme-
dias del tipo: jcomo esta constituido el costo de produccion de discos?, ;hay costos fijos
(independientes de la cantidad a producir) y costos variables (segun la cantidad de dis-
cos que se produzcan)?, ;/podrias identificarlos: costo fijo:....; costo de 1000 discos: ...,
de 500 discos: ..., de 100 discos.: ..., de 1 disco.:...?

En la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita, la dificultad
estuvo en que la mayoria no pudo hallar una expresion algebraica que representara la si-
tuacion, y los que la obtuvieron no establecieron la equivalencia entre esta y el valor nu-
mérico dado para los costos de produccion, lo que los llevaria a la ecuacion requerida.
Teniendo en cuenta la dificultad al hacer conversiones entre los registros algebraico y co-
loquial -en ambos sentidos-, una posible guia para ello es: sabemos que el costo fijo es
104000 dolares, que el costo por unidad es de 12 dolares y que se gastaron 314000 do-
lares en produccion de discos:
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104000 + 12 X = 314000
costo fijo costo de cada cantidad de discos lo que se gasto
unidad producidos

¢Puedes obtener la cantidad de discos producidos? Hazlo e indica otra/s forma/s posible/s
de hallar dicha cantidad.

En el funcionamiento de los registros y la coordinacion entre ellos fue posible apre-
ciar que los estudiantes no reconocieron el registro tabular como apoyo valido para
sustentar sus respuestas; necesitaron verificar sus respuestas en el registro algebraico
analitico antes de darlas. Para fortalecer este aspecto (y sin ignorar el recurso de calculos
mentales) una propuesta es: explicitar en la consigna “solo empleando la tabla”; soli-
citar “explicar con tus propias palabras qué informacion aporta la tabla’; ;le agrega-
rias o quitarias filas/columnas a la tabla?, ;si/no por qué?; ;jcon qué prefieren trabajar
las funciones: tablas, formulas, grdficos?, ;por qué?

En las transformaciones tipo conversion utilizaron como andamio el registro alge-
braico-analitico como paso previo hacia cualquier otro registro; incluso hasta en las
transformaciones tipo tratamiento siempre acudieron al registro algebraico-analitico
como paso obligado. Es decir, no se dieron tratamientos puros, siempre acudieron a este
registro auxiliar para hacer modificaciones o verificar cualquier cuestion por la que se les
indagara. Utilizando el registro tabular como registro principal hicieron las operaciones
en el registro algebraico-analitico y volvieron a hacer otra conversion de regreso al tabu-
lar como registro principal, donde terminaron el tratamiento. Aqui surge la duda de si se
viol6 el principio de autosuficiencia de los registros ante una transformacion tipo trata-
miento (Duval, 2004) o es que estos dos registros comparten algunas reglas.

Finalmente, coincidimos con D’Amore (2006) en que el uso de distintas representa-
ciones y su progresiva articulacion enriquecen el significado, conocimiento, compren-
sion del objeto asi como su complejidad. Por ello robustecer el trabajo escolar en este
sentido es una de nuestras tareas.
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Resumen: Describimos una trayectoria de aprendizaje de la multiplicacion y la division
con nifios de 4 a 7 anios. Para ello, definimos las trayectorias de aprendizaje y valoramos
la importancia de su consideracion en los primeros anos. Después, mostramos las tra-
yectorias a través de una experiencia desarrollada en un colegio con nifios de 4 a 7 arios.
Los nifios desarrollan estrategias informales de modelizacion directa para resolver pro-
blemas de multiplicacion y division de complejidad creciente, mostrando su evolucion en
el uso de representaciones, materiales manipulativos y en el proceso de simbolizacion.
Palabras clave: Educacion infantil, division, multiplicacion, resolucion de problemas,
trayectorias de aprendizaje.

Learning trajectories for multiplication and division
from four to seven years

Abstract: We describe a learning trajectory for multiplication and division with chil-
dren from four to seven years. 10 this end, we define learning trajectories and value
the importance of reflecting on them in the early years. Then we show the trajectories
through an experience developed in a school with children from four to seven years.
Children develop informal dirvect modeling strategies to solve multiplication and divi-
sion problems of increasing complexity, showing their evolution in the use of representa-
tions, manipulatives and in the process of symbolization.

Keywords: Early childhood, division, multiplication, problem solving, learning
trajectories.
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1. INTRODUCCION

Este articulo trata sobre el aprendizaje de la multiplicacion y la division de un modo
algo diferente al habitual, pues se centra en el aprendizaje informal de dichas operacio-
nes que tiene lugar (o podria tenerlo) entre los 4 y los 7 afios, antes de comenzar con el
estudio formal de las mismas. Para comenzar, parece oportuno establecer un marco cu-
rricular de referencia que centramos, por brevedad, en la multiplicacién. Con respecto a
esta operacion, en el curriculo de educacion primaria de la Ley Organica de Educacion
(LOE) (MEC, 2007) se proponia la “construccion de las tablas de multiplicar del 2, 5y
10” (p. 31557) para el primer ciclo de primaria (primer y segundo cursos) y la “construc-
cion y memorizacion de las tablas de multiplicar” (p. 31559) para el segundo ciclo (ter-
cero y cuarto cursos de primaria). La reciente orden que establece el nuevo curriculo de
primaria para el &mbito de gestion del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte in-
cluye la “iniciacion a la construccion de las tablas de multiplicar” (MEC, 2014, p. 34069)
en primer curso. Precisando mas el contenido de esta “iniciacion”, el borrador del curri-
culo de la Comunidad de Madrid propone la memorizacion de las tablas de multiplicar
del 0, 1, 2 y 5 en primer curso de educacién primaria (Consejeria de Educacion, Cultura
y Deporte de la Comunidad de Madrid, 2014). Resumiendo, la linea que marcan los ac-
tuales cambios legislativos es la de adelantar un afio la memorizacion de algunas de las
tablas de multiplicar. Esta opcion puede resultar polémica, puesto que resulta antitética
con otros planteamientos curriculares recientes de gran prestigio, como la propuesta de
los Focos Curriculares (CCSSI, 2010), donde se recomienda para el cuarto grado de pri-
maria que “los estudiantes usen su comprension de la multiplicacion para desarrollar una
recuperacion rapida [de la memoria] de las tablas de multiplicar” (p. 16).

Castro, Canadas y Castro-Rodriguez (2013) indican que los nifios son capaces de re-
solver situaciones aritméticas sencillas desde los 3 afos, y que la resistencia a presentar-
les estas situaciones en esta edad, puede provocar que no consigan dotar de significado,
mas adelante, al algoritmo que aprenderan en primaria (p. 9). Asi, los nifios deberian
tener la oportunidad de construir significados propios de las operaciones aritméticas sin
necesidad de (previamente a su) instruccion formal. En linea con este planteamiento, en
este articulo describimos una trayectoria de aprendizaje que los maestros y maestras de
educacion infantil y de primer curso de primaria podran seguir con sus alumnos para que
construyan significados de la multiplicacion y la division previamente al aprendizaje for-
mal de dichas operaciones en segundo y tercer cursos.

Trayectorias de aprendizaje en educaciéon matematica

Una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: un objetivo, una progresion
a través de la cual los nifios van evolucionando hasta lograr dicho objetivo, y una serie
de actividades de ensefianza o tareas vinculadas a cada nivel de pensamiento que ayudan
a los niflos a desarrollar niveles superiores de pensamiento y a alcanzar el objetivo pro-
puesto (Clements y Sarama, 2009). El objetivo, en una trayectoria de aprendizaje, es una
de las grandes ideas matematicas, que ocupan un lugar privilegiado en el aprendizaje
de las matematicas, y se describen en importantes documentos curriculares (NAEYC y
NCTM, 2013; NCTM, 2003, OCDE, 2005). Por ejemplo, “una gran idea matematica es
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que el conteo puede usarse para determinar cuantos hay en una coleccion” (Clements y
Sarama, 2009, p. 3). Las progresiones evolutivas describen los pasos que los nifios sue-
len seguir para lograr destreza y comprension de un determinado tema matematico. Por
ejemplo, para resolver problemas aritméticos verbales de estructura aditiva, los nifios
suelen pasar por estrategias de modelizacion directa, después de conteo y, finalmente, de
uso de hechos numéricos basicos o derivados (Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Emp-
son, 1999). Se puede establecer una correspondencia entre estos tipos de estrategias y
los niveles evolutivos en el aprendizaje de la adicion establecidos por Fuson (1992). Cle-
ments y Sarama (2009) se refieren a estas progresiones como caminos de aprendizaje.
Por ultimo, ligadas estrechamente a los niveles de pensamiento, hay conjuntos de tareas
que conformarian un camino de ensenianza establecido con el fin de facilitar la progre-
sion de los nifios a lo largo del correspondiente camino de aprendizaje.

El concepto de trayectoria de aprendizaje ha tenido un largo recorrido en la educa-
ciéon matematica desde su origen en 1995. Se puede profundizar en esta idea, su origen,
y sus diferentes acepciones y usos en los trabajos de Gomez, Gonzalez y Romero (2014)
y de Goémez y Lupiafiez (2007).

En la posicion conjunta sobre el aprendizaje de las matematicas en los primeros afios
(NAEYC y NCTM, 2013, p. 7), entre las orientaciones que se dan para las propuestas
para el aula esta “asegurar que el curriculo sea coherente y compatible con las relaciones
y secuencias conocidas de las ideas matematicas fundamentales”. En este punto del do-
cumento se hace referencia explicita a la importancia de las trayectorias de aprendizaje
como referencia para guiar la enseflanza.

Las trayectorias de aprendizaje y su fundamentacion en la investigacion

En este apartado queremos incidir en una idea que nos parece relevante: las trayecto-
rias de aprendizaje deben estar solidamente basadas en la investigacion en sus tres com-
ponentes (objetivo, camino de aprendizaje y camino de ensefianza). Daro, Mosher y
Corcoran (2011) proponen ejemplos de trayectorias de aprendizaje entre las cuales figura
un marco para el aprendizaje de la multiplicacion (p. 81). En este trabajo, por brevedad,
tomamos, a modo de ejemplo, la division para ilustrar la conexion de las trayectorias con
los resultados de investigacion. Se puede constatar que la experiencia que relataremos en
el apartado siguiente esta basada en estas referencias teoricas.

Clements (2004) indica que el particionamiento, operacion de descomponer un con-
junto de objetos en varios conjuntos de igual tamafio, es una idea facilmente comprensi-
ble para los nifios, que surge en situaciones de reparto alrededor de los 3 afios de edad.
También a los tres afios pueden dividir una coleccion en conjuntos iguales de un cardinal
dado, si los subconjuntos son muy pequefios (division medida). Muchos nifios de 4 o 5
afios pueden trabajar con nimeros mayores inventando una estrategia de corresponden-
cia uno a uno para dividir la coleccién inicial en subconjuntos iguales. La idea es funda-
cional para todos los tipos de situaciones multiplicativas y de division medida (donde se
conoce el numero de objetos en cada grupo) y de division partitiva (donde se conoce el
nimero de grupos). Pero las complejidades de encontrar soluciones exactas con niime-
ros mayores, excepto mediante ensayo y error y a través de la reflexion sobre una serie de
acciones repetidas, hacen que esta idea sea mejor captada en detalle en cursos superiores
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(Clements, 2004, pp. 24-25). Precisando acerca del tamafio de las cantidades en los pro-
blemas, Clements (2004, p. 36) indica que a los 4 afios los nifios pueden utilizar estra-
tegias informales para repartir hasta 10 objetos entre dos nifios y que a los 5 afios son
capaces de repartir hasta 20 objetos en partes iguales entre 3, 4 o 5 personas, y de for-
mar, con hasta 20 objetos, grupos iguales de 2 a 5 objetos, determinando el nimero total
de grupos. Con 6 afios, manejan cantidades superiores, de hasta 100, repartiéndolas entre
hasta 10 personas y agrupandolas en grupos iguales de hasta 10 objetos.

Dentro de nuestra linea de trabajo sobre resolucién de problemas aritméticos ver-
bales en educacion infantil, hemos observado en trabajos anteriores como los nifios re-
suelven problemas de estructura multiplicativa, de multiplicacion y division medida (De
Castro, Molina, Gutiérrez, Martinez y Escorial, 2012), problemas de reparto igualatorio
(Lopez y De Castro, 2014), de comparacion multiplicativa, de multiplicacion y division
(De Castro, Walsh, Del Coso, Salvador, Gonzalez y Escorial, 2009) y de descomposicion
factorial (De Castro y Hernandez, 2014). Todos estos trabajos se han realizado con nifios
de 5-6 anos, en tltimo curso de educacion infantil. Recomendamos su lectura como com-
plemento a este articulo, por versar sobre problemas de tipos diferentes a los del presente
trabajo, que no se plantean habitualmente en educacion infantil. En este articulo, nues-
tro objetivo es mostrar una panoramica mas amplia en cuanto al rango de edad, sobre
los problemas de estructura multiplicativa, abarcando desde los 4 a los 7 afios, e inclu-
yendo en primer curso de primaria problemas de multiplicacion y division agrupamiento
con grupos de diez, para vincular los problemas de estructura multiplicativa con el con-
cepto de decena (Carpenter, Franke, Jacobs, Fennema y Empson, 1997; Ramirez y De
Castro, 2014).

2. DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS A LO LARGO DE TRES CURSOS:
4-5,5-6 Y 6-7 ANOS

En este apartado, describimos el desarrollo de varias sesiones de talleres de resolu-
cion de problemas, realizadas en el CEIP Virgen de Pefia Sacra, de Manzanares el Real
(Madrid), con nifios pertenecientes a tres cursos diferentes, con edades comprendidas
entre los cuatro y los siete afios. La metodologia que seguimos en estos talleres esta des-
crita en trabajos anteriores (De Castro y otros, 2009; De Castro y otros, 2012). De un
modo muy sucinto, planteamos problemas aritméticos basados en la lectura de un cuento
(para favorecer la comprension del enunciado), sin ensefianza previa, y dando una liber-
tad absoluta en el uso de materiales para resolver los problemas razonando con la ayuda
de objetos (cubos encajables, materiales manipulativos, dibujos, etc.). Al comentar el
trabajo de los alumnos, nos hemos centrado en mostrar la evolucion que se observa a lo
largo de estos tres cursos, de las estrategias, uso de materiales y representaciones para los
problemas de multiplicacion y division.

Multiplicacién en un aula de 4-5 afios

En la resolucién de problemas con nifios de 4 y 5 afios es importante que el ta-
marfio de los nimeros sea bajo, para adaptarnos a la capacidad de conteo de los pequefios
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Figura 1. Lectura del cuento y momento de explicaciéon de Oscar.

(Clements, 2004). La referencia que tomamos es que, hasta mitad de curso, no supere-
mos los 6 objetos. En nuestra experimentacion, uno de los primeros problemas esta ba-
sado en la lectura del cuento “Chivos chivones” (Gonzélez y Ferndndez, 2007). A lo
largo del cuento, los tres chivos, y sus cuernos, aparecen y son mencionados continua-
mente. La lectura repetida del cuento (en varios dias diferentes) permite a los nifios
imaginar la situacion descrita en el enunciado del problema. Asi, a partir del cuento,
planteamos a los niflos el siguiente problema: Si habia tres chivos, y cada uno tiene dos
cuernos. (Cuantos cuernos tienen en total entre los tres? Al trabajar con cantidades tan
bajas, que pueden representarse con los dedos, algunos nifios resuelven ya el problema
en el momento de la lectura y el planteamiento del problema, todavia en la “asamblea”
(Figura 1a). Algunos nifios resuelven el problema mediante un dibujo. Guillermo repre-
senta los cuernos de los chivos utilizando tres colores diferentes para diferenciar qué
cuernos corresponden a cada chivo (Figura 1¢). En la Figura 1b, vemos cémo la maestra
sujeta la hoja de trabajo a Guillermo y le va preguntando sobre el significado de sus re-
presentaciones. Con este apoyo, Guillermo va explicando como ha resuelto el problema.

Algunos nifios dan el resultado, pero la maestra esta interesada en que todos com-
prendan la situacion, y que los que creen que han resuelto el problema, lo comprue-
ben en el trabajo individual, y le expliquen como lo han hecho. Se produce la siguiente
conversacion:

— Bea: A ver, alguien se acuerda de como era el problema?

— Oscar: Estos [Pone con los dedos seis, que es el resultado].

— Bea: Si. Esa es la solucion que ti crees. Seis, (no? Pero, cudl era el problema?

— Mario: Seis. El problema es seis [De nuevo, se refiere al resultado].

— Guillermo: Dos cuernos en cada chivo.

— Bea: En cada chivo y, ;jcuantos chivos hay?

— Nerea: Seis.

— Guillermo: Tres [Corrige a Nerea y lo indica poniendo tres con los dedos].

— Bea: Tres, con dos cuernos en cada chivo, ;cuantos cuernos hay en total entre los tres?

— Nerea: Seis [Pone seis con los dedos].

— Guillermo: Seis.

— Bea: Ahora me decis por qué pensais que son seis [Con “ahora”, la maestra se re-
fiere al momento en que, durante el trabajo individual, pase preguntando a cada nifio
como lo ha hecho].
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Oscar resuelve el problema con el rekenrek. Este es un abaco holandés, inventado en
1991 por Adrian Treffers, del Instituto Freudenthal, que se utiliza como modelo visual
para la iniciacion al calculo. Oscar utiliza las cuentas de la varilla superior para repre-
sentar los cuernos, y las cuentas de la varilla inferior para los chivos. En las dos prime-
ras imagenes de la Figura 2, vemos que levanta dos dedos (cuernos) en su mano derecha
y el pulgar de su mano izquierda (chivo). Interpretamos estos gestos con los dedos como
una “segunda” representacion, que refuerza la representacion con el dbaco, y que Oscar
hace para comprobar su procedimiento. Después, va afiadiendo dos cuentas en la vari-
lla de arriba por cada una en la varilla de abajo. Finalmente, cuando Beatriz (la maestra)
pasa a su lado, Oscar separar las cuentas de la varilla inferior, que representan a los tres
chivos, para enfatizar y explicar a la maestra la correspondencia dos a uno entre cuernos
y chivos (Figura 2d).

Division en un aula de 4-5 afios

Basandonos en la lectura del cuento “; A qué sabe la luna?” (Grejniec, 2004), plan-
teamos el siguiente problema en el aula de 4-5 afos: Si el raton reparte seis trocitos de
luna entre el zorro y la cebra, {cuantos trozos le puede dar a cada uno? En este problema
damos por valida cualquier descomposicion del seis, aunque observaremos ya la ten-
dencia a los repartos equitativos. Enseguida empezamos a oir: “Ocho”, “Siete”. Beatriz
repite el enunciado y de nuevo los nifios dan estimaciones o intentan “adivinar el resul-
tado”: “Siete, “Dos”, “Ocho”, “No, no. Seis”.

En la Figura 3, vemos el proceso de resolucion de Nerea y de Diego. Los dos alum-
nos, y todos los que resolvieron este problema lo hicieron con cubos encajables, utili-
zando una estrategia de modelizacion directa: el “reparto” por unidades. Comienza por
la representacion del zorro y la cebra con los cubos negro y morado de la Figura 3b
(Nerea), y el verde y naranja en la Figura 3d (Diego). A partir de ahi, se representan los
trozos de luna con 6 cubos encajables y se van repartiendo uno a uno colocandose alter-
nativamente junto a los cubos que representan al zorro y la cebra. Finalmente, se cuen-
tan los cubos (trozos de luna) que hay junto a cada animal. En la Figura 3d, observamos
cémo Diego mantiene ligeramente separados los cubos iniciales, que representan a los
animales, de los cubos restantes, que representan trozos de luna, a fin de no confundir-
los en el recuento final.

Multiplicacién en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, se plantea el problema de multiplicacion: “;Cudntos sdndwi-
ches de miel tiene que preparar mama o0so si hay seis 0sos y cada uno quiere dos sand-
wiches?”. Al igual que ocurre en el caso de la division, los nifios utilizan la misma
estrategia basica que en 4-5 afios, pero con nimeros mayores, mayor variedad de ma-
teriales, y con presencia de representaciones simbodlicas. Un aspecto que destacamos es
que, en ausencia de instruccion sobre el proceso de resolucion, algunas representaciones
tienen un marcado acento personal, que dificulta que las personas que las ven puedan in-
terpretarlas de forma sencilla. Asi, en la Figura 4a, Joshua representa los 12 sandwiches
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Figura 6. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (I).

y los 6 0sos con tres filas de 6 cubos, donde la primera fila representa los osos y las res-
tantes los sandwiches. Por el contrario, en el dibujo de Noelia (Figura 4b), se diferencian
perfectamente las representaciones de ambas cantidades, y se aprecia el paso a la repre-
sentacion simbolica, con numerales escritos, de las cantidades.

Eloy utiliza cuentas con las que va formando un collar de 18 cuentas (Figura 5). Las
12 de la izquierda representan los sandwiches, y las 6 de la derecha representan los 0sos.
En la Figura 5b, se observa la separacion entre unas cuentas y otras. En la Figura 5a, Eloy
va sefialando, por cada cuenta de la derecha (un 0so), dos cuentas a la izquierda (sand-
wiches). En la imagen se ve como sefiala la cuarta cuenta por la derecha con el indice,
mientras que abarca las cuentas 7 y 8 con dos dedos. Al igual que en la estrategia de Jos-
hua, observando el collar no resulta facil imaginar, antes de la explicacion de Joshua,
como se ha utilizado esta representacion para resolver el problema.

Division en un aula de 5-6 afios

En el aula de 5-6 afios, planteamos el problema: “Si hay 15 montones de hierba, y 3
chivos, ;Cuantos montones de hierba se come cada chivo?”. Si en 4-5 afios repartiamos
6 objetos entre 2, en este caso, el tamafio de dividendo y divisor van aumentando. De
nuevo, el enunciado puede interpretarse como problema de division (reparto equitativo)
o como problema de descomposicion aditiva en tres sumandos. En la Figura 6a, obser-
vamos la misma estrategia que vimos en 4-5 afios. Los nifios tienen, durante dos cur-
sos, varias ocasiones de adquirir el esquema basico de reparto de objetos, representando
ambas cantidades que aparecen en el enunciado. No obstante, mas alla de esta estrate-
gia bésica, comenzamos a ver variaciones interesantes, que dan cuenta del desarrollo
infantil en estas edades. Por ejemplo, Lia (Figura 6b), tras aplicar la estrategia de mode-
lizacion directa de reparto, representa el reparto con un dibujo, cosa que no suele ocu-
rrir con 4 afios. Empiezan a surgir soluciones en las que solo se representa una de las dos
cantidades del enunciado, el dividendo o cantidad a repartir, formando una barra con 15
cubos y fraccionandola después en 3 barras iguales de 5 cubos. También surgen repartos
no equitativos. Shakira representa los tres chivos en la esquina superior izquierda (Fi-
gura 6¢), y luego da a los chivos mediano, grande y pequefio, cinco, seis y cuatro mon-
tones de hierba respectivamente.

A pesar de que la estrategia basica sigue siendo el reparto de objetos, otros materia-
les comienzan a usarse. Hugo no es capaz de realizar el reparto con la banda numérica
(Figura 7a), pero al escuchar a Lia que da la solucion de 5, lo comprueba contando 5
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Figura 7. Evolucion de las estrategias infantiles en problemas de division-reparto en 5-6 afios (II).

Figura 8.
Agrupamiento
segun el nimero
de grupos.

casillas, tres veces, hasta llegar a 15. En la Figura 7b, Roberto, tras resolver el problema
con los cubos encajables, representa la solucion (los tres grupos de 5) en el rekenrek.
Mas que un proceso de resolucion, se trata de una traduccion entre sistemas diferentes de
representacion para escribir el resultado. En la Figura 7c, aparece una carta de un alumno
al final del taller a Ares (maestro en practicas y malabarista, llamado por los pequeiios
“Ares malabares”). Esta carta muestra como el conocimiento de la lectoescritura propio
del ultimo curso de educacion infantil se une a la capacidad de articular el propio pensa-
miento, para producir este mensaje escrito.

Multiplicacion en primer curso de primaria (6-7 afios)

Ya dentro de la educacion primaria, basandonos en el cuento “El gato tragon” (Niiez
y Dumas, 2005), el problema planteado es: El gato tragdn se comi6 7 nifias. Si cada nifia
tiene 2 brazos, ;Cuantos brazos se comi6 el gato? La estrategia basica en este problema
es de modelizacion directa (estrategia de agrupamiento). En el enunciado se habla de
7 grupos (cada nifa cuenta como un “grupo” de dos brazos) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos). Los nifios forman 7 grupos con 2 objetos en cada una y luego cuen-
tan de uno en uno los objetos. Esta estrategia ya la hemos visto desde educacion infan-
til (Figura 4), pero en la Figura 8 podemos observar variaciones de interés que muestran
la evolucion. Por ejemplo, separar claramente las representaciones de las dos cantidades
(de nifias y de brazos) para facilitar el conteo del resultado (Figura 8a) o la escritura de
numeros de dos cifras con la aparicion del valor posicional. En la Figura 8b, vemos que
el alumno escribe primero 41, que aparece tachado dos veces, para al final escribir el re-
sultado correcto de 14.
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Figura 10. Agrupamiento segun el nimero de grupos con Tabla 100.

Hay nifios que utilizan los dedos para ir construyendo los grupos, ailadiendo el nu-
mero de elementos por grupo cada vez que se considera un grupo. En la Figura 9, un nifio
va afadiendo 2 dedos cada vez que cuenta una nifia hasta completar las siete nifias. Pode-
mos ver, de izquierda a derecha, cdémo el alumno pone el dos de los brazos de la primera
nifia, después va afiadiendo dos por cada nifia, con lo que tendra cuatro dedos, accion
que no se ve en la secuencia de la Figura 9, y asi sucesivamente, seis (otros dos brazos de
otra nifia), ocho, diez y, ya en la imagen, el doce (para lo cual tiene que quitar los cinco
dedos de la mano izquierda), y el catorce, resultado final.

También vemos esta estrategia en la tabla 100. Por cada nifia, se van tapando con dos
dedos dos numerales que representan los dos brazos de la nifia. Tras repetir esta opera-
cion siete veces, el Gltimo numeral tapado (14) indica la solucion del problema. En la Fi-
gura 10 observamos los tres primeros pasos de esta estrategia. El uso de la tabla 100 es
un instrumento que facilita la transicion de estrategias de modelizacion directa a estrate-
gias de conteo basadas en la secuencia de numerales.

Las representaciones graficas infantiles van evolucionando, incluyendo una mezcla
de representaciones iconicas y simbolicas (con numerales) para el proceso de resolucion.
En la Figura 11a, Sergio representa las nifias con numerales y los brazos con puntos y re-
suelve el problema contando los puntos. En la derecha, mostramos el trabajo de otro nifio
donde la representacion de las nifias posee un grado mayor de iconicidad. Los brazos apa-
recen numerados, de modo que el Gltimo numeral (14) indica el resultado (Figura 11b).

Otra variedad de esta estrategia consiste en representar con un objeto cada grupo y
contar cada objeto el nimero de veces que indica el nimero de elementos por grupo.
En este problema, algunos nifios representaron con 7 objetos el nimero de grupos (las
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Figura 12. Reparto de objetos de uno en uno contando inicialmente la cantidad total.

nifias) y contaron cada uno de ellos dos veces (una por cada brazo) para alcanzar el re-
sultado final.

Algunos alumnos han resuelto este problema mediante modelizacion directa ha-
ciendo 2 grupos de 7. En este problema hay 7 grupos (las nifias) con 2 elementos en cada
grupo (los brazos), pero varios nifios han representado un grupo de 7 por uno de los bra-
zos de las 7 nifias y otro grupo de 7 por el otro brazo. Esta estrategia la hemos visto apli-
cada con el rekenrek, poniendo 7 cuentas en cada varilla, y en la tabla 100, saltando de
la casilla del 7 a la del 14.

Un problema de division en primer curso de educacién primaria

En primer curso de primaria se plantea un problema de estructura multiplicativa, de
grupos iguales, de division partitiva. Basado en el cuento “Un regalo diferente”, el enun-
ciado es: Marcel y Tristdn se comieron 18 bufiuelos de crema. ;Cuantos se comi6 cada
uno? Todos los nifios intentaron repartir de forma equitativa los buiiuelos, aun sin que
el enunciado lo indicase. La estrategia basica es la de reparto, de modelizacion directa
(Figura 12).

Esta estrategia se aplica con diferentes variaciones. Algunos niflos cuentan primero
los objetos a repartir, pero otros reparten sin contar inicialmente esta cantidad, y van
comprobando, a cada paso del reparto, el total de lo repartido hasta alcanzar el total a
repartir. Otra variacion es el reparto en grupos, por ejemplo, de dos en dos o de tres en
tres y, posteriormente, ajustando el reparto con los objetos sobrantes. Al ser un problema
en el que se divide en dos grupos, muchos nifios elaboraban una barra con 18 cubos,
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Figura 13. Representacion de
la estrategia de agrupamiento
y juntar todos.

Figura 14. Agrupamiento y juntar todos con bloques de base 10.

estimaban el punto medio para partirla en dos partes aproximadamente iguales, y luego
comprobaban que en las dos partes resultantes hubiese el mismo nimero de cubos, com-
parando la longitud de las barras.

Un problema de multiplicacion con grupos de diez en educacion primaria

En primer curso de primaria planteamos problemas aritméticos de operaciones com-
binadas (multiplicacion y suma) en los que nos dan el nimero de decenas y de unidades
sueltas y debemos calcular el numero total de unidades. Un problema de este tipo es: Si
tenemos 4 decenas de huevos y 5 huevos mas, ;cuantos huevos tenemos en total? La es-
trategia basica para abordar este tipo de problemas consiste en formar con objetos tan-
tos grupos de diez y unidades sueltas como se indica en el enunciado y después contar
uno por uno los objetos. En la Figura 13, vemos la representacion manipulativa y gra-
fica correspondiente a dicha estrategia. En un nivel mas avanzado, los nifios cuentan de
diez en diez los grupos de diez, y luego de uno en uno las unidades sueltas: “10, 20, 30,
40,41, 42,43, 44, 45”.

Una variante de esta estrategia consiste en representar las cantidades con bloques de
base 10. En la Figura 14a un nifio ha representado 45 con 4 barras y 5 unidades. Igual que
en el caso anterior, inicialmente los nifios necesitan contar de uno en uno todas las uni-
dades que componen las decenas como esta haciendo el nifio de la Figura 14b para saber
la cantidad total. Mds tarde, los nifios cuentan de 10 en 10 las barras y de uno en uno las
unidades. Con la ayuda de la tabla 100, los nifios cuentan de 10 en 10 (Figura 14c) el
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Figura 16. Estrategia de medida con cajas de huevos de 10.

nimero de grupos que se indica en el problema, para después avanzar por unidades. Fi-
nalmente, las estrategias van evolucionando hasta mostrar un conocimiento del valor po-
sicional y del concepto de decena. Cuatro grupos de 10, y 5 unidades sueltas son 45. Esta
es la estrategia Optima esperada en este tipo de problemas que, como vemos, no se aplica
desde el principio, sino que es el resultado de una larga evolucion.

Un problema de division con grupos de diez en Educaciéon Primaria

Para terminar, planteamos problemas de division agrupamiento, con grupos de diez,
y con resto. Uno de estos problemas es: Si tenemos 37 huevos, ;cuantas cajas de 10 hue-
vos podemos llenar y cudntos huevos sobran? La estrategia basica se llama estrategia de
medida. Es una estrategia de modelizacion directa que consiste en tomar 37 objetos, for-
mar grupos de diez, contarlos, y contar después los objetos que quedan sin agrupar. En la
Figura 15 seguimos todo el proceso.

Dentro del material de aula que ofrecemos a los alumnos suelen estar las cajas de hue-
vos de diez. Los niflos utilizan espontaneamente las cajas para resolver el problema in-
troduciendo un cubo en cada huevo. Esto facilita la formacion, el conteo de los grupos,
y la visualizacion del concepto de decena (Figura 16). La misma estrategia se puede lle-
var a cabo con bloques de base 10, de modo que la solucion del problema estara dada por
el nimero de barras (grupos de 10, decenas) y cubos (unidades). Dado que el uso de ma-
teriales no esta dirigido por los profesores, también se ven soluciones “mixtas”, con uso
simultaneo de cajas de huevos y bloques de base 10 (Figura 16c).

Otras estrategias para este tipo de problemas se apoyan en la tabla 100, donde se
busca el numero objetivo (37) y las filas completas representan decenas y las casillas
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individuales cuentan como unidades sobrantes. Finalmente, como estrategias mas avan-
zadas, hay niflos que utilizan el conteo a saltos de diez en diez y el conteo por unidades,
sin ayuda de objetos. Para llegar a 37 huevos, cuentan 10, 20, 30, que son 3 cajas, y des-
pués 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, que son 7 huevos sueltos, llevando la cuenta de decenas
y unidades sueltas con los dedos. La estrategia ptima, igual que en el apartado anterior,
consiste en la aplicacion directa del conocimiento del valor posicional, para determinar
que 37 unidades son 3 decenas y 7 unidades sin agrupar.

REFLEXIONES FINALES

En los talleres realizados se ha observado que, desde los 4 a los 7 aflos, la mayoria
de los nifios resuelven problemas de multiplicacion y division utilizando estrategias in-
formales de modelizacion directa, inventadas por ellos mismos, sin tener ningin co-
nocimiento formal sobre dichas operaciones aritméticas. A través de la resolucion de
problemas hemos conseguido que los nifios razonen y modelicen, y articulen sus ideas
para comunicarlas al resto de la clase, pudiendo establecer asi relaciones entre los cono-
cimientos que tienen con los de los compaiieros.

Los nifios siguen, a lo largo de la trayectoria que hemos descrito para el aprendizaje
de la multiplicacion y la division, un camino de aprendizaje jalonado por estrategias de
modelizacion directa, estrategias de conteo y uso del valor posicional (en los problemas
con grupos de diez). A través de problemas, en los que se utilizan recursos (como el re-
kenrek, la tabla 100, las cajas de huevos de 10, o los bloques de base 10), se cuida el ta-
maio de los numeros, y se introducen elementos especiales (como los grupos de 10 en
los problemas de estructura multiplicativa), se va conformando el camino de ensefianza
que promueve la evolucion de los nifios a través del correspondiente camino de aprendi-
zaje. El objetivo final es proporcionar la base informal de conocimiento adecuada para el
aprendizaje de la multiplicacion y la division, y la comprension del concepto de decena
(Ramirez y De Castro, 2014).

Volviendo a la introduccion del articulo, en nuestra linea metodologica, pensamos
que es preferible adelantar en el curriculo experiencias que ayuden a desarrollar los co-
nocimientos informales, mas que anticipar conocimientos formales. Asi, mas que ade-
lantar la memorizacion de las tablas de multiplicar a primero de educaciéon primaria,
abogamos por introducir situaciones en las de los nifios puedan construir significados
para la multiplicacion y la division, desde los 4 afios, para favorecer su posterior com-
prension, como las que hemos mostrado en este articulo.

Dentro de los principios del NCTM (2003), el principio de ensefianza sefiala que
“Una ensefianza eficaz requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan
aprender, y luego estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien” (NCTM, 2003, p.
17). Este “conocer lo que los alumnos saben” como punto de partida, evocador de la idea
de aprendizaje significativo, puede interpretarse de formas diversas. Cuando un maes-
tro esta en tercer curso de educacion primaria, iniciando a los alumnos en la multiplica-
cién, puede plantearse cudles son los conocimientos previos sobre los cuales construir el
aprendizaje formal de la division. Sin embargo, a nuestro parecer, el ideal seria que desde
los 4 afios, e incluso antes, todavia en la educacion infantil, los maestros puedan ayudar a
los nifios a recorrer las trayectorias de aprendizaje de la multiplicacion y la division que
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hemos descrito en este trabajo. En este sentido, pensamos que la idea de trayectoria de
aprendizaje, que hemos tratado de ejemplificar en este articulo, supone una de las apor-
taciones fundamentales de la didactica de la matematica en los ultimos 20 afios, pues
permite enfocar el trabajo del aula hacia las ideas matematicas nucleares, abordandolas
de un modo informal, tiempo antes de tener que afrontar su aprendizaje formal, favore-
ciendo asi su aprendizaje significativo.
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Utilizando graficas y tablas para comparar
distintos procesos de eleccion

Alberto Arnal-Bailera
Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Analizamos un problema aparentemente sencillo: un grupo de vecinos de-
ciden entre una de tres opciones posibles para pintar la escalera. Se propone un pro-
ceso en el que introduce dos preguntas para efectuar la decision. Realizamos un andlisis
matemadtico de la equidad de este proceso y las diferencias con el proceso de una sola
pregunta.

PALABRAS CLAVE: Toma de decisiones, matematicas electorales, representaciones

graficas.

Using graphics and tables to compare different
processes of choice

ABSTRACT : We analyze a seemingly simple problem: the process for a group of neigh-
bors for deciding between one of three options to paint the stairs. However, the president
of the community proposes a process that introduces two questions rather than one to
make the decision. We perform a mathematical analysis of the equity of this process and
the differences with one question process.

KEYWORDS: decision making, electoral mathematics, graphic representations.

INTRODUCCION

Se admite comunmente que la educaciéon matematica tiene tres finalidades princi-
pales: Formativa (contribuyendo al desarrollo de capacidades generales y de razona-
miento logico de los estudiantes), funcional (por ejemplo contribuyendo a responder a
situaciones de la vida diaria como consumidor o futuro elector) e instrumental (contri-
buyendo al desarrollo y a la formalizacion de las ciencias experimentales, tecnologi-
cas y sociales).
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La Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte
del Gobierno de Aragdn, por la que se prueba el curriculo de la Educacion secundaria
obligatoria, resume la persecucion de estas finalidades en la intencion de desarrollar la
competencia matematica, esto es promover el uso la argumentacion y el lenguaje pre-
ciso y riguroso propio de las matematicas asi como las herramientas propias de esta cien-
cia, como las representaciones graficas, para resolver problemas cotidianos que tengan
de que ver con su vida personal o social y también con otros ambitos del conocimiento.

Entre los procesos de toma de decision mas estudiados estan los referidos a procesos
electorales (Alvarez y Alonso, 2010; Alvaro, 2001; Girén y Bernardo, 2007; Hernandez,
2001). Apenas hemos encontrado sobre las distintas posibilidades que se plantean en
elecciones directas entre varias opciones, a pesar de que también se presentan en el con-
texto electoral espaiiol en la eleccion de senadores. Fernandez y Fernandez (1999) ana-
lizan un texto histérico que describe un proceso de eleccion entre varios candidatos a un
mismo puesto. La razon podria estar en la simplicidad con la que habitualmente se desa-
rrolla un proceso de eleccion entre varias opciones. Por ejemplo en Suiza durante los ul-
timos 170 afios se han realizado numerosas consultas a la poblacion sobre reformas de
leyes y la disyuntiva que se plantea es “si” o “no”. Si la estructura de la consulta es una
pregunta con varias respuestas, se puede actuar de varios modos, entre ellos: la opcion
mas votada es la elegida (eleccion de senadores en Espafia, listas abiertas...) o bien asig-
nar un determinado valor a la opcion preferida y valores inferiores a la segunda y suce-
sivas, al modo de los concursos televisivos de Eurovision por ejemplo o el descrito en
Fernandez y Fernandez (1999).

Nos ocupamos aqui del analisis comparativo de los procesos para tomar una decision
en una comunidad de vecinos en la que quieren pintar la escalera debiendo los vecinos
elegir entre tres colores posibles. Hay dos propuestas sobre como desarrollar el proceso
de toma de la decision, una votacion con tres opciones, eligiéndose la més votada, y una
votacion mas compleja con dos preguntas, en la primera de las cuales se vota si o no a
un determinado color y en la segunda solo votan los que no querian el primero, eligiendo
entre los otros dos. A primera vista ya vemos que la falta de simetria del proceso afectara
de algiin modo a su ecuanimidad. Propondremos distintas representaciones graficas y ta-
blas que contribuirdn a poner de relieve las diferencias entre las dos propuestas y como
en muchas ocasiones la decision estd muy influenciada por el propio proceso.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideramos un problema tipico en una comunidad de vecinos: Hace ya varios afios
que se pintd la escalera por ultima vez y parece razonable volver a pintarla. Los colores
entre los que tienen que elegir son el amarillo, el verde y el naranja. Se proponen dos pro-
cesos para tomar la decision sobre el color:

* Primera: Un vecino propone que se hagan papeletas con tres opciones, pintar de
amarillo, de verde y de naranja. Cada vecino marca qué color prefiere se meten en
una cajay se cuentan las papeletas favorables a cada opcion.

* Segunda: El presidente de la comunidad de propietarios alega que el naranja es
muy distinto de los otros dos colores al ser un color calido y los otros dos frios.
Por ello propone un proceso distinto mediante dos preguntas:
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— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de naranja?
— 2*Responda solo en caso de que haya respondido de modo negativo a la pri-
mera pregunta, ;Prefiere que se pinte de amarillo o de verde?

Vamos ahora a realizar un analisis exhaustivo de las posibles distribuciones de las
opiniones de los vecinos y como se traducen en una decision u otra en funcion del pro-
ceso empleado.

Consideramos primero una pequeiia comunidad de vecinos de 19 vecinos (caso dis-
creto) y veremos después si las conclusiones extraidas son extrapolables cuando el pro-
ceso se planteara a un ntimero grande de personas, para este caso trabajaremos con los
porcentajes de vecinos (caso continuo).

UN NUMERO PEQUENO DE VECINOS, EL CASO DISCRETO

En la comunidad de vecinos de nuestro ejemplo hay 19 vecinos. Nadie es indiferente
y todo el mundo toma partido por una u otra opcién. Estas distintas formas de pensa-
miento las podemos representar en una tabla de doble entrada (ver Tabla 1), poniendo
en las columnas las distintas cantidades de vecinos que quieren pintar de verde, y en las
filas las de los que quieren pintar de amarillo. El resto hasta 19 son los que quieren pin-
tar de naranja. Asi en la celda (i,j) podemos identificar el nimero de vecinos a favor de
pintar de naranja cuando hay i vecinos a favor de pintar de verde y j a favor de pintar de
amarillo.

Vamos a llamar distribucion de votos a la terna formada por los votos recibidos por
cada color, expresados estos en niimero o en porcentaje.

En la interseccion de la columna 7 (vecinos favorables al verde) con la fila 5 (vecinos
favorables al amarillo), hay un 8 que sefiala que el resto de los vecinos hasta 19 quieren
pintar de naranja. Las celdas sombreadas en gris son distribuciones imposibles ya que
sumarian mas de los 19 votos totales.

Estas distintas distribuciones de las opiniones de los vecinos son previas al comienzo
del proceso de decision, pero no se van a interpretar de un mismo modo segun sea el pro-
ceso de toma de decisiones (tabla 1).

Veamos ahora cdmo queda la tabla anterior, en la que vamos a sustituir en cada celda
el nimero de personas que quieren pintar de naranja por el resultado final de la decision
tomada por la comunidad segun sea el proceso que se siga para la toma de decisiones.

Primer proceso de eleccion, eleccion simultinea entre las tres opciones:

En esta primera forma de eleccion, la propuesta por el vecino, gana la opcién mas vo-
tada, por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna 3 y la fila 7 observamos un
nimero 9 (ver Tabla 1) o una letra N (ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3
vecinos a favor de pintar de verde y 7 a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de
pintar de naranja y esta es la decision adoptada por la comunidad (tabla 2).
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Tabla 3. Color elegido segun las distribuciones de votos. Segunda forma de eleccion.
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En total hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opciones. En
9 de ellas que hay empate entre dos opciones (en blanco). Hay 67 distribuciones de los
votos que hacen ganadora a cada una de las tres opciones.

Se observa la confirmacion matematica de lo se intuia a partir de la pregunta, ninguna
de las tres opciones recibe un trato diferente de las otras dos.

Segundo proceso de eleccion, doble pregunta.

En esta segunda forma de eleccion, la propuesta por el presidente, hay dos pregun-
tas, por lo que hay que hacer un analisis un poco mas pausado para ver cudl es la opcion
elegida en cada caso. Por ejemplo en la casilla donde confluyen la columna rotulada con
un ‘3’ y la fila rotulada con un ‘7’ observamos un numero 9 (ver Tabla 1) o una letra N
(ver Tabla 2). Esto quiere decir que cuando hay 3 vecinos a favor de pintar de verde y 7
a favor de pintar de amarillo, quedan 9 a favor de pintar de naranja. Por tanto en la pri-
mera pregunta hay 9 vecinos a favor de pintar de naranja y 10 en contra, con lo que este
color se desecha. En la segunda pregunta solo votan los contrarios al naranja, ganando
los partidarios del color amarillo y esta es la decision adoptada por la comunidad. Notar
que el color de la pintura finalmente elegida es apoyada solo por 7 vecinos frente a 9 que
apoyaban el naranja.

Cabe destacar que en casos como el anterior varia la decision de la comunidad segin
cual sea la forma de eleccion, hay 18 casos similares a este, en los que en ganaba la op-
cién ‘color naranja’ en la primera forma de eleccion para pasar a ganar el amarillo o el
verde en la segunda forma de eleccion. Estos casos estan remarcados en las Tablas 1y 2.
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También ahora hay 210 distribuciones posibles de los votos acerca de las tres opcio-
nes, aunque ahora solo hay empate en 5 de ellas. La opcion naranja solo gana cuando
tiene 10 votos o mas en la primera eleccion, lo que ocurre en 55 de las distribuciones.

Las opciones amarillo y verde tienen cada una 75 distribuciones favorables y pre-
sentan una simetria entre ambas. Cada uno de los dos conjuntos de 75 distribuciones se
puede descomponer en dos subconjuntos, 55 de ellas corresponden a situaciones en las
que la mayoria de los vecinos estan a favor del color amarillo o verde respectivamente,
como en el caso de la opcion naranja. El resto de las distribuciones corresponden a situa-
ciones en las que, sin tener mayoria absoluta ninguno de los colores, unidos los partida-
rios de amarillo y verde superan a los partidarios del naranja en la primera pregunta para
luego decidir en la segunda pregunta solamente entre estas dos opciones.

Se observa la confirmacién matematica de lo se intuia a partir de las dos preguntas, la
opcion naranja recibe un trato diferente de las otras dos, un trato mucho peor ya que so-
lamente puede ganar en caso de obtener la mayoria absoluta de los votos en la primera
pregunta.

Observamos (ver Tabla 4) como la primera forma de eleccion guarda una simetria
perfecta entre las tres opciones a elegir, mientras que la segunda “quita” algunas distri-
buciones favorables a la opcion naranja para aumentar las de verde y amarillo.

Tabla 4. Comparacion entre las dos formas de eleccion-discreto

Formas de eleccion — Primera Segunda
| Distribuciones
Favorables a verde 67 75
Favorables a amarillo 67 75
Favorables a naranja 67 55
Empates 9 5
Totales 210 210

UN NUMERO GRANDE DE VECINOS, EL CASO CONTINUO

(Como quedaria este analisis si el numero fuera mucho mayor? Consideraremos
ahora como variables los porcentajes de votos para cada color.

Vamos a hacer representaciones graficas en dos ejes cartesianos de la relacion entre el
porcentaje de poblacion favorable a pintar de amarillo en el eje X y porcentaje de pobla-
cion favorable a pintar de verde en el eje y. Dado el supuesto de no abstencion, el resto
hasta el 100% de participacion en el proceso estara a favor de pintar de naranja. Para sim-
plificar la notacion, llamamos V, A o N a las variables que representan el porcentaje de
poblacién favorable a pintar de verde, amarillo o naranja, respectivamente.

Notar que podemos utilizar un grafico en dos dimensiones para representar lo que en
realidad son tres variables ya que estan unidas por la ecuacion V+A+N=100, lo que hace
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que si conocemos V y A podamos conocer N y por tanto saber cual es el color elegido
por la comunidad en cada sistema de eleccion.
La primera representacion corresponde a la opcion que proponia el vecino, en la que
se elegia simultdneamente entre los tres colores. Marcamos con los tres colores las regio-
nes donde gana cada opcion. Vamos a representar estas regiones teniendo en cuenta pri-
mero que V>0, A>0 y que A+V<100. Ademas:
e Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A y ademas que V>N. Como
N=100-A-V, nos queda que V>100-A-V, simplificando: A>100-2V.

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que A>V y ademas que A>N. Como
N=100-A-V, nos queda que A>100-A-V, simplificando: V>100-2A.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>A y N>V, aplicando que N=100-
A-V, simplificando tenemos: A<100-2V y V<100-2A.

Asi, podriamos dibujar un grafico analogo a la Tabla 2 (figura 1).

Observamos, ver figura 1, que la simetria en la formulacion de la pregunta, en la que
las tres posibles respuestas tienen papeles simétricos, hace que las areas de las tres regio-
nes en que queda dividido el triangulo tengan la misma area (5000/3 u?)

La segunda representacion corresponde a la opcion que proponia el presidente, en la
que se respondia sucesivamente a dos preguntas. Marcamos con los tres colores las re-
giones donde gana cada opcion:

* Para ganar la opcion V, se tiene que cumplir que V>A 'y N<50. Como N=100-A-

V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 55-66, ISSN: 2340-714X 61



Utilizando grdficas y tablas para comparardistintos procesos de eleccion
Alberto Arnal-Bailera

1104
\Y
1004
90-
80
70
60-
s A=V
A+V=50| =
40-
30
20
10
Figura 2. Opcion elegida o[
10 o 10 20 30 40 50" 60 70 80 920 100 110
— segunda forma de A
eleccion. _

e Para ganar la opcion A, se tiene que cumplir que V<A y N<50. Como N=100-A-
V, nos queda que 100-A-V<50, simplificando: S0<A+V.

e Para ganar la opcion N, se tiene que cumplir N>50. Como N=100-A-V, nos queda
que 100-A-V<50, simplificando: 50>A+V.

Asi, podemos dibujar un grafico andlogo a la Tabla 3 en el que observamos, ver Fi-
gura 2, que el hecho de que para ganar la opcion color naranja deba obtener mayoria en
la primera pregunta se traduce graficamente en que el area que representa su region aso-
ciada ha perdido area, quedando ahora en 1250 u?. Las otras dos regiones tienen areas
iguales, 1875 v? cada una. Estas areas han sido calculadas directamente por el programa
de geometria dinamica GeoGebra.

Las zonas amarilla o verde (ver Figura 3) corresponden respectivamente a distribu-
ciones de voto que con el primer proceso de eleccion daban como resultado pintar de na-
ranja y con la segunda forma dan como resultado pintar de amarillo o verde:

Las diferencias entre un grafico y otro permiten describir de modo cualitativo y cuan-
titativo las diferencias entre un tipo y otro de formas de eleccion de la pintura (ver Figura
3): por un lado es injusto que una de las opciones (color naranja) tenga que tener mayo-
ria absoluta para poder ser elegida, por otro la diferencia de areas entre las regiones ver-
des o amarillas de uno y otro grafico (ver Tabla 5) darian una primera aproximacion al
tamafio de la injusticia de la segunda forma de eleccion y de la simetria de la primera.
Aunque esta injusticia es mucho mayor si tenemos en cuenta que es previsible que las
distintas distribuciones de % entre unas opciones y otras no sean uniformes y la mayor
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parte de las ocasiones haya una cierta disputa entre unos colores y otros, lo que en térmi-
nos de probabilidad se expresaria dando mayor probabilidad a la region que cambia de
color que la que le corresponderia exclusivamente en razon de su area.

Tabla 5. Comparacion entre las dos formas de eleccion — continuo.

Formas dq eleccion — Primera Segunda
| Areas
Favorables a verde 1666,8 u? 1875 u?
Favorables a amarillo 1666,6 u? 1875 u?
Favorables a naranja 1666,6 u2 1250 u?
Totales 5000 u? 5000 u?

Aunque resulta claro, hay que explicitar que el papel jugado por cada color podria
ser intercambiado en la opcion del presidente y perjudicar asi las opciones de ganar de
los partidarios del verde o del amarillo en lugar de las opciones de los partidarios del na-
ranja, por ejemplo planteando:

— 1* pregunta: ;Quiere Vd. que se pinte la escalera de verde?

— 2%en caso de que haya respondido de modo negativo a la primera pregunta, ; Pre-
fiere que se pinte de amarillo o de naranja?
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CONCLUSIONES Y APLICACION EN ELAULA

Hacemos notar en este articulo la posibilidad de complicar un proceso a priori senci-
llo y la necesidad en ese caso de hacer una reflexion pausada de los efectos matematicos
de esa complicacion y como afecta a la oportunidad de ser elegida cada opcion posible.

Aunque en general no podemos ordenar los procesos de eleccion entre varias opcio-
nes hasta el punto de llegar a decir si uno es mejor o peor que otro, en este caso si resulta
claro que la propuesta del Presidente de la Comunidad de vecinos es directamente in-
justa puesto que no es simétrica, dando mayor numero de posibilidades de ganar a unos
colores que a otros.

Hemos mostrado ademas, como esta falta de simetria afecta a la justicia del proceso
también en el caso de un numero elevado de electores, aprovechando asi para mostrar un
ejemplo de la relacion entre un problema discreto y su equivalente continuo y las claras
similitudes entre las representaciones graficas y las tablas que aparecen en un caso y otro.

Las matematicas, atendiendo a su finalidad funcional, deben apoyar el proceso de
toma de decisiones de los futuros electores —tanto en sus elecciones politicas como en
las de contextos mas cotidianos como este—, dotandoles de herramientas matematicas y
capacidades argumentativas contribuyendo asi a la formacion de un espiritu critico que
les permita comprender situaciones en las que se plantean elecciones. Para ello, debemos
mostrar a los alumnos situaciones de la vida cotidiana relacionadas con los procesos de
eleccion, sean o no de tipo politico, promoviendo un andlisis matematico detallado de la
justicia o injusticia de los mismos.

Nuestra propuesta didactica en torno a las matematicas electorales, a desarrollar en
futuros articulos, incluiria:

1) Estudio de los efectos de la vigente Ley d"Hont sobre la diferente representacion
de los electores segun si su opcion es o no mayoritaria. Estudio de otras leyes de
reparto de representantes y comparacion entre ambas. Ambos estudios podrian
contextualizarse facilmente considerando las tltimas elecciones del municipio del
Centro que se trate.

2) Estudio de como otros procesos de eleccion mas simples son también suscepti-
bles de ser enfocados de diversos modos y que el utilizar uno u otro no es ino-
cente en absoluto.
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Estudiando probabilidad con el juego Chinesenspiel

Carmen Leon-Mantero
José Carlos Casas
Universidad de Cordoba

Resumen: Cuando los conceptos se presentan de foma ludica no solo se logra captar
la atencion de los alumnos sino que también su comprension es mayor y mds rapica.
Presentamos una actividad para introducir conceptos de probabilidad a los alumnos
de educacion primaria a través de un juego matematico conocido como Chinesenspiel.

Palabras Clave: Probabilidad, juego matematico, educacion primaria, matemdticas

Studying probability with the Chinesenspiel game

Abstract: When we present the concepts to students in a playful way , we get more at-
tention and understanding is higher and faster. We present an activity to introduce con-
cepts of probability to the primary school students through a mathematic game known
as Chinesenspiel.

Keywords: Probability, mathematics games, primary school students, mathematics

INTRODUCCION

En diferentes ocasiones, la emersion de nuevos modos de pensar en matematicas ha
sido fruto del trabajo realizado fuera del contexto cientifico, y es que a menudo ocurre
que cuando somos capaces de plantear y responder cuestiones en un ambiente relajado
o ludico surgen nuevas vias de pensamiento matematico. Por tanto, el uso de juegos ma-
tematicos al iniciar el estudio de un tema puede aportar a alumnos de cualquier nivel,
entre otros beneficios, motivacion, interés, una aproximacion inicial adecuada y la ad-
quisicion de algunas de las habilidades matematicas que las matematicas requieren (De
Guzman, 1989).

Un ejemplo de juego matematico es el denominado Chinesenspiel. Se trata de una
adaptacion del juego del parchis, clasificado como juego de persecucion, que por su sim-
pleza resulta muy util para introducir el concepto de probabilidad en los niveles de edu-
cacion primaria.



Estudiando probabilidad con el juego Chinesenspiel
Carmen Ledn-Mantero y José Carlos Casas

El Real Decreto 1513/2006 de Educacion Primaria, asi como el curriculo de Edu-
cacion Primaria de Andalucia recogen en el bloque 4 y el nicleo tematico 6 respecti-
vamente del area de matematicas, denominado Tratamiento de la informacion, azar y
probabilidad, los siguientes contenidos resumidos para el tercer ciclo:

Caracter aleatorio de algunas experiencias

* Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de
un suceso.

e Valoracion de la necesidad de reflexion, razonamiento y perseverancia para supe-
rar las dificultades implicitas en la resolucion de problemas.

Desde las instituciones se recomienda promocionar el aprendizaje de la estadistica y
la probabilidad de una manera natural desde la educacion primaria con la finalidad de
ayudar a los nifios a relacionar estos conocimientos con los fendmenos que les rodean
(MEC, 20006). Para ello, presentamos una actividad que podemos realizar con alumnos
de tercer ciclo de primaria para introducir los conceptos de aleatoriedad, probabilidad y
espacio muestral.

ACTIVIDADES

El material necesario para el desarrollo del juego es un tablero como el que mostramos
en la figura 1, cuatro fichas (una para cada jugador) de colores rojo, verde, azul y amari-
llo, y un gran dado con dos caras blancas y las cuatro caras restantes con los colores de
los jugadores: rojo, verde, azul y amarillo. El nimero de jugadores puede variar de 2 a 4.

Es posible que los alumnos no conozcan las reglas del juego, por tanto antes de co-
menzar a jugar, procederemos a explicarselas:

e Para empezar, cada jugador debe colocar su
ficha en la esquina del tablero con el mismo

color que ésta.
. . . e Uno de los jugadores lanza el dado hasta que

aparezca uno de los colores que aparecen en el
tablero, lo que permitira al jugador que tenga
la ficha del mismo color iniciar el juego.

e El juego comienza cuando el jugador selec-
cionado lanza el dado. Si el resultado de éste
es una cara blanca, el jugador repite lanza-
miento. Siel color obtenido es el mismo que el
del jugador que ha lanzado, avanza una casi-
lla (en sentido contrario a las agujas del reloj)
y vuelve a lanzar el dado. Si el color obtenido
es cualquiera de los otros 3,se acaba su turno
y le pasa el dado al jugador de su derecha.

Figura 1. Tablero de Chinesenspiel.
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e Cuando al mover ficha un jugador, éste se encuentra con otra en la casilla de des-
tino, el jugador que se encontraba en esta posicion tendra que mover su ficha a la
casilla de inicio.

* Cuando un jugador da la vuelta completa al tablero volviendo a la casilla inicial,
enfilard en diagonal el Gltimo recorrido hasta la casilla central.

* Gana la partida el primero que logre llegar a la casilla central.

Tras preguntar a los alumnos si han entendido las reglas basicas, se les pide que hagan
grupos de cuatro y se entrega a cada grupo un tablero y un dado para que comiencen a
jugar de forma libre mientras el profesor comprueba que todos los alumnos han com-
prendido las reglas del juego y se han familiarizado con el tablero y el tipo de dado.

Como comentabamos anteriormente, vamos a proponer a nuestros alumnos activi-
dades para trabajar los conceptos de aleatoriedad, espacio muestral y probabilidad. Para
ello, les pediremos que pongan en comun de forma reflexiva sus respuestas a las siguien-
tes actividades:

Actividad 1

Proponemos a los alumnos las diferentes cuestiones sobre situaciones aleatorias:
— (Sabemos de antemano qué jugador va a comenzar el juego?
— (Influye el color elegido en el resultado del juego?

Actividad 2

Pedimos a los alumnos que indiquen el espacio muestral del experimento: una vez
que conozcamos el jugador que comienza a jugar,

— (Qué resultados puede obtener cuando lance el dado?

— (En qué casillas podria quedarse cuando acabe su turno?

Actividad 3

Pedimos a los alumnos que intuyan los diferentes grados de probabilidad de las
situaciones,

— (Qué situacion es mas facil que ocurra? ;que pierda turno, que vuelva a tirar mo-
viendo ficha o que vuelva a tirar sin moverla?

Actividad 4
Proponemos a los estudiantes la situacion “comerse la ficha de otro jugador” y les

preguntamos:
— ¢Un jugador puede comerse la ficha de cualquiera de los otros jugadores?
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— Si ponemos una ficha justo delante del jugador que tiene el turno, indicar algunas
combinaciones con las que el jugador se come la ficha del otro. ;Hay muchas combina-
ciones posibles? ;Sabrias decir todas?

— Repetir la propuesta anterior con dos celdas de distancia.

Actividad 5

Colocamos las fichas a una distancia de una casilla del final respectivamente. Si le
toca jugar al jugador con la ficha de color rojo,

— (Quiénes pueden ganar?

— (Qué tiene que salir para que gane el rojo?

— ¢(Yelazul?

— (Yelverde?

— (Y el amarillo?

— (Quién es mas facil que gane?

— (Quién lo tiene mas dificil?

— Si hubiese una ficha de color blanco, jtendria ventaja? ;Por qué?

REFLEXIONES FINALES

Para profundizar mas en el concepto de aleatoriedad podemos cambiar una regla del
juego, por ejemplo, cuando un jugador pierde el turno, el dado pasa al jugador con el
color resultante en el dado, en lugar de pasar al de su derecha. Para ello se podria elegir
a un alumno para lanzar siempre el dado y otros ocho que fuesen los jugadores de dos
tableros. En uno de los tableros se cambia de turno de forma convencional y en el otro
segun el color del dado. Transcurrido un tiempo, y si la partida es suficientemente larga,
los jugadores con el mismo color deberian estar situados en lugares parecidos.

Tras la familiarizacion de los conceptos anteriores podemos introducir el concepto de
probabilidad a través de la regla de Laplace e intentar que asignen probabilidades a cada
uno de los sucesos del dado. Incluso podemos anadir el concepto de independencia de
sucesos pidiendo a los alumnos que calculen la probabilidad de que se repita el mismo
resultado en el dado después de haber obtenido, por ejemplo la cara blanca.
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RESUMEN: Si se atiende al numero de ediciones de algunas de sus obras y al volu-
men de su produccion, no cabe duda de que el bachiller Juan Pérez de Moya es el ma-
tematico esparniol mas notable del siglo XVI. En este articulo se analizan los contenidos
concernientes al topico «extraccion de raices» propuestos por el bachiller en el Tra-
tado de Mathematicas (1573) y se comparan con los que se desarrollan en textos de la
misma época. A la luz de esta comparacion, se pretende situar al matemdtico jienense
(en cuanto al estudio de las raices de niimeros naturales se refiere) en el lugar que le co-
rresponde dentro de la Matematica renacentista.

Palabras clave: Juan Pérez de Moya; siglo XVI; extraccion de raices; Aritmética; Tra-
tado de Mathematicas.

The extraction of roots in the Tratado de
Mathematicas (1573) of the bachelor Juan Pérez de
Moya

ABSTRACT: According to the number of editions of some of his works and to the vol-
ume of its production it is clear that the Bachelor Juan Pérez de Moya is the most out-
standing Spanish mathematician of the sixteenth century. In this paper we analyze the
contents concerning the topic «extraction of rootsy (Tratado de Mathematicas, 1573)
and we compare them with those developed in texts from the same period of time. In
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light of this comparison, it is expected to place the Spanish mathematician (as for the
study of the roots of natural numbers is concerned) in his right place within Renaissance
Mathematics.

Keywords: Juan Pérez de Moya; Sixteenth century; extraction of roots, Arithmetic, Tra-
tado de Mathematicas.

1. INTRODUCCION

Los datos biograficos sobre el bachiller Juan Pérez de Moya son escasos e incier-
tos (Meavilla, 2005). Naci6 antes del 1513, probablemente en 1512, en Santisteban del
Puerto (Jaén), tal como se indica en la portada de algunos de sus libros. Estudi6 en Sala-
manca y Alcala de Henares. En 1536 obtuvo una capellania en su pueblo natal y, ya muy
mayor, fue candnigo de la Catedral de Granada, ciudad en la que muri6 alla por el 1596.

Ademas de algunas obras de caracter religioso y mitologico, el bachiller escribi6 va-
rios libros de contenido cientifico-matematico en los que procurd divulgar los conoci-
mientos de su época utilizando un lenguaje cercano, claro, preciso y compresible. La
tematica de dichos textos transita desde los «libros de cuentas» hasta el algebra simbo-
lica («regla de la cosa»), pasando por la aritmética, geometria, filosofia natural, navega-
cion, geografia, astronomia y cosmografia.

A continuacién enumeramos sus obras de contenido cientifico:

1) Libro de cuenta, que trata de las quatro Reglas generales de Arithmetica prac-
tica, por numerosos enteros y quebrados y de reducciones de monedas destos
Reynos de Castilla, con un razonamiento sobre la misma facultad. Toledo, Juan
Ferrer,1554.

2)  Libro Segundo de Arithmetica, Que trata de proporcion, y regla de tres, y mone-
das, pesos antiguos, con otras cosas tocantes al arte menor y mayor. Salamanca,
Tuan Canoua, 1557.

3) Compendio de la regla de la cosa, o arte mayor. Burgos, Martin de Bitoria, 1558.

4)  Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca, Mathias Gast, 1562'.

5) Arte de marear?, 1564.

6) Obra intitvlada fragmentos mathematicos. En que se tratan cosas de Geome-
tria, y Astronomia, y Geographia, y Philosophia natural, y Sphera, y Astrolabio,
vy Nauegacion, y Reloxes. Salamanca, luan de Canoua, 1568.

1. Rodriguez Vidal (1987, pp. 10-11), refiriéndose al nimero de ediciones de la Arithmetica practica, y
specvlatiua, afirma:
«Es claro que cuando un libro ha tenido durante mas de doscientos afos sucesivas ediciones para uti-
lizarlo como texto, no puede ser un libro indiferente a ninglin estudioso de la historia de nuestra cul-
tura. Este es el caso singular que ocurre con la Arithmetica practica, y specvlatiua del Bachiller Pérez
de Moyay.
2. Sobre este manuscrito de la Real Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo de El Escorial, J. A. San-
chez Pérez (1929) afirma:
«Son unos apuntes, no completos, atribuidos a Pérez de Moya, escritos en 1564. Parecen la
preparacion de una obra que no termindy.
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7) Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica, Geometria,
Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, necessarias a
todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala, Tuan Gracian, 1573.

8) Tratado de Geometria Practica, y Speculatiua. Alcala, Ivan Gracian, 1573.

9) Tratado de cosas de Astronomia,y Cosmographia, y Philosophia Natural. Al-
cala, Ivan Gracian, 1573.

10) Arithmetica de Moya, intitvlada manual de contadores. En que se pone en suma
lo que vn contador ha menester saber, y vn orden para los que no saben escreuir,
con oyrlo leer, sepan contar, y conuertir de memoria vnas monedas en otras.
Co(n) vnas tablas al fin en Guarismo, y Castellano para aueriguar con facilidad
las cue(n)tas de los reditos de los ce(n)sos, y juros, segu(n) vsan¢a de Espaiia, y
otros reynos. Alcald, Tuan Gracian, 1582.

11) Principios de Geometria, de que se pod(r)an aprouechar los estudiosos de artes li-
berales, y todo hombre que su officio le necessitare a tomar la regla y co(m)pas en
la mano. Con el orden de medir, y diuidir tierras. Madrid, Francisco Sanchez, 1584.

2. EL TRATADO DE MATHEMATICAS

Al referirse al Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica,
Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural, Picatoste (1891) se expresa en los si-
guientes términos:

«Esta obra suele estar encuadernada en dos o tres tomos con distinta portada,
dedicatoria y prologos, por lo cual se consideran como obras distintas y de esta manera
las vamos a examinar.»

El primer tomo se consagra a la Aritmética’, se desarrolla en setecientas cincuenta
y dos paginas y se estructura en diez libros*. El libro quinto (pp. 323 — 396), al que

3. Como indica el titulo, el tomo segundo se dedica a la Geometria y el tercero se ocupa de la Astrono-
mia, Cosmografia y Filosofia natural.
4. Los topicos matematicos a los que se consagra cada uno de ellos se indican al comienzo de la obra:
«LLo que se contiene en el primero tratado de Arithmetica
I Arithmetica, y Musica Speculatiua.
II)  Lasreglas, o Problemas generales del Arithmetica Practica.
III) Quebrados, o Fracciones Comunes, y Astronomicas.
IV) Reglas de tres, y compaiiias, y falsas posiciones, y finezas de Oro, y Plata, y reglas de testa-
mentos, y aprecios de joyas, &c.
V)  Rayzes de numeros.
VI) Prueuas de las Problemas, o reglas generales de Arithmetica.
VII) Reglas de Algebra, o de la Cosa, o arte mayor.
VIII) Demandas, o questiones, y secretos, 0 experiencias de numeros.
IX) Cuentas de memoria, para los que no saben escreuir, y reduziones de vnas monedas en otras.
X)  Monedas, y pesos antiguos, y characteres de numeros, y cosas de Reportorios de tiempo, y
Computo.»
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dedicaremos nuestra atencion en los paragrafos siguientes, trata de las raices de nlimeros
y se divide en doce capitulos®.

LIBRO QVINTO

defta obra, Trata de varias

rayzes de numeros.

Fig. 1. Titulo del libro quinto.

3. LAS FUENTES DEL LIBRO QUINTO

Antes de entrar en el analisis de los contenidos matematicos del libro quinto, nos pa-
rece oportuno presentar el catalogo de autores y obras citadas por Pérez de Moya al re-
ferirse a determinados asuntos de caracter aritmético y geométrico. En la tabla siguiente
se recogen los autores citados por Pérez de Moya junto con la pagina en la que lo hace.
También se incluye la obra en la que, posiblemente, se apoy0 para realizar la referencia.

Autor Obra Paginas en que se cita
Ptolomeo Almagesto 328
Euclides Elementos de Geometria 334, 338, 339, 341
Oroncio Fineo Protomathesis 334, 335

Arithmetica practica, libri quatuor

Nicolas Tartaglia | General trattato di numeri, et misure 334, 335, 395

Michael Stifel Arithmetica integra 395

5. Los asuntos tratados en cada uno de ellos se detallan en el «Summario de los capitulos, y articulos que
se contienen en el quinto libro desta obra que trata de rayzes de numeros» (pp. 323 — 325):

«Capitulo primero. En que se dize que cosa son rayzes en los numeros, y de varias differencias de rayzes.

Cap. 2. Trata de la rayz quadrada, tiene nueue articulos.

Capit. 3. Trata de numero Cubo, o Cubico, y de su rayz Cubica, tiene onze articulos.

Cap. 4. Trata de rayz quadrada, de rayz quadrada, tiene ocho articulos.

Capitulo 5. Trata de rayz relata, tiene seys articulos.

Cap. 6. Trata de rayz censicubica, tiene ocho articulos.

Capitulo 7. Trata de segundo relato, y de su rayz segunda relata, tiene seys articulos.

Capitulo 8. Trata del censo, de censo, de censo, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 9. Trata de numero Cubo de Cubo, tiene seys articulos.

Cap. 10. Trata de censo relato, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 11. Trata del numero tercero relato, tiene seys articulos.

Capit. 12. Muestra sacar rayz quadrada, y cubica, y las demas, de fraciones Astronomicas.»
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A continuacion analizamos con algo mas de detenimiento estas referencias.

1) Ptlomeo.
La unica cita relativa a Ptolomeo (A4/magesto, libro 1, cap. 9) se encuentra en la
pagina 328 y se refiere a la utilidad de las raices en el campo de la Geometria y
Cosmografia.
2) Euclides.
En la pagina 334 del libro quinto, al hablar de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros naturales, Pérez de Moya cita a Euclides y hace alusion a la cuarta pro-
posicion del libro segundo de los Elementos:
«Si se divide de un modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mas el doble del rectangulo compren-
dido por las partes.»
En la pagina 338 encontramos dos citas mas. La primera, que concierne al resto
de la raiz cuadrada, no sefiala la proposicion de los Elementos involucrada en el
asunto. La segunda, relativa a la extraccion geométrica de la raiz cuadrada, alude

a la novena proposicion del libro sexto de Euclides:
«Construir una media proporcional entre dos rectas dadas.»
En la pagina 339 también contabilizamos dos notas relacionadas con cuestiones
geométricas utilizadas para la demostracion de la proposicion 9 del libro VI. La
primera hace referencia al corolario de la octava proposicion del libro sexto de
los Elementos:
«En un triangulo rectangulo la perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto a la base es media proporcional entre los segmentos de la base.»

La segunda se refiere a la penultima proposicion del libro sexto de Euclides:
«En los tridngulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al 4ngulo recto
es equivalente a los cuadrados sobre los lados que forman ese angulo recto.»
En la pagina 341, al hablar de la semejanza de nimeros sélidos, el bachiller san-
tistebefio aconseja la lectura de la proposicion vigesimoquinta del libro octavo de
los Elementos:
«Los niimeros solidos semejantes tienen entre si la misma razon que dos nime-
ros cubos.»

Atendiendo a la numeracion de las proposiciones mencionadas, podemos sos-
pechar que Pérez de Moya consultd la obra: Evclidis Megarensis mathematici
clarissimi Elementorum Geometricorum. Lib. XV. Cum expositione Theonis in
prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate donate, Campani in omnes, & Hyp-
siclis Alexandrini in duos postremos (1537).
3) Oroncio Fineo.

En las paginas 334 y 335, al hablar de las aproximaciones de la raiz cuadrada de
nimeros sordos, el candnigo de la Catedral de Granada se refiere a Oroncio Fineo
pero no indica la fuente documental. Pérez de Moya debid consultar los capitulos

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 71-88, ISSN: 2340-714X 75



La extraccion de raices en el Tratado de Mathematicas (1573) del bachillerJuan Pérez de Moya
Vicente Meavilla S. y Antonio M. Oller M.

consagrados a la extraccion de la raiz cuadrada en la Protomathesis (1532)% o en
alguna edicion de la Arithmetica practica, libri quatuor (1542, 1544, 1555)7.

4) Nicolo Tartaglia.
En las paginas 334 y 335 se alude a Tartaglia en relacion a las aproximaciones de
las raices cuadradas. Dado que no se indican los textos consultados y teniendo en
cuenta que el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et
misure (1556-1560) se dedica integramente a la extraccion de raices, sospecha-
mos que Pérez de Moya debid examinar esta obra.
Por otro lado, en la pagina 395, el bachiller aconseja la lectura de Tartaglia en lo
que se refiere a la extraccion de la raiz tercera relata (raiz de indice once) de en-
tero y quebrado.

5) Michael Stifel.
La uinica mencion referente a Michael Stifel se encuentra en la pagina 395 y alude
a la extraccion de la raiz tercera relata de entero y quebrado. Como en otras oca-
siones, Pérez de Moya oculta el texto consultado. En este caso, creemos que se
trata de la Arithmetica integra (1544)3.

4. LA EXTRACCION DE RAICES DE NUMEROS NATURALES

El capitulo I del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, apoyan-
dose en las nociones de nimero cuadrado, cubo, censo de censo, y relato, declara los
conceptos de raiz cuadrada, cubica, cuadrada de cuadrada (cuarta) y relata (quinta). Lle-
gando a este punto, Pérez de Moya comenta:

«Segu(n) esto infinitas differencias ay de rayzes segu(n) el orden q(u)e vno le paresciere
de multiplicar a los numeros muchas, o pocas vezes.»

También se consideran los numeros pronicos’, las raices pronicas'® y las raices com-
puestas (ligadas'' y universales'?).

6. La extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se estudia en la parte consagrada a la Aritmé-
tica Practica (Liber primus, cap. VII. De inuentione radicis quadratorum numerorum).

7. En la edicion de 1555 que hemos consultado, la extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se
estudia en el capitulo 7 (De inuentione quadratae radicis in numerus integris) del libro primero.

8. La extraccion de raices se contempla en el capitulo 5 (De extractionibus radicum) del primer libro.

9. Utilizando el simbolismo moderno, un niimero pronico segin Pérez de Moya es del tipo , donde a es
un cuadrado perfecto. Asi, 18 =42 + V4 es pronico.

10. Dado un namero pronico a? + Va, su raiz pronica es a. Asi, 4 es la raiz pronica de 18.

Encontramos el concepto de raiz pronica en la Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con
la horden de contadores (1546) de Gaspar de Texeda.

11. En notacion simbolica moderna algunos ejemplos de raices ligadas propuestos por Pérez de Moya son:

Va4+V1i=3 , V9+V5=3+4++5

12. En notacién simbolica moderna algunos ejemplos de raices universales propuestos por Pérez de Moya son:

13+V144 =13+ 12 =V25=5

VE+V1+ /10+x/%:7
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A la hora de justificar la utilidad de las raices, el bachiller se expresa en los siguien-
tes términos (p. 328):

«Destas rayzes q(ue) se ha dicho, la quadrada sirue para Geometria, y Cosmographia,
y para el arte militar, y para sacar vn medio proporcional entre dos estremos, y para el arte
mayor. La cubica sirue para sacar dos medios proporcionales entre dos estremos, y para sacar
la quantidad de los Diametros en los cuerpos solidos, y para otras varias cosas. Y esta, con
todas las demas que aqui tratamos generalmente, siruen para la regla de la cosa, o arte mayor,
como en el proceso desta obra se vera.»

En los diez capitulos siguientes el discurso de Pérez de Moya, en lo que a la extrac-
cion de raices de nimeros naturales se refiere, transita por las siguientes etapas:

e Definicion-descripcion de potencias y raices.

e Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion.

* Algoritmos para la extraccion de raices.

* Aproximaciones de raices.

e Pruebas de las raices.

Enlo que sigue, utilizaremos este guion para el andlisis de los contenidos matematicos.

4.1. Definicion-descripcion de potencias y raices

Apoyandose en la descripcion de las potencias de base natural y exponentes entre 2 y
11, Moya introduce la nocién de raiz cuadrada, cubica, etc. Asi, por ejemplo, en el caso
de la raiz quinta [= raiz relata] el bachiller comenta (p. 356):

«La quarta especie de rayz en orden, es la que dizen relata, y assi por numero relato se
entie(n)de el vitimo producto que sale de la multiplicacion de cinco numeros yguales en quan-
tidad, y genero, assi como estos 2. 2. 2. 2. 2. (o otros mayores) los quales, multiplicados todos,
vnos por otros, hacen treynta y dos, este treynta y dos, se dize numero relato, y el vno de los
cinco doses, se dize rayz relata deste numero treynta y dos.»

Las denominaciones de las raices de distintos indices, que coinciden con las de las
potencias de que provienen, se detallan en el cuadro siguiente:

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz quadrada Raiz cuadrada
Rayz cubica Raiz ctbica

Rayz quadrada de rayz quadrada o Rayz de censo de censo Raiz cuarta

Rayz relata Raiz quinta
Rayz censicuba Raiz sexta
Rayz segunda relata Raiz séptima

Rayz quadrada de quadrada de quadrada o Rayz de censo de | Raiz octava
censo de censo

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 71-88, ISSN: 2340-714X 77



La extraccion de raices en el Tratado de Mathematicas (1573) del bachillerJuan Pérez de Moya
Vicente Meavilla S. y Antonio M. Oller M.

I
1024

§90409
10485 76
97656 2%
60466176
2824752409
1073741824
3486784401

o g AN AN N

Fig. 4. Potencias de exponente diez de

los numeros digitos.

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz cubica de rayz cubica Raiz novena
Rayz censirelata Raiz décima
Rayz tercera relata Raiz undécima

Los nombres utilizados por Pérez de Moya para describir las raices, que estan rela-
cionados con el simbolismo algebraico de la época (Meavilla y Oller, 2014), fueron co-
munes en muchos impresos europeos del XVI'3. No obstante, en la mayoria de ellos el
catalogo propuesto por el canonigo jienense se limitaba a las raices cuadradas y ctibicas!®.

4.2. Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion

En el estudio de cada uno de los diez tipos de raices precedentes, se presenta una tabla
de las potencias de los numeros digitos cuyos exponentes son, en cada caso, el indice co-
rrespondiente a la raiz que se esté considerando. Cuando existen, se afiaden los caracte-
res de exclusion.

Por ejemplo, en el estudio de la raiz censirelata [= raiz décima], se ofrece la tabla si-
guiente (figura 4):

A esta lista, el bachiller afade (p. 384):

«Desta tabla se manifiesta, que los nimeros que fenescieren en 2. 3. 7. 8. seran irraciona-
les, y los que fenescieren en 1. 4. 5. 6. 9. 0. podran ser, o no ser racionales.»

13. En la Arithmetica integra (1544) de Stifel y en el General tratatto (1556 — 1560) de Tartaglia encon-
tramos denominaciones casi idénticas.

14. Esto sucede, por ejemplo, en las obras de Juan de Ortega (1512), Juan Andrés (1515), Joan Ventallol
(1521), Petrus Apianus (1527), Oroncio Fineo (1532), Girolamo Cardano (1539), Gaspar Nicolas (1541) y
Oroncio Fineo (1555).
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4.3. Algoritmos para la extraccion de raices

Para la extraccion de raices, Pérez de Moya aborda en primer lugar el calculo del nu-
mero de cifras de la raiz pedida para, a continuacion, proponer procedimientos para el
calculo de dichas cifras.

4.3.1. Numero de cifras de la raiz

Para determinar el numero de cifras de cualquier raiz, el bachiller propone las dos

técnicas siguientes:

e Se ponen puntos debajo de las cifras del radicando (empezando por las unidades)
de modo que entre dos puntos consecutivos quede una cifra sin puntuar (raiz cua-
drada), dos cifras sin puntuar (raiz ctbica), tres cifras sin puntuar (raiz cuarta) etc.
El ntimero de puntos coincide con el numero de cifras de la raiz correspondiente'.

e Contando de derecha a izquierda y mediante barras verticales se separan las ci-
fras del radicando en grupos de dos cifras (raiz cuadrada), tres cifras (raiz cbica),
cuatro cifras (raiz cuarta), etc. El nimero de grupos coincide con el nimero de ci-
fras de la raiz.

El método senalado en el punto i. ya fue utilizado, entre otros, por: Luca Pacioli
(1494), Juan Andrés (1515)'°, Joan Ventallol (1521), Girolamo Cardano (1539)!7, Gaspar
de Texeda (1546) y Marco Aurel (1552). Por su parte, el método del punto ii. puede en-
contrarse en la obra de, entre otros: Nicolas Chuquet (1484), Juan de Ortega (1512), Es-
tienne de la Roche (1521), Oroncio Fineo (1532 y 1555) y Juan de Yciar (1549).

4.3.2. Cdlculo de las cifras de la raiz

Para el célculo de las cifras de las raices de indices entre 2 y 11, Pérez de Moya debio
estar familiarizado con los «coeficientes binomiales» que Michael Stifel estudid en su
Arithmetica integra (1544) y Tartaglia en su General trattato (1556 — 1560) (figura 5).

Para las raices cuadradas y cubicas, el bachiller pone de manifiesto el conocimiento
de dichos coeficientes:

«La razo(n) de todo lo que en el sacar de rayz [cuadrada] se ha dicho sale d(e) la quarta
proposicion del segundo de Euclides'®.» (p. 334).

15. Este procedimiento se apoya en la expresion del radicando como suma de potencias de (raiz cua-
drada), (raiz ctibica), (raiz cuarta) etc.

16. Juan Andrés también utilizé puntos entre las cifras del radicando a modo de barras

verticales.
17. Cardano también utilizo puntos encima de las cifras del radicando. La misma técnica fue utilizada por
Petrus Apianus (1527), Michael Stifel (1544) y Nicolas Tartaglia (1556-1560).

18. En lenguaje simbolico moderno dicha proposicion equivale a la identidad:
(a+b)y=a*>+b>+2ab
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Fig. 5. Coeficientes binomiales en la

Arithmetica integra (1544)
de Michel Stifel.

«Para ente(n)der la razon de lo que se ha hecho en el sacar de la rayz Cubica, considera
q(ue) si vna linea fuere diuidida en dos qualesquiera partes, el Cubo de toda la linea sera ygual,
al Cubo de la primera parte, y al triplo del quadrado de la dicha primera parte, multiplicada
por la segu(n)da, y al triplo del quadrado de la segunda parte, mutiplicada por la primera, y al
Cubo de la segunda.» (p.350)".

Los procedimientos de extraccion so6lo difieren de los actuales en la disposicion de
los calculos (figura 6).

A lo largo del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, el matema-
tico santistebefio calcula las siguientes raices exactas? (ver tabla).

Ademas de los aspectos aritmético-algebraicos de la extraccion de raices, Pérez de
Moya también considera su componente geométrica. Asi, al referirse a las raices cuadra-
das y cubicas, afirma:

19. En el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et misure, Tartaglia describe
de forma retorica el desarrollo de distintas potencias del binomio. Asi, para el exponente 7, se expresa en los
siguientes términos:

«Se vna quantita sara diuisa in due parti, come si voglia, il secondo relato di tutta la detta quantita
sempre sara eguale a questi otto principali produtti, cioe al produtto del secondo relato della prima
parte. Et al produtto del settuplo del cubo censo della detta prima parte fia la seconda parte, & al pro-
dutto del 21 uplo del relato della detta prima parte fia il censo della seconda, & al produtto del 35
uplo del cen. cen. della detta prima fia il cubo della seconda, & al produtto del 35 uplo del cen. cen.
della seconda fia il cubo della prima, & al produtto del settuplo del censo cubo della detta seconda fia
la prima (simplice) & finalmente al produtto del secondo relato della detta seconda parte.» (fol. 51r).
20. Hemos utilizado el simbolismo moderno para radicales, desconocido por Pérez de Moya.
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«... buscar la rayz quadrada de vn numero, no es otra cosa sino buscar vna quantidad
media proporcional entre la vnidad, y el tal numero p(ro)puesto.» (p. 329).

«Nota, quando te piden que saques rayz [cuadrada] de vna qualquiera qua(n)tidad, enten-
deras que la tal quantidad es area de vn quadrado, y saber sacar su rayz es querer saber el lado,
o principio d(e) do el tal quadrado procedio. Y si dixessen rayz Cubica, la tal quantidad enten-
deras ser cuerpo Cubo.» (p. 330).

Ademas, el bachiller determina geométricamente la raiz cuadrada y la raiz ciibica de
dos numeros concretos [= segmentos rectilineos].

En el primer caso, calcula la raiz cuadrada de 12 sirviéndose de un método clasico
contenido en los Elementos de Euclides (Libro VI, prop. 9). El bachiller describe el pro-
cedimiento como sigue (p. 339):

«...queriendo sacar la rayz de doze, tomaras doze, y la vnidad, o dos, y seys, o tres, y qua-
tro, porque qualquiera destas par de quantidades multiplicadas, hacen doze, y assi no impor-
tara mas tomar vnas q(ue) otras, y por causa de exemplificar, siruamonos de quatro y tres.
Toma agora vna linea de 4 tamafios yguales, y otra de tres, assi como la linea a. b. y la c. d.
entre las quales buscaras vna linea media proporcional [...] y para hallar esta linea, juntaras
la a.b. y c.d. a la larga, y quedara de ambas hecha la linea e.f. sobre la qual haras medio cir-
culo, de modo que toda la e.f. quede por diametro, como paresce en la figura L.Lh.m. luego del
punto. i. del didmetro (que es do se junto la linea a.b. con la c.d.) saca vna perpendicular hasta
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la circunferencia del semicirculo, como mues-
tra la linea. h.i. y esta sera la linea proporcional,
la potencia de la qual valdra doze, y por consi-
guiente sera la rayz del dicho doze.» (figura 7).
Pérez de Moya justifica este procedi-

miento con la ayuda de Euclides (corolario
de la proposicion 8 del libro VI y pentltima
proposicion del libro VI).

En cuanto a la construccion geométrica
de la raiz cubica, Moya utiliza una antigua
técnica para intercalar dos medias proporcio-
b d nales entre dos segmentos rectilineos dados?!

/SR B pny N T AN

que encontramos en la Summa (1494) de

Fig. 7. Ilustracion que acompaiia a la

Luca Pacioli y en el libro segundo de la se-
gunda parte del General trattato di numeri,
et misure de Tartaglia. El bachiller describe la
construccion pero no la demuestra? (p. 351):

extraccion geométrica de V12

«Si por via de linea quisieres sacar rayz Cubica de algun numero, como si dixessen. Dame
la rayz Cubica deste numero, o linea de ocho tamafos, haz della vna superficie, o figura Pa-
rallelograma, que tenga por lado vn tamafio de los ocho, que es la linea larga, como mues-
tra a.b.c.d. con las otras lineas largas que se toquen en el angulo. b. del Parallelogramo, luego
para sacar el ce(n)tro deste paralelogramo, echa vna linea del punto. b. hasta el punto. c. y otra
desde el punto. a. hasta el pu(n)to. d. las quales se cortaran en el pu(n)to. g. y este sera el cen-
tro deste Parallelogramo. Luego asienta el vn pie del compas en este punto, o ce(n)tro. g. y
estiende lo tanto en las lineas. a.f. y en la. d.e. que hagas dos pu(n)tos en ellas, de modo que
echando vna linea del vno al otro, passe por el punto, o angulo. c¢. como haze la linea h.c.i. y lo
que esta linea cortare de la linea. d.e. (que es lo que ay entre la. i. y la. d.) sera la rayz Cubica
de la linea. b.d. que se diuidio en ocho tamafios. Y assi como la rayz Cubica de ocho, es dos,
assi esta quantidad. i.d. (que dezimos ser la rayz) es dos tamafios, yguales a los ocho de la dada
linea b.d. Y deste modo se sacara rayz Cubica de qualquiera numero.» Figura 8.

4.4. La aproximacion de raices

4.4.1. Aproximacion de raices cuadradas

Pérez de Moya inicia el estudio de las aproximaciones de raices cuadradas con las pa-

labras siguientes (p. 334):

«Algunos, como Oroncio, quieren que sacando rayz [cuadrada] de numero sordo, que lo
que sobrare se po(n)ga sobre vna raya, y la rayz que ouiere salido se doble y afiada vn punto,
y se ponga por denominacio(n) a lo que sobro.»

21. Siguiendo a Heath (1981), esta técnica fue utilizada por Apolonio, Herén y Filén de Bizancio.

82

22. En los textos de Pacioli y Tartaglia que hemos citado se ofrecen las demostraciones pertinentes.
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Fig. 8. Tlustracion que acompaiia a la extraccion geométrica de 8

En lenguaje simbolico moderno, la aproximacion que el canonigo de la Catedral de
Granada atribuye a Oroncio Fineo equivale a:

r
VN=ya+r=a+ ;

2a+1

donde a? es el mayor cuadrado contenido en N 3.
Consultando los ejemplos de aproximaciones de raices cuadradas contenidos en la
Arithmetica practica® de Fineo, se observa que la aproximacion utilizada por Oroncio es:

r
\/IV=\/a2+rEa+%

En consecuencia, la informacion facilitada por el bachiller es incierta.
Pérez de Moya también se refiere al tipo de aproximacion del que se sirvid Tartaglia
en los siguientes términos (p. 334):

23. En el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 22v), Pérez de Moya enuncia dicha
regla, sin referirse a Oroncio Fineo, en los siguientes términos:
«Qvando hauiendo sacada la rayz de algun numero sobrare algo pondras lo que sobrare sobre vna
raya, y doblaras la rayz del tal numero y afadille vno y ponerlo has debaxo por denominador.»
24. En lenguaje simbdlico moderno, los ejemplos de aproximaciones ofrecidos por Oroncio Fineo (fol.
11v) son:

11
V204315 =+/4522 + 11 = 452 +m

12 1
V291612 = /5402 + 12 = 540 +m =540 +9—0
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«Nicolas Tartalla quiere que al duplo de la rayz [cuadrada] no se afiada vno, sino que

solamente se doble la rayz que ouiere venido, y se ponga debaxo de lo que sobrare por
denominacion.»

Siendo cierto que Tartaglia en su General trattato (Libro segundo de la segunda
parte, fol. 25r) hace uso de esta aproximacion?, también lo es que, en raices cuadradas
del tipo VN =va? + 2a,, el matematico italiano aconseja esta otra:

r
= 2 — 2 4
VN \fa + 2a \/a +r,a+2a+1

A continuacion, el bachiller propone otra regla de Tartaglia (General trattato. Libro

segundo de la segunda parte, fols.25v-26r), consistente en la aplicacion reiterada de
aproximaciones del tipo

IR

N r
a a5
—2a

y la aplica al calculo aproximado de la raiz cuadrada de 3. En esencia, las operaciones
efectuadas, expresadas en el lenguaje simbolico moderno, son:
* Primera aproximacion:

2
V=yFrast+o=141=2

Segunda aproximacion

1
22=3+4+1=23=22—-1=+3=4/22-1=2- 2

1 7
2%2 4 4

Tercera aproximacion

N2 49 1 At

(@) =e=3+1e=3=(3) =3
7 1/16 97

4 7/2 56

El matematico andaluz concluye (p. 335):

«Y deste modo podras proceder aproximando tanto, que quasi no sea sensible el error, mas

al justo nunca llegaras, porque por tanto se dize vn numero sordo, porque quando del se saca
rayz, ni quanto, ni qual sea se oye.» (p. 335).

25. «Laqual regola e di questa sorte, che pongono quel tal auanzano sopra vna virgola, & il
doppio della prima radice (gia trouata) di sotto, et tal rotto lo accompagnano con la detta prima
radice sana, & tal summa concludeno esser la radice propinqua di detta prima quantita proposta.»
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Después de esto, el matematico jienense calcula el valor aproximado de la raiz cua-
drada de 5 utilizando un procedimiento similar al de Nicolas Chuquet (7riparty, 1484)%,
consistente en acotar el valor de dicha raiz mediante intervalos abiertos encajados cuyos
extremos se obtienen sucesivamente a partir de la «propiedad de los valores intermedios»:

a a a+c

c C
— — —_ - — 27
»a>bp+a~a

Pérez de Moya pudo conocer este método a través de Etienne de la Roche (Larismethi-
que nouuellement composee, 1520)*” o de Joan Ventallol (Pratica mercantiuol, 1521).

Por tultimo, el bachiller propone «otra orden de sacar rayz de numeros sordos» que
admite la siguiente traduccion al simbolismo moderno:

V10%F N
W ="

Esta forma de aproximar se encuentra la « Aritmética practica» de Oroncio (1555, fol.
12v) y Moya ya la utilizo en el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 23v). Advirta-
mos que la aplicacion esta regla incluye el uso de fracciones decimales.

4.4.2. Aproximacion de raices cuibicas

En cuanto a la aproximacion de las raices cubicas se refiere, el bachiller presenta las
dos reglas siguientes:

r r
W=Vad+rza+——; W=VYal+r=za+—5——

3a(a+1)+1 3a? + 3a

La segunda se describe en el General trattato (fols. 27v-28r) de Nicolo Tartaglia del
modo siguiente:

«Per cauare adonque la propinqua radice cuba delli numeri non cubi, caua prima la ra-
dice cuba del maggior numero cubo, che sia in quel tal numero non cubo, & quel che sopra-
restara a tal operatione poneralo sopra vna virgola, o vuoi dir sopra di vna leneetta, &
fatto questo per formar il denominator da mettere sotto di quella trippla sempre quella radice
gia cauata, e quel triplato multiplicalo per la medesima radice, & a tal multiplicatione aggion-
giui il detto triplato, & tal summa ponila sotto a quella lineetta per denominator, & questo tal
rotto aggiongilo alla prima radice, & tal qua(n)tita cosi co(m)posta sara la radice propinqua
cuba di quel proposto numero non cubo.»

26. La Triparty se escribio en 1484 pero su manuscrito no fue conocido hasta que Aristide Marré lo pu-
blico en 1881. Afortunadamente, parte de la obra de Chuquet fue plagiada por Estienne de la Roche en Laris-
methique nouellement composee (1520).

27. En los folios 32r y 32v, Estienne de la Roche propone el método de aproximacion de raices de
Chuquet.

28. En el folio CXXr, Ventallol resuelve dos ecuaciones de segundo grado con una incog-

nita utilizando el método de aproximacion de Chuquet.
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Refiriéndose a estas dos aproximaciones de la raiz cubica, Simon Stevin (1585, p.
125) dice:

«NOTA Nicolas Tartalia traictant curieusement de ceste reste, n’aiouste poinct ce dernier
1, comme nous (auec Tuan Peris de Moya) auons faict...»

4.4.3. Aproximacion de raices de indices superiores

Para las raices de indices entre 4 y 11, Pérez de Moya se sirve de aproxi-
maciones que admiten la siguiente generalizacion

AEET T AP

Tartaglia utiliza este tipo de aproximaciones en su General trattato.

YN=YVar+r=a+

4.5. Las pruebas de las raices

En todos los casos en que se aplica (raices de indices 2, 3, 4, 5 y 6), la prueba de la
extraccion de la raiz enésima de un ntimero natural consiste en elevar a la enésima po-
tencia la raiz hallada y afiadir el resto al resultado obtenido. En el caso de la raiz censi-
cuba [= raiz sexta], el bachiller puntualiza (p. 366):

«La prueba destas rayces, sera conuertir la tal rayz censicuba, multiplicando seys nume-
ros yguales, a la tal rayz, vnos por otros, y si el vitimo producto, afiadiendo lo que sobrare (si
sobrare algo) fuere tanto como el numero de quien se ouiere sacado la tal rayz estara buena, y
si no fuere tanto, sera falsa, y sera necessario hazer la otra vez, o otras, hasta q(ue) salga deste
modo.»

5. CONCLUSIONES

A la luz de lo expuesto en los paragrafos precedentes, podemos afirmar que el libro
quinto (Trata de varias rayzes de numeros) del primer tomo del Tratado de Mathemati-
cas presenta las siguientes mejoras o retrocesos en relacion a las aritméticas espafiolas y
extranjeras del siglo XVI que hemos examinado.

1) La explicacion detallada de la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11, no
la hemos encontrado en las aritméticas consultadas, excepcion hecha del General
trattato di numeri et misure (1556 — 1560) de Tartaglia. En consecuencia, pode-
mos concluir que, en cuanto al detalle y al numero de casos estudiados, la exposi-
cion de Pérez de Moya es superior a la que aparece en la mayoria de los manuales
del siglo XVI.

2) El bachiller solo presenta la justificacion del procedimiento utilizado para la ex-
traccion numérica de la raiz cuadrada y la raiz cubica (cuadrado del binomio y
cubo del binomio). En esto el tratamiento de Pérez de Moya es inferior al de
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Tartaglia que, en forma retorica, enuncia el desarrollo de todas las potencias del
binomio relacionadas con la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11.

3) La construccion geométrica de la raiz clibica que Pérez de Moya presenta, sin de-
mostracion alguna, no es frecuente en los manuales renacentistas y no aparece en
las aritméticas espafolas del XVI que hemos consultado. En el General trattato di
numeri et misure, Tartaglia ofrece una prueba de dicha construccion.

4) El método de Chuquet para la proximacion de la raiz cuadrada, que Pérez de
Moya incluye en su obra, no aparece en forma explicita, salvo en la Larismethique
nouellement compose (1520) de Estienne de la Roche y la Pratica mercantiuol
(1521) de Joan Ventallol, en ninguna de las aritméticas espafiolas y extranjeras del
XVI que hemos consultado.

5) Las aproximaciones de las raices de indices entre 4 y 11, que el bachiller debio
tomar prestadas de Tartaglia, no las encontramos en las aritméticas espafiolas del
XVI que hemos estudiado.

A partir de las consideraciones anteriores establecemos las dos conclusiones
siguientes:

a) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de rai-
ces es superior al que se encuentra en las aritméticas espafolas del X VI, anterio-
res a 1573.

b) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de raices
es inferior al que Tartaglia desarrolla en su General trattato di numeri et
misure. Sin duda alguna, el bachiller se inspir6 en dicha obra para escribir el libro
quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas.

6. AGRADECIMIENTOS

El presente trabajo se ha realizado dentro del proyecto “La difusion del conocimiento
matematico en el nacimiento de la imprenta: descripcion y analisis comparado de arit-
méticas del siglo X VI escritas en castellano” EDU2011-27168 financiado por en Minis-
terio de Economia y Competitividad de Espafia.

REFERENCIAS

Andres, J. (1515). Sumario breue d(e)la pratica dela Arithmetica d(e) todo el curso de larte
merca(n)tiuol bien declarado: el qual se llamamaestro de cuento. Valencia: Juan Joffre.

Apianus, P. (1527). Eyn newe und wolgegriindte underweysung aller Kauffmanss Rechnung
in dreyen Biichern. Ingolstadt.

Aurel, M. (1552). Libro primero, de Arithmetica Algebratica. Valencia: loan de Mey.

Cardano, G. (1539). Practica Arithmetice, & Mensurandi singularis. Mediolani: Bernardini
Calusci

Chuquet, N. (1881). Le Triparty en la Science des nombres, par maistre Nicolas Chuquet,
Parisien, publié d’apres le manuscrit fonds frangais n°1346 de la Bibliothéque Nationale

Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 71-88, ISSN: 2340-714X 87



La extraccion de raices en el Tratado de Mathematicas (1573) del bachillerJuan Pérez de Moya
Vicente Meavilla S. y Antonio M. Oller M.

de Paris et precédé d’une notice par M. Aristide Marré. Rome: Imprimerie des Sciences
Mathématiques et Physiques.

Euclides (1537). Evclidis Megarensis mathematici clarissimi Elementorum Geometricorum.
Lib. XV. Cum expositione Theonis in prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate do-
nate, Campani in omnes,& Hypsiclis Alexandrini in duos postremos. Basilea: lohannem
Hervagivm.

Fineo, O. (1532). Protomathesis: Opus uarium, ac scitu non minus utile quam iucundum,
nunc primum in lucem foeliciter emissum. Paris: (sin editor).

Fineo, O. (1555). De Arithmetica practica, libri quatuor. Paris: Michaelem Vascosanum.

Heath, T. (1981). 4 history of Greek Mathematics (Volume I). New York: Dover.

Meavilla, V. (2005). Historia de la Educacion Matematica en Espafia: el contenido algebraico
de la Arithmetica practica, y specviatiua de Juan Pérez de Moya (ca. 1512 — 1596). Re-
vista Brasileira de Historia da matemdtica. Vol. 5, n° 9, pp. 19-35.

Meavilla, V. y Oller, A.M. (2014). El simbolismo algebraico en tres algebras espafiolas del
siglo XVI. NUMEROS. 87, pp. 59-68.

Nicolas, G. (1541). Tratado da pratica Darismetica. (sin lugar): Luis Rodriguez.

Ortega, J. de (1512). Conpusicion de la arte de la arismetica y juntamente de geometria:
fecha por... Ledn: en casa de Maistro Nicolau de Benedictis: por Joannnes Trinxer li-
brero de Barcelona.

Pacioli, L. (1494). Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita. Veneza:
Paganini.

Pérez De Moya, J. (1557). Libro Segundo de Arithmetica. Salamanca: Tuan de Canoua.

Pérez De Moya, J. (1562). Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca: Mathias Gast.

Pérez De Moya, J. (1573). Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithme-
tica, Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, ne-
cessarias a todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala: Tuan Gracian.

Picatoste y Rodriguez, F. (1891). Apuntes para una biblioteca cientifica espariola del siglo
XVI. Madrid: Imprenta y fundicion de Manuel Tello.

Roche, E. de la (1520). Larismethique nouellement composee. Lyon: Constantin Fradin.

Sanchez, J. A. (1929). Las Matematicas en la Biblioteca del Escorial. Madrid: Imprenta de
Estanislao Maestre.

Stevin, S. (1585). L ’Arithmetique. Leyde: Christophe Plantin.

Stifel, M. (1544). Arithmetica integra. Norimbergae: lohan Petreium.

Tartaglia, N. (1556-1560). General trattato di numeri et misure. Vinegia: Curtio Troiano.

Texeda, G. de (1546). Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con la horden de
contadores. Valladolid: Francisco Fernandez de Cordova.

Ventallol, J. (1521). Pratica mercantiuol. Lyo: Joan de la Place.

Yciar, J. (1549). Libro intitulado Arithmetica practica/ muy vtil y prouechoso para toda per-
sona que quisiere exercitar se en aprender a contar. Zaragoza: Pedro Bernuz.

88 Epsilon, 2014, Vol. 31 (3), n° 88, 71-88, ISSN: 2340-714X



RESENAS

Epsilon - Revista de Educacion Matematica 2014, Vol. 31(3), n° 88, 89-90

MATEMATICAS. Una historia de amor y odio

DRAKONTOS

Reuben Hersh
y Vera John-Steiner

Matematicas ®

Una historia de amor y odio

Reuben Hersch
Vera John-Steiner
Editorial: Critica
Marzo 2012 (primera edicion)
ISBN: 978-84-989229-8-1
463 paginas

La colaboracion entre un matematico, Reuben Hersch, y una experta en lingiiistica y
educacion, Vera John-Steiner, permitio la creacion de este libro, que pretende dar una vi-
sion mas social y emocional de las matematicas y su estudio.

Entre sus paginas, los autores abordan una amplia variedad de mitos sobre esta disci-
plina y sus participantes, siempre a través de anécdotas, comentarios y biografias de re-
putados matematicos.

En concreto, desde esta perspectiva, el libro indaga sobre los jovenes matematicos y
el origen de su talento, la cultura matematica, el apoyo que esta disciplina supuso para
muchos matematicos en sus peores momentos, la adiccion a las matematicas y los peli-
gros que esta ha podido conllevar, las amistades entre los matematicos y las comunidades



MATEMATICAS. Una historia de amor y odio
Maria José Madrid

que se han formado a lo largo de los afios, el papel de las mujeres en matematicas y la im-
portancia o no de la edad para investigar en esta materia.

Finalmente, plantea las matematicas en el contexto educativo; primero desde el punto
de vista de dos profesores con modelos de ensefianza contrarios, y después desde el
de los alumnos y el frecuente amor u odio que se produce en sus relaciones con esta
asignatura.

En definitiva, el libro aporta un gran nimero de curiosidades y detalles interesantes,
e incluso divertidos, tanto sobre las matematicas como sobre aquellos que han trabajado
en este campo. Convirtiéndose en una obra altamente recomendable para todo aquel que
quiera conocer mas sobre las matematicas en un tono informal y anecdético, y especial-
mente para los docentes, que podran utilizarla en el aula para ayudar a sus alumnos a co-
nocer y conectar mejor con esta materia y con las personas que dedicaron o dedican su
vida al estudio de ella.

Maria José Madrid
Universidad de Salamanca
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