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EDITORIAL

En la revista Epsilon hemos tratado de mantener un equilibrio en la orientacion de
los articulos que se publican, dando cabida tanto a la investigacién como a las experien-
cias y actividades de aula porque ambas son importantes en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas; esto sin dejar de lado las reflexiones y otros tipo de arti-
culos que si bien no tratan de la enseflanza, si tienen relacion con la propia matematica.
Sin embargo, son las colaboraciones sobre investigacion las que mas se envian a la re-
vista. Son escasos los articulos que sobre las demas lineas llegan a Epsilon. El profeso-
rado, que es nuestro principal lector y quien estd en contacto directo con el alumnado,
utilizando ingentes recursos y estrategias en sus clases, es un tanto reticente a compartir
sus experiencias. Desde estas lineas quiero hacer un llamado a lo socios de THALES y
a los demas profesores de matematicas para que difundan sus experiencias con materia-
les, metodologias o innovaciones a través de la revista Epsilon.

Alexander Maz
Director
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“+ X” y las matematicas. Su relacién en el
curriculo de educacion primaria

Antonia Ramirez Garcia
Facultad de Ciencias de la Educacion
Universidad de Cordoba (Esparia)

Paula Renés Arellano
Facultad de Educacion
Universidad de Cantabria (Espana)

Sonsoles Guerra Liafio
European Center for Disease Prevention and Control
(Estocolmo, Suecia)

Resumen: Las Matematicas constituye un pilar fundamental del curriculo de los siste-
mas educativos. El desarrollo de las competencias basicas para la educacion obligato-
ria recoge entre otras, la necesidad de trabajar en el aula la comunicacion lingiiistica,
matematica, tratamiento de la informacion y competencia digital. En el presente trabajo
se analiza el curriculo de Matematicas en Educacion Primaria en las dicecisiete comu-
nidades autonomas y la presencia de la competencia mediatica en el mismo. El objetivo
es identificar en los objetivos, contenidos y criterios de evaluacion del area la presencia
de la competencia digital. En el andlisis se han empleado seis dimensiones de la com-
petencia mediatica: lenguajes, tecnologia, procesos de interaccion, procesos de produc-
cion y difusion, ideologia y valores y estética en Educacion Primaria. Los resultados
indican la presencia de la competencia medidtica en dicho curriculo y un tratamiento
desigual entre comunidades autonomas.

Palabras clave: Competencia mediatica, medios de comunicacion, curriculo, matema-
ticas, educacion primaria.
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“+ X” and Mathematics. Relationship in Primary
Education curriculum

Abstract: Mathematics is a important column of the curriculum of educational systems.
The development of basic skills for compulsory education includes among others, the need
to work in the classroom linguistic communication, mathematics, information processing
and digital competence. This paper analyzes the Mathematics curriculum in primary ed-
ucation and the presence of media competence in it. The aim is to identify the objectives,
content and assessment criteria area the presence of digital competition. In the analysis it
was used six dimensions of media competence: language, technology, processes of inter-
action, production and distribution processes, ideology and aesthetic values and Primary
Education. The results indicate the presence of media competence through the descriptors
indicated in the curriculum of Mathematics in Primary Education.

Keywords: Media literacy, mass media, curriculum, mathematics, educational
background.

1. INTRODUCCION

Desde hace décadas el escuchar la palabra Matematicas en el colegio nos hacia temblar.
A cualquier nifio o nifia que se le preguntara por esta asignatura, la respuesta era siempre la
misma: “las Matematicas no me gustan, son dificiles, no las entiendo, se me dan mal”. Si
ahora volviésemos a indagar sobre el tema, ;las respuestas serian iguales? Pensamos que si.

La actitud del alumnado de educacion primaria hacia las matematicas ha sido estu-
diada recientemente por Teser y Karasel (2010) en el Norte de Chipre, destacando que
los nifos se sienten felices realizandolas, pero que no se dedicarian a ellas en su tiempo
libre, preferirian practicar deporte, jugar a videojuegos o ver la television. En contrapar-
tida, Yook-Kin Loong y Herbert (2012) han apreciado la disminucion de matriculaciones
en asignaturas de Matematicas cuando éstas se convierten en una propuesta opcional, al-
gunos motivos que el alumnado aduce para explicarla es la escasa presencia de las ma-
tematicas en su vida cotidiana. Estudios como este y los resultados de las pruebas PISA
(2012) o TIMMS (2011) son un claro ejemplo de que algo se esta haciendo mal.

Por otro lado, si preguntamos a las familias por las matematicas (Diez-Palomar y
Molina, 2010), la mayoria coincidirian en afirmar que es importante trabajar coordina-
damente tanto la familia como la escuela en el aprendizaje de este area curricular y que,
ademas, junto con el area de Lengua se convierten en los ejes fundamentales del curri-
culo (Rico, 2007). Una opinion idéntica podrian tener muchos docentes, quienes abogan
por una ensefianza de las matematicas adaptada a cada colectivo, atractiva y sustentada
en procesos de comprension e interiorizacion (Cantoral, 2010; Valdemoros, 2010).

Sin embargo, esta importancia curricular de las matematicas no se transfiere a la vida
diaria, ““ a pesar de que la sociedad en que vivimos, una sociedad del conocimiento, cada
vez tiene un componente mayor de matematicas, del que no siempre nos damos cuenta”
(Corbalan y Salar, 2009, p. 42).

10 Epsilon, 2014, Vol. 31 (2), n° 87, 9-24, ISSN: 2340-714X
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El estudio de Yook-Kin Loong y Herbert (2012) pone de relieve que la inclusion de la
Web en las clases de matematicas constituye un revulsivo para el alumnado, puesto que
en su dia a dia este medio de comunicacion es utilizado para obtener e intercambiar todo
tipo de informacion. ¢ Es necesario, pues, incorporar nuevos recursos al proceso de ense-
flanza y aprendizaje de un drea como las Matematicas?

El cine no es ajeno a las Matematicas, numerosas peliculas las han utilizado como
recurso para escribir un guion de éxito, algunos ejemplos recientes son Los crimenes
de Oxford (Alex de la Iglesia, 2008), La habitacién de Fermat (Luis Piedrahita, 2007),
La verdad oculta (John Madden, 2006) Una mente maravillosa (Ron Howard, 2001),
otros mas lejanos han sido Perros de paja (Sam Peckinpah, 1971), Galileo, Galilei (Jo-
seph Losey, 1974), Cube (Vincenzo Natali, 1997) o Pi, fe en el caos (Darren Aronofsky,
1998). (Es ahora el momento de que las Matematicas usen a los mass media como re-
curso para la ensefanza y aprendizaje de las mismas?

2. COMPETENCIAS, MASS MEDIA Y MATEMATICAS

La Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOE, 2006) incorpora las
competencias basicas como nuevo término que los docentes han de emplear en todo el
estado espafiol. A partir de esta norma legal surgi6 el Real Decreto 1513/06, de 7 de di-
ciembre, que refleja las ensefianzas minimas de la etapa de Educacion Primaria que han
de ser aplicadas en todas las comunidades autonomas. Es por ello, que progresivamente
los diversos sectores de la comunidad educativa han ido familiarizdndose con ocho com-
petencias basicas reflejadas en ambos documentos y que han de desarrollar el alumnado
al finalizar su escolarizacion obligatoria. Las citadas competencias son las siguientes: co-
municacion lingiiistica, matematica, conocimiento y la interaccion con el mundo fisico,
tratamiento de la informacioén y competencia digital, social y ciudadana, cultural y artis-
tica, aprender a aprender y autonomia e iniciativa personal.

De todas estas competencias podemos destacar la relativa a la competencia digital.
En torno a ella, Monereo (2005, p. 6) explica que “Internet es un escenario apropiado
para ensefar esas competencias porque, dado el estado actual de crecimiento y expan-
sion entre los jovenes, se esta convirtiendo en el medio de socializacion «natural» y, con
toda seguridad, en un medio privilegiado para su desarrollo profesional”. Sin embargo,
esta sociedad global no se encuentra solo representada en las Tecnologias de la Informa-
cion y la Comunicacion (TIC), sino también en la evolucion que han sufrido los medios
de comunicacion bajo el desarrollo de aquellas. Como hemos mencionado, el curriculo
escolar en nuestro sistema educativo contempla ocho competencias basicas, entre las
que no se incluye la competencia mediatica. Sin embargo, el articulo 37 de la Directiva
2007/65/CE propone a los Estados una alfabetizacion en medios que favorezca la capa-
citacion de las personas (http://eur-ex.europa.cu/LexUriServ/LexUriServ.do?uri=0J:L:-
2007:332:0027:0045:ES:PDF). A partir de esta resolucién enmarcamos y justificamos el
estudio de la competencia mediatica en el alumnado de educacion primaria.

La competencia en comunicacion audiovisual ha sido definida como “la capacidad del
individuo para interpretar y analizar desde la reflexion critica las imagenes y los mensa-
jes audiovisuales y para expresar con una minima correccion en el &mbito comunicativo”
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(Ferrés, 2007, p. 102). Por su parte, Gonzalez, Sedefio y Gozalvez (2012, p. 122) afir-
man que “la competencia audiovisual esta intimamente relacionada con la competencia
medidtica, de modo que pueden incluso identificarse ambas categorias en un entorno en
el que es fundamental el conocimiento de los medios de comunicacion y de las tecnolo-
gias multimedia”.

La importancia de los medios y de las TIC ha sido evidenciado por la asesora técnica
del IFFIE, Natalia Bernabeu (2010), quien afirma que la representacion de los medios de
comunicacion en el curriculo educativo permite su implementacion a través de tres pers-
pectivas: la educacion con medios, la educacion en medios y la educacion ante los me-
dios. En la Tabla 1 se ofrecen los usos mas frecuentes de los medios de acuerdo con este
triple enfoque, asi como las competencias bésicas con las que se vinculan.

Tabla 1. Usos frecuentes de los medios de comunicacion.
Fuente: Adaptado de Bernabeu (2010).

Enfoque Usos Competencias relacionadas
Educacion con — Utilizacion de los medios — Todas, en especial, tratamiento
medios como fuente de informacion y de la informacion y competencia

documentacion en las distintas digital y competencia de aprender
areas: busquedas en Internet, a aprender.

investigacion en bibliotecas

o hemerotecas, creacion de
bibliotecas o hemerotecas
escolares —reales o digitales—,
realizacion de ficheros y
monografias, adquisicion de
técnicas de trabajo cientifico
y recogida, seleccion, archivo,
transmision y recuperacion de
la informacion

Educacion en — Aprendizaje de los conceptos — Competencia en comunicacion
medios basicos de la educacion lingiiistica.
mediatica. — Competencia cultural y artistica.

— Los medios son objeto de
estudio en las distintas areas.

Educacion ante — Uso reflexivo de los medios. — Competencia social y ciudadana.
los medios — Desarrollo de actitudes — Autonomia e iniciativa personal.
criticas ante sus mensajes.

— Fomento de una postura
activa ante ellos.

— Trabajo de los valores de una
ciudadania global a partir del
andlisis de la actualidad.

12 Epsilon, 2014, Vol. 31 (2), n° 87, 9-24, ISSN: 2340-714X
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Al abordar el estudio de las competencias, hemos podido contabilizar mas de cien
definiciones de este término, entre ellas la de Goiii (2009, p. 36), quien expresa que una
competencia es un “uso eficiente y responsable del conocimiento para hacer frente a si-
tuaciones problematicas relevantes”. En torno a esta definicion concluye que no se puede
separar el “uso del conocimiento” del “contexto de uso”. Para explicar esta idea recurre
a diferentes similes matematicos, por ejemplo, a través del curriculo de matematicas, el
alumnado de educacion primaria aprende a sustituir variables en una férmula, como es
el caso del siguiente problema: “Averigua el area de un cuadrado de 12 ¢cm de lado, sa-
biendo que la formula es A=1?". Si el estudiante consigue responder que el resultado es
144 cm?, podremos afirmar que en este contexto el alumno es competente, pero, /lo sera
en otro? A su juicio, en los centros educativos se ensefia matematicas para saber mas
matematicas y saber usarlas en contextos académicos. Esto supone una limitacion del
contexto de uso, excluyendo otros propuestos por el proyecto PISA como el personal,
educativo, profesional, publico y cientifico (académico).

En esta misma direccién apuntaba Zanocco (2006, p. 139) al revisar los principios y
estandares de las matematicas escolares y las cifras de la OCDE, manifestando que: “el
11% de los alumnos de la OCDE no es capaz de resolver ni siquiera ejercicios de nivel 1.
Dichos alumnos saben realizar operaciones matematicas elementales, pero son incapaces
de utilizar las destrezas matematicas en una situacion determinada (...)”.

Por ello, Goni (2009, p. 43) plantea la inclusion de los contextos de uso en el curri-
culo, de tal forma que se aborden todos ellos desde la escuela. Asi, propone diferentes
contextos como el personal-familiar, social, profesional, escolar y académico.

Nuestra linea de investigacion, enfocada al estudio y aplicacion de la competencia
medidtica, y en este caso, su importante relacion con la competencia matematica, en-
cuentra en estos supuestos tedricos una fundamentacion justificada y sustentada para
apoyar nuestros planteamientos cientificos en el estudio. Por ello, de los contextos ex-
puestos por Goiii (2009), vamos a ejemplificar los dos primeros, puesto que se rela-
cionan en mayor medida con el curriculo de la etapa que hemos analizado en nuestra
investigacion.

a) Contexto personal-familiar. Desde este escenario, vamos a plantear un problema
en el que nos encontremos ante una competencia matematica no académica. En el
periddico he visto que a las 18:00 horas se emitira por television la pelicula que
queria ver. El film finalizara a las 19:50. Ese dia tengo entrenamiento de fatbol y
no salgo hasta las 18:45, tendré que visualizar en videostreaming la pelicula en mi
nueva Smart TV. { Con cuanto tiempo de retraso llegaria a ver la pelicula? ;Puedo
estimar cuanto durard la pelicula en funcion de la informacion que me da el perio-
dico? ;A qué hora programaré el televisor para que se grabe la pelicula desde el
principio? ;Tendré que estimar adelantos o retrasos en la hora de emision?

b) Contexto social. En cualquier noticia de la radio, television, periddico o Internet en-
contramos referencias numéricas como las que ofrece el Diario Cordoba. En la ima-
gen podemos observar como de diez noticias destacadas, siete contienen nimeros.
A modo de ejemplos, la noticia seleccionada para este ejercicio, en la que se ma-
nejan cifras con respecto al nimero de aparcamientos para coches y cantidades de
plazas para ubicar los automoviles, u otras informaciones incluidas en el periddico
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Los patios de Alcazar Viejo y la Juderia acaparan mas reservas

Hasta la fecha, la plataforma ha apartado unos 13.000 pases . Nueve recintos de los catorce excluidos han presentado reclamacion
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Araceli R. Arjona 23/04/2013 Las noticias mas...

El Alcazar Vigjo, la Juderia y Santa
Marina son las tres zonas hasta la
fecha mds demandadas por las

1. Una firma invertid 2,7 milones en construir un centro
deportive
2. Muere un hombre de 39 afics atropeliado en Espiel

personas que han solicitado resenva
para entrar en log patios de Cérdoba
durante alguno de los dos fines de
semana del concurso, que se
prolongard entre el 8 y el 19 de
mayo, para los cuales la plataforma
que gestiona la web
entradaspatioscordoba com ha
reservado ya casi 13.000 pases. Las
personas interesadas en conseguir
entradas pueden hacerlo en intemet
hasta un maximo de 10 pases. La

3. Las preguntas del cordobesismo
4. Propenen un nuevo disefio de recinto feral mis
dindmico

"

CORDOBA sortea 15 entradas dobles para el | Like
Festrval

Muere un hombre de 39 aflos atropeliado en la N-432
Exdirectsr genaral de Unicajs, nuevo presidents de
Cajasur

Pastrana dice acdds tras 15 afios y en un momento
difici para UGT-A

~ 0

@

‘e ’ TS . . N
visita dura una media de entre 1,5 y - |{\I"‘,__ i 9. La pobiacién de Cordoba baja por segundo afio
2 horas INOS o sensecutive

GRioba — 10. Se entrents a 5 afios de cércel por abusar de su

Mientras tanto, los preparativos para sobrina
el concurso siguen adelante
Fuentes municipales informaron ayer
de que esta semana, a partir del
miércoles, tendran lugar una serie de
reuniones con los propietarios de
recintos xplicaries todo lo
relativo al sistema de reservas y
cdmo se gestionard el acceso a los
patios durante los fines de semana
Un sistema que, segin se puede
leer en la web, no evitard las colas,

aungue se prevé "minimizarias” MNoticias relacionadas

La web para Is reserva es enirada

Figura 1. Noticia.
Fuente: http://www.diariocordoba.com/noticias/cordobalocal/los-patios-de
alcazar-viejo-y-juderia-acaparan-mas-reservas_799061.html

como la temperatura maxima y minima que tendra la ciudad. Todas estas informa-
ciones son susceptibles de abordarse desde la competencia matematica. Para Goiii
(2009, p. 45) “la comprension de esta informacion tiene una importancia social por-
que todas las personas deben ser capaces de comprender lo que se presenta en los
medios de comunicacion. Es una condicion de acceso a la informacion, a la forma-
cion de opinion, al empleo, al desarrollo cultural, al disfrute del ocio, etc.”.

Através de estos planteamientos puede implementarse en el curriculo del area de ma-
tematicas la educacion mediatica como elemento integrador. Concretamente, O’Farrill
(2000, p. 105) indico6 algunas de las posibilidades que ofrecian los productos multimedia
y de su potencial relacion con las Matematicas; manifestando que “la informacion de un

14 Epsilon, 2014, Vol. 31 (2), n° 87, 9-24, ISSN: 2340-714X
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producto multimedia llega al destinatario en tres formas basicas: texto, imagenes (estati-
cas y animadas) y sonido”, aunque todas ellas se combinen entre si, prevalece una sobre
otra, en la mayoria de las ocasiones la componente visual predomina sobre las demas for-
mas y esta produce “un mayor efecto sobre el receptor”, sobre todo, si las imagenes son
animadas. A su juicio, la relacion entre los multimedia y las matematicas se puede ejem-
plificar como “en la expresion de los enunciados de los problemas como enunciados hi-
permedia”, puesto que contribuye a enriquecer la comprension del alumnado sobre los
problemas y a minimizar el nivel de ambigiiedad presente casi siempre en las distintas
frases de los problemas.

Como muestra de investigaciones recientes del ambito educativo que indaguen sobre
la tematica que nos ocupa, encontramos el estudio realizado por Climent, Romero, Ca-
rrillo Mufoz y Contreras (2013) en el que se emplea el video en el aula universitaria
como un recurso para comprobar el desarrollo del pensamiento critico entre los futuros
maestros en torno a las actuaciones del alumnado de educacion primaria ante la introduc-
cion del concepto de division. En esta linea, encontramos también al alumnado del ins-
tituto Euclides Pineda del Mar, en Barcelona (Rodon, 2010) que utilizan desde el curso
2007/08 el Canal Euclides Television para desarrollar las diferentes competencias basi-
cas, entre ellas, la matematica (http://www. livestream.com/euclides_televisio). Por su
parte, en la comunidad autonoma de Aragén se ha puesto en marcha la iniciativa Mate-
matica Vital (www.matematicavital.com) para acercar el area a la comunidad educativa
a través de talleres audiovisuales (Corbalan y Salar, 2009).

Otro estudio reciente que fundamenta nuestro trabajo es el realizado por Lozano
(2011, p. 5), quien publica un estudio sobre el desarrollo de la competencia matematica
a través de la interdisciplinariedad de otras competencias basandose en la aplicacion de
una webquest dirigida al alumnado de sexto de educacion primaria. En ella se planteaba
al alumnado “situaciones de medida que no podian resolver con un instrumento de me-
dida (cinta métrica, rodometro,..) y los alumnos tenian que buscar, a través de los recur-
sos que se les adjuntaban, una estrategia diferente para medir”.

En esta misma linea, Pilli y Aksu (2013) han comprobado como el empleo de soft-
ware educativo para Matematicas como Frizbi Mathematics 4 contribuye a mejorar los
rendimientos en el area, las actitudes hacia las Matematicas y hacia el aprendizaje asis-
tido por ordenador.

Un paso mas lo ha dado Tsuei (2012), quien ha puesto de manifiesto la efectividad
para el desarrollo de destrezas matematicas el empleo de la tutorizacion por pares a tra-
vés de Internet. Este sistema ha posibilitado que nifios de 11 y 12 afios aumenten sus
destrezas en aritmética y la aplicacion de diferentes tipos de preguntas, asi como un in-
cremento de su autoestima.

Las conclusiones son claras: los elementos multimedia facilitan el aprendizaje y las
nuevas formas de comunicacion resultan una herramienta eficaz para desarrollar la com-
petencia matematica.
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3. OBJETIVOS Y PLANTEAMIENTO METODOLOGICO

Esta investigacion comienza tomando como pilar esencial la referencia a las seis di-
mensiones propuestas por Ferrés (2007) -lenguajes, tecnologia, procesos de interaccion,
procesos de produccion y difusion, ideologia y valores y estética- y sus correspondientes
subdimensiones e indicadores (Ferrés y Pisticelli, 2012).

El segundo referente lo constituye el curriculo escolar del alumnado de Educacion
Primaria de todas las comunidades autonomas en Espafia, concretamente el referido al
area de matematicas.

El objetivo planteado en el estudio va mas alla, ya que consiste en determinar la pre-
sencia o ausencia de la competencia medidtica en el curriculo de la etapa de Educacion
Primaria, concretamente en el segundo ciclo de la etapa. Asimismo, el interrogante de in-
vestigacion que se deriva de este objetivo tiene presente una serie de afirmaciones reali-
zadas por distintos autores (Aparici, Campuzano, Ferrés y Garcia, 2010; Camps, 2009 y
Tucho, 2008) sobre la escasa presencia de la competencia medidtica en el curriculo de las
etapas de ensefianza obligatoria. Desde esta premisa, las investigadoras se plantean una
serie de interrogantes sobre la relacion entre la Competencia Mediatica y Matematica.
Algunas de estas preguntas son: ;cual es la presencia real de la competencia mediatica
en las areas curriculares que el alumnado de educacion primaria ha de cursar? ;el area de
Matematicas contribuye al desarrollo de la competencia mediatica?

Esta revision se ubica en el marco del Proyecto [+D EDU2010-21395-C03-03 como
fase previa al disefio de un cuestionario destinado a medir la competencia mediatica del
alumnado de cuarto de educacion primaria. En este Proyecto han participado las comuni-
dades autonomas de Andalucia, Cantabria, Galicia, La Rioja, Murcia y Valencia.

El método empleado en este estudio ha sido el analisis documental, ya empleado por
Koliopoulos, Aduriz-Bravo y Ravanis (2011) en los curriculos y programas de ciencias.
El proceso seguido se expone en la Figura 2.
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Todas estas fases se han seguido de manera sistematica y rigurosa, en la tercera fase
se unificaron todos los curriculos de las distintas comunidades autonomas para poder
establecer las relaciones mas claramente, asimismo, la ultima fase es la que ha presen-
tando una mayor dificultad, puesto que era necesario establecer una relacion cuantitativa
entre los elementos curriculares y los descriptores de la competencia medidtica en sus
seis dimensiones.

La inclusion del area de matematicas en este andlisis ha obedecido a su vincula-
cion con el ocio mediatico. Las cuatro primeras fases se han desarrollado por parte
de las autoras del articulo, especialistas en medios de comunicacion y pedagogia, asi
como vinculadas de manera directa con el ambito educativo. En la quinta fase, refe-
rida a la vinculacion de elementos curriculares, junto a las mismas, han intervenido
diez maestros y maestras de educacion primaria en ejercicio. Su tarea se ha centrado
en establecer la relacion existente entre los descriptores de la competencia mediatica
y los contenidos del curriculo de Matematicas, tras una primera propuesta del equipo
de investigacion. En el analisis de los resultados se ha considerado que la vinculacion
entre ambos elementos se produjera, al menos, en el 70% de las respuestas dadas por
los participantes.

4. RESULTADOS

Si procedemos al analisis de investigaciones sobre la competencia mediatica en
el campo educativo, cabria destacar dos aspectos principalmente: la baja presencia
de los propios estudios y la escasa presencia de la competencia mediatica en los cu-
rriculos (Aparici, Campuzano, Ferrés y Garcia, 2010; Camps, 2009 y Tucho, 2008).
A pesar de ello, la competencia mediatica en el curriculo escolar es precisa mani-
festarla de forma explicita, con evidencias especificas, aspectos que analizaremos a
continuacion.

Los resultados que presentamos posteriormente siguen un orden concreto; en primera
instancia, se reflejan resultados globales; en segundo término, se marca la vinculacion
existente en los objetivos de etapa y drea de Matematicas; en los contenidos curriculares
de la misma y, finalmente, en los criterios de evaluacion.

Destacar que la competencia mediatica se define en torno a 55 descriptores, estruc-
turados en diferentes dimensiones. En cuanto al area de Matematicas, la relacion de los
mismos con los elementos curriculares se aprecia en la Tabla 2.

Cabe destacar que la competencia medidtica en los objetivos del area de Matematicas
se cifran en un 5,45%, mientras que este aumenta hasta un 12,72% en los contenidos del
segundo ciclo y hasta un 16,36% en los criterios de evaluacion del mismo.

En lo referente a la distribucioén de esta presencia entre las diferentes dimensiones y
subdimensiones de la competencia mediatica, cabe destacar que los elementos curricu-
lares del area de Matematicas se vinculan con las dimensiones Lenguajes, Tecnologia,
Procesos de produccion y difusion e Ideologia y valores. En las dos primeras se identifi-
can procesos de analisis y expresion, mientras que en la tercera solo de expresion y en la
cuarta de analisis (ver Tabla 3). La ausencia de la competencia mediatica se pone de ma-
nifiesto en las dimensiones Procesos de interaccion y Estética.
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Tabla 2. Presencia de las dimensiones de la competencia mediatica
en los elementos curriculares del area de Matematicas. Fuente: Elaboracion propia.

Area de Matematicas
Dimensiones competencia mediatica Objetivos | Contenidos | Criterios de
evaluacion
Lenguajes 7 1 5 4
Tecnologia 7 1 2 4
Procesos de interaccion 12 0 0 0
Procesos de produccion y difusion 11 1 0 0
Ideologia y valores 12 0 0 1
Estética 6 0 0 0
Total 55 3 7 9

A continuacion, ejemplificaremos estas relaciones en los diferentes elementos cu-
rriculares. Asi, en cuanto a los objetivos de drea establecemos los siguientes:

Emplear el ordenador y las TIC para llevar a cabo diferentes calculos matemati-
cos y realizar un adecuado tratamiento de la informacion (L2e).

Emplear el ordenador y las TIC para llevar a cabo diferentes calculos matemati-
cos y para aprender y compartir conocimientos (Navarra)(T2e)

Utilizar el conocimiento matematico para comprender, valorar y producir infor-
maciones y mensajes sobre hechos y situaciones de la vida cotidiana y reconocer
su caracter instrumental para otros campos de conocimiento (P4e).

En lo que concierne a los contenidos, los ejemplos registrados son los siguientes:

18

Interés por utilizar con cuidado y precision los instrumentos de medida y las he-
rramientas tecnologicas (Aragon, Asturias y Castilla Leon) (T1a).

Utilizacion de ordenadores, de recursos TIC, medios informaticos, para el regis-
tro de datos reales en tablas, visualizar diferentes tipos de graficas estadisticas que
ofrecen los programas informaticos y eleccion del mas apropiado (Aragén, Cata-
luia, Extremadura y Pais Vasco) (T2b).

Interés por utilizar las herramientas tecnoldgicas en la representacion de datos es-
tadisticos y en la comprension de los contenidos funcionales (Aragén, Navarra y
Pais Vasco) (L3a).

Uso de las TIC como recurso didactico para la representacion de diferentes tipos
de niimeros y la realizacion de operaciones de forma gréfica, para el calculo (...)
(Asturias, Catalufia, Galicia, Pais Vasco y Catalufia) (L2e¢).

Uso de las TIC como recurso didactico para ampliar la capacidad de razonamiento
espacial, para obtener imagenes de figuras geométricas, para orientarse a través de
laberintos y planos, para girar, reducir y deformar figuras de 2 y 3 dimensiones,
para crear figuras tridimensionales (Catalufia) (L2e).
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Tabla 3. Distribucion de la presencia de los elementos curriculares del area de Matematicas en las

dimensiones y subdimensiones de la competencia medidtica. Fuente: Elaboracion propia.

Dimensiones y
subdimensiones

Descriptores

Objetivos

Contenidos

Criterios de
evaluacion

Analisis

Lenguajes

L1a. Capacidad de interpretar y
de valorar los diversos codigos de
representacion y la funcion que
cumplen en un mensaje.

X

L2a. Capacidad de analizar y de
valorar los mensajes desde la
perspectiva del significado y del
sentido, de las estructuras narrativas
y de las convenciones de género y
de formato.

L3a. Capacidad de comprender

el flujo de historias y de
informaciones procedentes de
multiples medios, soportes,
plataformas y modos de expresion.

L4a. Capacidad de establecer
relaciones entre textos —
intertextualidad—, codigos y medios,
elaborando conocimientos abiertos,
sistematizados e interrelacionados.

Expresion

Lle. Capacidad de expresarse
mediante una amplia gama de
sistemas de representacion y de
significacion.

L2e. Capacidad de elegir entre
distintos sistemas de representacion
y distintos estilos en funcion de la
situacion comunicativa, del tipo de
contenido que hay que transmitir y
del tipo de interlocutor.

Analisis

T1a. Comprension del papel que
desempefian en la sociedad las
tecnologias de la informacion y de
la comunicacion y de sus posibles
efectos.

Tecnologia

Expresion

Tle. Capacidad de manejar
con correccion herramientas
comunicativas en un entorno
multimedial y multimodal.

T2e. Capacidad de adecuar las
herramientas tecnoldgicas a los
objetivos comunicativos que se
persiguen.
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Dimensiones y Descriptores Objetivos | Contenidos | Criterios de

subdimensiones evaluaciéon
:g P4e. Capacidad de compartir y X X

2 E - diseminar informacion, a través

2 ’i 2 de los medios tradicionales y de

A= 2 las redes sociales, incrementando

§ :g E la visibilidad de los mensajes, en

- ] interaccion con comunidades cada
% vez mas amplias.
V2a. Habilidad para buscar, X X
organizar, contrastar, priorizar
y sintetizar informaciones

8 procedentes de distintos sistemas y

S de diferentes entornos.

> 2

> = V3a. Capacidad de detectar X

\gﬂ é las intenciones o intereses que

é subyacen tanto en las producciones

= corporativas como en las populares,

asi como su ideologia y valores,
explicitos o latentes, adoptando una
actitud critica ante ellos.

e Lectura, interpretacion y andlisis critico de mensajes que contengan informacio-
nes sobre relaciones espaciales, graficos estadisticos, pictogramas,... extraidos de
distintos medios (incluidos los medios de comunicacion), libros, diarios, Internet
y otros (Asturias, Cantabria, Canarias, Castilla La Mancha, Castilla y Le6n, Cata-
luia, Extremadura, Galicia, Madrid y Navarra) (L1a y L2a).

e Utilizacion de recursos digitales para comprobar realidades matematicas de forma
grafica y compartir informacion y resultados en formato textual y/o audiovisual
(Cantabria) (P4e).

e Analisis y uso critico de la informacion obtenida en la red, para realizar investi-
gaciones y proyectos, y para expresarse y comunicarse, utilizando recursos y pro-
gramas informaticos adecuados a cada finalidad, con autonomia personal y grupal
(Cantabria y Galicia) (V3a).

e Obtenciodn y utilizacion de informacion para la realizacion de graficos (Castilla y
Leén) (L3ay L4a).

e Realizacidn, interpretacion y uso de planos de itinerarios conocidos utilizando di-
ferentes soportes (Catalufia) (L3a y L4a).

* Busqueda y recogida de informacion sobre temas del area (Galicia) (V2a).

* La comunicacion y los numeros. Interpretacion de textos numéricos sencillos de
la vida cotidiana: escaparates con precios, folletos publicitarios,... (Pais Vasco)
(L4a).
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Respecto a los criterios de evaluacion que se interrelacionan con la competencia
mediatica podemos destacar los siguientes:

e Representar los datos de un problema mediante graficos, flechas, diagramas o ta-
blas de doble entrada (Asturias) (L1e).

e Realizar, construir, leer e interpretar representaciones graficas de un conjunto de
datos relativos al entorno inmediato para: recoger y registrar informacion cuan-
tificable en tablas, utilizar graficos, interpretar y comunicar, oralmente y/o por
escrito, la influencia de tablas de datos y graficos, valorar datos estadisticos reco-
gidos en la prensa e Internet (Asturias, Castilla y ledn, Catalufia, Madrid, Region
de Murcia y Valencia) (L1a).

e Aplicar herramientas tecnoldgicas conocidas a nuevas tareas en el proceso de
aprendizaje: editores graficos, aplicaciones del portal educativo, TIC, Internet
(Canarias y Castilla La Mancha y Pais Vasco) (T1a).

* Conocer las estrategias de comprension lectora en los mensajes transmitidos por
distintos textos (Castilla y Leon y Madrid) (L2a).

* Dibujar y construir figuras geométricas en diferentes soportes y con distintos ins-
trumentos. Utilizar las TIC para representar modelos geométricos, interpretar y
realizar representaciones espaciales (planos, mapas, maquetas, itinerarios,...)
(Castilla y Leon y Catalufia) (T2e).

* Uso de las TIC para calcular y buscar propiedades de los nimeros y operaciones
(Cataluiia) (T2e).

* Resolver problemas diversos relacionados con el entorno aplicando las TIC (Ga-
licia) (T2e).

* Interpretar diversas informaciones estadisticas provenientes de los medios de co-
municacion (Pais Vasco) (V2a).

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Anteriormente, se ha sefialado la ausencia de estudios sobre competencia medidtica y
su implicacion metodoldgica. Por dicho motivo, a través del analisis de este estudio pre-
sentamos una panoramica mas especifica de la vinculacion que existe entre la competen-
cia mediatica y el curriculo de Matematicas regulado en la normativa que lo aplica en las
distintas comunidades autonomas.

A pesar de partir de un curriculo comn para todo el estado espafiol, marcado en el
Real Decreto 1513/06, de 7 de septiembre, entre estas comunidades autonomas se apre-
cian diferencias en cuanto a los objetivos y criterios de evaluacion vinculados con la
competencia medidtica, pero son los contenidos el elemento curricular que no se incor-
pora del mismo modo en los curriculos autonémicos. Esta situacion ya la puso de mani-
fiesto Sierra 'y Lopez (2012) al expresar la descentraliacion que habia sufrido el curriculo
de matematicas en la ultima década del siglo XX. Por tanto, se hace evidente la necesi-
dad de implementar a nivel nacional una politica educativa en medios comun y compar-
tida, que no genere inestabilidades regionales y que favorezca la implementacion de la
competencia mediatica en la ensefianza obligatoria. De esta manera, se podra alcanzar la
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capacidad critica, pilar sustancial de la ciudadania medidtica responsable. En este sen-
tido, Goiii (2009, p. 45) afirma que “la competencia matematica aplicada al medio social
debiera ser el referente fundamental a la hora de organizar el curriculo de la ensefianza
basica y obligatoria por razones de interés social general”. Las Matematicas pueden ser
el area que contribuya de manera decidida, no solo al avance de los medios en cuanto a
su componente técnico, sino también al desarrollo social. En esta misma direccion apun-
tan los estudios de Sahinkaya, Aladag y Aladag (2012) en el curriculum turco; estos
senalan que el alumnado ve las areas curriculares como piezas de un puzzle que no ter-
minan de encajar, igualmente sucede con el curriculo de Matematicas, los conocimien-
tos “estan ahi”, pero “;qué se hace con ellos? En este sentido, muestran los avances que
se pueden producir en la competencia matematica si esos conocimientos se interrelacio-
nan con aspectos de la vida cotidiana del alumnado.

Asimismo, el estudio de Yook-Kin y Herbert (2012) concluye que el uso de Internet
en el aprendizaje de determinadas destrezas matematicas constituye un recurso de gran
potencial para que el alumnado “siga enganchado” a las Matematicas a lo largo de su
vida. Los estudios de Gomez-Chacon (2010) también muestran esta predisposicion del
alumnado hacia las nuevas tecnologias.

Aunque se ha mostrado que la presencia de la competencia mediatica en los objeti-
vos del area de Matematicas son muy bajos (5,45%), aumentando solamente en los con-
tenidos con un 12,72% y un porcentaje ligeramente superior del 16,36% en los criterios
de evaluacion, la presencia de la competencia mediatica en el area de Matematicas es un
hecho. Esta presencia puede garantizar el empleo de los medios de comunicacion como
ese recurso necesario para que las Matematicas “salten” al espacio publico, a la vida co-
tidiana de alumnado y docentes.

Asimismo, la relacion del area curricular analizada y las dimensiones de la competen-
cia mediatica indica que existe una identificacion de los procesos de analisis y de expre-
sion en las dimensiones de Lenguajes, Tecnologia, Procesos de produccion y difusion e
Ideologia y valores; sin embargo, dicha identificacion no se hace patente en la dimension
de Ideologia y valores. Aunque en las dimensiones de Procesos de interaccion 'y Esté-
tica no aparece evidencia alguna de la presencia de la competencia mediatica en el curri-
culo de Matematicas del segundo ciclo de educacion primaria, ésta podria encontrarse en
el correspondiente al tercer ciclo. Los procesos analiticos y expresivos de estas dimen-
siones contribuirian, de igual modo, al desarrollo de diferentes destrezas matematicas.

En este sentido, cabria sefialar los principios propuestos por Zanocco (2006, p. 145)
para la ensefianza de las Matematicas, estos son: contextualizacion, accidon-reflexiva,
realistico, significatividad, metacognicion y comunicacion. A través de este ultimo, el
alumnado debe “verbalizar sus aprendizajes matematicos a través de diversos lengua-
jes: iconicos, simbolicos, verbales, entre otros”. Todos estos lenguajes quedan reco-
gidos en la primera dimension, que precisamente ha sido designada con el nombre de
“Lenguajes”.

Por su parte, Marta (2008) manifiesta en un estudio realizado que las familias no
se encuentran capacitadas para ensefar a sus hijos como hay que “ver” la television al
tiempo que afirman que ha de ser la escuela la institucion que debe “ensefiar” a ver la te-
levision. El curriculo escolar incorpora este reto y desde el area de Matematicas esto es
posible, al igual que “aprender” Matematicas desde los “+ X”.
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Resumen: En este articulo se analizan los procedimientos asociados a la probabilidad
en dos series de libros de texto de educacion primaria, observando la introduccion de
procedimientos basicos ligados a los enfoques intuitivo, clasico, frecuencial y subjetivo.
Al comparar las dos series, es notable el diferente tratamiento del enfoque frecuencial,
ya que una solo presenta el punto de vista estadistico, mientras que la otra, ademas, de-
sarrolla el punto de vista probabilistico. Respecto a los enfoques de la probabilidad, el
intuitivo esta presente en todos los ciclos y los demas en los dos ultimos, el subjetivo uni-
camente se menciona tangencialmente.

Palabras clave: Libros de texto, significados de la probabilidad, procedimientos.

Probabilistic procedures in Spanish primary school
mathematics textbooks

Abstract: In this paper we analyses probabilistic procedures in two series of primary
school textbooks and observe that they include basic procedures linked to the intuitive,
classical, frequentist and subjective approaches. In comparing the two series we no-
ticed a difference in the frequentist approach, since one publisher only focus on the sta-
tistical point of view, while the other also presents the probabilistic approach. While the
intuitive approach is developed at all the cycles, the remaining meanings appear only
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at the second and third cycle; moreover the, subjective approach is only taken into ac-
count implicitly.
Keywords: Textbooks, meanings of probability, procedures.

INTRODUCCION

En los ultimos afos se ha reconocido la necesidad de formar el conocimiento y ra-
zonamiento probabilistico desde la infancia, para que el ciudadano pueda desenvolverse
con éxito en las situaciones inciertas. La importancia de la probabilidad en la vida diaria
y en el curriculo es visible en diversas publicaciones (por ejemplo NCTM, 2000; Jones,
2005; Jones, Langrall, y Mooney, 2007; Batanero, Burril, y Reading, 2011).

Como consecuencia, en Espaiia, siguiendo la tendencia internacional, se ha incluido
recientemente la ensefianza de la probabilidad desde los primeros niveles educativos. El
decreto de ensefianzas minimas para la educacion primaria (MEC, 2006) sugiere, para
los tres ciclos, contenidos referidos al caracter aleatorio de experiencias en las que inter-
viene el azar (Bloque 4. Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad).

Este documento curricular, analizado en Gémez y Contreras (2013, 2014), asi como
el curriculo basico promulgado recientemente (MECD, 2014), promueven iniciar al
nifio en los conceptos y procedimientos probabilisticos elementales, mediante juegos,
experimentos y observacion de fendmenos naturales; para que aprenda a identificar las
situaciones aleatorias y llegue, al final de la etapa, a asignar algunas probabilidades
sencillas.

En este trabajo analizamos la introduccion de procedimientos probabilisticos en dos
series completas de libros de texto de educacion primaria en Espafia, utilizando el enfo-
que ontosemidtico de la cognicidn e instruccidn matematica (Godino, Batanero, y Font,
2007), con el proposito de orientar al profesor en su uso y alertarle de posibles problemas
de comprension por parte de los nifios. Una vez expuesto brevemente el marco teorico y
el método utilizado, se aportan los resultados obtenidos, resaltando los diferentes signi-
ficados que subyacen y comparando las dos series en cada ciclo de la educacion prima-
ria. Se finaliza con unas implicaciones para la ensefianza y la formacion de profesores.

FUNDAMENTOS
Marco teorico

La importancia de los libros de texto en el aula ha sido reconocida por diversos au-
tores (por ejemplo Lowe y Pimm, 1996; Herbel, 2007). Los libros son un proceso de
la transposicion didactica, descrita por Chevallard (1991), y que consiste en la adapta-
cion del conocimiento matematico formal que se ha adaptado para convertirlo en cono-
cimiento matematico para ser ensefiado. El analisis de libros de texto es un componente
del analisis curricular, dado que el curriculo escrito y la forma en que lo interpretan los
profesores es un paso entre el curriculo pretendido y el implementado en el aula (Her-
bel, 2007).
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Por otro lado, conocimiento conceptual y procedimental son dos partes de un con-
tinuo y estan relacionados (Rittle-Johnson y Alibali, 1999; Rittle-Johnson, Siegler y
Alibali, 2001), siendo de interés trabajar en ambas partes. En tal sentido, este articulo
completa otros previos sobre la probabilidad en la educacion primaria, mas concreta-
mente, sobre el andlisis de orientaciones curriculares (Gémez y Contreras, 2013, 2014),
el lenguaje en los libros de texto (Goémez, Ortiz, Batanero, y Contreras, 2013), y los con-
ceptos y propiedades (Gomez, Ortiz, y Gea, 2014). En lo que sigue se profundiza en la
parte procedimental y en sus relaciones con la conceptual.

Los procedimientos cobran gran importancia en el Enfoque Onto-Semidtico (EOS),
donde los objetos matematicos emergen de las practicas de un sujeto (persona o institu-
cion) al resolver problemas (Godino, Batanero, y Font, 2007). En consecuencia, cuando
se quiere caracterizar el significado de un objeto para una persona o para una institucion
(por ejemplo, los libros de texto), las practicas observables son los indicadores empiricos
que nos permiten esta caracterizacion. Dentro de estas practicas, cobran un papel funda-
mental en la ensefianza los procedimientos, donde incluimos todos los algoritmos, opera-
ciones y técnicas de calculo que se ensefia a los estudiantes para resolver los problemas.

Asimismo, los autores mencionan que al analizar las practicas matematicas (por ejem-
plo, los procedimientos incluidos en los textos) se pueden reconocer posibles conflictos
semidticos, entendiendo por tales “cualquier disparidad o discordancia entre los signi-
ficados atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones)” (Godino,
Batanero, y Font, 2007, p.133). En nuestro caso, serian las posibles disparidades entre
el significado matematico de un procedimiento y el significado presentado en el texto.

Significados de la probabilidad

Dada la diferenciacion entre significados atribuidos a la probabilidad a lo largo de su
historia (Batanero, 2005; Batanero y Diaz, 2007), analizaremos en el trabajo cuales pro-
cedimientos estan ligados a los significados de la probabilidad mas relevantes para la en-
sefanza escolar. Estos significados se describen a continuacion.

Significado intuitivo. Las primeras ideas intuitivas sobre probabilidad surgen liga-
das a las apuestas. Este significado intuitivo utiliza la probabilidad sin formalizacion y
sin llegar a una asignacion numérica, es decir, en forma cualitativa. Es muy adecuado
en la educacion primaria, pues el interés de los nifios por los juegos puede usarse en la
ensefianza para introducir la nocion de probabilidad. Reconociendo la impredecibilidad
de los resultados, los niflos pueden percibir que algunos sucesos merecen mas confianza
que otros, en funcién de su experiencia. La asignacion de probabilidades, desde este sig-
nificado, se puede hacer comparando la verosimilitud de sucesos con palabras del len-
guaje habitual.

Significado cldsico. La teoria de la probabilidad tiene su origen formal en el siglo
XVII. Esta acepcion se asocia a la definicion de probabilidad dada por Laplace, donde la
probabilidad de un suceso es el cociente entre el nimero de casos favorables al mismo y
el nimero de casos posibles (considerando todos los casos como equiprobables). A pesar
de que solo puede aplicarse a experimentos aleatorios con un nimero finito de posibili-
dades, este significado ha primado en la escuela durante muchos afios. La razon es que
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puede utilizarse para calcular probabilidades en juegos de azar (ej., con dados, monedas,
urnas) que forman parte de la vida cotidiana del nifio. Sin embargo, en cuanto tratamos
de calcular la probabilidad en experimentos compuestos, el calculo se complica, pues se
requiere razonamiento combinatorio, que es dificil para los estudiantes. Por otra parte,
la ausencia de contraste con otros significados de la probabilidad promueve el sesgo de
equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), donde se consideran equiprobables todos los resulta-
dos aleatorios, incluso aquellos que no lo son, y que es persistente con la edad.

Significado frecuencial. La observacion de que las frecuencias relativas de los su-
cesos aleatorios parecen tener un limite fijo cuando se repite el experimento un gran ni-
mero de veces y la demostracion por Bernoulli de la primera ley de los grandes numeros
llevé al significado frecuencial. En esta acepcion la probabilidad se define como el li-
mite hacia el cual tiende la frecuencia relativa, en un gran nimero de ensayos repeti-
dos en las mismas condiciones. El significado frecuencial es adecuado en la ensefianza,
porque tiene una aplicacion mas amplia que el clasico en muchos fenémenos de la vida
real y conecta la estadistica con la probabilidad. Ademas, las posibilidades actuales de
simulacion facilitan el tratamiento de este enfoque (Fernandes, Batanero, Contreras, y
Diaz, 2009).

Significado subjetivo. En los anteriores significados, la probabilidad es un valor ob-
jetivo, independiente de la persona que la asigna. Esta acepcion desaparece y la proba-
bilidad se convierte en un valor subjetivo mediante el teorema de Bayes. El significado
subjetivo de la probabilidad donde todas las probabilidades se asumen como condiciona-
das a un sistema de creencias es apropiado en situaciones como el diagnostico médico o
la evaluacion de un estudiante. En estas situaciones, el que asigna la probabilidad (mé-
dico o profesor) puede tener una informacion sobre el suceso que le permite mejorar su
asignacion de probabilidades. Estd basada en el teorema de Bayes, que permite trans-
formar probabilidades a priori en probabilidades a posteriori, utilizando la informacion
de los datos observados. Desde el punto de vista de la ensefianza, Borovcenik (2012) se-
fiala su escasa presencia, en curriculos vigentes. Aunque la probabilidad condicional y el
teorema de Bayes se retrasan a la educacion secundaria, Godino, Batanero y Cafizares
(1987) sugieren usar en forma intuitiva este enfoque, en la educacion primaria, con situa-
ciones cotidianas del nifio; se comenzaria asignando valores por parte del nifio a las pro-
babilidades, que se revisarian posteriormente con nuevas experiencias.

Investigaciones previas

La presentacion de la probabilidad en libros de texto ha recibido baja atencion en la
investigacion; debido a que hasta la Giltima década estaba ausente en la educacion prima-
ria, los estudios previos se habian concentrado en la educacion secundaria.

Ortiz (2002) analiz6 los procedimientos asociados a la probabilidad en dos libros
de texto espafioles para alumnos de 14-15 afios, abarcando el periodo 1975-1991. El
autor observd escasez de procedimientos ligados a conceptos como espacio muestral,
frecuencia relativa, probabilidad estimada, dependencia e independencia. Sus resulta-
dos muestran un predominio de procedimientos algoritmicos como el calculo de la regla
de Laplace y que apenas aparecen procedimientos relacionados con los significados
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frecuencial y subjetivo, que tedricamente si se presentan. Asimismo, el autor ilustra al-
gunos sesgos observados en estos libros, indicando que, para evitar su transmision a los
alumnos, el uso de textos debe estar acompafiado de una vigilancia epistemoldgica por
parte del profesor.

Azcarate y Serradd (2006) y Serrado, Azcarate y Cardefioso (2006) analizaron el con-
tenido de probabilidad en cuatro series de libros de texto de educacion secundaria obli-
gatoria. Encontraron diferencias en su desarrollo: mientras dos editoriales presentan los
contenidos de forma lineal, comenzando con nociones tedricas y actividades de aplica-
cion; las otras dos organizan de forma helicoidal, alternan nociones tedricas con activi-
dades basadas en recursos manipulativos y trabajo cooperativo. Los autores concluyen
que hay diferenciacion en el nivel de desarrollo de los significados segun editoriales, en
unas predomina el clasico y en otras el frecuencial; ademas, notaron ausencia de relacion
entre la experimentacion y las nociones tedricas.

Teniendo en cuenta estos antecedentes, el objetivo de este trabajo es describir todos
los procedimientos presentados en las dos series de texto analizadas sobre la probabili-
dad y clasificarlos por ciclo y segun el significado de la probabilidad al que estén asocia-
dos. Esta informacion puede ser de utilidad para profesores en ejercicio en la preparacion
de sus clases o para complementar o modificar los libros de texto, y para los formadores
de profesores, quienes la pueden utilizar en dicha formacion. En lo que sigue se presen-
tan el método y resultados del estudio.

METODOLOGIA

Las series de los libros de texto analizados se eligieron por ser las mas utilizadas en
Andalucia en el curso 2011-2012 (segtin datos de la web de la Consejeria de Educacion).
Cada editorial tiene varios proyectos vigentes, dependiendo del ciclo. Nuestra muestra
intencional esta constituida por diez libros de texto (ver Anexo). Se revisaron las series
completas tomando los textos en que aparecia probabilidad.

El analisis fue cualitativo y adapta la metodologia de Cobo (2003):

1) Enlos libros de texto se identifican paginas o capitulos que incluyen temas de azar
o probabilidad. De ellas se toman los parrafos que incluyen procedimientos, que
seran las unidades de analisis.

2) Se clasifican los procedimientos seglin estén ligados a los significados intuitivo,
clasico, frecuencial y subjetivo.

3) A través de un proceso ciclico e inductivo, de lectura de los libros y de dis-
cusion y revision por los autores, se fijan las categorias de analisis para cada
significado. Nos basamos en los documentos curriculares y trabajos previos
(Ortiz, 2002; Batanero, 2005; Batanero, Henry, y Parzysz, 2005; Batanero y
Diaz, 2007).

4) Las categorias observadas se ilustran con ejemplos seleccionados de los tex-
tos analizados. También se organizan en tablas, cuya lectura facilite concluir
con respecto a la presentacion de procedimientos probabilisticos en estas dos
series.
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RESULTADOS inchca cusdion. 0o LS. AAgUGnIcs situaciones deporden
del aunar,
Observamos una amplia variedad o T O Lo

de algoritmos, operaciones y técni-
cas de calculo basicos que se aplican
para resolver problemas probabilisti-
cos, en los que se utiliza terminologia
informal. A continuacién presenta-
mos los procedimientos que observa-
mos, clasificados de acuerdo con el
significado de la probabilidad al que
correspondan.

Procedimientos relacionados con el
significado intuitivo

Consideramos en este apartado
todos aquellos procedimientos en que Figura 1.Distincion de fendmenos aleatorios y
la asignacion de probabilidades es ob- deterministas ([T3], p. 205)
jetiva, pero no se pide al nifio el valor
numérico, sino s6lo una graduacion
cualitativa.

PRII. Distinguir fenomenos aleatorios y deterministas. Los textos analizados evo-
can situaciones conocidas por el nifio, e invitan a la reflexion sobre la presencia del azar
en tales situaciones. El reconocimiento de este tipo de experiencias fortalece la compren-
sion de los conceptos de aleatoriedad y experimento aleatorio. Un ejemplo se presenta
en la Figura 1.

PRI2. Reconocer la impredecibilidad de un resultado. Los textos analizados piden
al nino decidir si se puede predecir o no el resultado que se obtendra, antes de la experi-
mentacion, en situaciones conocidas. Esta reflexion conlleva al reconocimiento de la va-
riabilidad en los resultados y de la propiedad de impredecibilidad; por ejemplo al nifio
de primer ciclo se presenta una ruleta hexagonal de seis colores y se pregunta “Antes de
girar la ruleta, ;podemos saber qué color saldra? __ Si _ No” ([T6], p. 165).

PRI3. Reconocer tipos de sucesos (posibles, imposibles, seguros). Los textos anali-
zados plantean este procedimiento con dos clases de situacion didactica: presentan a la
vez varios sucesos, cada uno ligado a un experimento diferente (como en la Figura 2), o
presentan un experimento y definen varios sucesos referidos a éste (como en la Figura 3).

PRI4. Valorar cualitativamente posibilidades. Los textos presentan situaciones di-
dacticas para que el nifio distinga niveles de posibilidad de ocurrencia de un suceso aso-
ciado a un cierto experimento aleatorio por medio de expresiones verbales, como “muy
probable” o “poco probable”.

PRI5. Comparar cualitativamente probabilidades. Dados dos 0 mas sucesos, se pide
elegir el que parece mas (o menos) probable. Este tipo de actividades aparecen en el
ejemplo mostrado en la Figura 3.

30 Epsilon, 2014, Vol. 31 (2), n° 87, 25-42, ISSN: 2340-714X



Procedimientos probabilisticos en libros de texto de matemdticas para educacion primaria en Espana
Emilse Gomez-Torres, Carmen Batanero y José Miguel Contreras

Escribe posible, seguro o imposible.
$Sumarén 152 3Serd de fresa? 3Encestard?

HS o @

Figura 2 Reconocimiento de tipos de sucesos ([T1], p. 188)

Indica qué tipo de suceso es sacar una bola azul en
cada caja:

(__igual de probable ) (  poco probable

muy probable imposible (_ seguro )

i . ff

]

@
o

Figura 3. Comparacion cualitativa de probabilidades ([TS8], p. 125)

Procedimientos relacionados con el significado clasico

Son aquellas situaciones en que el espacio muestral del experimento es finito con su-
cesos equiprobables y se pide al nifio estimar o calcular la probabilidad o bien analizar

los experimentos o sucesos implicados.

PRCI. Analizar diferentes juegos de azar. Los textos analizados evocan juegos cono-
cidos por el nifio, como el parchis o los sorteos, y proponen comparar (o calcular) la pro-
babilidad de algunos sucesos relacionados con estos juegos, mas que la reflexion sobre

sus caracteristicas.
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del espacio muestral B T UM DADO Of s
([T5], p.205)

PRC2. Enumerar o contar casos favorables y posibles. En los textos analizados iden-
tificamos dos niveles para este procedimiento, de acuerdo con la complejidad del expe-
rimento. El primer nivel trata de enumeracion en experimentos simples, donde se pide la
lista de posibles resultados sin una técnica, como en la Figura 4.

El segundo nivel de enumeracion en experimentos compuestos potencia el interés de
los nifios para buscar procedimientos de enumeracion sistematica, apoyados de graficos
como el diagrama en arbol, pues las técnicas de combinatoria no se desarrollan formal-
mente en educacion primaria. Un ejemplo sencillo es el siguiente: “Copia y completa
todos los resultados posibles (cara-cruz), en la experiencia “tirar dos monedas al aire”,
una de 50 céntimos y otra de 10 céntimos” ([T5], p.205).

PRC3. Diferenciar casos favorables y no favorables. Los textos analizados se enfo-
can en identificar o enumerar casos favorables y posibles, previo a la aplicacion de la
regla de Laplace, tanto en experimentos simples como compuestos. El reconocimiento
de casos desfavorables esta también implicito y es un paso previo a la nocion de suceso
complementario.

PRC4. Distinguir sucesos elementales equiprobables. La mayoria de situaciones di-
dacticas asumen la equiprobabilidad de los sucesos elementales, sin hacerlo explicito;
en tales casos seria labor del profesor hacer notar esta propiedad y explicar las situacio-
nes bajo las cuales es valida para evitar en sus alumnos el sesgo de equiprobabilidad (Le-
coutre, 1992). Aunque las situaciones con sucesos elementales equiprobables aparecen
desde primer ciclo, mas adelante aparecen preguntas para diferenciar si los sucesos son
0 no equiprobables.

PRC5. Comparar probabilidades con razonamiento proporcional. Antes de la in-
troduccion de la asignacion numérica de probabilidades, algunas actividades proponen
comparar la probabilidad de un suceso en dos o mas situaciones. El objetivo principal es
la comparacion; la respuesta puede darse en términos de la relacion de orden sin asigna-
cion numérica de estas probabilidades (Figura 5).

PRC6. Aplicar la regla de Laplace en experimentos simples. La Serie 1 introduce la
asignacion numérica de probabilidades con el significado clasico en segundo ciclo y la
Serie 2 en tercero. Este procedimiento es muy frecuente en esta muestra de textos, que
presentan la forma de célculo sin mencion a sucesos elementales o compuestos, los cua-
les tampoco se definen, como es de esperar para la edad de los nifios:
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F<En qué bolsa hay mds posibilidades
G0 SACAR UMNA DOLA NEGRA?

Figura 5. Comparacion de

probabilidades con razonamiento
proporcional ([T3], p. 213)

La probabilidad de un suceso mide la posibilidad de que un suceso ocurra. Para cal-
cularla utilizamos una fraccion

Probabilidad Numero de casos favorables ([T10], p. 215).

Numero de casos posibles

PRC7. Decidir si un juego es equitativo o no. Los textos analizados rara vez propo-
nen reflexionar acerca de las condiciones globales del juego de azar que estan analizando
los nifios; en general, preguntan por probabilidades de resultados particulares o de que
gane algun nifio especifico. Decidir si un juego es equitativo en las situaciones plantea-
das en estos textos solo requiere la comparacion de las probabilidades de ganar de los ju-
gadores, pues son juegos sencillos que no incluyen valores de apuesta. La inica situacion
encontrada donde se pregunta si un juego es equitativo es la siguiente:

Rosa, Iria y Esteban no se ponen de acuerdo en qué pelicula ver en el cine. De-
ciden lanzar dos monedas: si salen dos caras elige Rosa; si sale cara y cruz elige
Iria. Si no, elige Esteban. ;Es justo? Ayudate de un dibujo, y explica tu respuesta.
([T9], p- 219).

Otros procedimientos donde se espera una asignacion de probabilidad con regla de
Laplace son los siguientes:

PRCS. Asignar probabilidad conjunta en un experimento compuesto de dos etapas
independientes. Como ya se ha indicado, los textos analizados no hacen distincién entre
experimentos simples y compuestos, de modo que los nifios tratan experimentos com-
puestos y calculan algunas probabilidades conjuntas sin utilizar lenguaje formal. Hay
pocas situaciones didacticas de este tipo, en ellas los sucesos conjuntos elementales son
equiprobables y el procedimiento seguido por los textos es aplicar la regla de Laplace.
Un ejemplo es el siguiente.
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Al sortear dos balones entre dos nifios y dos nifas, jcudl es
a probabilidad de que les toquen a las dos nifias? Y de
que toquen a un nifio y a una nifa?

wota: Empieza escribiendo todos los casos posibles.

Figura 6.

Asignacion de

probabilidad conjunta

en experimentos

dependientes
([T5], p. 209) i

ANA @ JESUS

En la experiencia “tirar dos monedas”:
a) (Cual es la probabilidad de obtener dos cruces?
b) ;Y la de obtener una cara y una cruz? ([T5], p. 209).

PRCY. Asignar probabilidad conjunta en un experimento compuesto de dos etapas
dependientes. El analisis de experimentos compuestos de dos etapas dependientes consti-
tuye un avance importante en el desarrollo del razonamiento probabilistico del nifio, pues
requiere, por ejemplo, que el nifio reconozca la interseccion de sucesos, la importancia
que puede tener el orden y la dependencia (sin conocer atn la probabilidad condicional).
Hay muy pocas situaciones didacticas de este tipo; un ejemplo se observa en la Figura 6.

Procedimientos relacionados con el significado frecuencial

En este apartado consideramos los procedimientos en que se estima la probabilidad,
en base a la frecuencia relativa, y los previos para hacer esta estimacion, como clasifica-
cién de atributos o célculo de frecuencias relativas.

PRF1I. Enumerar o discriminar atributos en un colectivo. La recoleccion de datos
es poco frecuente en estos textos; la discriminacion de atributos en un colectivo aparece
pocas veces y se realiza a partir de una lista de datos disponible en el mismo enunciado.
El siguiente ejemplo propone la construccion de la tabla para una variable, que implica
identificar y enumerar los diferentes atributos observados:

Al preguntar a un grupo de chicos y chicas por su postre preferido se obtuvieron
las respuestas siguientes:

helado — flan — fruta — fruta — helado — natillas — yogur — natillas — helado — fruta
— flan — yogur — fruta — helado — yogur — fruta — flan

a) Construye la tabla de frecuencias de los datos e indica cuales son la frecuencia
absoluta y relativa del helado. ([T5], p. 199)

PRF2. Calcular la frecuencia relativa (de atributos) a partir de observaciones o
datos. En la Serie 1, todas las actividades dedicadas a estadistica descriptiva del 6°
curso, se orientan a calcular frecuencias relativas de valores observados de una variable
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Estas son las notas que ha obtenido un grupo de alumnos
en la ditima evaluacidn:

5 89 8 8 T Nl B3
4 10
S5 3 7 8 AR T -

Con esos datos, construye |a tabla de frecuencias y responde.

Figura 7. Representacion ) _
= ;Qué nota tiene mayor frecuencia absoluta? ¢Y mayor fre-

tabular de una distribucion : : sl
cuencia relativa? ¢Qué observas?

([T5], p. 192)

estadistica a partir del listado de datos, de un grafico o la tabla de recuentos. Hay pocas
actividades en las que el nifio calcule la frecuencia relativa a partir de los datos o de la
observacion; un ejemplo se observa en la Figura 7.

PRF3. Representar una distribucion de frecuencias en forma tabular o grdfica. Este
procedimiento solo se asocia a la estadistica y no a la probabilidad en nuestra muestra de
textos. La representacion de una distribucion de frecuencias es el ultimo paso en la evo-
lucion del uso de lenguaje tabular y es un paso previo a la estimacion de probabilidades.
Un ejemplo se muestra en la Figura 7 donde a partir de una lista de datos de una variable
se propone la construccion de la tabla. La representacion grafica de las frecuencias ab-
solutas se realiza desde primer ciclo informalmente. Este nivel de representacion es mas
accesible a los nifios que la representacion grafica de frecuencias relativas, que no se pro-
pone en estos textos, suponemos que debido a la dificultad del cambio de escalas con nu-
meros enteros a escalas con decimales o fraccionarios. Hacemos notar, sin embargo, que
para el nuevo curriculo (MECD, 2014) se espera que los nifios al final de la primaria tra-
bajen tablas de frecuencias relativas.

PRFA4. Leer e interpretar tablas de doble entrada (experimentos compuestos). El uso
de lenguaje tabular para experimentos compuestos es poco frecuente; algunas tablas de
doble entrada se encuentran en la parte de tratamiento de datos, ninguna en la parte de
probabilidad.

PRF5. Estimar la probabilidad a partir de ensayos repetidos. Todas las situacio-
nes didacticas, en la seccion de “probabilidad a partir de datos” de la Serie 1 en cuarto y
sexto curso, se orientan a proporcionar una estimacion para una probabilidad; en la ma-
yoria de casos, a partir del listado de datos o la tabla de recuentos (Figura 10), en pocas
situaciones, proponiendo la experimentacion por parte del nifio (Figura 8).

PRF6. Reconocer el cardcter aproximado de la estimacion del valor de probabili-
dad. En estos textos no hay mencion explicita a la diferencia entre el valor teorico de
la probabilidad y su estimacion; queda en manos del profesor hacer esta aclaracion, asi
como explicar la diferencia entre “calcular la probabilidad”, del significado clasico, y
“estimar la probabilidad”, del significado frecuencial. Solo una situaciéon didactica per-
mite reflexionar acerca del caracter aproximado de la estimacion de probabilidades (Fi-
gura 9). Esta actividad también permitiria contrastar el valor teorico con el estimado, que
dejaria en evidencia la calidad de la aproximacion.
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Busca un tapon o una chapa d¢ botella. Timla ol aire
20 veces y anola cudntas cae del derecho y cudnias

Figura 8.
Estimacion de
una probabilidad

teorica ([T3],p- | w JEn qué posicion tiene mds posibilidades de caer?
211)

han ha tirado 20 veces dos monedas iguales y ha ido
angtando los resultados.

Figura 9. Variabilidad de las | FePite W |a experiencia y compara s resullados

. . con los de lvin,
frecuencias en dos series de 20
ensayos ([T3], p. 211). D} &A cudl de los res resultados apostarias?

PRF7. Analisis de experimentos en los que puede aplicarse el significado frecuen-
cial. Los textos presentan diversidad de situaciones adecuadas para la aplicacion del sig-
nificado frecuencial, sin analizar las razones que justifican esta aplicacion. En la mayoria
de casos no se dispone de suficiente informacion de tipo estadistico, para que la asigna-
cion frecuencial de probabilidades sea suficientemente precisa, pues el tamafio de mues-
tra es pequefio.

PRFS. Reflexionar sobre la fiabilidad. Los textos s6lo hacen mencion a la fiabili-
dad en dos ocasiones, cuando se enuncia la propiedad y en la actividad de la Figura 10.

PROCEDIMIENTOS RELACIONADOS CON EL SIGNIFICADO SUBJETIVO

El tnico procedimiento relacionado con el significado subjetivo esta presente de
forma implicita en los textos analizados.

PRS1. Analizar experimentos donde la probabilidad depende de informacion per-
sonal. Se presentan algunos experimentos aleatorios ligados a fenomenos naturales, si-
tuaciones cotidianas o a juegos de destreza que se pueden analizar con el significado
subjetivo dependiendo de la disponibilidad de informacién o del conocimiento previo.
En el siguiente ejemplo, el conocimiento del nifio puede llevar a respuestas parcialmente
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Figura 10. Reflexion sobre la el et
fiabilidad de una estimacion de B} ¢ Oy Lorey by probabidied mds olov mla?
probabilidad | skl de lam dos o5 mds fabia?
([TS], p. 210)

diferentes para la misma pregunta: “Escribe todos los resultados posibles en la experien-
cia “lanzar tres tiros libres”” ([T5], p. 214).

Para resumir los hallazgos se presentan las Tablas 1 y 2. En la primera se observa que
ambas editoriales atienden las directrices curriculares al incluir procedimientos de cada
uno de los significados, aunque con diferente intensidad. La presencia del significado in-
tuitivo es notable en toda la educacion primaria, donde los procedimientos de reconoci-
miento aparecen desde el primer ciclo y los de valoracion y comparacion desde segundo
ciclo. El ciclo en que se introducen procedimientos del significado clasico varia de una
editorial a otra. En el significado frecuencial, el foco de atencion varia de una editorial a
otra, solo la Serie 1 incluye procedimientos de naturaleza probabilistica; ambas incluyen
procedimientos de naturaleza estadistica, y ninguna incluye procedimientos de simula-
cion, que estan sugeridos en los documentos curriculares (MEC, 2006; MECD, 2014).
Los procedimientos del significado subjetivo estan implicitos en otros, y tienen baja pre-
sencia en estos textos.

En la Tabla 2 se observa que ambas editoriales mencionan en el ultimo ciclo procedi-
mientos importantes de los significados clasico y frecuencial que no se identificaron en
el analisis de los documentos curriculares (Goémez y Contreras, 2013). En la Serie 1, ob-
servamos la inclusion de dos procedimientos, enmarcados en situaciones del significado
clasico, que son trasversales a los cuatro significados (PRC8 y PRC9), con respecto al
desarrollo del significado axiomatico. Por otra parte, resaltamos que la Serie 2 incluye
procedimientos que implican creatividad, en los dos tltimos ciclos pregunta al nifio por
su propia ejemplificacion de conceptos.

Ortiz (2002) identificod en su estudio, con baja frecuencia, procedimientos de mayor
complejidad, por ejemplo el calculo de probabilidades de sucesos compuestos con expe-
rimentos compuestos dependientes, o con mas formalidad, como determinar la distribu-
cion de una variable aleatoria. Es razonable que no aparezcan en nuestro estudio, al ser
libros de educacion primaria. Al igual que este autor, observamos el predominio de pro-
cedimientos algoritmicos sobre los interpretativos, y que una de las editoriales presenta
pocos procedimientos del significado frecuencial, y inicamente en el contexto estadistico.
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Tabla 1. Procedimientos presentes en los libros de texto y
en los documentos curriculares

Primer Segundo Tercer
ciclo ciclo ciclo
Serie 1 2 1 2 1 2
Intuitivo
PRII. Distinguir fenomenos aleatorios y
.. X X X X X X
deterministas
PRI2. Reconocer la impredicibilidad de un
X X X X X X
resultado
PRI3. Reconocer tipos de sucesos X X
PRI4. Valorar cualitativamente posibilidades X X X X
PRIS. Comparar cualitativamente
o X X X X
posibilidades
Clasico
PRCI. Analizar juegos de azar X X X X X X
PRC2. Enumerar o contar casos favorables y
. X X X X
posibles
PRC3. Diferenciar casos favorables y no
favorables
PRCA4. Distinguir sucesos elementales
. X X X
equiprobables
PRCS5. Comparar con razonamiento « « <
proporcional
PRC6. Aplicar regla de Laplace en < < <
experimentos simples
Frecuencial
PRF1. Enumerar o discriminar atributos X X X X X X
PRF2. Calcular frecuencias relativas a partir < X
de observaciones o datos
PRF3. Representar distribucion de frecuencias
, X X X X X X
en forma tabular o grafica
PRF4. Leer e interpretar tablas de doble X
entrada
PRFS. Estimar la probabilidad a partir de X X
ensayos repetidos
PRF6. Reconocer el caracter aproximado de < X
la estimacion
Subjetivo
PRS1. Analizar experimentos donde la
probabilidad depende de informacion X X X X
personal
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Tabla 2. Procedimientos presentes en los libros y ausentes en los documentos curriculares

Primer Segundo Tercer
ciclo ciclo ciclo

Serie 1 2 1 2 1 2

Clasico
PRC7. Decidir si un juego es equitativo X

PRC8. Asignar probabilidad conjunta en
experimentos independientes

PRC9. Asignar probabilidad conjunta en
experimentos dependientes

Frecuencial

PRF7. Analizar experimentos donde pueda
aplicarse el significado frecuencial

PRF8. Reflexionar sobre la fiabilidad de la
estimacion

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos mostrado la diversidad de procedimientos relacionados con la
probabilidad que se introducen, de forma implicita o explicita, en las series analizadas
de libros de texto de educacion primaria. Ademas, identificamos el significado de la pro-
babilidad en las actividades propuestas en estos libros de texto.

En general, ambas editoriales desarrollan los procedimientos ligados a los diferentes
significados sugeridos en las orientaciones curriculares. Asimismo, se presentan proce-
dimientos que no aparecen en los documentos curriculares y que han sido consideradas
por las editoriales, como se observé en la Tabla 2.

En ambas editoriales, los procedimientos propios del significado intuitivo de la pro-
babilidad se presentan desde el primer ciclo, y los del significado clasico desde el se-
gundo. Mientras que los del significado subjetivo practicamente se omiten; algunas
situaciones que podrian promover el andlisis de situaciones donde la probabilidad de-
pende de informacion complementaria son tratadas desde otro enfoque o su tratamiento
se deja en manos del profesor.

Con relacion al significado frecuencial se reconocen dos tipos de procedimientos
los de naturaleza probabilistica y los de naturaleza estadistica; las editoriales analizadas
hacen un trato diferenciado de éstos. Ambas series exponen procedimientos estadisticos
en todos los cursos; pero solo la Serie 1 presenta los probabilisticos, en los dos ultimos
ciclos. Hay también en las dos series escasa atencion a la experimentacion y nula a la si-
mulacion (que podria desarrollarse con ayuda de material manipulativo o tecnologia).
Creemos que la omision del significado frecuencial en la Serie 2 puede favorecer la apa-
ricion del sesgo de equiprobabilidad en los nifios; si extienden la aplicacion de la regla de
Laplace a todas las situaciones probabilisticas que enfrentan, ya que no conocerian otras
alternativas para asignar o aproximar numéricamente probabilidades. Por otra parte, el
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nimero de ensayos presentados en la Serie 1 es siempre menor que 30, lo que puede fa-
vorecer la creencia en la convergencia en pequefias muestras.

El tratamiento dado al significado subjetivo sigue las sugerencias de Godino, Batanero
y Cafiizares (1987) con respecto a usar en forma intuitiva este enfoque con situaciones
cotidianas del nifio, en la educacién primaria. Seria labor del profesor comenzar a suge-
rir la asignacion, por parte del nifio, de valores numéricos a las probabilidades, asi como
proponer la revision de estas probabilidades asignadas, después de nuevas experiencias.

Asimismo se observa el tratamiento inicial de cuatro de los cinco tipos de conocimiento
que forman parte de la alfabetizacion probabilistica, segiin Gal (2005): ideas probabilisti-
cas, asignacion de probabilidades, uso de lenguaje probabilistico y capacidad de contextua-
lizar, aunque no se hace énfasis en la evaluacion de la calidad de la informacion disponible.

Este analisis puede ser de interés a profesores y formadores de profesores, por cuanto
les alerta sobre posibles razonamientos errados, heuristicas y sesgos que se estén pro-
moviendo en los nifios, a través del libro de forma inconsciente. También puede usarse
para desarrollar mejor el curriculo, ya que hemos puesto de manifiesto la transversalidad
de algunos procedimientos presentes en los tres ciclos formativos y su progresion en el
tiempo. Ademas mostramos ejemplos de situaciones que pueden ser desarrolladas con
diferentes significados de la probabilidad.

El impacto de un libro de texto depende de multiples factores externos al libro, entre
ellos el estudiante, el profesor, su uso en el aula y el material complementario (Lowe y
Pimm, 1996). En este sentido, reconocemos que al profesor corresponde un importante
papel no sélo al decidir el libro de texto que recomienda a sus alumnos, sino también las
partes de éste a usar en la enseflanza, asi como los recursos con que debe ser complemen-
tado. Asimismo, es el profesor quien busca estrategias para que los estudiantes progresen
desde un enfoque intuitivo a los enfoques clasico, frecuencial y subjetivo.

Esperamos con este trabajo contribuir a la mejora de la ensefianza de las matemati-
cas, en particular de la probabilidad, en la educacion primaria, asi como facilitar la labor
del profesorado en el aula.
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ANEXO

Los libros de texto utilizados en el analisis fueron los siguientes:

Serie I: Editorial Anaya:

[T1]. Pérez, E., Marsa, M., Diaz, C., Ferri, T., y Cid, O. (2011). Matematicas 2. Proyecto
Una a una.

[T2]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., Martin, P., y Martinez, L. (2008). Matematicas 3. Proyecto Abre
la puerta, reedicion 2011.

[T3]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., Martin, P., y Martinez, L. (2008). Matematicas 4. Proyecto Abre
la puerta, reedicion 2011.

[T4]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., y Martin, P. (2009). Matematicas 5. Proyecto Abre la puerta.

[T5]. Ferrero, L., Gaztelu, 1., y Martin, P. (2009). Matematicas 6. Proyecto Abre la puerta.

Serie 2: Editorial S.M.

[T6]. Labarta, P., Santaolalla, E., Ferrandiz, B., y Galve, R. (2011). Matematicas. 2°. Prima-
ria. Conecta con Pupi, reedicion 2012.

[T7]. Pefia, M., Aranzubia, V., y Santaolalla, E. (2008). Matemdticas 3°. Proyecto Tirolina,
reedicion 2011.

[T8]. Pefia, M., Aranzubia, V., y Santaolalla, E. (2008). Matemadaticas 4°. Proyecto Tirolina,
reedicion 2011.

[T9]. Pefia, M., Santaolalla, E., Aranzubia, V., y Sanz, B. (2009). Matemdaticas 6°. Proyecto
Timonel, reedicion 2010.

[T10]. Aranzubia, V., Santaolalla, E., Roldan, J., y Pérez, E. (2009). Matemdticas 6°. Nuevo
proyecto Planeta Amigo.
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Comparacion de razones: “;qué es mejor, dos
pizzas medianas o una familiar?”

Bernardo Gémez Alfonso
Amparo Garcia Nadal
Universidad de Valencia

Resumen: En este trabajo se presenta una propuesta para evaluar situaciones de
desproporcion dentro del tema de razon y proporcion. Las tareas disefiadas para
el cuestionario son realistas extraidas de folletos de ofertas comerciales. Se anali-
zan las tareas sefialando sus componentes criticas y los patrones de respuesta de los
estudiantes.

Palabras clave: razony proporcion, resolucion de problemas, normalizary relativamente

Ratio comparisons: “what is better, two regular
pizzas or a large pizza?”

Abstract: This study presents a proposal to evaluate not proportion in ratio and propor-
tion situations. The tasks realized for the test are real and drawn from brochures of com-
mercial offers. Tasks are analyzed indicating its critical components and the students’
responses patterns.

Keywords: ratio and proportion, problem solving, norming and relatively

INTRODUCCION

El concepto de razon es muy complejo y requiere un proceso de aprendizaje a largo
plazo, donde es necesario que los estudiantes se vean confrontados con tantos aspectos
de la razon como sea posible, y emparejados a tantos fendémenos como se pueda. Aun-
que se trata de una relacion de equivalencia, definida por la igualdad: a:b=c:d si el par
(a, b) es equivalente a (c, d), su significado propio, lo que hace valiosa a la razén no es
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su valor numérico, sino hablar sobre igualdad o desigualdad de razones, sin conocer el
tamafio de la razon (Freudenthal, 2001, p.67). Otro aspecto importante es que una razon
es una relacion invariante y que cualquier cambio en el antecedente (numerador) produ-
cira un cambio en el consecuente (denominador); y que a diferencia de lo que ocurre con
las fracciones no se necesita conocer el “todo”, porque la relaciéon no cambia de valor
cuando cambia la cantidad total.

Los estudios sobre razon y proporcion han estado influidos por el papel central asig-
nado al razonamiento proporcional. Se distinguen dos tipos principales de estudios: los
que se centran en el desarrollo cognitivo y los que se orientan a la estructura y caracteri-
zacion del contenido matematico. Los primeros, se fijan en el estudio de las competen-
cias en el sentido de Fernandez, Figueras, Gomez, Monz6 y Puig (2009), es decir, lo que
el alumno puede o no puede hacer (Tourniaire y Pulos, 1985); los segundos, se centran
en el contenido matematico, como hace Freudenthal (2001) en su punto de vista feno-
menoldgico, donde propone que en vez de empezar por el concepto “y andar buscando
materiales que hagan concreto ese concepto se deberia buscar primero fenomenos que
pudieran compelir al estudiante a constituir el objeto mental que esta siendo matemati-
zado por el concepto”. Las aportaciones de estos autores son pues los antecedentes de
este trabajo.

LA INVESTIGACION PRECEDENTE Y LAS PREGUNTAS
DE INVESTIGACION

A lo largo de los ultimos afios se han usado diferentes tipos de tareas para evaluar
el razonamiento proporcional: Valor perdido, Comparacion numérica' y Comparacion y
prediccion cualitativa, Proporciones que implican conversion de razones a razones de
cambio o fracciones'y Problemas de traslacion, (Cramer y Post, 1993; Lesh, Post y Behr,
1988). A partir del analisis de las respuestas a estas tareas se ha obtenido la descripcion
de estrategias correctas: razon unitaria, factor de cambio, fraccion y producto cruzado;
e incorrectas: construccion progresiva, operaciones aleatorias y diferencia constante
(Cramer y Post, 1993; Hart, 1981).

Ademas, se han identificado variables que influyen en las decisiones de los estudian-
tes, unas son de tipo estructural y otras referentes al contexto. Entre las variables estruc-
turales, se distinguen dos tipos de comparaciones denominadas “interna” y “externa’ por
Freudenthal (2001) o “dentro” y “entre” por Noelting (1980).

Ligados a estos fendmenos, se sefiala la importancia de ideas tales como relativa-
mente o comparativamente. Estas ideas permiten comparar cantidades con referentes di-
ferentes transformando el referente.

A menudo hay razones que en principio son dificiles de imaginar o visualizar. En esos
casos, Freudenthal (2001) hace uso de un conjunto de técnicas a las que denomina nor-
malizar. La normalizacion es un proceso de reconceptualizacion de un sistema en rela-
cion con alguna unidad fijada o estandar (Lamon, 1994, p.94).

Se asume la precariedad de la ensefianza tradicional de la razén, que se construye
con objetos matematicos desconectados de la realidad y no da cuenta de la riqueza feno-
menoldgica de ese concepto. Asi, el objetivo de este trabajo es aportar tareas relevantes
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tomadas de la vida diaria para la ensefianza de la razén que pongan en juego el objeto
mental “relativamente”, las técnicas de normalizacion, las relaciones entre cantidades y
la comparacion de razones desiguales.
Con el fin de organizar el estudio planteado se formulan las siguientes preguntas de
investigacion:
e ;Cuales son las componentes criticas de las tareas disefiadas?
* (Qué caracteristicas comunes y no comunes que se pueden identificar en las res-
puestas de los estudiantes al intentar resolverlas: patrones de respuestas y perfi-
les de los estudiantes?

METODOLOGIA

La investigacion es de tipo cualitativo y se basa en el “analisis de las tareas” teorico y
empirico. Para ello se disefia un cuestionario ex-profeso. El trabajo previo de Fernandez,
Figueras, Gomez, Monz6 y Puig (2009) es el referente de la metodologia.

En este apartado se especifica como se implementd el cuestionario, la mues-
tra tomada para el estudio, como se diseflaron las tareas, sus componentes criticas
y un esquema de clasificacion de las respuestas de los estudiantes por categorias y
subcategorias.

Disefio, muestra e implementacion

Las tareas elegidas son realistas ya que han sido tomadas de la vida diaria, concreta-
mente de los folletos de ofertas comerciales corrientes en los establecimientos.

Son tareas que involucran el objeto mental relativamente y las técnicas de normali-
zacion. Son tareas de comparacion numérica (Cramer y Post, 1993) en situaciones de
desproporcion, porque hay que juzgar cual de dos razones es mayor o menor, o tal vez
iguales: A/B (<, =,>) C/D, y esto se puede hacer de modo grosero o preciso.

Ademas, en estos problemas suele ser conveniente que se requiera efectuar una fras-
lacion entre o conversion de normalizaciones para homogeneizar las razones cuando
vienen normalizadas de modo diferente.

El cuestionario inicial que se disefié consta de 7 tareas, denominadas: “pizzas”, “cer-
vezas”, “antimosquitos”, “arroz”, “fairy”, “papel higiénico 1"y “papel higiénico 2”.

Se implemento en tres niveles educativos: 1° bachillerato, 2° magisterio y master de
profesorado, mediante hojas individuales. En los tres grupos la actitud fue participativa
e interesada.

ANALISIS DE TAREAS

Con el fin de ilustrar el trabajo realizado, se ofrece a continuacion el analisis de una
tarea. Se sefialan sus componentes criticas y se muestra como dichas componentes sus-
tentan los procesos de resolucion de la tarea.
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Tarea “Pizzas”

Se presenta a los estudiantes una imagen que corresponde a una oferta de pizzas. El
texto dice: ;Qué es mejor, dos pizzas medianas de 30cm de diametro y 14,95€ cada una,
o0 una pizza familiar de 50cm de didmetro y 27.95€?

;Qué es mejor, dos pizzas medianas de 30cm de
diametro y 14,95 € cada una o una pizza familiar de 50cm
de diametro a 27 ,95€7

Figura 1.Tarea Pizzas.

Objetivo cognitivo

El objetivo de esta tarea no reside en responder qué pizza es mas barata en térmi-
nos absolutos, sino relativos, es decir, qué pizza es mas barata en relacion con la canti-
dad ofrecida.

Se trata de una tarea de comparacion numérica en un contexto cotidiano (ofertas co-
merciales) y la respuesta no tiene porqué ser precisa, puede ser grosera, en el sentido de
Freudenthal (2001, p.125). La relacién entre cantidades que permite resolver la tarea
puede ser interna o externa, segun la estrategia elegida.

La respuesta que se espera de los alumnos es la que contesta a qué oferta ofrece mas
cantidad de comida al menor precio.

Componentes criticas de la tarea “pizzas”
Como se ha dicho previamente, el objetivo de la tarea no es contestar qué pizza es
mas barata en términos absolutos, sino qué pizza es mas barata en relacion con la canti-

dad ofrecida. Esto sita la componente critica de la tarea en los procesos de relativizar.
Para ello es necesario:
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C.C.1. Calcular:
a) El area de las pizzas (de la familiar y de las dos medianas).
b) El coste de las dos pizzas medianas.

C.C.2. Comparar:

¢) Internamente: areas (;donde hay mas cantidad?), precios (;cual es mas barata?), y
luego comparar ambas comparaciones.

d) Externamente: precios con areas (relativizar), obteniendo asi los costes unitarios
(o la relacion inversa) de cada oferta y luego compararlos.

Soluciones aportadas por los expertos

Con el fin de conocer a priori qué estrategias se puede esperar de los estudiantes y tener
informacién sobre los procesos de resolucion se implement6 el cuestionario con 4
expertos. Se considera experto a todo profesor experimentado y/o con sélida formacion
matematica.

Como ejemplo, se presenta la resolucion aportada por la experta X que utiliza las dos
opciones, C.C.2.ay C.C.2.b.
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Q) Calclonss prco (o0 €) por ot Somme 5o 1ol Topuen

oPuoN A - reos qus eske dabe (0% ck prre> ) es 5*«?&1(&.(-

con ook (amnamdabs Ao preces wvfeas
s s ‘
S = —— = ool £fut
Gone- Foe's ———

Pcducq A5 2 = 29T €

Me fwede 45%0-2 = A¥43 ' o pric

oPGdN 8-
2145 27495 —_—
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25N 4962'5 —
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Figura 2. Experta x.

Esta experta calcula el coste (C,) y el area (S,) de las pizzas medianas
(Cn=21495=299€y S,, = 2152 = 1413cm?) y el area (S;) de la pizza familiar
(S;=m-252=1962.5cm?) ya que el coste individual viene dado como dato (C.C.1). Luego
calcula los valores unitarios (C,/S,, = 0.02116€/cm? y C¢/S;= 0.01424€/cm?) en cada caso
y los compara (C.C.2.b). Finalmente apoya su conclusion con que “la opcion B es mejor
porque [...] pago menos que A 'y me llevo mas superficie de pizza que A” (C.C.2.a).
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Esta profesora percibe la invariancia de la razon: “vemos que este dato (n° pizzas) es
superfluo con este razonamiento de precio unitario”.

Los expertos han mostrado dos tipos de respuestas: una que se basa en el calculo del
coste unitario de las pizzas y otra que se centra en la idea de qué oferta proporciona mas
cantidad a menor precio. De los 4 expertos, 2 de ellos usan las dos estrategias y de los
otros 2, uno hace C.C.2.ay otro C.C.2.b. Se debe sefialar que de los expertos que respon-
den mediante dos razonamientos diferentes, la primera reaccidon que se observa es la de
buscar el coste unitario que es una respuesta tipicamente escolar y poco flexible.

Soluciones de los estudiantes

Para clasificar las respuestas de los estudiantes e identificar los patrones de respues-
tas, los datos se organizan atendiendo a tres criterios principales:

e Perspectiva absoluta versus relativa (relativiza o no relativiza).

e Razones internas o externas (comparadas de forma grosera o precisa).

e Estrategias observadas.

De aqui se sigue un esquema de clasificacion con las siguientes categorias:

1. Relativiza
1.1. Compara razones adecuadas: internas o externas
1.1.a. Precisa
1.1.b. Grosera
1.2. No compara razones adecuadas
1.2.a. Precisa
1.2.b. Grosera
2. No relativiza
2.1. Cualitativa
2.2. Cuantitativa/absoluta
3. No identificados

De acuerdo con las preguntas de investigacion, entre las que se busca identificar pa-
trones de respuesta en los estudiantes, se presentan a continuacion algunos ejemplos que
ilustran y explican las categorias y subcategorias definidas para ello. Cabe sefalar que
del esquema general que organiza esas categorias para todas las tareas del cuestionario,
solamente se extrae la parte referente a la tarea de las pizzas.

Categoria 1: Relativiza

Aqui se incluyen respuestas en las que los alumnos realizan comparaciones con datos
relativos para dar solucion a la tarea.
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Subcategoria 1.1. Compara razones adecuadas: internas o externas
Se han identificado los dos tipos de respuestas diferentes, C.C.2.a y C.C.2.b. En la
primera se usan relaciones entre cantidades internas y en la otra externas. Hay que sefia-

lar que las respuestas incluidas en esta subcategoria son todas correctas.

Clase 1.1.a. Precisa

8 Areo. 4€ e ?\2-&;: RE = \'\-452= 22S N em®

de qodio 4Scm

w Arean de boman piz®r | 2 ne? = 625 em?
de mdio 2S em
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Figura 3. Alumno 14 Master.

Como se observa en la figura 3, el alumno calcula el coste unitario de cada opcion
(Medianas: A = 29.90/450m; Familiar: B = 27.95/625x). Concluye que “la mejor oferta
sera la menor razén A 6 B”.

Las comparaciones realizadas por este alumno son externas y la estrategia, como ya
se ha visto anteriormente, es adecuada.

Clase 1.1.b. Grosera

El alumno calcula el area y el coste

de las medianas (C,, = 29.9€ y S, = af 20 — lu;f‘j\;{d&/@\*ﬂm
1413cm?) y el area de la familiar (S; = Sl
1963,49cm?). Con estos datos, concluye 2= =Y pae Dos - AR

. s . = .
que “es mucho mas econdmica la pizza me T o ens SO = Jo63 ot

de 50cm de diametro”. .
Este estudiante no necesita realizar ¢ piree 0»:/)/”/‘} oA

los calculos para obtener los costes uni- Ty

tarios, le basta con calcular las areas y los

costes y compararlos de forma interna. & o Ly s> ecouo e b p
Sefialar que de los dos ejemplos de e M2

respuestas que se presentan dentro de

esta subcategoria, la primera es una so-

lucion mas formal que la proporcionada

por el alumno de la figura 4.
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Figura 4. Alumno 1 Bachillerato (CCSS).
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Subcategoria 1.2. No compara razones adecuadas
Se recogen tres tipos de respuestas, similares a las de la subcategoria anterior, que
principalmente, muestran un centramiento en la linealidad (De Bock et al. 1998). Nin-

guna respuesta aqui incluida es correcta.

Clase 1.2.a. Precisa

e

30 g ——‘*“/J‘?J /{’;!?‘r
X = s 0°'9Y9yiJ
2 () e T30
SOCha 594§ T—J—-__H-_(—_____—-—__—ﬁ
5 —ps BHE . pleg
= So

Dos pizto medices e A0 cem el me. o (495 &

Figura 5. Alumno 7 Master.

Este alumno del master calcula costes uni-
tarios (precio/diametro) mediante una regla de
3 (Mediana: 30cm — 14.95; lem — Xx; X =
14,95/30 = 0,49833; Familiar: 50cm — 27.95;
lem — x; x = 27,95/50 = 0,559). Concluye
que es mejor “dos pizzas medianas de 30cm
cada una a 14.95” ya que observa que el coste
unitario (comparacion externa) es menor que
en la familiar.

Una justificacion visual de porqué no es
adecuada es la de la figura 6, donde se ve que
a igualdad de diametros entre la familiar y las
dos medianas, la familiar tiene mucha mas Figura 6.
area que las dos medianas juntas.

Otro ejemplo de problemas con la lineali-
dad es la siguiente estrategia:

A v do o Aonon 1Y G

g O AP 4 \: i q S ] ) [J]'\ o 6 . p\,{_(. 9 Trg an on. CT
L= @ Pal WO . Qe 2
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Figura 7. Alumno 4 Magisterio.
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El estudiante, tras calcular la diferencia de diametros (50 - 30 = 20), plantea una regla
de 3 (30/20 = 14.95/x 6 30/14.95 = 20/x — x = 9.96) para hallar lo que costarian los
20cm de mas que tiene la pizza familiar en proporcion al coste de una mediana, y de aqui
obtiene, por adicion, lo que deberia costar la pizza familiar. Compara este coste con el
de la oferta y concluye que la pizza familiar saldria mas rentable que las dos medianas.

Al igual que el anterior, si en lugar de calcularlo respecto de los diametros, lo calcu-
lase respecto de las areas, la solucion seria correcta y se habria encontrado otra estrate-
gia adecuada para resolver la tarea.

Clase 1.2.b. Grosera

\1) &, u.n.‘\or' dog . plrtEes  wedtaus, TXq Quuges Poges
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Figura 8. Alumno 3 Bachillerato (CCSS).

Este alumno procede de manera similar al de la figura 4 pero, en lugar de comparar
areas, ahora compara diametros por un lado y precios por otro (Familiar: 50cm a 27,95€;
Medianas: 60cm a 29,90€). Concluye que “es mejor dos pizzas medianas porque aunque
pagues un poco mas, comes mas proporcion de pizza que con una familiar”.

Notar que, aunque no se calculan costes unitarios o razones internas de areas entre si
y costes entre si, este tipo de estrategia seria correcta si hubiera calculado areas.

Categoria 2: No relativiza

En esta categoria se engloban respuestas en las que no se comparan cantidades rela-
tivas, sino absolutas u otro tipo de respuestas.

Subcategoria 2.1. Cualitativa

Una respuesta habitual es la de tipo cualitativo. Esto significa que no se centra en
datos numéricos de la oferta sino que se centra en aspectos superficiales.
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Figura 9. Alumno 37 Bachillerato (CC).

Este alumno inicia su respuesta haciendo calculos aditivos pero finalmente concluye
que “cogeria la grande que ahorras en carton y es mas practica de transportar”. Esta claro
que esto no es suficiente ya que no tiene en cuenta los datos numéricos de la oferta.

Subcategoria 2.2. Cuantitativa/absoluta

Se muestran respuestas en las que se realizan calculos aditivos que en ocasiones no
contemplan la totalidad de los datos del enunciado.

)

Cos ez "GO
PIRE0S RS @ 30 —0oce ,on SeRen 60 wm

4 care domilicy 09 20 eom —, Y ,05¢
S
Oy WG S AN
S Jewillor g OFRUL sxie W@ |W,a5e

S o
‘ et Qe [T DO N OIS AR e
Preio a‘bl\'\'(} i\ q5€_

% “enawag
DTS Sy o

Yo eceo QWL €S R COMETOT AR 220 ENSNAE
Wees docwn  pengs R oG T e

Figura 10. Alumno 40 Bachillerato (CC).

Este alumno compara aditivamente diametros y precios (60 - 50 = 10cm y 29,90 -
27,95 =1,95€). Concluye que “es mejor comprar dos pizzas medianas porque por 1,95€
tienes 10cm mas de comida".
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Categoria 3: No identificados

En esta categoria se clasifican respuestas de estudiantes que no se entienden, que
no estan justificadas mediante ningln calculo ni ningin razonamiento, respuestas en
blanco, etc.

CONCLUSIONES

En sintesis, del trabajo realizado en tareas de comparacion numérica con razones des-
iguales, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

D

2)

3)

4)

5)

Se observa una tendencia a usar la estrategia del coste unitario, que es una estrate-
gia escolar que puede ser indicativa de poca flexibilidad y poca disponibilidad de
estrategias alternativas. El uso de esta estrategia aumenta a medida que avanza el
nivel educativo.

Esto concuerda con que los estudiantes prefieren usar la relacion externa, pero
preferentemente en el sentido euros por cm? o por cm y no en el sentido inverso:
cm? por €. Esto es un indicativo de falta de percepcion de la reversibilidad en la
razdn externa, como se puede observar también en otras tareas. Un ejemplo de
esta falta de reversibilidad se observa al referirse al rendimiento de un coche, que
la preferencia es darlo en litros/km y no en el sentido inverso: km/litro. Esto hace
que aparezcan dificultades para asociar, por ejemplo, un rendimiento de 51/100km
con otro 20km/1, siendo ambos equivalentes.

Ningun estudiante manifiesta percibir la invariancia de la razon externa al calcu-
lar el coste unitario de las pizzas medianas porque utilizan el nimero de items que

14.95-2

15212

luego cancelan:

Aunque la estrategia del célculo del valor unitario es adecuada, la respuesta en la
que se realiza una comparacion grosera (“a mas de esto, menos de esto otro”) es
mas eficiente ya que no necesita calcular razones y, simplemente obteniendo el
area total de cada oferta y el coste de las medianas (el de la familiar es un dato del
enunciado), puede proporcionar una respuesta correcta.

Aunque los estudiantes del master de profesorado tienen una base matematica
mas amplia que los otros dos grupos, es relevante destacar que tropiezan con las
mismas dificultades que en los cursos anteriores, aunque en menor medida. Si-
guen usando calculos aditivos y algunos de ellos se centran en la linealidad.

Por ultimo, algunas dificultades previsibles en esta tarea pueden ser que los alumnos
no recuerden la formula del area del circulo y que el uso de la palabra “mejor” en la pre-
gunta genere algun tipo de valoracion subjetiva, ya que es un término no definido.
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Resumen: En este trabajo se muestra que la identificacion visual del resto de la division
de numeros decimales, como si se tratase de una division de numeros naturales, consti-
tuye un obstaculo epistemologico. La investigacion se ha realizado con una muestra de
151 alumnos de Secundaria y Bachillerato en la Comunidad de Madrid. En primer lugar
se han analizado las dificultades, errorves y conflictos que manifiestan los alumnos en la
tarea de identificacion del resto y en la realizacion de la prueba de la division. A partir
de dicho andlisis, se han verificado las caracteristicas que definen el obstaculo episte-
mologico. Finalmente, se realiza una propuesta metodologica para franquear el obsta-
culo basada en imdgenes conceptuales correctas.

Palabras clave: dificultad, error, conflicto, obstaculo epistemologico, resto de la divi-
sion, numero decimal.

Difficulties, conflicts, errors and epistemological
obstacles in the visual identification of the
remainder of the division with decimal numbers

Abstract: In this paper we show that visual identification of the remainder in the division
of decimal numbers, as if it were a division of natural numbers, is an epistemological
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obstacle. The research was conducted with a sample of 151 students from 7" to 12" de-
gree in the Community of Madrid. First we have analyzed the difficulties, errors and
conflicts showed by students in the task of identifying the remainder and in checking the
proof of division. From this analysis, we have verified the characteristics that define the
epistemological obstacle. Finally, a methodological proposal is made to cross the obsta-
cle based on correct conceptual images.

Keywords: difficulty, error, conflict, epistemological obstacle, remainder of the division,
decimal number

INTRODUCCION

El enfoque de esta investigacion es el tratamiento didactico del error como parte del
proceso de construccion del conocimiento (Rico, 1997). En concreto, en este trabajo se
muestra el origen del error detectado en la identificacion del resto de la division con nu-
meros decimales, se analiza en detalle la formacion del concepto (las dificultades y los
conflictos) y se realiza una propuesta metodoldégica de correccion de dicho error.

Los errores mas frecuentes relacionados con los nimeros decimales, su escritura y
sus operaciones, han sido ampliamente estudiados y, segiin Centeno (1988), se pueden
clasificar en cuatro grupos:

a) Errores relacionados con la lectura y escritura de los nlimeros: valor de posicion.

b) Errores relacionados con el cero.

¢) Errores relacionados con el orden entre decimales.

d) Errores relacionados con las operaciones.

En este ltimo grupo, no aparece mencionado el resto de la division sino el cociente.
Tras el estudio realizado, la presente investigacion sobre la formacion del concepto
“resto de la division con nimeros decimales” supone una aportacion novedosa en el &m-
bito de la Didactica de los Numeros Decimales.

La particularidad que tiene la division es que es la Ginica operacion aritmética en
la que se obtienen dos resultados, cociente y resto, a partir de dos nimeros dados, di-
videndo y divisor. En el presente trabajo se ha estudiado la comprension del resto,
con un planteamiento descontextualizado, en el caso en el que el dividendo sea un nu-
mero decimal y el divisor un nimero natural. El motivo de centrar la investigacion
en este aspecto es que cualquier division de nimeros decimales se transforma en una
divisién de numeros naturales o en una division de un nimero decimal entre un nu-
mero natural.

Existen estudios que muestran que en las divisiones con nimeros decimales los alum-
nos tienen dificultades en la identificacion del resto de la division (Llinares, 2003; Rojas
y Flores, 2010). En la presente investigacion se muestra que dicha dificultad se debe a
que los alumnos tienen imagenes conceptuales erroneas del resto en la division de un ni-
mero decimal entre un nimero natural. Siguiendo el modelo cognitivo imagen del con-
cepto-definicion del concepto (Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1975, 1983), se puede afirmar
que, al realizar la tarea de identificacion del resto, se activa solamente la celda de la ima-
gen del concepto y los alumnos responden erroneamente. Este error es la manifestacion
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Imagen del Definicion del
concepto concepto
Obstaculo

epistemologico

-

Figura 1. Conflicto planteado

entre la imagen y la definicion del
concepto “resto de la division

de un niimero decimal entre uno
natural” (Cabello, Rodriguez,
Garbayo, ¢ Hidalgo, 2014)

de un obstaculo epistemologico (Brousseau, 1976, 1983, 1989, 2007) de fuerte compo-
nente visual, derivado de la division de nimeros naturales. El poder que tiene la imagen
erronea es tal que fuerza la prueba de la division, para obtener el resultado deseado co-
metiendo un error en la suma de niimeros decimales, sin que se produzca una correccion
de la imagen del concepto por la definicién del mismo. La imagen conceptual y la defi-
nicion conceptual entran en conflicto (Figura 1).

En este parrafo se han presentado los términos de la investigacion, dificultad, con-
flicto, obstaculo epistemologico y error, que se definen en el epigrafe siguiente.

Con este planteamiento, en la presente investigacion se propone corregir el error
creando imagenes conceptuales correctas que permitan la explicitacion de la resolucion
del conflicto planteado entre la imagen y la definicion del concepto y, por otro lado, entre
los dos ambitos de trabajo (nimeros naturales y numeros decimales) (Figura 2).

MARCO TEORICO

En este epigrafe, se exponen los dos referentes tedricos en los que se basa la investi-
gacion y se definen los términos que se utilizan.

Modelo cognitivo imagen del concepto-definicion del concepto
El primer referente tedrico de esta investigacion es el modelo cognitivo imagen del
concepto-definicion del concepto (Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1975, 1983).

Por un lado, se considera el dibujo (picture) mental de un concepto, es decir, el
conjunto de todos los dibujos, representaciones visuales y simbolos que el alumno ha
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Figura 2. Imagenes conceptuales de la division en el ambito de los nimeros naturales
y en el de los decimales (elaboracion propia)

asociado con el concepto en su mente. Por otro lado, se consideran las propiedades y pro-
cedimientos que también ha asociado con el concepto.

Con estos elementos se define la imagen del concepto como el dibujo mental junto
con dichas propiedades y procedimientos. La definicion del concepto es una expresion
verbal que lo explica con precision.

Para cada concepto, se supone la existencia de dos celdas en la estructura cognitiva,
una para la imagen y otra para la definicion, que pueden interactuar tanto en la forma-
cion de conceptos como en la realizacion de tareas, pudiendo entrar ambas en conflicto.

En el modelo (Vinner, 1983) se analizan las tres modalidades de interaccion que im-
plicitamente asume la mayoria de los profesores cuando se realiza una tarea.

La primera modalidad es la interaccion definicion-imagen-definicion (Figura 3), la
segunda consiste en la activacion de la definicion del concepto (Figura 4) y la tercera es
la interaccidon unidireccional imagen-definicion (Figura 5). Las tres coinciden en que la
respuesta pasa por la consulta de la definicion conceptual.

Sin embargo, el modelo sostiene que no se puede forzar a la estructura cognitiva a uti-
lizar definiciones y que, lo que ocurre es que, generalmente, la celda de la definicion del
concepto no se activa (Figura 6).
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Imagen del
concepto

Definicién del Respuesta
concepto

Figura 3. Modalidad definicion-imagen-definicion, basada en Vinner (1983)

Imagen del
concepto

Definicion del Respuesta
concepto

Figura 4. Activacion de la definicion del concepto, basada en Vinner (1983)

Imagen del
concepto

Definicion del Respuesta
concepto

Figura 5. Interaccion imagen-definicion, basada en Vinner (1983)
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Estructura cognitiva

Imagen del

/ concepto Respuesta
Tarea

Definicidn del
concepto

Figura 6. Activacion de la imagen del concepto, basada en Vinner (1983)

Dificultades, conflictos y errores. Los obstaculos epistemologicos

El segundo referente tedrico lo constituye el estudio de los obstaculos epistemologi-
cos iniciado por Bachelard (1938) en el campo de las Ciencias Experimentales al plan-
tear el problema del conocimiento cientifico en términos de obstaculos y propuesto por
Brousseau (1976, 1983, 2007) en Matematicas al pensar en la modelizacion de las situa-
ciones didacticas.

Brousseau define un obstaculo (1976, 1983) como un conocimiento, que tiene su do-
minio de validez y eficacia y también un dominio donde a priori parece pertinente pero
donde se revela falso, ineficaz y fuente de errores. Se manifiesta con errores persistentes,
ofreciendo resistencia a su rechazo.

La definicién de obstaculo de Brousseau ha sido utilizada por numerosos investi-
gadores en Matematicas para examinar las dificultades que encuentran los alumnos en
distintas nociones matematicas, aunque también hay autores que utilizan la palabra “obs-
taculo” en un sentido distinto (Vosniadou, 2013).

Brousseau establece una clasificacion de obstaculos dependiendo de su origen (Fi-
gura 7), seglin esté situado en uno de los polos del sistema didactico (alumno, profesor,
saber), lo que permite definir obstaculos ontogenéticos, didacticos y epistemoldgicos
(Cid, 2000).

Los obstaculos de origen ontogenético son los que proceden de las limitaciones del
sujeto en el momento de su desarrollo (Brousseau, 1976).

Los obstéaculos de origen didactico son los que dependen de una eleccion o de un pro-
yecto de sistema educativo (Brousseau, 1976).

Los obstaculos de origen epistemoldgico “son aquellos a los cuales uno no puede, ni
debe escapar, del hecho mismo de su rol constitutivo en el conocimiento a que se apunta.
Uno puede encontrarlos en la historia de los conceptos mismos. Eso no quiere decir que
se deba amplificar su efecto ni que deban reproducirse en el medio escolar las condicio-
nes histdricas en las que han sido vencidos” (Brousseau, 1976).
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Saber
(Obstaculos epistemoldgicos)

Profesor Alumno
(Obstaculos didacticos) (Obstaculos ontogenéticos)

Figura 7. Clasificacion de los obstaculos segun Brousseau, (1976)

Un obstéculo epistemologico (Brousseau, 1976, 1983, 2007) es un conocimiento, va-
lido en determinado ambito, pero falso en un ambito nuevo, que se manifiesta a través
de errores, oponiendo resistencia a la adquisicion del nuevo conocimiento y apareciendo
de forma imprevista, siendo ademads, universal (no personal) y constitutivo del saber, es
decir, que solo se puede rechazar explicitamente integrando su negacion en el aprendi-
zaje bajo la forma de contracjemplos (Figura 8).

Obstaculo Conocimiento, valido en determinado ambito, pero falso en un &mbito
epistemologico | nuevo.

Se manifiesta a través de errores.

Opone resistencia a la adquisicion del nuevo conocimiento y aparece de
forma imprevista.

Universal (no personal).

Constitutivo del saber: solo se puede rechazar explicitamente integrando su
negacion en el aprendizaje bajo la forma de contragjemplos

Figura 8. Caracteristicas del obstaculo epistemologico segun Brousseau, (1983), tomada de
Cabello, Rodriguez, Garbayo, e Hidalgo, (2014)

En el marco epistemoldgico, se consideran los conceptos “dificultad”, “conflicto”
y “error” segun el lenguaje coloquial (Centeno, 1988). Conviene precisar su definicion
para no confundirlos. Una dificultad es lo que impide realizar y entender algo bien y
pronto. Un conflicto es un choque o enfrentamiento como resultado de la coexistencia de
tendencias contradictorias. Un error es un juicio falso que puede ser producido por una
dificultad, un conflicto o un obstaculo.
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Estas definiciones clarifican la relacion entre los términos planteados en el epigrafe.
El obstaculo se manifiesta a través de errores. El hecho de que haya una dificultad no
significa que se trate de un obstaculo. El conflicto aparece al presentarse para un cono-
cimiento, un dominio de validez y otro en el que es falso, o también, una imagen que no
se corresponde con la definicion del concepto.

Las investigaciones realizadas en el estudio de los obstaculos epistemolédgicos en el
ambito de los numeros decimales (Artigue, 1990; Brousseau, 1980, 1981, 1989; Castro,
2001; Centeno, 1988; Llinares, 2003; Ruiz, 2004; Ruiz y Garcia, 2009), presentan el do-
minio de los numeros naturales como la fuente de los obstaculos epistemoldgicos detec-
tados en los numeros decimales.

METODOLOGIA

Esta investigacion se plantea dentro de la linea de investigacion sobre la formacion de
conceptos matematicos, a partir de la deteccion de errores, mediante la indagacion en las
imagenes conceptuales y la determinacion de los obstaculos epistemoldgicos que pue-
den producir dichos errores.

Tiene su origen en la deteccion generalizada del error de identificacion del resto en
las divisiones de nimeros decimales, en un grupo de alumnos de 1° de ESO de un Ins-
tituto de la Comunidad de Madrid. Se plante6 el objetivo de determinar las causas de
dicho error y su incidencia en el alumnado con un amplio rango de edades.

La hipdtesis de la investigacion es que los alumnos tienen imagenes conceptuales
erroneas del resto de la division de nimeros decimales debido a un obstaculo epistemo-
logico derivado del 4ambito de los nimeros naturales. Los alumnos tienen la imagen con-
ceptual de una cuadricula en la que el resto ocupa la celda inferior izquierda.

Esta imagen conceptual es correcta en el &mbito de los nimeros naturales y, en este
ambito, es coherente con la definicion conceptual de resto de la division (Figura 9). Rey
Pastor (1981) define el resto de la division de nimeros naturales como la diferencia entre
el dividendo y el mayor multiplo del divisor contenido en él.

Para corroborar dicha hipotesis se indaga en dichas imagenes conceptuales y se anali-
zan las caracteristicas del obstaculo epistemoldogico. Finalmente se realiza una propuesta
metodologica de correccion del error basada en la creacion de imagenes conceptuales
adecuadas.

Objetivos

La investigacion se planted con dos objetivos.

e Analizar las imagenes conceptuales de los alumnos sobre el resto de la division
con numeros decimales e identificar el error.

e Indagar en la causa de dicho error y determinar si esta originado por un obstaculo
epistemologico.
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NUmeros naturales

Imagen del concepto Definicidén del concepto
"resto de la division de "resto de la divisidén de
ndmeros naturales" ndmeros naturales"

DLd
r c r=D-d-c

Figura 9. Conocimiento sobre el resto de la division, valido en el ambito de
los niimeros naturales (elaboracion propia)

Muestra

La muestra utilizada en la investigacion es de caracter incidental ya que es la que se
ha tenido a disposicion en el momento de la investigacion (Pereda, 1987). Esta formada
por alumnos de Secundaria y Bachillerato!. Consta de 151 unidades de ambos géneros
(53% mujeres, 45,7% hombres y 1,3% no han contestado) distribuidos por cursos como
se muestra en la siguiente tabla (Tabla 1).

Disefio metodologico
La investigacion tiene un disefio metodolégico experimental de caracter cuantitativo
basado en el analisis de las tablas de porcentajes de las respuestas de los alumnos a las

cuestiones planteadas.

Tabla 1. Muestra de la investigacion

Curso Mujeres % Hombres % nc | % Total %
1°ESO 32 51,1 24 429 56 37,1
4°ESO 18 39,1 28 60,9 46 30,5
1° Bach CCNN 16 69,6 7 30,4 23 15,2
2° Bach CCSS 14 53,8 10 385 | 2 | 71,7 26 17,2
Total 80 53,0 69 457 | 2 | 1,3 151 100

1. IES Narcis Monturiol (Parla), IES Joaquin Aratjo (Fuenlabrada), IES Menendez Pelayo (Getafe).
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a) Al dividir 27,87 : 11 se obtiene 2,53 como cociente y .............. como resto.

b) Realiza la prueba de la division.

Figura 10. Division de un ntimero decimal entre un nimero natural.
Identificacion del resto y realizacion de la prueba de la division.

El instrumento disefiado consta de una division de un nimero decimal entre un nu-
mero natural, ofreciendo la resolucion. Se indica cudl es el cociente y se proponen dos
tareas, identificar el resto y realizar la prueba de dicha division (Figura 10).

Para poder discriminar otro tipo de errores en la segunda tarea, se eligio una division
con divisor 11 para que en la prueba de la division, al multiplicar el divisor por el co-
ciente solo tuvieran que aplicar la tabla del 1. Ademas, con este disefio también se consi-
gue que la suma que tienen que realizar, sea “sin llevadas”, con lo que se controlan otros
posibles errores laterales. Finalmente, también se controla el error de confundir el resto
con la primera cifra decimal del cociente.

El item “a”, permite conocer las imagenes conceptuales del resto mediante el anali-
sis de los distintos tipos de respuesta (correcta, no respuesta, error tipico y otros errores).

En el item “b” se analiza la utilizacion de la definicion del concepto (correcta, no res-
puesta, error tipico y otros errores).

El analisis de la “no respuesta” determina el grado de convencimiento que tienen los
alumnos de sus respuestas.

El estudio conjunto de ambos items, permite conocer en detalle los conflictos entre la
imagen y la definicién conceptual.

RESULTADOS

Una vez tabulados los datos, se cuantifico el porcentaje de las respuestas de los alum-
nos a cada item. En el item “a” se ha podido identificar el “error tipico” que consiste en
responder “el resto es 4”, con un porcentaje de aparicion del 90,1%. Solo un grupo redu-
cido (8,6%) responde correctamente “el resto es 0,04”. La no respuesta es un caso ais-
lado (0,7%) y lo mismo sucede con el error “el resto es 5” en el que considera como resto
la primera cifra decimal del cociente (Tabla 2).

En el item “b” el “error tipico” a la hora de realizar la prueba de la division, ha
sido la alineacién a la derecha que efectuan los alumnos al sumar el resto al resultado
de multiplicar el divisor por el cociente (Figura 11), con un porcentaje de aparicion
del 75,5%.
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Figura 11. Prueba incorrecta de "‘._"‘Z[. ) ? 1"
la division utilizando el resto 4 y
sumando los nimeros decimales

alineados a la derecha

Tabla 2. Respuestas al item “a”

item “a” Frecuencia Porcentaje
ns/nc 1 0,7
El resto es 4 136 90,1
El resto es 0,04 13 8,6
El resto es 5 1 0,7
Total 151 100,0

Un grupo reducido (14,6%) realiza correctamente la prueba de la division. También
son pocos (5,3%) los que no terminan la prueba de la division pues solo multiplican el
cociente por el divisor. En un caso aislado (0,7%) se realiza la prueba de la division uti-
lizando 5 como resto. La no respuesta tiene muy poca presencia (1,3%). Ademas se pre-
sentan casos aislados de otros errores no resefiables (Tabla 3).

Los resultados conjuntos de ambos items se muestran en la siguiente tabla (Tabla 4),
en la que se puede destacar el error tipico que consiste en afirmar que el resto es 4 y “for-
zar” la prueba de la division para que se cumpla, alineando a la derecha la suma de deci-
males. Esto ocurre con un porcentaje del 74,17%. Por otro lado, también es destacable el
hecho de que solo un 7,28% responde correctamente “el resto es 0,04” y ademas realiza
correctamente la prueba de la division.
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Tabla 3. Respuestas al item “b”

item “b” Frecuencia | Porcentaje
ns/nc 2 1,3
Alineacion a la derecha 114 75,5
Realiza correctamente la prueba de la division 22 14,6
No termina la prueba de la division 8 5,3
Realiza la prueba de la division con el resto 4 2 1,3
Prueba de la division incorrecta con 0,4 como resto (en “a” ha escrito 4) 1 0,7
Prueba de la divisién incorrecta D - d +r 1 0,7
Indica la prueba de la division pero utilizando como resto el numero 5 1 0,7
Total 151 100,0
Tabla 4. Respuestas a los items “a” y “b”
item “a” item “b” Frecuencia | Porcentaje
ns/nc Prueba de la division correcta 1 0,66
El resto es 4 ns/nc 2 1,32
Alineacion a la derecha 112 74,17
Realiza correctamente la prueba de la division 10 6,62
No termina la prueba de la division 8 5,30
Realiza la prueba de la division con el resto 4 2 1,32
Prueba de la division incorrecta con 0,4 como 0,66
resto (en “a” ha escrito 4)
Prueba de la division incorrecta D - d + r 0,66
El resto es 0,04 | Alineacion a la derecha 2 1,32
Realiza correctamente la prueba de la division 11 7,28
El resto es 5 Indica la prueba de la division pero utilizando 1 0,66
como resto el nimero 5
Total 151 100,0

ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Una vez presentados los resultados, procede realizar un analisis y discusion de los

mismos, previos a la obtencion de las conclusiones.

Los alumnos no perciben dificultad en la identificacion del resto de la division

con numeros decimales.

El porcentaje practicamente nulo de no respuesta en el item “a” (0,7%) significa que

los alumnos estan convencidos de su respuesta.

66
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Los alumnos tienen imagenes conceptuales erroneas del resto de la division con
numeros decimales.

El error tipico (“el resto es 4”) tiene un elevado porcentaje de aparicion (90,1%),
lo cual confirma la hipétesis de trabajo sobre la identificacion visual del resto de la
division. Los alumnos han dado como resultado del resto el valor que aparece en
la cuadricula inferior izquierda de la division sin tener en cuenta que es un nimero
decimal.

En un caso aislado (0,7%) se toma como resto la primera cifra decimal del cociente.

Solo un 8,6% de los alumnos responden correctamente, sabiendo identificar el resto
de la division.

Es decir, el 90,1% de los alumnos tiene una imagen conceptual errénea, en un caso
aislado (0,7%) se muestra otra imagen erroénea y solo el 8,6% tiene la imagen correcta.

La imagen y la definicion conceptual estan en conflicto

Resulta sorprendente ver como la imagen conceptual errénea fuerza la prueba de la
division, apoyandose en el obstaculo epistemologico de la alineacion a la derecha en la
suma de decimales (Centeno, 1988), para que resulte correcta (74,17%).

Ademas, se presentan otros dos tipos de conflictos. Por un lado, los que responden
que el resto es 4, pero realizan correctamente la prueba de la division utilizando como
resto 0,04 (6,62%) v, al revés, los que responden que el resto es 0,04 pero realizan la
prueba de la division con el resto 4 alinedndolo a la derecha (1,32%).

Solo un grupo muy reducido de alumnos tiene la imagen conceptual correcta (“el
resto es 0,04”) y muestra coherencia entre la imagen y la definicion del concepto, reali-
zando correctamente la prueba de la division (7,28%).

CONCLUSIONES

Después de analizar los resultados obtenidos en la investigacion, se puede afirmar
que se han logrado los objetivos planteados.

Los alumnos tienen la imagen arraigada de que la division es una cuadricula en
la que el resto es el nimero natural que ocupa la celda inferior izquierda.

En primer lugar, se concluye que las imagenes conceptuales del resto de la division
con numeros decimales son erroneas en su mayoria (90,1%). La imagen del resto es “la
cuadricula inferior izquierda”. Para dicho porcentaje de alumnos, el resto es el numero
natural (es decir, sin tener en cuenta el valor posicional de las cifras), que aparece en la
cuadricula inferior izquierda.

Se ha visto la fuerza que tiene esta imagen conceptual a la hora de realizar la
prueba de la division porque se apoya en otro obstaculo epistemoldgico (alinea-
cion a la derecha en la suma de decimales, por extension del algoritmo con nime-
ros naturales).

Ademas los alumnos no son conscientes de su error pues aunque realicen la prueba
de la division, no modifican su imagen conceptual. Esto dificulta la correccion del error
y sugiere la creacion de imagenes conceptuales correctas.
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La identificacion visual del resto de la division de nimeros decimales como

si se tratase del resto de la division de nimeros naturales, es un obstaculo
epistemologico.

En efecto, analizando las respuestas de los alumnos, se constata que dicha interpreta-

cion cumple las caracteristicas de los obstaculos epistemologicos.

68

La “identificacion visual del resto” es un conocimiento valido en el Ambito
de los nameros naturales, pero falso en el Ambito de los nimeros decimales.
Si se tratase de realizar la division 2787:11, el cociente seria 253 y el resto seria
4 (Figura 12).

El error manifestado consiste en no tener en cuenta el valor posicional de las
cifras del resto.

Al realizar la division, los alumnos que han respondido errébneamente “el resto
es 4” (90,1%) no han tenido en cuenta que el 4 ocupa el lugar de las centésimas
(Figura 13).

Opone resistencia a la adquisicion del nuevo conocimiento.

El error se mantiene aunque se realice la prueba de la division y a pesar de haber
sido instruidos los alumnos en la division con nimeros decimales.

Se ha podido constatar que los alumnos (74,17%) fuerzan la prueba de la division
cometiendo el error de sumar nimeros decimales alineandolos a la derecha, para
que resulte la division correcta (Figura 10).

La “identificacion visual del resto” es universal (no personal).
Se ha identificado de manera generalizada en un amplio grupo de alumnos de di-
versas edades (desde 1° de ESO hasta 2° de Bachillerato).

Es constitutivo del saber, es decir, solo se puede rechazar explicitamente me-
diante su integracion en el aprendizaje por medio de contraejemplos.

Segun el modelo cognitivo imagen del concepto-definicion del concepto (Tall y
Vinner, 1981; Vinner, 1975, 1983), lo que ocurre en la practica es que se razona
a partir de las imagenes conceptuales, como se ha podido constatar en esta in-
vestigacion. Por tanto, conviene incidir en la creacion de imagenes conceptua-
les correctas.

Con la propuesta metodoldgica de trazar una linea vertical en el lugar de la coma
(Figura 2, Figura 12 y Figura 13) el alumno crea imagenes conceptuales adecua-
das que le permiten producir un razonamiento correcto.
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2787 | 11 2 7,8 7|11
58 253 5|8 2,53
37 3 7
4 4
El resto es 4 El resto no es 4, es 0.04

Figura 12. Identificacion visual del resto en la divisién con niimeros naturales y con decimales

D U,
2 7,
5

C
7 | 11
2,53

Figura 13. Division con nlimeros

W oo o

decimales teniendo

-~

en cuenta las unidades
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Resumen: La regresion y la correlacion asi como también el control estadistico de ca-
lidad son dos técnicas estadisticas que se pueden utilizar para solucionar problemas
comunes tanto en los negocios como en la empresa. Sin embargo en la ensenianza tradi-
cional se pone mayor énfasis en el desarrollo matematico sin tener en cuenta la impor-
tancia de la aplicacion de estos temas. El objetivo de este trabajo es dar a conocer una
nueva metodologia de enserianza en temas de Estadistica, con alumnos de Ingenieria.
Se argumenta la importancia de introducir casos reales, buscados por los propios alum-
nos, que contribuyan a deconstruir e interpretar la clase, desde la doble perspectiva de
los contenidos de estadistica y de la interaccion social.

Palabras claves: Regresion y correlacion, control de calidad enserianza estadistica,
alumnos universitarios, motivacion.

Applied to Engineering Statistics: An experience
with university students

Abstract: The regression and correlation as well as statistical quality control are two
techniques that can be used to solve common problems in business and in the company.
However, in traditional education greater emphasis is placed on the mathematical de-
velopment without taking into account the importance of applying these themes. The aim
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of this paper is to present a new methodology for teaching Statistical issues with engi-
neering students. The importance of introducing real case is argued, sought after by the
students themselves, contributing to deconstruct and interpret the class, from the dual
perspective of the contents of statistics and social interaction.

Keywords: Regression and correlation, quality control, statistical training, university
students, motivation.

INTRODUCCION

La estadistica a pesar de contar con una axiomatica satisfactoria, es quizas la unica
rama de la matematica donde prosiguen hoy dia las discusiones sobre la interpreta-
cion de conceptos basicos, es decir si el profesor no es consciente de esta problema-
tica, dificilmente pueda comprender algunas dificultades de sus estudiantes, quienes
necesitan materializar en ejemplos concretos los conceptos y modelos matematicos
(Batanero 2001, p. 9). Desde otra perspectiva, la estadistica es un area naciente de
la educacion matemadtica que tiene como elementos centrales a la teoria del cons-
tructivismo y la resolucion de problemas. (Lavalle, Micheli y Rubio, 2006). En mu-
chas situaciones de la vida real, tanto en el analisis exploratorio como confirmatorio
de datos, se presentan problemas en los cuales existe una relacion, asociacion o de-
pendencia estadistica entre dos o mas variables y se hace necesario encontrar la natu-
raleza de esa relacion. Lo mismo ocurre con la concepcion del control estadistico de
calidad en donde el ingrediente basico es la utilizacién masiva del método cientifico
y en concreto de la estadistica en la planificacion de recogida y analisis de los datos
necesarios para la toma de decisiones tendientes a mejorar todos los procesos. La re-
gresion, la correlacion lineal y el control estadistico de la calidad, son contenidos de
la Estadistica que ya forman parte del curriculo de ensefianza obligatoria en las carre-
ras de Ingenieria. Su inclusion en el nivel universitario posibilita el tratamiento esta-
distico de datos bivariados como asi también el analisis de calidad de los productos y
o servicios. En el analisis de regresion estudiamos la relacion que hay entre una varia-
ble dependiente y otra independiente, es decir estudiamos si una variables es un buen
predictor de la otra variable, la medida de intensidad (si esta es numérica) de la rela-
cion existente entre una variable dependiente y otra variable independiente esta deter-
minada por lo que se denomina coeficiente de correlacion. En el control de calidad,
se trata, esencialmente, de minimizar la produccion de unidades defectuosas redu-
ciendo el tiempo que transcurre entre la ocurrencia y la deteccion de algiin desajuste
en el proceso de fabricacion, asi como la identificacion de las causas del mismo a fin
de evitar su repeticion

FUNDAMENTACION
Regresion es una palabra un tanto rara, la utilizan los bidlogos, los médicos los psi-

c6logos,... y suena como “ir hacia atras” y realmente este es el verdadero significado
del vocablo. Los primeros trabajos referidas con el estudio de regresion y se remontan
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al siglo XIX, cuando Sir Francis Galton (1822-1917) imbricé sus dos grandes aficio-
nes; el estudio de la herencia y la expresion matematica de los fendémenos vinculados a
ella. El fue el primero en trabajar con un conjunto de variables y designar a la relacion
entre dos variables un nimero para asi obtener una medida tocante a su grado de rela-
cion. Sostenia la idea de que personas excepcionalmente altas solian tener hijos de es-
tatura menor, mientras que personas muy bajas tenian hijos muy altos; este hecho fue
enunciado por Galton como la regresion a la media, aplicable a las tallas de una gene-
racion respecto de las siguientes. La justificacion que se da hoy dia a esta situacion es
que los valores extremos de una distribucion se deben en gran parte al azar (Lavalle,
Micheli y Rubio, 2006).

En cuanto al otro tema que nos ocupamos, control de calidad, desde sus origenes, pro-
bablemente el ser humano ha considerado de vital importancia el disponer de produc-
tos de alta calidad. Es de suponer que el cazador que disponia de mejores flechas obtenia
mas y mejores presas y que este hecho no debid pasar inadvertido a nuestros antepa-
sados. La organizacion del trabajo en la era industrial ha afiadido otros puntos de vista
acerca del producto tales como costos, plazo de entrega, servicio postventa, seguridad,
fiabilidad, etc. La prioridad asignada a los diversos conceptos ha ido evolucionando con
el tiempo. Asi, por ejemplo, en situaciones en las que la demanda de productos ha sido
muy superior a la capacidad de oferta, la gestion empresarial se ha orientado hacia la pro-
duccién y ha dado alta prioridad a la productividad, mientras que, cuando la demanda
de ciertos productos ha sido menor que la capacidad de oferta, la gestion se ha orientado
hacia el cliente y la calidad ha sido altamente prioritaria. En la actualidad pocos discu-
ten la importancia estratégica de la calidad como factor de competitividad industrial en
una situacion de fuerte saturacion y globalizacion de los mercados. Paralelamente, tam-
bién ha ido evolucionando la etapa del desarrollo de un producto en la que se ha inten-
tado asegurar su calidad.

LA EXPERIENCIA

Con la intencion de que los alumnos de segundo afio de la carrera de Ingenieria (en
total 75 alumnos), al estudiar los temas de regresion, correlacion y control de calidad,
pudieran relacionar la teoria y la practica con la realidad, y que ademas comprendieran
la importancia de trabajar con datos reales, se les solicitdo que desarrollaran estos temas
con conjuntos de datos obtenidos por ellos mismos. Las fuentes de los mismos podian
ser: datos observados por ellos, obtenidos de Internet o libros de textos o que realizaran
el trabajo con datos extraidos en la produccion de fabricas de la zona. Como la ciudad
donde esta ubicada la Facultad de Ingenieria es zona de promocion industrial, los alum-
nos, en general tienen relacion con ellas por lo que no se les presentaria mayores incon-
venientes, para poder obtener los datos.

El trabajo que debian presentar, consistia en una caratula, introduccion y explicacion
teorica del tema, como y de que fuente extrajeron los datos, la aplicacion a los datos de
la técnica usando el paquete estadistico statgraphics y las conclusiones pertinentes. El
mismo debia ser elaborado individualmente o en grupo con no mas de dos personas por
grupo. Dicho trabajo debia estar escrito en Word y grabado en un soporte informatico
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como un CD o disquete. A medida que los alumnos iban trabajando, las dudas o proble-
mas que se les presentaban eran consultadas por ellos mismos al docente responsable
mediante correo electronico o en forma personalizada. De esta manera el trabajo era pre-
sentado y el alumno promocionaba la materia.

Entre tantos trabajos recibidos mencionamos los siguientes, extrayendo de ellos como
obtuvieron los datos y las conclusiones a las que arribaron. No es nuestra intencion expo-
ner el desarrollo de las técnicas estadisticas desarrolladas por los alumnos, sino mostrar
como obtuvieron los datos y los ejemplos que utilizaron en el trabajo.

Segun las fuentes utilizadas, dividimos los trabajos en distintos grupos:

Grupo 1. Los datos fueron obtenidos de los Proyectos de Investigacion de la Facul-
tad. Los integrantes de los proyectos proporcionaron a los alumnos los elementos para
que ellos realizaran el trabajo

Ejemplo 1 Tema: Regresion y correlacion (alumnas: Jenifer y Mariana)

Este grupo de alumnas presentd un trabajo realizado en la Facultad de Ingenieria y
Ciencias Agropecuarias de la Universidad Nacional de San Luis. Un grupo de investi-
gadores pertenecientes al proyecto “Estudio de reacciones cataliticas heterogéneas y de
productos naturales” estudia la actividad de catalizadores para la combustion de mate-
rial particulado (carbén eliminado con los gases efluentes producido por la combustion
interna de los motores diesel), a fin de lograr un dispositivo que elimine el didoxido de
carbono despedidos por los cafios de escape. Para realizar las medidas de actividad y pro-
poner un modelo cinético que ajuste los datos experimentales se utiliza un reactor ter-
mogravimétrico, en dicho reactor se programa una velocidad de calentamiento lineal. El
encargado del equipo les brindd la ayuda necesaria para la obtencion de los datos de la
termobalanza y les solicitdé que verificaran si al variar la velocidad de calentamiento se
mantenia la linealidad.

Partiendo de lo anterior, las alumnas plantearon como hipotesis que trabajando con
bajas velocidades de calentamiento, la reaccion es menos exotérmica, es decir que hay
menor liberacion de calor.

En una balanza termogravimétrica se carga una determinada masa, compuesta por
carbon y catalizador, en una capsula. Se programa para que aumente cada 1 minuto 10y
una cierta velocidad de calentamiento.

Se ejecuta el programa y comienza el calentamiento. De este modo, la balanza toma
cada 1 segundo el peso de la capsula, en funcion de la temperatura y el tiempo. Cuando
se llega a una cierta temperatura, la masa empieza a consumirse y cuando lo hace por
completo, es decir, hay un desplazamiento de la reaccion hacia la derecha, entonces se
detiene la ejecucion del programa ya que no hay mas materia prima.

La balanza brinda la lectura de los datos a partir de un tiempo cero, en este trabajo se
tomaron en cuenta los datos en la primera experiencia a partir de los 60 minutos de haber
comenzado la ejecucion del programa y en la segunda experiencia a partir de los 15 mi-
nutos, debido a que observaron durante las experiencias que desde esos tiempos hay una
mayor variacion de los valores, que en periodos anteriores no se observaron, a fin de ela-
borar una conclusion mas especifica sobre la actividad catalitica.

Una de las fotos que acompafiaron este trabajo fueron:
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Balanza
termogravimétrica
con las compuertas
abiertas, donde se
colocan las muestras
de carbon.

Conclusion a la que arribaron: Recomendamos a los técnicos del equipo utilizar para
las mismas masas cargadas en la balanza termogravimétrica trabajar con velocidades
de calentamiento bajas para mantener la linealidad de temperatura vs tiempo, ya que
con velocidades altas la reaccion de combustion es mds exotérmica y no se conserva
dicha linealidad.

Grupo 2: Datos provenientes de empresas dedicadas a la explotacion minera de re-
cursos naturales tales como piedra, metales, aridos, etc.

Ejemplo 2. Tema: Regresion y correlacion (alumnos: Jorge y Alberto)

Un grupo de alumnos presentd un trabajo cuyos datos corresponden a la evolucion
del comportamiento lineal entre las variables profundidad Vs rendimiento en una can-
tera ubicada en Nogoli — San Luis (Argentina). El anélisis se llevé a cabo bajo la hipo-
tesis que a medida que se avanza en profundidad, en excavaciones sobre los cimulos
de sedimentos de cantos rodados, se encuentra cada vez menos baches y mas suelo are-
noso, por consiguiente disminuye el rendimiento de la piedra triturada (adjuntan una
fotografia que evidencia éste supuesto al observarse los estratos rocosos bien diferen-
ciados.) Cabe aclarar que el rendimiento, medido en porcentaje, se toma con respecto
a la cantidad en gramos de piedra util (mayores a 6mm) sobre el peso en gramos de
la muestra (una palada) por cien. Los datos fueron provistos por el sector de laborato-
rio de la Empresa Rovella Carranza S.A., de los registros de granulometria de la Can-
tera Nogoli.

Conclusion a la que arribaron: Como dijimos en un comienzo, el modelo de regre-
sion lineal es util para determinar valores de una variable a partir de valores que toma
la variable de la cual depende; remitiéndonos al analisis hecho podemos concluir que
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éste nos permite predecir el rendimiento de la roca util mientras avanzamos en profun-
didad, siempre que éstos valores se encuentren dentro del rango que responde a dicho
comportamiento, entonces podemos decir que en éste caso nos serviria hasta 20 o 30
metros de profundidad, hondura maxima de excavacion que se ha realizado en ésta can-
tera, de modo que no podemos predecir que sucede al exceder ésta profundidad ya que
no existen muestras extraidas. De todas formas, teniendo en cuenta la evidencia del mo-
delo, a la empresa no le serviria, puesto que seguir excavando cada vez mas implica
tener cada vez menos rendimiento. Se presentan una de las fotos obtenida por ellos du-
rante la investigacion:

Grupo 3. Datos obtenidos experimentalmente por los mismos alumnos

Ejemplo 3. Tema: Regresion y correlacion (alumnas: Daniela y Marisa)

Este grupo presentd un trabajo cuyos datos fueron obtenidos experimentalmente de
un proceso de deshidratado de manzana, la cual se encontraba pelada, limpia y cortada
en mitades que fue colocada en un horno eléctrico especifico. En este analisis se quiere
observar la relacion del peso (gr) de la manzana con respecto al tiempo (min) de deshi-
dratado, para ello se utilizo un diagrama de dispersion para determinar luego el modelo
de regresion adecuado.

Conclusion a la que arribaron: El primer andlisis que realizamos fue en base a
un grdfico de dispersion en el cual observamos que la relacion entre las dos varia-
bles era similar a una linea recta. Debido a esto, nos referimos a la misma como una
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correlacion lineal simple, a partir del software statgraphics. Una vez que ingresamos
los datos a dicho programa, rescatamos la informacion util para el andlisis (tabla
y grdficos).De la tabla pudimos concluir: Dado que el p-valor en la tabla es infe-
rior a 0.01, existe relacion estadisticamente significativa entre las variables para un
nivel de confianza del 99%.El estadistico R-cuadrado indica que el modelo explica un
98,6087% de la variabilidad en Peso. El error estandar de la estimacion muestra la
desviacion tipica de los residuos que es 0,0453904. Este valor puede usarse para cons-
truir limites de la prediccion para las nuevas observaciones. Como la correlacion mide
el grado de asociacion entre dos variables y el coeficiente de correlacion (-0.993019)
nos dio en este caso cercano a menos uno, entonces se puede concluir que hay una co-
rrelacion perfectamente negativa entre el peso y el tiempo de deshidratado, es decir in-
dica una relacion relativamente fuerte entre las variables. Como se puede observar, el
modelo se ajusta a la realidad planteada a partir de estos datos. Como la grafica resi-
dual no presenta estructura sino que los valores estan por debajo y por encima de cero
en forma aleatoria, entonces aseguramos que los residuos se distribuyen en forma nor-
mal con media cero y la misma variabilidad. El modelo ajustados es: Peso = 1,93857
- 0,000952916*Tiempo.

Grupo 4: Datos obtenidos por aquellos alumnos que tuvieron acceso y colaboracion
en fabricas del medio.

Ejemplo 4. Tema: Control de calidad (alumnos Carlos y Gabriel)

Para realizar el analisis de Control de calidad se necesita elegir el sujeto o producto
y su respectiva caracteristica. En este caso el producto elegido fueron bobinas de “Film
Stretch de Polietileno”™ utilizadas para empaquetamiento industrial, y la caracteristica el
coeficiente de friccion estatico y dindmico. Se eligié esta caracteristica debido a que es
muy requerida por los clientes. Es muy util a la hora del transporte, sobre todo cuando
debe recorrer grandes distancias pues la misma puede caerse y dafiarse provocando per-
didas tanto para la fabrica como para el cliente.

* Producto: Bobinas de “Film Stretch de Polietileno”.

e Caracteristica: Coeficiente estatico y dinamico.

La experiencia fue realizada en la fabrica ALTAPLASTICA S.A. donde los alum-
nos pudieron acceder a todo el equipamiento necesario, las instalaciones y maquinas de
prueba del laboratorio. De esta forma pudieron apreciar y realizar la prueba de coefi-
ciente de rozamiento estatico y dindmico (c.o.f).

Las muestras de las bobinas fueron obtenidas de forma aleatoria con cierta diferen-
cia horaria. Luego de tener todos los datos realizaron el analisis de control de calidad ha-
ciendo uso de la herramienta STATGRAPHICS.

Conclusion a la que arribaron: Como podemos observar los datos se encuentran den-
tro de los parametros estimados sin variaciones abruptas o que se aproximen demasiado
a alguno de los limites superiores e inferiores, por lo tanto concluimos que el proceso
se encuentra bajo control, y la produccion puede continuar sin mayores percances (ver
imdgenes pagina siguiente).
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Imagenes de la maquina utilizada para
las pruebas y recoleccion de datos:
Plataforma de prueba donde se colocan
las muestras de “Film Stretch de
Polietileno”, se colocan dos retazos de
la muestra y se hacen deslizar una sobre
la otra, y el dispositivo

obtiene los resultados buscados.
Imagenes del proceso de obtencion de
datos en el laboratorio.

Ejemplo 5. Tema: Control de calidad. Alumno Alejandro
Para realizar el analisis de control de calidad se debe elegir el sujeto o producto y sus
respectivas caracteristicas a analizar.
En este caso el producto es un pafal para nifios, las variables a analizar son:
1) La distribucion del AGM (peso total y seccionales)
2) El Patch (es el componente que ayuda a la distribucion uniforme del orin en el
panal)

Estas variables afectan directamente la absorcion del pafial y se pueden medir por lo
tanto realizaron el analisis de los mismos.

La experiencia fue realizada en la fabrica Procter & Gamble S.A.. El alumno pudo ac-
ceder a las instalaciones y maquinas de prueba en la linea de produccion, donde se rea-
lizo la seccion del pafial y se obtuvieron las muestras que son parte vital de este trabajo.
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Las pruebas se realizaron mediante un proceso manual en el cual la fabrica le pro-
vee al operario todos los intervalos en los cuales puede oscilar la calidad del panal y sus
componentes.

Las muestras del pafial fueron obtenidas de forma aleatoria, dicho muestreo se rea-
liz6 cada dos horas.

Luego de obtener todos los datos necesarios, realizé un analisis de control de calidad
haciendo uso de la herramienta STATGRAPHICS.

Conclusion a la que arribo: Como podemos observar en el caso de la distribu-
cion del AGM, el proceso se encuentra bajo control dentro de los pardametros de cada
zona. Cabe destacar que las Zonas 1 y 2 son las Zonas frontales del parial en las que
el AGM se tiene que encontrar en mayor proporcion para evitar el traspaso del orin
a la ropa. Este aditivo de forma cristalina similar al aziicar cumple una funcion vital
en el panial la cual es transformarse en un gel gelatinoso al entrar en contacto con
el orin.

Para el caso del Patch los datos se encuentran dentro de los parametros sin varia-
ciones que indiquen la detencion del proceso de produccion. El Patch, es uno de los
elementos mas comunes que se pueden encontrar en un parial, si bien su funcion es dis-
tribuir el orin uniformemente en todo el panial, no es ni mas ni menos que 100% car-
ton molido.

Con este andalisis de variables podemos decir que el proceso se encuentra bajo con-
trol y la produccion puede continuar sin problemas (ver imdagenes pdgina siguiente).

Grupo 5: Son aquellos trabajos donde los datos se obtuvieron recurriendo a Inter-
net. Por ejemplo:

Ejemplo 6. Tema: regresion y correlacion. Alumno Javier

Un alumno de Ingenieria Quimica presento el siguiente trabajo: Se considerd un ino-
culo (pequena cantidad de un producto que contiene bacterias) de Lactobacillus casei
de 60 ml de volumen y se lo dejo incubar por 3 horas a temperatura, humedad y aci-
dez normales. Finalizado este periodo, se realizé el recuento de células cada 1 hora, por
un lapso de 10 horas, sin aplicar agitacion, y relaciono tiempo de incubacion (hs.) con
crecimiento de células (cel/ml). Los datos fueron extraidos de la siguiente pagina web
http://sites.google.com/site/enalcahe/microbiologia-predictiva

Grupo 6: En este grupo se encuentran los trabajos cuyos datos son extraidos de li-
bros de texto.

Ejemplo 7. Tema: regresion y correlacion. Alumna: Laura

Esta alumna present6 un trabajo donde los datos resultan de 10 mediciones extrai-
dos de una empresa que fabrica productos quimicos. Se estudi6 la influencia del tiempo
de extraccion en la eficiencia de una operacion de extraccion. Los datos fueron extraidos
del libro Probabilidad y Estadistica para Ingenieros de Miller y Freud . Quinta Edicion.
Ejercicio 11.1 pagina 343.
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Estiramiento en
la zona de cuchillas.

Seccionamiento.

Zona de

pesado de pafiales
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CONCLUSIONES

Los alumnos se sintieron entusiasmados y motivados por esta nueva metodologia (de
acuerdo a sus respuestas a un cuestionario que desarrollaron posteriormente donde se les
pregunto sobre el trabajo realizado).

Con ayuda de bibliografia, apoyo docente, soporte informatico y software estadistico,
los estudiantes fueron capaces de elegir y crear sus propios datos extraidos de distintas
fuentes. Mediante esta metodologia se sintieron atraidos a introducirse en la investiga-
cion dando lugar a que ellos con esmero, tesén y constancia, presentaran trabajos como
los citados anteriormente

Cabe destacar que la mayoria de los trabajos se encuentran en el grupo 3 (60 %)
donde los datos fueron obtenidos experimentalmente por los mismos alumnos. Hay dos
trabajos en el grupo 5 y solo uno en el grupo 6, por lo que concluimos que los estudian-
tes prefieren encontrar los datos experimentalmente y no extraerlos de libros de texto o
Internet.
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Resumen: En esta experiencia planteamos un taller de problemas en educacion infan-
til, compuesto por ocho problemas, en el que se introducen dos problemas de reparto
igualatorio a nifios de 5-6 arios. El objetivo es averiguar si los alumnos de estas edades
son capaces de resolver este tipo de problemas y observar las estrategias que utilizan.
Los problemas de reparto igualatorio parten de dos cantidades diferentes que se deben
igualar pasando objetos de la mayor a la menor. Los nifios han resuelto los problemas
mediante variantes de una estrategia basica de modelizacion directa, que implica la re-
presentacion de las cantidades a igualar y la redistribucion de las mismas.

Palabras clave: Educacion infantil, Resolucion de problemas, Estrategias de modeliza-
cion directa, Problemas de reparto igualatorio, Matemdticas.

Initiation to equitable redistribution problems
in Kindergarten

Abstract: In this experience, we propose a workshop on arithmetic problems in early
childhood education, composed by eight problems, introducing two problems of equita-
ble redistribution for children of 5-6 years old. We want to know if the students of these
ages are capable of solving these kind of problems and to observe the strategies that
children use. The problems of equitable redistribution start with two different quantities,
which must be equated adding objects from the group with more objects to the group with
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less. Children have solved the problems using variants of a basic direct modeling strat-
egy, using the representation of the quantities and their redistribution.

Keywords: kindergarten, problem solving, direct modelling strategies, equitable redis-
tribution, mathematics.

1. INTRODUCCION

La experiencia que presentamos en este articulo pertenece a una linea de trabajo
sobre resolucion de problemas en educacion infantil que llevamos tiempo desarrollando
con nifios de 4-5 afios (Molina, 2012) y 5-6 afios (De Castro y Escorial, 2007). Basan-
donos en un modelo de ensefianza inspirado en la Instruccion Cognitivamente Guiada
(Carpenter, Fennema, Franke, Levi, y Empson, 1999), planteamos problemas de muy di-
versos tipos a nifios de educacion infantil, sin ensefianza previa sobre como resolverlos.
Los problemas estan contextualizados, casi siempre basados en situaciones descritas en
cuentos, para favorecer la comprension. Los nifios deben pensar los problemas ayudan-
dose de objetos o representaciones graficas, desarrollar modelos, razonar, comunicar las
soluciones y sus estrategias. En definitiva, planteamos estos problemas en infantil para
que los nifos inicien el desarrollo de su competencia matematica (De Castro, Molina,
Gutiérrez, Martinez y Escorial, 2012). Para ello, les planteamos problemas que, en prin-
cipio, pueden no parecer nada adecuados para la educacion infantil, como problemas de
comparacion multiplicativa (De Castro, Walsh, Del Coso, Salvador, Gonzalez y Escorial,
2009), o problemas de descomposicion factorial con varias soluciones (De Castro y Her-
nandez, 2014). Al proponer este tipo de problemas, inusuales en educacion infantil, de-
seamos propiciar un cambio en la vision que suele tenerse acerca de las primeras edades.
En nuestros planteamientos, siempre destacamos las capacidades del pensamiento mate-
matico infantil por encima de sus posibles limitaciones.

Los problemas de reparto igualatorio

Los problemas de reparto igualatorio parten de dos cantidades discretas diferentes
(la cantidad mayor y la cantidad menor). Estas cantidades deben igualarse mediante el
trasvase de cierto nlimero de objetos (la cantidad igualadora) desde la cantidad mayor a
la cantidad menor, hasta que ambas cantidades coincidan (cantidad igualada). Segun la
clasificacion de Castro (2008) y de Nesher (1999), los problemas de reparto igualatorio
son problemas de varios pasos.

Los problemas de reparto igualatorio resultan particularmente interesantes por ad-
mitir multiples estrategias de resolucion, dependiendo de la edad y otros factores, que
ponen de manifiesto diferentes niveles en el pensamiento numérico. Estos problemas
pueden plantearse en educacion infantil, donde se resolveran mediante estrategias de
modelizacion directa (De Castro, en prensa); también en los primeros cursos de edu-
cacion primaria, en que se pueden resolver aplicando sumas y restas, como muestran
Martinez y Sanchez (2013) en su trabajo con algoritmos ABN; por tultimo, se pueden
proponer a finales de primaria, para resolverse como problemas aritméticos verbales, en
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n Enunciado problema sesion 8:

Yo tengo 8 dientes y el ratoncito tiene
2. (Cuantos dientes tengo que dar al
ratoncito para que los dos tengamos

Enunciado problema sesion 6:
El asno tiene 10 peras. Tinet tiene 6
peras. El asno le da varias a Tinet ;

ara que los dos tengan las mismas. 4 : ) )
P ,q g, N S el mismo numero de dientes?
(Cudntas peras tendra cada uno? g ) o
: e P Operacmnes aritmeticas:
Operaciones aritiméticas: / 3+9=10
10+6=16 -

10 + 2 =5 (cantidad igualada)
8 — 5 = 3 (cantidad igualadora)

16 + 2 =8 (cantidad igualada)

Figura 1. Esquemas y enunciados de los problemas de las sesiones 6 y 8

un enfoque tradicional, segin se muestra en el analisis de la Figura 1. En el primer caso,
se evidencia un pensamiento preaditivo (De Castro y Hernandez, 2014); en el segundo,
un pensamiento aditivo; en el tercero, un pensamiento multiplicativo (Castro y Castro-
Rodriguez, 2010).

2. DISENO DEL TALLER DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

En este trabajo describimos dos sesiones de un taller de resolucion de problemas, de-
sarrollado en ultimo curso de educacion infantil (5-6 afios), en un centro escolar de Pa-
rets del Vallés, Barcelona. En esta experiencia han participado 21 alumnos: 12 nifias y
9 nifos.

El objetivo que teniamos al comenzar era estudiar como resuelven los nifios de 5-6
afios los problemas de reparto igualatorio. Por nuestra experiencia anterior en este tipo de
talleres de resolucion de problemas, los nifios tardan entre 3 y 4 sesiones en entrar en la
dindmica de trabajo que suponen los talleres. Por esta razon, disefiamos un taller en que
los primeros problemas fueran sencillos, pero de complejidad creciente, y que requirie-
sen estrategias de modelizacion diversas. Esto se hace para fomentar en todo momento el
razonamiento con la ayuda de objetos, y evitar que los nifios afrontaran la resolucion de
forma mecanica (ver problemas en Tabla 1). Dado que cada semana dedicamos dos se-
siones al taller, decidimos que, tras el proceso de adaptacion de dos semanas (4 proble-
mas), los problemas de reparto igualatorio se plantearian en las semanas tercera y cuarta,
como segundo problema en ambas semanas.

En la Figura 1, empleamos el tipo de representacion que usan Puig y Cerdan (1995)
para los problemas de dos pasos. El problema 6 tiene la incognita en la cantidad igua-
lada, y esta basado en el cuento “El cerezo que habla” (Diaz, 2013). Puede resolverse
a través de una suma, seguida de una division (10 + 6 = 16; 16 + 2 = 8); también me-
diante una resta, una division, y una sumaounaresta (10-6=4;4+2=2;6+2=38
0 10 —2=38; ver Figura 1). Dado que los nifios con los que desarrollamos el taller tie-
nen 5 y 6 aflos, y no han recibido instruccion sobre operaciones aritméticas, espera-
mos que resuelvan estos problemas a través de la manipulacion de objetos y el conteo,
usando las llamadas “estrategias de modelizacion directa” (Carpenter y otros, 1999)
que pueden aplicarse para resolver estos problemas tal como puede verse en De Cas-
tro (en prensa).
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Tabla 1. Enunciados y tipos de problema para las 8 sesiones del taller

Sesion Enunciado Tipo de problema
1 Hansel tenia 6 golosinas y Gretel le da 5. Cambio creciente, con incognita
(Cuantas golosinas tiene Hansel ahora? en la cantidad final
2 En un cesto habia 12 maderas y Gretel Cambio decreciente, con incognita
coge 3. ;Cuantas maderas quedan en la cantidad final

en el cesto?

3 Gretel tiene 4 maderas. ;Cuantas Cambio creciente, con incognita en la
maderas debe coger para tener 11? cantidad de cambio
4 Kim ha hecho 13 churros. 5 son churros Combinacion, con incognita en
normales. ;Cuantos churros geniales una de las partes
ha hecho?
5 Kim tiene 12 churros. Pone 3 en cada Division agrupamiento
bolsa. ;Cuantas bolsas puede llenar?
6 El asno tiene 10 peras. Tinet tiene 6 Reparto igualatorio 2, con incognita en
peras. El asno le da varias a Tinet para la cantidad igualada.

que los dos tengan las mismas.
(Cuantas peras tendra cada uno?

7 Tinet ha cogido 5 ramilletes de cerezas y Multiplicacion
cada ramillete tiene 2 cerezas. ;Cuantas
cerezas ha cogido Tinet?

8 Yo tengo 8 dientes y el ratoncito tiene | Reparto igualatorio 1, con incognita en
2. (Cuantos dientes tengo que dar al la cantidad igualadora.
ratoncito para que los dos tengamos el
mismo nimero de dientes?

El problema 8 se basa en el cuento de “El ratoncito Pérez” (Coloma, 2013/1894)
y tiene por incognita la cantidad igualadora. El problema se puede resolver aritméti-
camente de dos maneras: La primera opcion es mediante una suma, una division (ha-
ciendo la media aritmética de las dos cantidades), y una resta (§ +2 =10; 10 + 2 =5;
8 —5=305-2=3). La segunda opcion es mediante la resta y la division (8 — 2 = 6;
6+2=3).

Como vemos, tanto en el problema 6 como en el 8, son necesarias dos o tres ope-
raciones aritméticas, mezclando ademas en ambos casos la estructura aditiva y mul-
tiplicativa. Con todo esto, si esperasemos una resolucion aritmética, seria muy dificil
obtenerla antes de cuarto de educacion primaria, cuando se hayan visto la multipli-
cacion y la division y se haya adquirido cierta soltura en la resolucion de problemas
de varias etapas que impliquen relaciones multiplicativas. Sin embargo, como hemos
dicho al final de la seccion anterior, mientras que las soluciones aritméticas esbozadas
en parrafos anteriores denotan un tipo de pensamiento multiplicativo (Castro y Cas-
tro-Rodriguez, 2010), esperamos encontrarnos respuestas que ejemplifican un pensa-
miento preaditivo.
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3. DESARROLLO DE LAS SESIONES DEL TALLER

Cada martes y jueves se realiza el taller en horario de 9:00 a 10:30. Las etapas de
cada sesion son las siguientes: 1. Lectura del cuento; 2. Lectura de una carta en la que se
nos plantea el problema; 3. Trabajo individual de cada nifio para resolver el problema; 4.
Puesta en comln y consenso sobre resultados y estrategias; y 5. Escritura de la carta de
respuesta. Esta metodologia la hemos descrito en varios trabajos anteriores (De Castro,
en prensa; De Castro y otros, 2009; De Castro y otros, 2012).

A continuacion, vamos a describir con detalle las dos sesiones del taller centradas en
los problemas de reparto igualatorio (sexta y octava). Estamos interesados en mostrar la
estrategia base y todas sus variantes, incluyendo en ellas las caracteristicas de los mate-
riales empleados y de los dibujos que los nifios elaboran para resolver los problemas o
para ilustrar las soluciones de los mismos. Para documentar la actividad infantil y descri-
bir las sesiones, recogemos los trabajos de los pequefos, entrevistamos (preguntamos) a
los nifios y a la maestra durante la sesion, tomamos apuntes en hojas de registro, y reali-
zamos fotografias de los procesos de resolucion.

Desarrollo de la sesion 6

La sesion comienza con la lectura del cuento “El Cerezo que habla” (Diaz, 2013), tras
la que se lee el enunciado del problema: “El asno tiene 10 peras. Tinet tiene 6 peras. El
asno le da varias a Tinet para que los dos tengan las mismas. ;Cudntas peras tendra cada
uno?” La mayoria de los nifios han resuelto este problema mediante una estrategia de
modelizacion directa que implica una redistribucion de las dos cantidades (10 y 6 peras)
en partes iguales entre los dos protagonistas de la historia. Esta estrategia consiste en re-
presentar las dos cantidades mencionadas en el enunciado e ir pasando objetos del grupo
de 10 al de 6 hasta que ambos se igualan. Ahora bien, siendo esta la estrategia basica, se
pueden apreciar variantes de la misma de gran interés, que ponen de manifiesto un uso
inteligente y pertinente de ciertas caracteristicas de la representacion con los materiales
empleados, como el color, la disposicion espacial de los objetos, etc. Describimos a con-
tinuacion, e ilustramos con imagenes, las diferentes variantes de la estrategia base.

Redistribucion con correspondencia uno a uno y
con objetos diferentes para cada cantidad

En la Figura 2 observamos la estrategia empleada por Jana. Coge 6 tapones negros
para representar las peras de Tinet y 10 tapones de otros colores (verdes y azules) para re-
presentar las peras del asno. Jana coloca ambas cantidades en dos filas, una frente a otra, lo
que permite compararlas mediante una correspondencia uno a uno. A partir de aqui, Jana
comienza el proceso de igualacion de las dos cantidades, lo que logra pasando primero un
tapon azul de la cantidad mayor a la menor, y a continuacion, pasando un segundo tapon
(Figura 2, centro y derecha). Al haber dispuesto las cantidades emparejadas, evita tener
que recontar ambas cantidades a cada paso que da para comprobar si son iguales y puede
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detener el proceso. Por otra parte, aunque en este problema no se pregunta por la cantidad
igualadora, el uso de materiales de distinto color para las dos cantidades iniciales permite,
tras el proceso de igualacion, diferenciar perfectamente la cantidad menor de la cantidad
igualadora (los 6 tapones negros de los 2 azules en la fila de abajo, Figura 2).

1100 )00000 1))0)0000 )0 )000
000000 200000° 2000000

Figura 2. Estrategia de Jana en la que se aprecia la secuencia del paso de objetos de un grupo al otro

Noa utiliza pinzas para representar la cantidad mayor y tapones para la menor
(Figura 3). La estrategia es completamente analoga a la descrita en el parrafo anterior,
con la salvedad de que, en este caso, en lugar de utilizar colores diferentes para cada can-
tidad inicial, se utilizan materiales distintos. En este caso, se aprecia ademas que la com-
paracion no se hace por la longitud de la fila (que es algo que cabria pensar en la Figura
2), sino mediante la correspondencia uno a uno.

3 )o@e ) 3 )oge )'
T TR TR

Figura 3. Estrategia de Noa.

Redistribucion con correspondencia uno a uno sin objetos diferentes para cada cantidad

En el ejemplo siguiente, se observa la misma correspondencia uno a uno realizada
con palillos por Keyla (Figura 4). A diferencia de los casos anteriores, no utiliza el color
ni el tipo de objetos para diferenciar las cantidades iniciales. Esto no supone ningin in-
conveniente para el proceso de igualacion, pero si para la distincion entre cantidad menor
y cantidad igualadora, que en este problema no es necesario realizar.

Redistribucion con comparacion de longitudes
En algunos casos en que se han utilizado materiales de construccion encajables, como

las piezas de Lego o los cubos encajables (y se encajan los materiales, no como en la Fi-
gura 6), el proceso de comparacion se realiza sin necesidad de conteo, a través de las
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Figura 5. Estrategia de Unai.

longitudes, como observamos en la Figura 5. Unai va pasando piezas de un grupo a otro
hasta que coinciden ambos en altura (Figura 5, a la derecha). En ese momento, tras con-
seguir la igualacion, cuenta las piezas de una de las torres y responde que son 8. Esta va-
riante tampoco permitiria diferenciar la cantidad menor de la igualadora.

Estrategia de redistribucion sin correspondencia uno a uno

En algunos casos se representan las cantidades sin representar la relacion de compa-
racion entre ellas (ni con correspondencia uno a uno ni con modelo de longitud). Gisela
forma los dos grupos, de 10 y 6 objetos, y va desplazando piezas del mayor al menor. A
cada paso que da, debe comprobar a través del conteo si ha igualado o no ambas cantida-
des (Figura 6). Consideramos esta estrategia como igualmente valida aunque menos efi-
ciente que las anteriores.

Del mismo tipo que la estrategia de Gisela es la de Lucia (Figura 7). Sin utilizar ninguna
disposicion que facilite la comparacion, pasa los dos palillos de su derecha al extremo mas
alejado de la fila que tiene a su izquierda (Figura 7). Tras resolver el problema, lo repre-
senta graficamente de un modo “mas organizado” (Figura 7, derecha) mas cercano a casos
anteriores en que se emplea la correspondencia uno a uno. Un tercer ejemplo de esta va-
riante de la estrategia base de redistribucion, se presenta en la estrategia de Aina (Figura 8).
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Figura 8. Estrategia de Aina.

Estrategia de redistribucion sin correspondencia uno a uno y
con objetos diferentes para cada cantidad

Para completar la panordmica ofrecida en esta seccion, falta la estrategia en que se
utilizan materiales diferentes para ambas cantidades, lo que permite diferenciar la canti-
dad menor de la igualadora, pero no se utiliza la correspondencia uno a uno, con lo que
la comprobacion de la posible igualdad nos remite al conteo. Ivet es la autora de esta es-
trategia implementada con tapones y palillos. Tras la resolucion, en la representacion
grafica (Figura 9, derecha), parece, como en el caso de Lucia (Figura 7, derecha) que va
evolucionando hacia el uso de la correspondencia uno a uno, aspecto que mereceria ser
observado con mas detalle en experiencias futuras.
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Figura 9. Estrategias de Ivet.

Por tltimo, en la Figura 10 observamos la ejecucion en papel de algunas de las va-
riantes que hemos mostrado en esta seccion. En los dos casos de la izquierda (dibujos
de Ainhoa y Mar) aparecen perfectamente representadas las cantidades implicadas en el
problema, como el proceso de igualacion. En los otros dos casos (Noa y Gael), no se dis-
tingue adonde va la cantidad igualadora, aunque si se aprecia de donde parte, gracias a
los dos objetos tachados en cada imagen.

Resumiendo, de los 21 alumnos que asistieron a esta sesion, todos han resuelto el pro-
blema mediante alguna de las estrategias descritas en este apartado. De ellos, 6 han ne-
cesitado ayuda o se han fijado en el trabajo de sus compaiieros.
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Figura 10. Estrategias de Ainhoa, Mar, Noa, y Gael.

\

Desarrollo de la sesion 8

La sesion comienza con el cuento “El Ratoncito Pérez” (Coloma, 2013/1894). El
enunciado del problema es: “Yo tengo 8 dientes y el ratoncito tiene 2. ;Cuantos dien-
tes tengo que dar al ratoncito para que los dos tengamos el mismo nimero de dientes?”’
Se trata de un problema de reparto igualatorio, como en la sesion sexta del taller. La di-
ferencia es que, en este caso, la incognita es la cantidad igualadora en lugar de la canti-
dad igualada. En principio, los nifios aplican el mismo tipo de estrategia de modelizacion
directa, de redistribucion. Sin embargo, en este caso es crucial que la ejecucion de la
estrategia permita diferenciar la cantidad menor de la cantidad igualadora. Pasamos a
describir las soluciones encontradas por los alumnos.

Jana ha utilizado una estrategia de modelizacion directa con ayuda de los dedos. Co-
mienza levantando 8 dedos para representar los dientes que tiene uno (Figura 11, iz-
quierda) y luego levanta los otros 2 (Figura 11, centro). Con los 10 dedos extendidos se
da cuenta de que, para que los dos tuvieran la misma cantidad, deben tener 5 dientes cada
uno (la cantidad igualada). A continuacion responde: “Me parece que son 3”. Le pedimos
que lo haga con otros materiales para comprobarlo.
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Figura 11. Estrategia de Jana.

Redistribucion con correspondencia uno a uno y
con objetos diferentes para cada cantidad

Lia utiliza palos de color verde y naranja. Coloca en la parte superior 8 palos de
color verde y en la inferior 2 de color naranja. Realiza el proceso de igualacién pasando
palos de la fila de arriba a la de abajo. En todo momento dispone los palos de ambas
filas manteniendo una correspondencia uno a uno entre ambas cantidades, lo que supone
una ayuda visual que hace innecesario el conteo para la comparacion de las cantida-
des. Al finalizar la igualacion, dice que hay 5 en cada uno. Al recordarle la pregunta del
enunciado, responde inmediatamente que son 3 y los desplaza para mostrar la solucion
(Figura 12, derecha). Haber elegido dos colores diferentes para representar ambas canti-
dades, le permite controlar visualmente cudles forman la cantidad menor (los 2 naranjas)
y cudles la cantidad igualadora (los 3 verdes que pasan de una fila a otra).

TR TR
T

Figura 12. Estrategia de Lia.
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Redistribucion sin correspondencia uno a uno y
con objetos diferentes para cada cantidad

Lucia emplea tapones y piezas de construccion. Forma una fila de 8 tapones y coloca
en frente dos piezas sin marcar una correspondencia uno a uno (Figura 13). Después, va
pasando tapones de la cantidad mayor a la menor hasta que se produce la igualacién, que
se comprueba a través del conteo. Cuenta el nimero de tapones que ha pasado a la fila
de piezas de construccion y da la respuesta de 3. Haber utilizado material diferente para
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representar ambas cantidades le ha permitido diferenciar la cantidad menor de la iguala-
dora y dar una respuesta inmediata al problema. A continuacion, en la Figura 13 a la de-
recha, vemos como Lucia vuelve a resolver el problema sobre el papel. En este caso no
distingue las dos cantidades con colores, pero el sistema que utiliza de tachar corazones
y representar con una flecha donde van, le ayuda a localizar la cantidad igualadora. Ade-
mas, debemos advertir que esta representando un problema previamente resuelto.
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Figura 13. Estrategia de Lucia.

Inés forma un grupo con 8 tapones de color verde claro y otro con 2 tapones de color
verde oscuro (Figura 14). Realiza el proceso de igualacion y da como solucion 5, pero al
leerle el enunciado del problema de nuevo, responde que son 3 los dientes que le ha dado
la ratoncita al ratoncito. Al haber elegido diferentes colores para cada grupo, le ha resultado
facil visualizar la respuesta, al distinguir, en los 5 objetos que quedan a su derecha, la canti-
dad menor (los 2 tapones verde oscuro) de la cantidad igualadora (los 3 verde claro). En su
dibujo (Figura 14, derecha), Inés no representa el proceso de igualacion, sino la situacion
de igualdad, enfatizando con colores la diferencia entre los 2 caramelos azules y los 3 rosa.

Figura 14. Estrategia de Inés.

Redistribucion con comparacion de longitudes y
con objetos diferentes para cada cantidad

Aleix utiliza piezas de construccion y forma dos torres: una con 8§ piezas y otra con 2 pie-
zas. Completa el proceso de igualacion comparando las alturas de las torres construidas (Fi-
gura 15). Su respuesta es 5 y no sabe continuar con el problema. Aina dibuja 8 dientes para
formar un primer grupo y otros 2 dientes para formar el segundo grupo. A continuacion, tacha
3 dientes de la cantidad mayor y con flechas marca los desplazamientos de dichos dientes al
grupo con 2 dientes. Escribe un 3 para indicar la solucion del problema (Figura 15, derecha).
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Figura 15. Estrategia de Aleix y dibujo de Aina.

Redistribucion sin correspondencia uno a uno y
sin objetos diferentes para cada cantidad

Jana coge 10 tapones con distintos tamafios y colores, forma grupos de 8 y 2 objetos,
toma directamente 3 tapones del grupo de 10 y los afiade al de 2, igualando las cantida-
des, y dice que hay 5 en cada grupo. Al preguntarle por el nimero de dientes que tiene
que dar la ratoncita al ratoncito, responde que son 3 y los separa para que se vean. De
nuevo, la representacion grafica (Figura 16, derecha) muestra un buen grado en la com-
prension de la situacion que describe el enunciado.

Figura 16. Estrategia de Jana.

Mar toma 10 piezas de construccion y forma dos colecciones: una de 8 y otra de 2.
Pasa 3 piezas de uno a otro hasta igualarlos, pero no sabe continuar el problema (Figura
17, izquierda). Noa resuelve el problema en papel dibujando las dos cantidades con dien-
tes de color verde. Después va tachando de uno en uno dientes de la cantidad mayor y
pasandolos a la menor. Después colorea los dientes que quedan en cada grupo, tras la
igualacion, cuenta los que ha pasado de un grupo a otro (los tachados) y escribe la solu-
cion (3) en espejo (Figura 17, derecha).
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Figura 17. Estrategia de Mar y Noa.
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Ivet hace un grupo con 8 palillos de pléstico y otro con 2. Pasa un palillo y com-
prueba, contando, que hay 7 y 3 respectivamente en cada grupo; repite su accion una vez
(para contar 6 y 4 palillos) y una vez mas, hasta comprobar la igualacion (Figura 18). Le
volvemos a leer el enunciado del problema y da una solucién de 3.

Figura 18. Estrategia de Ivet.

Gael resuelve el problema con palillos (Figura 19). Al llegar a la cantidad igualada,
duda un poco. Se le vuelve a leer el enunciado y, después de pensar un rato, da la res-
puesta de 3. En el dibujo que elabora tras la resoluciéon, queda clara su comprension del
proceso (Figura 19, derecha).

Figura 19. Estrategia de Gael.

Pau coge el abaco, desplaza 8§ cuentas rojas hacia su derecha, para representar el pri-
mer grupo, y deja las 2 cuentas rojas a su izquierda para representar el segundo grupo.
Después, va pasando cuentas rojas de izquierda a derecha hasta que se produce la iguala-
cion (Figura 20), y da como respuesta 5. Al leerle de nuevo el enunciado, vuelve a pensar
su respuesta y responde que son 3 los dientes que la ratoncita le da al ratoncito.
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Figura 20. Estrategia de Pau.
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Jana pide ayuda a Inés para representar con dedos el problema. Jana pone 8 dedos con las
manos y pide a Inés que ponga 2 (Figura 21, izquierda). Jana va diciendo: “Yo te doy una.
Ahora tu tienes 3 y yo tengo 7. Ahora te doy otra, Inés, y tu tienes 4 y yo 6. Te doy una mas
y ahora t tienes 5 y yo tengo 5. Inés cierra la mano completa con los 5 dedos y pegunta a
Inés: “;cuantas te he dado?” Inés responde: “Tres” (Figura 21). Jana dirige todo el proceso
de resolucion, salvando la dificultad inicial de representar el problema con los dedos, pi-
diendo “prestados” dedos a su compafiera. Inés sigue el proceso de Jana y contribuye a la so-
lucién del problema respondiendo a la pregunta final de Jana por la cantidad igualadora (3).

Figura 21. Estrategia de Jana e Inés.

En general, ha resultado mas dificil el problema de la sesion octava que el de la sexta.
En el primer caso, la incognita era la cantidad igualada; en el segundo, la cantidad igua-
ladora. En este ultimo problema, hemos visto errores debidos a que los nifios completa-
ban el proceso de igualacion, pero no eran capaces de diferenciar la cantidad menor de
la cantidad igualadora. Esto solo lo hicieron de forma sencilla los nifios que eligieron
materiales diferentes (en color o tipo de objeto) para representar las cantidades iniciales
del problema (la mayor y la menor).

CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

Con respecto al disefio del taller, pensamos que la alternancia de tipos de problemas
para evitar la mecanizacion ha resultado acertada. Al no haber dos problemas seguidos
iguales, los alumnos han tenido que inventar estrategias diferentes para cada problema. En
las primeras sesiones, los nifios demostraban confusion e interferencias debidas a la me-
todologia tradicional que empleaban en el aula. La mayoria de los nifios decian que habia
que sumar, porque era la operacion que habian trabajado en clase. Una nifia comento a la
maestra: “Es que siempre hacemos problemas de afadir”, a lo que la maestra respondio:
“Ya, pero es que hay mas tipos de problemas y no todos se resuelven siempre igual. No
todos son de afiadir”. En este sentido, parece adecuado proponer varias sesiones de adap-
tacion, para que los nifios entren en una dindmica nueva de trabajo, antes de explorar con
ellos un tipo particular de problemas de nuestro interés, como los de reparto igualatorio.

En estas reflexiones finales, queremos compartir nuestro aprendizaje sobre esta forma
de trabajar desde que comenzamos (De Castro y Escorial, 2007). Algo que hemos apren-
dido es que en educacion infantil es preferible trabajar con cantidades mas manejables
(de en torno a 10 objetos) que con cantidades mayores. En algunos problemas hemos uti-
lizado cantidades mayores, por requerimiento del tipo de problema. Por ejemplo, en De
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Castro y Hernandez (2014), planteamos la descomposicion factorial de 24 en filas igua-
les (1 fila de 24, 2 filas de 12, 3 filas de &, etc.). Muchos nifios de 5-6 afios manejan bien
cantidades de entre 20 y 30 objetos, y el 24 es un nimero muy interesante para este tipo
de problemas por la cantidad de divisores que tiene. Sin embargo, encontrabamos nifios
que tenian dificultades para contar hasta 24 objetos; no tenian dificultad en comprender
la situacion, ni en representarla con objetos, pero la excesiva demanda de destreza en el
conteo les impedia ejecutar una estrategia perfectamente planificada. Por esta razon, en
esta experiencia, no hemos utilizado cantidades superiores a diez. Damos prioridad a la
invencion infantil de estrategias informales y entendemos que el rango de estrategias
aplicables es mayor con cantidades menores.

Por otra parte, otro aprendizaje que hemos hecho es relativo a los materiales que pue-
den utilizar los ninos en los talleres de problemas. Aunque el enfoque que seguimos es bas-
tante flexible y abierto y, en principio, dejamos que los nifios utilicen los materiales que
ellos prefieran, el maestro no puede evitar tener sus propias preferencias sobre los mate-
riales. Por ejemplo, los cubos encajables son materiales muy versatiles, que permiten mu-
chas posibilidades y estrategias. Sin embargo, materiales de uso cotidiano no estructurados,
como la plastilina, o las pinzas de la ropa, podrian no parecer tan interesantes a primera
vista. Como hemos dicho, aunque se dé libertad a los nifios para elegir material, el reperto-
rio inicial de materiales que ponemos al alcance de los nifios en la sesion es crucial. Algo
que hemos aprendido sobre los materiales es que, cuanto mas diversos sean estos, mas am-
plia es la gama de estrategias, o de formas de aplicar las mismas. Ademas, las peculiarida-
des que muestran los nifios en las elecciones de materiales nos ayudan mas a los profesores
a comprender como es el pensamiento infantil y, en definitiva, a ayudar a los nifios a se-
guir desarrollando su competencia matematica, que es nuestro principal objetivo docente.

Con respecto a los problemas de reparto igualatorio, sabiamos que se podian utili-
zar en educacion infantil (De Castro, en prensa), pero no conociamos la variedad de es-
trategias que llegan a utilizar los nifios de 5-6 afios al abordar estos problemas. En esta
experiencia nos ha sorprendido el uso espontaneo que hacen los nifios de esquemas de
comparacion (mediante la comparacion de longitudes, la correspondencia uno a uno, o el
conteo) y también como los pequeiios utilizan las caracteristicas de los materiales, como
el color o el tipo de material, para diferenciar la cantidad menor de la cantidad iguala-
dora. Esto encaja con el uso similar que hacen los nifios, cuando resuelven problemas
de cambio creciente con incognita en la cantidad de cambio. Al emplear la estrategia de
“afiadir hasta”, anaden objetos diferentes a los que forman la cantidad inicial, hasta lle-
gar a la cantidad final, pudiendo diferenciar en todo momento entre la cantidad inicial y
la de cambio (Carpenter y otros, 1999; De Castro y Escorial, 2007).

Finalizamos el relato de esta experiencia expresando la conviccion que tenemos de que
“otra matematica es posible en la educacion infantil”. Es una matematica diferente a la tra-
dicional en esta etapa educativa, pero perfectamente alineada con los planteamientos cu-
rriculares actuales sobre la competencia matematica (De Castro y otros, 2012), y con las
recomendaciones de instituciones dedicadas a la ensefianza de las matematicas en general
(NCTM, 2003), y a las matematicas en la educacion infantil NAEYC y NCTM, 2013). Ani-
mamos a los lectores a realizar experiencias en esta linea con sus alumnos de educacion
infantil.
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Construccion de poligonos en Educacion Primaria
a partir de circulos de papel

Alexander Maz-Machado
Noelia Jiménez-Fanjul
Universidad de Cordoba

Resumen: Presentamos una actividad manipulativa, con circulos de papel, para que
los alumnos de educacion primaria construyan algunos poligonos y refuercen el conoci-
miento y comprension de sus propiedades.

Palabras Clave: Circulo, Material manipulativo, Matemdticas, Geometria plana,
Poligonos.

Construction of polygons in Primary Education
with paper circles

Abstract: We present a manipulative activity with paper circles so that primary school
students build some polygons and reinforce knowledge and understanding of their
properties.

Keywords: Circle, Manipulative materials, Mathematics, Plane geometry, Polygons.

INTRODUCCION

Durante la educacion primaria el alumnado se encuentra en la etapa de desarrollo
cognitivo que Piaget (Piaget ¢ Inhelder, 1997) designo como de “operaciones concretas”.
Esta se caracteriza por desarrollar una mayor capacidad de razonamiento logico, pero
muy ligado a situaciones reales y determinadas, es decir a la realidad empirica. También
requieren apoyo en materiales que les permitan manipular y observar patrones, caracte-
risticas y propiedades de los conceptos matematicos.



Construccion de poligonos en Educacion Primariaa partir de circulos de papel
Alexander Maz-Machado y Noelia Jiménez-Fanjul

Es un hecho demostrado que la utilizacién de recursos y materiales didacticos en
todos los niveles de ensefianza de las matematicas, sobre todo en los niveles iniciales,
aporta muchas ventajas a la hora de comprender conceptos de esta asignatura. Ayudan
a los alumnos para la reflexion de lo que estan haciendo, porque no sélo lo desarrollan
mentalmente, sino que son capaces de ver y tocar lo que estan aprendiendo. Por esta
razén se produce un buen acomodamiento cognitivo de los conceptos y los recuerdan
con mayor facilidad.

Asumimos por materiales la definicion dada por Alsina, Burgués y Fortuny (1988,
p- 13), “bajo la palabra <<material>> se agrupan todos aquellos objetos, aparatos o me-
dios de comunicacion que pueden ayudar a describir, entender y consolidar conceptos
fundamentales en las diversas fases del aprendizaje”.

Sin embargo, Coriat (1997) cree necesario hacer referencia a la diferencia entre re-
cursos y materiales didacticos. Afirma que los materiales didacticos son creados espe-
cificamente con fines educativos, por ejemplo las regletas de colores; en cambio, los
recursos son aquellos materiales que son usados por el profesor para explicar un con-
cepto o un procedimiento matematico, como puede ser el juego de dominé o una cuerda.

Si ademas los materiales permiten que las actividades en la clase de matematicas ad-
quieran caracter lidico, se creara un ambiente favorable no sélo para la comprension de
los conceptos sino también para inculcar en los alumnos actitudes positivas y de empa-
tia hacia las matematicas (Maz-Machado y Jiménez-Fanjul, 2012).

Los temas de geometria son ideales para incorporar materiales en clase, por ello pro-
ponemos una actividad con circulos de papel para construir algunos poligonos.

ACTIVIDAD

Se pretende que a través de la manipulacion de un circulo de papel los alumnos cons-
truyan diversos poligonos regulares. Para ello deben poner en juego conceptos geométri-
cos como perpendicularidad, angulos, propiedades de un tridngulo equilatero y rombo.
Los materiales a utilizar son papel o cartulina, tijeras, compas, transportador y regla.

1. Construccion de un cuadrado

Se pedira a los alumnos que recorten un circulo en papel o cartulina. Como lo van a
plegar, lo adecuado es que el diametro no sea inferior a 10 cm. (Esto se aplica a todas
las actividades); deberan trazar el didmetro, bien con un lapiz y regla o plegandolo por
la mitad. Luego deben volver a trazar el diametro de forma perpendicular al anterior
(Fig. 1a). Plegar uno de los arcos de circunferencia que se forman entre los puntos de
corte del diametro y el borde del circulo como se muestra en la figura 1b. Luego se pro-
cede de igual forma con los otros tres arcos (Fig. 1c 'y 1d) y asi se obtiene un cuadrado.

Luego se pregunta ;Coémo podemos estar seguros de que es un cuadrado? Se pedira
que midan la longitud de cada lado y que utilicen el transportador para verificar que los
cuatro angulos son rectos.
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a)

Figura 1.

2. Construccion de un triangulo equilitero

Se pedira a los alumnos que recorten un circulo en papel o cartulina y que sefialen el
centro (Fig. 2a). Luego han de plegar la mitad del circulo sobre si misma (Fig. 2b). El si-
guiente paso es repetir el anterior con una de la partes (derecha o izquierda) de forma que
el pliegue coincida con el punto final de la recta que se ha formado (Fig. 2¢). Finalmente
se realiza el ultimo plegado y se obtiene un tridngulo equilatero (Fig. 2d).

Luego se pregunta ;Como podemos estar seguros de que es un triangulo equilatero?
(Cuanto mide cada uno de los angulos? Se pedira que midan la longitud de cada lado y
que utilicen el transportador para verificar que los tres angulos son iguales.

“LAaA

Figura 2.

3. Construccion de un rombo

Se siguen los tres primeros pasos que se establecieron para la construccion del tridn-
gulo. Una vez se tenga la figura 3a, se pliega el punto A hasta el centro del circulo
(Fig. 3b). Luego se pliega el punto C hasta el centro y se obtiene el rombo (Fig. 3c).

Luego se pregunta ;Como podemos estar seguros de que es un rombo? ;Cuanto mide
cada uno de los lados? ;En qué se diferencia de un cuadrado? ;En qué aspectos coinci-
den? ;Cuanto mide cada uno de sus angulos? Se pedira que midan la longitud de cada
lado y que utilicen el transportador para verificar que los d&ngulos son iguales dos a dos.
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Figura 3.

REFLEXIONES

La utilizacion de recursos didacticos de facil manipulacion que estan al alcance de
todo profesor y alumno durante la clase de matematicas, reforzados con preguntas que
lleven a la reflexion y la comprobacion de propiedades, reglas o patrones (en este caso
para la geometria plana), no s6lo imprimen dinamismo y rompen con las rutinas de papel,
boligrafo y pizarra, sino que facilitan a los alumnos experiencias practicas que les per-
miten poner en juego sus conocimientos previos con los nuevos que les estén ensefiando.

Con esta sencilla idea hemos pretendido mostrar que en muchas ocasiones no hay que
preparar actividades demasiado grandiosas o con materiales sofisticados, bastan concep-
tos basicos y tener claro lo que se pretende trabajar en la clase para despertar la curiosi-
dad, reforzar los conocimientos y crear ambientes de trabajo activos en el aula.
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Con el lema “El sentido de las matematicas: matemati-
cas con sentido”, la Sociedad Andaluza de Educacion Mate-
matica THALES ha celebrado una nueva edicion, la nimero
quince, del Congreso sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matematicas (CEAM), cuya organizacion ha recaido en la
delegacion de Jaén.

Esta XV edicion del CEAM ha tenido lugar en la sede de
Baeza de la Universidad Internacional de Andalucia (UNIA)
durante los dias 3 al 5 de julio de 2014, contando con un
total de 226 participantes de los distintos niveles educativos XV CEAM
y procedencia, que durante tres dias han compartido expe- Baeza, 2014
riencias y conocimientos con el objetivo de mejorar la ense-
flanza y aprendizaje de las matematicas.

Aunque costo trabajo, al final tuvimos un logo del con-
greso inspirado en el Palacio de Jabalquinto de Baeza en el que desarrollamos todas las
actividades del CEAM.

El comienzo del congreso conté con la conferencia del Grupo Alquerque, como siem-
pre interesante y entretenida. Pepe, Antonio y Juan Antonio nos deleitaron con su con-
tar de los cantares en el que ademas de muchas matematicas también tuvimos baile por
sevillanas.

Las conferencias plenarias se completaron con la impartida por Rafael Ramirez Uclés
(Universidad de Granada) y la impartida en la clausura por Clara Grima (Universidad
de Sevilla). Las tres de un excelente nivel, como ha quedado reflejado por los resulta-
dos de las encuestas de evaluaciéon que de manera online han respondido los participan-
tes en el congreso.

En otro apartado de los contenidos, programamos ocho ponencias con temas diversos
y sobre todo, pensadas para los distintos niveles educativos.
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Musica y matematicas a cargo de Manuel Amaro Parrado, sentido numérico impar-
tida por M?* Teresa Garcia y Rafael Bracho, estadistica con sentido haciendo referencia
al lema del congreso a cargo de José Rodriguez Avi y matematicas para la vida dirigida
a Infantil, impartidas por Joaquina Chicharro y Soledad de la Blanca, componian el pri-
mer bloque de ponencias.

Para un segundo bloque programamos temas como cine y tv en matematicas impar-
tida por Jos¢ M* Sorando, la experiencia del método ABN contada por su autor, Jaime
Martinez; matematicas: reina y doncella fue el titulo de la ponencia de Manuel Martinez
en la que trato sobre todo de interdisciplinaridad y matematicas consentidas, ponencia de
Tere Valdecantos con la que se cerraba el segundo bloque.

Los contenidos del congreso se completaron con cuarenta y seis comunicaciones,
dieciséis talleres, tres comunidades virtuales, cinco posters y un zoco. Cifras que no
estan nada mal, aunque lo importante son los contenidos y sobre todo la variedad que
ofrecieron todas estas experiencias contadas por los participantes en el CEAM de Baeza.
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Ademas, se program6 una mesa redonda en la que se debati6 sobre las evaluaciones
externas que los centros estan “padeciendo” en los tltimos afios; contando con represen-
tacion del INEE a través de Ismael Sanz (director general) y de la Agencia Andaluza de
Educacion Educativa (AGAEVE) representada por Sebastian Cardenas.

Por si quedaban algunos huecos en el programa, aprovechamos para hacer algunas
presentaciones de libros como fueron “Matematicas para estimular el talento I1I”” que re-
coge actividades del proyecto Estalmat y “Matematicas con calculadora para 3° de ESO”
publicado en colaboracion con la Division Educativa CASIO.

Atn quedo tiempo para que desde la Division Educativa CASIO, colaborador ha-
bitual con THALES y con el CEAM, se presentara la nueva calculadora Classpad 400.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (2), n° 87, 103-110, ISSN: 2340-714X 105



Cronica del XV Congreso sobre Enseiianza y Aprendizaje de las Matematicas
Agustin Carrillo de Albornoz Torres

En todos los congresos, las exposiciones suponen una parte importante de las acti-
vidades que se desarrollan. Para esta ocasion hemos contado con tres: “jRiete con las
mates!, cedida por el Departamento de matematicas de la Universidad Complutense de
Madrid; “La mujer innovadora en la ciencia” del fondo de la SAEM THALES y “Azu-
lejos matematicos” elaborada por Angel Requena, al que agradecemos, al igual que Ana
Garcia Azcarate que en todo momento hayan estado presentes junto a la exposicion para
responder a cuantas preguntas le hacian los participantes.

En definitiva un programa que desde la organizacion consideramos muy completo
por la diversidad de temas y sobre todo, al ofrecer contenidos para los distintos niveles
educativos representados en el congreso.

Continuando con mas datos del XV CEAM — Baeza 2014, destacamos que en los
226 participantes inscritos hubo mayoria de mujeres, tal y como aparece en el grafico si-
guiente (ver pagina siguiente):
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Sobre el origen de los
participantes, aunque ma-
yoritariamente fueron an-
daluces, destacamos que
tuvimos representacion de
diez comunidades autono-
mas y de tres paises ibe-
roamericanos, tal y como
aparece en la imagen si-
guiente (ver grafico).

Como era de espe-
rar, la mayoria de los par- = MUJERES
ticipantes del congreso
provenian de Andalucia
(84,5 %), y como tam-
bién era previsible, con
mayoria de Jaén. e Participantes en el

B HOMBRES

. . CEAM por
Otros datos.de 1nt§res ‘comunidades
hacen referencia al nivel bt oy
educativo de los partici- o

pantes; aunque hay ma-
yoria del profesorado de
Educacion  Secundaria,
estamos satisfechos al
haber despertado el inte-
rés en el resto de niveles,
destacando que muchos
de los estudiantes que _
aparecen en el grafico Iberoameériea o 9 Bl o
seran docentes de infan- 6 - oW p F

til y primaria en el futuro. h

Para finalizar esta
crénica no puedo olvidar
el apartado de agradecimientos ya que sin los apoyos y ayudas que hemos recibido, a la
delegacion de Jaén de la SAEM THALES nos hubiera resultado imposible celebrar una
nueva edicion del CEAM.

Por tanto, nuestro agradecimiento a la Junta de Andalucia, a través de sus Consejerias
de Economia, Innovacion, Ciencia y Empleo, y de Educacion, Cultura y Deporte; a las
Universidades de Jaén, Cérdoba e Internacional de Andalucia, a la Diputacion de Jaén, al
Ayuntamiento de Baeza; asi como a los Centros de Profesorado de la provincia de Jaén,
al Instituto Nacional de Evaluacion Educativa y a las EE.PP. Sagrada Familia de Ubeda;
sin olvidarnos de empresas como la Division Educativa de CASIO, Oleocampo y Grupo
Anaya que han hecho posible el CEAM de Baeza 2014.

Para terminar, como coordinador del CEAM, quiero destacar el trabajo del grupo de
monitoras y monitores, todos estudiantes de las EE.PP. Sagrada Familia de Ubeda por
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el interés y sobre todo por la ilu-
sion con la que han ayudado para
hacer facil las tareas del dia a dia
en el congreso.

No me he olvidado del comité
organizador, solo que lo he dejado
para el final.

Gracias a todos por vuestro
trabajo y esfuerzo, no solo du-
rante los dias del congreso, sino
durante todo el tiempo que hemos
trabajado en los meses previos
hasta llegar al 3 de julio con los
nervios propios de cémo saldria
todo.

Muchas gracias por todo y
también por aguantarme.

Ahora le toca a la delegacion
de Cadiz para que nos volvamos
a encontrar en el XVI CEAM en
julio de 2016.

Nos vemos en Cadiz.
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Retos matematicos para Segundo Ciclo de
Secundaria

José Carlos Casas

Los problemas de razonamiento matematico tienen
como objetivo fundamental despertar en el lector moti-
vacion e interés por una asignatura, las matematicas, que
en general presenta gran resistencia. Si éstos se presen-
tan como retos, su resolucion puede infundir, ademas, en
el lector gran satisfaccion.

En este libro, el autor nos propone 110 retos con dis-
tintos niveles de dificultad, y en diferentes ramas de las
matematicas como son la probabilidad, la logica, el al-
gebra o la geometria, como propuesta de diversion para
chicos y chicas de 14 a 16 afos. En la exposicion de
estos retos no hay una identificacién ni un orden estable-

&

Retos
matematicos
para Segundo Ciclo
de Secundaria

cido para indicar el grado de dificultad. Eso hace que el Juan Diego Sanchez
lector se enfrente a todos los retos con la misma actitud Editorial CSS, Madrid
y sin ideas preconcebidas. 2014. Primera edicion.

El texto forma parte de la serie Ingenio, incluida den- ISBN: 978-84-9023-131-9
tro de la coleccion Ciudad de las Ciencias, que incluye 172 paginas

un total de 11 titulos de matematicas recreativas. El pro-
pio autor, en 2013 nos presento el libro Retos matemati-
cos para Primer Ciclo de Secundaria con lo que se completa un extenso conjunto de retos
dirigidos a los alumnos de todos los niveles de secundaria.

Todos los retos propuestos son resueltos por el autor en la segunda parte del libro, de
una forma clara y detallada y con un lenguaje cercano, lo que refleja la experiencia do-
cente de éste, como profesor de ensefianza secundaria.






