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Simulacion de una enfermedad infecciosa,
practicas virtuales en tiempos de crisis con apoyo
de Tecnologia

Luis E. Montero-Moguel
Veronica Vargas-Alejo
Universidad de Guadalajara

Resumen: En este articulo se reportan resultados de un estudio cuyo objetivo fue propi-
ciar la comprension de la propagacion de una enfermedad como COVID-19, mediante el
entendimiento de graficas asociadas a la simulacion con NetLogo. La investigacion fite
de tipo cualitativo. La poblacion de estudio fueron estudiantes universitarios de primer
semestre de licenciatura. El marco conceptual se fundamenta en la perspectiva de mo-
delos y modelacion. Se discute como el uso de NetLogo y Microsoft Teams apoyaron la
interpretacion, descripcion, explicacion y prediccion de la diseminacion de una enferme-
dad infecciosa, y el entendimiento de graficas asociadas a la simulacion del fenomeno.
Palabras clave: Propagacion de una enfermedad infecciosa, NetLogo, Microsoft Teams,
Grdficas.

Simulation of an infectious disease, virtual
practices in times of pandemic with support of
technology

This article reports the results of a study whose objective was to promote the under-
standing of the spread of a disease such as COVID-19, through the understanding of
graphs associated with the simulation with NetLogo. The research was qualitative. The
study population were first-semester undergraduate university students. The conceptual
[framework is based on the models and modeling perspective. It is discussed how the use
of NetLogo and Microsoft Teams supported the interpretation, description, explanation
and prediction of the spread of an infectious disease, and the understanding of graphics
associated with the simulation of the phenomenon.

Key Word: Spread of an infectious disease, NetLogo, Microsoft Teams, Graphics.



Simulacion de una enfermedad infecciosa, practicas virtuales en tiempos de crisis con apoyo de Tecnologia
Luis E. Montero-Moguel / Verdnica Vargas-Alejo

1. INTRODUCCION

Nos encontramos en una €poca sin precedentes en México y, en general, en todo el
mundo. La educacion, en todos los niveles, ha migrado de ambientes presenciales hacia
ambientes virtuales (Juarez-Pineda, 2020; https://learningrevolution.com). La tecnologia
como las computadoras de escritorio, laptops, los teléfonos celulares y las tablets son el
medio de comunicacion entre profesores y estudiantes, quienes a través de diversos me-
dios como Google Classroom, Moodle, Blackboard, Discord, Microsoft Teams, Google
Meet, Zoom y Skype, hacen todo lo posible para dar continuidad a la educacion tanto
en modalidad sincronica como asincrénica (Badillo, 2020). Varias interrogantes han sur-
gido, entre ellas: ;qué es lo prioritario que los estudiantes deberian conocer y aprender en
estos momentos? (Hernandez-Navarro, 2020), ;deberiamos reorientar los objetivos de la
educacion? (Alvarez-Mendiola, 2020).

Las preguntas tienen sentido, en tanto que en el pais y en varias partes del mundo
se ha enfrentado la propagacion de enfermedades como el VIH, HIN1 y Dengue. A
pesar de que las epidemias no son nuevas y han sido frecuentes en esta era de globali-
zacion, debido a la gran facilidad de los individuos para viajar de un lugar del mundo a
otro (Saldafia, 2018), incluso, aun cuando circula una gran cantidad de informacién en
redes sociales y periddicos (Rodriguez-Calva, 2020; World Health Organization, 2020),
se observa que no ha sido claro el fendmeno de diseminacion de una enfermedad por los
ciudadanos (Ortiz, Miranda, Espino y Rodriguez, 2020). Las preguntas que emergen na-
turalmente son: jse han utilizado estos fendmenos en el salon de clases para aprender y
para concientizar a los ciudadanos?, ;Se ha preparado a los estudiantes para que puedan
responder a la situacion que estan viviendo?, ;en qué momento debieron los estudiantes
aprender las bases matematicas para entender el comportamiento de fenomenos como la
diseminacion de una enfermedad?

Es necesario tener propuestas educativas para todos los niveles educativos que posi-
biliten la formacion de los ciudadanos. Se requiere prepararlos para enfrentar con cono-
cimiento situaciones de crisis politica, econémica y de salud como la que enfrentamos
actualmente; de tal manera que puedan tomar decisiones adecuadas en beneficio propio
y de la sociedad en la que viven. Se necesita formar individuos para la vida y para el tra-
bajo sobre bases incluyentes y solidarias. Se requiere preparar a los individuos para inter-
pretar, describir, predecir y tener control de situaciones del entorno diario (Lesh, 2010),
para que las personas actuen con responsabilidad ante los fenomenos que impactan a la
sociedad. ;Se puede hacer algo al respecto en sesiones virtuales de matematicas?

En este articulo se responde la pregunta ;Como pueden NetLogo y Microsoft Teams
apoyar el entendimiento de la diseminacion de una enfermedad? ; Como puede fomentar
la comprension de las graficas asociadas a la propagacion de una enfermedad? Se des-
criben resultados de una investigacion que se implement6é en México de manera virtual,
sincronica. El objetivo del estudio fue apoyar la comprension por estudiantes de nivel
universitario sobre funcion, variacion y crecimiento exponencial. Las aportaciones de
la Perspectiva de Modelos y Modelacion (se describe en la siguiente seccion) [PMM]
se utilizaron para diseflar e implementar la secuencia de actividades. Por cuestiones de
espacio solo se describen los resultados obtenidos al implementar una de las activida-
des [MXA] que se utilizo: Diseminacion de enfermedades (https://ccl.northwestern.edu/
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netlogo/) de NetLogo. Ello permitié que los estudiantes analizaran de manera dindmica
el fendmeno y dieran mas sentido a las representaciones graficas, medio actual de infor-
macion sobre la situacion de propagacion del COVID-19 en diversos noticieros naciona-
les (Secretaria de Salud, 2020).

2. MARCO CONCEPTUAL

Una mirada a nuestro alrededor es suficiente para detectar que estan sucediendo varios
fendmenos politicos, econémicos y del medio ambiente cuya constante es el cambio: el
crecimiento de los organismos y las poblaciones (Steen, 2003). Debido a que nuestro
entorno esta cambiando, es importante que ayudemos a los estudiantes a aprender a in-
terpretar, describir y predecir fenomenos del mundo (Lesh, 2010). Ello les permitira en-
tender y colaborar con acciones o comportamientos ante fenomenos como el brote de
enfermedades, el cambio climatico, la desaparicion de especies, la pobreza, la migracion
humana y muchos otros temas prioritarios como los que se enuncian en la agenda 2030
(http://www.onu.org.mx/agenda-2030/).

La educacion matematica, incluso desde edades tempranas, debe ir mas alla de sélo
promover la memorizacion de definiciones, y la mecanizacion de algoritmos (Kaput,
1999; Stroup, 2005). Los estudiantes deben tener oportunidades para desarrollar conoci-
miento y, ademas, la flexibilidad para utilizarlo para interpretar, describir y predecir si-
tuaciones-problema. Se requiere que los estudiantes aprendan a descubrir patrones de
cambio, representarlos, comprender diferentes tipos de cambio, reconocerlos cuando
ocurren, tener habilidades para identificarlos en su entorno y aprender a predecir y con-
trolarlos en beneficio de ellos mismos y la humanidad (Steen, 2003). Ademas, es necesa-
rio que aprendan a elaborar conjeturas, comunicarlas y evaluarlas.

Variacion y funcién son conceptos fundamentales de la matematica del cambio
(Steen, 2003). En varios estudios se ha encontrado que existen dificultades para aprender
conceptos como funcidn, atin en el nivel universitario (Arlebick y Doerr, 2018). El en-
tendimiento de las graficas asociadas al comportamiento de distintos fendmenos es com-
plicado para los estudiantes (Thompson y Carlson, 2017), por la dificultad de entender la
variacion y la covariacion entre las variables, lo cual se observa cuando tienen que inter-
pretar informacion dada en tablas de datos, graficas y representaciones algebraicas. En
esta investigacion se toma a la PMM dentro del marco conceptual (Lesh y Doerr, 2003%).

2.1. La Perspectiva de Modelos y Modelacion [PMM]

La PMM (Doerr, 2016; Lesh y Doerr, 2003a; Lesh, 2010) sefiala que aprender mate-
maticas involucra la construcciéon de modelos; es un proceso de desarrollo de sistemas
conceptuales, que se modifican de manera continua, extienden y refinan a partir de las in-
teracciones del estudiante con su entorno y al resolver problemas.

Los modelos son sistemas conceptuales (que consisten en elementos, relaciones, operacio-
nes y reglas que gobiernan las interacciones) que se expresan mediante sistemas de notacion
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externa, y se usan para construir, describir o explicar los comportamientos de otros sistemas —
Quizas de tal forma que otro sistema pueda ser manipulado o predicho de manera inteligente.

Un modelo matematico se enfoca en las caracteristicas estructurales ( mas que por ejem-
plo, en caracteristicas fisicas o musicales) de sistemas relevantes. (Lesh y Doerr, 2003a, p. 10)

Los modelos y constructos relevantes “se desarrollan a lo largo de dimensiones tales
como de lo concreto-a-lo abstracto, de lo particular-a-lo general, de lo situado-a-lo des-
contextualizado, de lo intuitivo-a-lo analitico-a-lo axiomatico, de lo indiferenciado-a-lo
refinado, y de lo fragmentado-a-lo integrado” (Lesh y Doerr, 2003a, p. 32). Los modelos
mas utiles no siempre son los mas abstractos, generales, descontextualizados, formales
o complejos. “La evolucion [del conocimiento] involucra diferenciacion, integracion y
refinamiento de sistemas inestables. Involucra discontinuidades y reorganizaciones con-
ceptuales -los estudiantes van mas alla de pensar con el modelo a pensar en éste” (Lesh
y Doerr, 2003a, p. 32).

Los modelos pueden ser internos (sistemas conceptuales) y externos (representacio-
nes). Como mencionan Lesh y Doerr (2003b) en la PMM, debido a que se “pone énfasis
tanto en los sistemas conceptuales internos como en los medios externos en los cuales
éstos se expresan, se enfatiza (por ejemplo) en el papel del desarrollo del lenguaje, y la
creciente fluidez representacional” (p. 540).

El conocimiento, por lo tanto, se considera como un sistema complejo y dindmico,
que se autorregula y esta en constante adaptacion. Las interpretaciones iniciales de los
fenomenos tienden a ser burdas comparadas con las interpretaciones finales. (Lesh y
Doerr, 2003a).

El aprendizaje es social, emerge de comunidades de aprendizaje; es el resultado de
construcciones humanas mediante procesos que implican fases de diferenciacion, inte-
gracion y refinamiento. La PMM (Doerr, 2016) sugiere posibilitar la construccion, co-
municacion y reutilizacion de formas de pensar en el aula. Propone para ello, el uso de
secuencias de desarrollo de modelos que se estructuren con Actividades provocadoras de
Modelos [MEA por sus siglas en inglés: Models eliciting activity], Actividades explo-
radoras de Modelos [MXA por sus siglas en inglés Models Exploration Activity] y Ac-
tividades de Adaptacion de Modelos [MAA por sus siglas en inglés Models Adaptation
Activity]. Cada actividad propicia que los estudiantes desarrollen “multiples ciclos de
descripciones, interpretaciones, conjeturas y explicaciones que son revisadas y refinadas
mientras trabajan con otros estudiantes” (Doerr, 2016, p. 200). Es decir, los modelos que
construyen los estudiantes, gradualmente se modifican, extienden y refinan.

Las MXA son actividades que se enfocan en la estructura matematica subyacente de
las MEAs. Dado que se implementan después de las actividades provocadoras de mo-
delos, su disefio puede incluir representaciones y actividades interactivas que permitan
a los estudiantes profundizar en los sistemas de representacion y lenguaje relaciona-
dos con los modelos que emergieron al realizar la MEA. La interaccion entre los alum-
nos y el docente se centra “en las fortalezas de varias representaciones, las relaciones
entre representaciones, las similitudes y diferencias estructurales entre representaciones
y en formas de usar las representaciones productivamente” (Arlebdck, Doerr y O’Neil,
2013, p. 317). Tienen como objetivo estudiar la naturaleza de los niveles y los tipos de
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comprension que los estudiantes atin deben desarrollar después de haber completado las
MEA (Lesh et al., 2003 y Lesh, 2010).

Las estructuras de las MXA “a menudo incluyen graficos por computadora, diagra-
mas o animaciones” (Lesh y Doerr, 2003a, p. 46). Ello puede apoyar una mejor com-
prension del crecimiento exponencial (Doerr, 2006). La tecnologia en la educacion
matematica tiene un papel fundamental, por su caracter dindmico. En particular, los sis-
temas de simulacion y modelacion permiten a los alumnos abstraer y reproducir la expe-
riencia de un fendomeno y tener la oportunidad de explicar y describir las relaciones de
los comportamientos inmersos en la simulacion (Schwartz, 2007). Son “simplificaciones
e idealizaciones que intentan capturar las caracteristicas esenciales de esos aspectos del
mundo fisico y social que describen” (Schwartz, 2007, p. 161). Dentro de los softwares
que permiten que los alumnos reproduzcan el comportamiento de un fendmeno esta el
entorno de modelacion programable multi-agente NetLogo.

2.2. La Tecnologia

NetLogo es un ambiente de modelacion programable multi-agente, de libre acceso
(Tisue y Wilensky, 2004). NetLogo permite la exploracion del comportamiento de feno-
menos naturales y sociales, mediante la simulacion individual (para un jugador: http://
ccl.northwestern.edu/netlogo/models/DiseaseSolo) y la simulacion participativa (para
un grupo de jugadores: http://ccl.northwestern.edu/netlogo/models/DiseaseHubNet).
Los estudiantes pueden observar la construccion de graficas y, de manera simultanea, el
comportamiento del fendmeno simulado. En este articulo se utiliza para crear una MXA,
la cual se implemento posterior a una MEA. La caracteristica programable de NetLogo
permite construir y adaptar los modelos de la biblioteca. En esta investigacion se adapto
el modelo “Disease Solo” para crear un modelo propio que se denominé “Diseminacion
de una enfermedad en el area metropolitana de Guadalajara [DG]” (Figura 1).

Ejecutar Informacion  Cédigo
velocidad normal

Actuali; dela Vista...
S8k e | ] ) | [ cntorasn
ticks: 377 = )
- Nimero de infectados
L. S5 Movimiento Persona:
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57.2 —_— L)
Mantener —
Config-mantener | s = J 7
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. %
e | ;
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__—' androids:
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’ - A e |

Figura 1. Entorno de la actividad: DG
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Microsoft Teams por su parte es un espacio de trabajo en Office 365, disefiado para la
colaboraciéon y comunicacion entre grupos de trabajo. Permite generar reuniones, man-
tener videoconferencias privadas o grupales, almacenar y compartir archivos y acceder
a Word, Excel y PowerPoint. Este espacio puede utilizarse para propiciar procesos de
aprendizaje en el aula; su acceso es libre para estudiantes y profesores de instituciones
educativas registradas en Microsoft. En este espacio de trabajo, es posible conectar a va-
rios estudiantes de manera sincronica y asincronica. Pero, como toda plataforma el uso
que puede hacerse de la misma depende de varios aspectos, entre ellos la concepcion del
docente sobre aprender matematicas.

Las recomendaciones para el uso de la tecnologia en educacion virtual son diversas,
por ejemplo, se sugiere la organizacion de sesiones de una hora y media maximo; la in-
corporacion de videos de uno a tres minutos, apoyados de preguntas abiertas o de op-
cion multiple, que el estudiante deba contestar; el uso de actividades interactivas, donde
se defina el tipo de participacion que se espera de los estudiantes (https://learningrevo-
lution.com). Importa la flexibilidad, la inclusion, pero sobre todo la interaccion conti-
nua entre estudiantes y profesor. Los contenidos deben estar organizados de tal manera
que el estudiante pueda avanzar de acuerdo con su ritmo, la interaccion con sus pares y
el maestro.

El estudio que se describe en este articulo se desarrolld en la plataforma Microsoft
Teams. Las aportaciones de la PMM se utilizaron para disefiar e implementar la secuen-
cia de actividades MEA-MXA-MAA. Se describen los resultados obtenidos al imple-
mentar la MXA, con la cual se apoy6 la comprension por los estudiantes del fendémeno
de propagacion de enfermedades infecciosas y conceptos matematicos como variacion
al hacer uso de NetLogo.

3. METODOLOGIA

La investigacion fue de tipo cualitativa. Se realizd con un grupo de 18 alumnos del pri-
mer semestre de la licenciatura en administracion de empresas (los denominaremos E;),
quienes estaban cursando la materia de matematicas aplicadas a los negocios. Sus eda-
des variaban entre 18 y 40 afios. Forman parte de un programa de licenciatura dirigido a
estudiantes adultos-trabajadores. Los estudiantes habian resuelto una MEA sobre creci-
miento de bacterias en ambiente sincronico. Habian desarrollado modelos que incluian
tablas y graficas de funciones lineales y exponenciales para describir la situacion.

3.1. Actividad

La actividad MXA es parte de una secuencia de actividades (MEA, MXA, MAA) dise-
flada con base en las sugerencias de Lesh, Cramer, Doerr, Post, y Zawojeswski (2003) y
Doerr (2016). Consiste en la actividad DG (Figura 1) y hojas de trabajo que se utilizaron
con los estudiantes para promover el entendimiento del crecimiento exponencial, aso-
ciado a la simulacién de la propagacion de una enfermedad.
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La actividad consiste en simular una poblacion compuesta por agentes (controlados
por el software) y un individuo (controlado por el alumno), se selecciona el numero de
agentes infectados (infectar, Figura 1) con un virus de alguna enfermedad contagiosa. El
o los agentes infectados pueden contagiar a otros agentes o al individuo al tocarlos. Al
correr el software (iniciar, Figura 1) los agentes y el individuo pueden moverse y ello
permite simular el proceso de contagio. De manera simultanea el software genera una
grafica con la cantidad de agentes contagiados (numero de infectados, Figura 1) en fun-
cion del tiempo.

3.2. Proceso de implementacion

El proceso de implementacion de la MXA se desarrolld en los ambientes de Micro-
soft Teams y NetLogo. Los alumnos recibieron, mediante la plataforma de Microsoft
Teams, los archivos de la actividad DG. Esta experimentacion se llevé a cabo en abril
de 2020, cuando la cuarentena por COVID-19 en México tenia tan sélo tres semanas
en proceso.

Fase 1. Los alumnos y el docente se conectaron en una sesion sincronica por medio
del Software de Microsoft Teams. La actividad inicié con una breve platica de
aproximadamente cinco minutos por parte del docente sobre la importancia de
las matematicas para describir y comprender los fendmenos que nos rodean como
por ejemplo la propagacion de las enfermedades, en particular COVID-19 —en la
PMM es importante que las actividades que realicen los estudiantes estén contex-
tualizadas en alguna situacion cercana al estudiante (Lesh y Doerr, 2003a). Poste-
riormente, el profesor introdujo brevemente el software.

Fase 2. Se hizo una simulacién con un agente infectado. Se pidi6 a los estudiantes
que observaran la simulacion. Después de la simulacion los alumnos explicaron el
comportamiento de la propagacion de la enfermedad y su grafica asociada. El do-
cente puso énfasis en los conceptos matematicos que emergieron.

Fase 3. Se hizo una simulacion con dos agentes infectados. Antes de la simulacion, el
docente propuso de nuevo que los alumnos hicieran conjeturas respecto a lo que
sucederia. Después de la simulacion los alumnos explicaron el comportamiento
de la propagacion de la enfermedad y su grafica asociada. El docente puso énfasis
en mas conceptos matematicos que emergieron.

Fase 4. Se hizo una simulacién con cinco agentes infectados. Antes de la simulacion
el docente propuso de nuevo que los alumnos hicieran conjeturas respecto a lo que
sucederia. Después de la simulacion los alumnos explicaron el comportamiento
de la propagacion de la enfermedad y su grafica asociada. El docente puso énfasis
en los conceptos matematicos que emergieron en cada simulacion, por ejemplo,
variables, variacion, tasa de crecimiento, ordenada al origen, entre otros.

Ocho de los 18 alumnos instalaron NetLogo y la actividad en sus computadoras, por

lo tanto pudieron realizar sus propias simulaciones. Los otros diez observaron las simu-
laciones por medio de la pantalla compartida del docente.
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3.3. Papel del profesor

Durante toda la sesion, el profesor fue orquestador de la discusion, mediante el plantea-
miento de preguntas que permitieran a los estudiantes comprender el fenomeno, inter-
pretar las graficas (asociarlas al crecimiento exponencial) y desarrollar conocimiento y
habilidades como: la observacion, el planteamiento de conjeturas, el analisis, la verifi-
cacion de casos particulares, a través de la exploracion con el software y la generaliza-
cion. El docente propici6 la interaccion social entre los estudiantes para promover una
comunidad de aprendizaje desde la implementacion de la MEA. El profesor tenia expe-
riencia en el desarrollo de actividades (sustentadas en la PMM) con estudiantes en am-
bientes presenciales.

3.4. Acopio de datos

El acopio de datos fue mediante las videograbaciones de las interacciones [estudiante-
estudiante y estudiante-profesor] durante toda la experimentacion de la MXA, el re-
gistro escrito de las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo al realizar las
simulaciones y la bitacora del docente. Los estudiantes usaron Word y lapiz y papel para
desarrollar las actividades de las hojas de trabajo, tomaron fotos de imagenes de las si-
mulaciones y las pegaron en sus hojas de trabajo para complementar sus respuestas.

4. RESULTADOS

Se describe como al ser implementada la MXA (basada en NetLogo) en la plataforma
Microsoft Teams permiti6 tal como Doerr (2016) lo sefiala: el surgimiento de ciclos de
descripciones, interpretaciones, conjeturas y explicaciones que fueron revisadas y refina-
das mientras los estudiantes trabajaron con otros estudiantes y con el profesor.

De tal manera, que los estudiantes revelaron sus concepciones matematicas previas y
del fendmeno de propagacion de enfermedades infecciosas.

4.1. Episodio 1. Contextualizacion de la situacion (Actividad en Microsoft Teams)
La plataforma permitié que el docente y los 18 estudiantes se lograran conectar desde su
casa de manera sincronica para atender la sesion. Microsoft Teams facilitdo la comuni-
cacidn e interaccion del grupo [estudiante-estudiante y estudiantes-profesor], inclusive
asesoria técnica.

4.1.1. EI contexto

El docente inici6 la sesion con la introduccion siguiente para contextualizar la actividad

en el fendbmeno COVID-19.
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[1] Docente: Estar estudiando matematicas no quiere decir que dejemos, nada mas, a
las matematicas en el salon de clases, o en las clases que tenemos. Sino que real-
mente, como hemos platicado, las matematicas nos ayudan en la vida cotidiana; y,
pues un problema que tenemos, que ahorita se detono es el coronavirus. Pero real-
mente siempre hay infecciones que tienen ciertos comportamientos. Es por eso
que este software [se refiere a NetLogo] y esta actividad [diseminacion de enfer-
medades] que les mandé [se refiere a que les entrego la actividad mediante Micro-
soft Teams] esta en ese sentido.

La intervencion del docente se justifica en su conocimiento sobre la importancia del
contexto para motivar a los estudiantes, lo cual se deriva de sus lecturas sobre la PMM
propuesta por Lesh y Doerr (2003a) y su experiencia al trabajar en ambientes presencia-
les basados es esta perspectiva.

4.1.2. Aspectos técnicos

El docente apoy6 también mediante asesoria técnica a los estudiantes, que habian logrado
descargar la actividad DG de NetLogo, para que junto con ¢l realizaran las simulaciones
en sus equipos. Destind poco tiempo, de la siguiente manera, para resolver inquietudes
sobre la descarga de la actividad y uso de comandos, botones y controles del software.
[2] Docente: Ustedes estan marcados con el color amarillo: ;/si se vieron en color
amarillo? [promovio que los estudiantes observaran que estaban inmersos como
parte de la poblacion de individuos en la simulacion]
[3] E1: Si.
[4] E2: Si.
[5] E3: Siprofe.
[6] Docente: Ok. y si vieron como se mueven ustedes? Ahi. Dentro de... Dentro del
software. Dentro del programa

Investigadores como Haspekian (2005) sefialan que el uso de la tecnologia puede
aprenderse simultaneo al aprendizaje de las matematicas. No siempre es necesario desa-
rrollar sesiones de aprendizaje de software separadas de las sesiones de aprendizaje de
matematicas. En este caso, debido a lo amigable del software, se considerd que podia
aprenderse el uso basico del mismo a la par de apoyar la comprension de las graficas aso-
ciadas al fenémeno

4.2. Episodio 2. Desarrollo de conocimiento matematico [G] y sobre el fendmeno
de propagacion de enfermedades [C] a través de la simulacion y grafica en
NetLogo (Microsoft Teams y NetLogo)

Se analizé el proceso de evolucion de ideas de los estudiantes respecto a:

a) la comprension de graficas —y conceptos matematicos como variacion, tasa de
cambio, ordenada al origen [G].
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b) la asociacion de la grafica al contexto de propagacion de enfermedades infeccio-
sas como COVID-19 [C] y por lo tanto, comprension del fendmeno.

4.2.1. Primera simulacion: la simulacion un juego; variables, variacion y tasa de
cambio

El docente solicito la observacion de la simulacion llevada a cabo con un agente y la des-
cripcion e interpretacion del fendmeno.

[7] Docente: Lo que necesito es que ustedes... bueno, todos los que no tienen ahorita
el software para usarlo, nos platiquen qué es lo que estamos viendo [con esta frase
el docente trato de promover que los estudiantes exploraran, describieran, y ana-
lizaran la situacion]. {De acuerdo? Bueno, entonces, vamos a iniciar ya con esto.
Laidea es que todos o los que puedan, van a darle iniciar y van a tratar de moverse
para que no sean infectados. ;{De acuerdo? Muy bien... empezamos entonces.

La simulacion tomada como un juego

Ocho estudiantes simularon el fendémeno de manera individual, mientras que 10 obser-
varon en la plataforma la simulacion realizada por el docente. Uno de los ocho estu-
diantes, que simularon de manera individual, percibié la actividad como una actividad
ludica con reglas que quizas debian aclararse durante la clase. Es decir, no lo asocio
con el contexto de una situacion real, como COVID-19. Por lo tanto, no tuvo claro
cOmMo comportarse.

[8] Docente: Traten de moverse para no ser infectados. ;De acuerdo?

[9] E3: ;Y sinos infectan profe? ;voy a infectar a los demas o qué hago? [No C]

[10] Docente: ;TG qué harias? [El docente pregunta para que los alumnos se con-

cienticen respecto al fenomeno|

Descripcion cualitativa de la forma de la grafica

Posterior a la simulacion (Figura 1). Antes de borrar la grafica obtenida. El docente pro-
picio reflexion sobre la grafica.

[11] Docente: ;| Me pueden mencionar qué observan de la grafica por favor ? Me van
diciendo quién participa para irlo apuntando como siempre [e/ profesor trato de
promover la interaccion docente-estudiantes).

[12] E4: Pues que...

[13] Docente: Aja... Dime

[14] E3: que va ascendiendo [G].

Los estudiantes describieron la grafica de manera cualitativa [ 14]. Pero no mencionaron

que era una grafica creciente, como podria esperarse en una clase de matematicas, tampoco
describieron el tipo de crecimiento exponencial (conocimiento que emergio en la MEA).
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Descripcion cualitativa de la forma de la grdfica con base en el contexto

Incluyeron el contexto de la epidemia en sus descripciones.

[15] E4: Va ascendiendo de una manera bastante rapida por el alto contagio de la epi-
demia [epidemia para los estudiantes era COVID-19]. [G, C]

[16] ES: por la epidemia. [G, C]

[17] Docente: Ok. E4 menciona: que va... va aumentando rapidamente por el caso de
la epidemia. Alguien mds intervino y no alcancé a escuchar. ;Quién era?

[18] E5: Si maestro. Este...

[19] Docente: (E5?

[20] E5: Si. Se observa, pues que va aumentando la epidemia ;no? rapidamente. [G, C]

Un par de estudiantes hicieron una descripcion mas formal de la forma de la grafica;
ello se debid a que observaron lineas en la grafica (Figura 1).
[21] E9: Es que se ve que [se refiere a la forma de la grdfica]... en los primeros con-
tagios, es primero lineal un poquito [G].
[22] Docente: Aja. Ok.
[23] E9: y ya, posterior a eso se empiezan a... empieza a ascender [se refiere a la
Jforma de la grdfica], pues en base a los contagiados. [G, C]

Descripcion cuantitativa de la grdfica

El docente pregunto: ;qué mas observan?

[24] E6: En la grafica aparece el tiempo.

[25] E10: Tiempo.

[26] Docente: Aja

[27] E6: que tardan en infectarse.

[28] Docente: Ok

[29] E6: En un... en una linea [se refiere a la abscisa de la grafica] y en la otra [se
refiere a la ordenada) aparece el numero de infectados [mencioné las variables
graficadas]

[30] Docente: Ok

[31] E6: Que 57.2 y 456. Pero, no sé a qué se refiere aqui, 456 [no sabe si son
segundos).

Se observa en el didlogo como el estudiante E6 identificé las variables y como esta-
ban relacionadas, aunque no utilizé lenguaje formal matematico; También, se nota como
incluyeron datos en sus descripciones, lo cual se aprecia en el ultimo comentario de E6.
De acuerdo con resultados obtenidos por Lesh y Yoon (2004) es natural que los estu-
diantes suelan interpretar y describir, primero de manera cualitativa, algunos fenéome-
nos o actividades, y posteriormente amplien sus descripciones para introducir analisis
cuantitativos.
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Observaciones

Al principio un estudiante tomo, inicialmente, como juego —quizas con ciertas reglas— la
simulacion que realizaron en el aula. El fenémeno de COVID-19 no se mencion6 expli-
citamente en las descripciones, a pesar de ser utilizado como un contexto inicial por el
profesor; sin embargo, la grafica fue contextualizada por los estudiantes en términos de
la propagacion de una enfermedad.

En términos de la PMM (Lesh, 2010) se observa como el sistema conceptual de
los alumnos evoluciono, las interpretaciones y descripciones iniciales cualitativas se
ampliaron para incluir cuantitativas. Se identificaron variables, la relacion entre las
mismas y los estudiantes empezaron a dar sentido a las cantidades numéricas que apa-
recian en la grafica. Podria decirse que el sistema conceptual de los alumnos progreso
de forma gradual por las dimensiones: sencillo-complejo (dimensiones tomadas de
Lesh, 2010).

Debido a las dificultades de conexion de red wifi, varios estudiantes mantuvieron sus
videos apagados. Esto impidi6 observar el lenguaje corporal al que se tiene acceso en un
ambiente presencial. Sin duda, esta puede ser una limitante cuando se usan plataformas,
ya que la observacion del lenguaje corporal puede apoyar al docente para saber cuando
es necesario retroalimentar las actividades. En este estudio el docente se basé en el con-
tenido y entonacion de las participaciones verbales de los estudiantes para identificar si
habia entendimiento de la situacion.

4.2.2. Segunda simulacion. Involucramiento en la simulacion; construccion, explo-
racion y verificacion de conjeturas

En esta simulacion el docente fomentd que los estudiantes desarrollaran conjeturas, las
describieran, exploraran y verificaran. Con este objetivo, puso énfasis en la comparacion
de las graficas obtenidas al final de la simulacion y en los conceptos matematicos como
variables, variacion y rapidez (asociada a tasa de crecimiento).

Conjeturas

El docente, antes de la simulacion con dos infectados, solicitd a los estudiantes que
desarrollaran conjeturas respecto a la posible forma de la grafica. Las respuestas de
los estudiantes fueron variadas, aunque todos pensaron que la infeccion debia ser mas
rapida.
[32] E5: si yo creo que va a ser sobre esta [encima de la grafica anterior] profesor,
pero creo que no va a llegar hasta arriba.
33] Docente: Ok.
34] E5: yo creo.
35] Docente: No crees que llegue hasta arriba. Perfecto
36] E5: No. Creo que si se va a elevar, pero...no. Como son dos, pues va a ser mas
rapido el contagio, yo creo. [G, C]

[
[
[
[
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[37] Docente: Ok. Muy bien.

[38] E6: Yo creo que el nimero de infectados disminuiria, no?
[39] Docente: El nimero de infectados disminuiria

[40] E6: Porque se supone que la van a curar, no? [C]

La comunicacién, de acuerdo con la PMM (Lesh, 2010) es un aspecto que se debe
cuidar en estos ambientes porque permiten que el estudiante revele su conocimiento, mo-
difique, amplie y refine su forma de pensar. Por lo tanto, el docente cuidé sus interven-
ciones [35, 37, 39] para apoyar que los estudiantes fueran quienes describieran lo que
ocurriria, sin evaluar de antemano sus conjeturas.

Exploracion de conjeturas

La simulacion del fendomeno fue interesante para los estudiantes, pero mas cuando la rea-
lizaron de manera individual, ya que no sélo permitié explorar las conjeturas, sino que
el hecho de mover su propio individuo los hizo sentirse parte de la poblacion donde se
propagaba la infeccidn; E7 es un ejemplo cuya intervencion se describe enseguida, men-
cion6 de manera explicita el fenomeno COVID-19 y en sus expresiones denota su invo-
lucramiento en la actividad [43].

[41] E7: jYa se infectaron todos y yo sigo sin infectar! [Los estudiantes cuidaron que

su individuo no se infectara en esta simulacion, igual que el docente] [C]

[42] Docente: jEso!, jmuy bien! A ver.

[43] E7: {Ya soy inmune al coronavirus! Ah, no. j Ya me infecto! jYa valiéo madre! [C]

[44] Docente: Ok.

[45] E7: Pero si se ve un cambio radical en la rapidez con la que se infectaron [G]

Verificacion de conjeturas

Una vez terminada la simulacion (Figura 2), el profesor promovid que los estudiantes re-
visaran las conjeturas.
[46] ES5: No. [la grdfica] no llegd hasta el mismo nivel.
[47] Docente: En la grafica que tengo aqui se ve como llega al mismo nivel ;por qué
llegara al mismo nivel si fueron diferente nimero de infectados al inicio?
[48] E7: Es por el tiempo no?
[49] EI: Porque al final son... es la misma cantidad de personas. ;no?
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Figura 2. Segunda simulacion de la actividad DG en NetLogo

Observaciones

En este nuevo ciclo de descripciones e interpretaciones, el docente conocedor de la im-
portancia de las conjeturas y explicaciones en la PMM, promovi6 que los estudiantes las
realizaran. La descripcion de la grafica fue cualitativa, le dieron mas sentido [45, 49] al
mencionar como la cantidad de poblacion estaba representada en la misma. Por primera
vez, el fendmeno COVID-19 emergié de manera explicita por los estudiantes [43].

4.2.3. Tercera simulacion. Estrategias para evitar el contagio; variables, variacion,
tasa de cambio y ordenada al origen

En esta simulacion el docente ademas de promover que los estudiantes desarrollaran, de
nuevo, conjeturas, exploraran, describieran, analizaran y verificaran las mismas, puso
énfasis en ;cual seria la mejor estrategia para no contagiarse? En las descripciones de
los estudiantes volvieron a emerger frases asociadas a la identificacion de variables, va-
riacion y tasa de crecimiento (asociada a rapidez de contagio). El docente posibilitd que
los estudiantes dieran significado a la ordenada al origen en la grafica, en términos del
contexto.

Conjeturas

Las conjeturas iniciales fueron las siguientes
[50] E6: Que la infeccion va a ser mas rapida. ;jno?
[51] Docente: Mas rapida.
[52] E2: Mas rapida.
[53] Docente: aja.
[54] E7: cinco veces mas rapida al parecer.
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[55] Docente: Ok.
[56] E1: Quizas la grafica vaya mas lineal para arriba.

Ningun estudiante corrigi6 la observacion de E7 [54]. En lugar de pensar de asociar
la cantidad inicial de personas infectadas (cinco) a la ordenada al origen de la grafica, los
estudiantes como E7, la asociaron a la rapidez del contagio.

Exploracion de conjeturas

La simulacion del fendmeno permitio, ademas de explorar las conjeturas, percibir que
podian encontrar estrategias para no contagiarse [57]. Los estudiantes platicaron sus es-
trategias para evitar el contagio de la infeccion, lo cual relacionaron con Covid-19 [60].

[57] E4: Ah, qué buena estrategia esa de la esquina.

[58] E7: Esconderse.

[59] Docente: Muy bien. Ok. Quiero que observen...

[60] E7: Es que si obedecid de quedarse en cuarentena. [C]

Verificacion de conjeturas

Una vez terminada la simulacion (Figura 3), el profesor promovio que los estudiantes re-
visaran las conjeturas. La discusion fue similar a la que se dio al término de la segunda
simulacion. Pero, en esta discusion, el docente puso énfasis en que los estudiantes anali-
zaran la ordenada al origen de la grafica.

[61] Docente: ;por qué esta linea empezo aqui, y por qué ésta aqui, y por qué ésta aqui?

[el docente se apoyo del cursor para indicar la ordenada al origen de cada grdfical

[62] E6: Porque empezd con mas numeros [inaudible].

[63] E8: Los niimeros cinco y...[inaudible].

[64] E7: La cantidad de infectados con la que comenzo.
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Figura 3. Tercera simulacion de la actividad DG en NetLogo
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Observaciones

Esta tercera simulacion posibilitd que los estudiantes evaluaran sus conjeturas y le die-
ran mas sentido a la grafica al discutir lo que significaba ordenada al origen. Identifica-
ron que esconderse en una esquina, podia ser util para no contagiarse, lo que implico
que le dieran sentido a la cuarentena solicitada por las autoridades gubernamentales para
evitar el contagio por COVID-19. Ello es importante como parte de la formacion de los
estudiantes no solo en la escuela, sino también para la vida y es parte de los objetivos
de la PMM Ia cual pone énfasis en que se deberia fomentar en clases que los estudian-
tes aprendieran a tomar decisiones con base en sus experiencias y conocimiento (Lesh y
Doerr, 2003a).

4.3. Episodio 3. Profundizacion individual en el conocimiento matematico [G] y el
comportamiento del fendmeno de propagacion de enfermedades a través de
hojas de trabajo (Microsoft Teams)

En las hojas de trabajo que 15 estudiantes entregaron resueltas (como tarea extraclase) se
nota cdbmo de manera individual lograron identificar las variables, comparar la tasa de in-
feccion y dar sentido a la ordenada al origen. Se incluy¢ la pregunta: ;Que aprendi? Las
respuestas fueron variadas, pero en cuanto al entendimiento de la propagacion de enfer-
medades infecciosas se observo lo siguiente.
e Diez estudiantes manifestaron que la actividad les habia permitido entender el fe-
némeno de COVID-19 y por qué debian tomar tantas precauciones.
e Tres mas, no mencionaron COVID -19, pero sefialaron que habian aprendido
sobre la diseminacion de enfermedades.
* Dos estudiantes no entregaron la respuesta a esta pregunta.

En las respuestas a la pregunta ;qué aprendi?, once estudiantes, a pesar de que no se
les pregunt6, manifestaron que habia sido divertida la actividad (Figura 4). El resto no
escribio algo al respecto.

A mi en lo personal fue un programa que las veces que lo utilice me mostraba un juego
bastante entretenido, pero también una férmula matematica, al igual que te crea conciencia y
estrategia mental.

Aprendi que el mayor nimero numero de contagios se ve claramente cuando
empiezan nuevos brotes en distintas partes, por lo que de ahi se va formando una especie de
circunferencia donde cada vez hay menos espacio solo o bien sin (Contagios).

A partir de ello claramente nos muestro en la gréfica la inclinacion que empieza a
tener por un contigo masivo diario.

Realmente esto también nos sefiala , una parte muy importante que es tomar las medidas
necesarias , como los muestran las graficas , entre menos personas se encuentren cerca y no
hagan alguna actividad que no sea de mayor importancia esto disminuira y la grafica se
tornara con menor volumen y un indice de crecimiento bajo. Es un aplicacién muy buena que
nos ensefa el valor matematico y la importancia del balance para que no haya un incremento
mayor y claramente esto lo van denotando las gréficas.

Si bien agradezco mucho la ensefianza y me quedo con los valores y las medidas ensefiadas
que nos muestra (Netlogo), seguido de implementarlo y hacerlo real.

i,

Figura 4. Reporte de estudiante E14
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* Los 15 estudiantes identificaron las variables, la variacion no constante y aunque
no cuantificaron la tasa de cambio promedio, describieron la rapidez del contagio.

Observaciones

Las hojas de trabajo apoyaron el transito de descripciones cualitativas a cuantitativas en
términos de describir, cantidades de agentes infectados en funcion del tiempo, la orde-
nada al origen, el tiempo total de contagio. La descripcion de la rapidez del contagio se
qued6 en un nivel cualitativo.

5. CONCLUSIONES

Respecto a las preguntas de investigacion planteadas: ;Como pueden NetLogo y Mi-
crosoft Teams apoyar el entendimiento de la diseminacion de una enfermedad? ;Como
puede NetLogo fomentar la comprension de las graficas asociadas a la propagacion de
una enfermedad? Se puede contestar lo siguiente. Microsoft Teams permiti6 la gestion
de recursos, la conexion sincronica mediante videollamada y la grabacion del video. Los
estudiantes tuvieron la posibilidad de interpretar, describir, explicar y predecir el feno-
meno de diseminacion de enfermedades gracias al uso de NetLogo. La grafica asociada
a la simulacion fue fundamental para dar significado al comportamiento del fenémeno.
Los estudiantes entendieron que la rapidez de propagacion dependia de como se movie-
ran los agentes y el individuo, coémo se acercaran unos a otros, y de la cantidad inicial de
infectados; lograron verse como parte de la poblacion que podia ser infectada y por lo
tanto establecieron estrategias para evitar el contagio. Los estudiantes desarrollaron con-
jeturas, las describieron, exploraron, analizaron y verificaron.

La actividad posibilitd que ampliaran su forma de pensar sobre el comportamiento
de la propagacion de enfermedades infecciosas como COVID-19 y refinaran su entendi-
miento sobre las graficas al interactuar con NetLogo y el caracter dindmico de la herra-
mienta. Los estudiantes manifestaron que entendieron el fendmeno, las recomendaciones
de salud publica y que les gusto la actividad de NetLogo. Con ello consideramos que se
aportd en la preparacion de estos estudiantes para comprender la situacion de crisis glo-
bal y para actuar de manera informada.

La simulacion en el contexto de propagacion de enfermedades permitio que los estu-
diantes ampliaran, refinaran y asociaran sus conocimientos matematicos con el fenomeno
de pandemia COVID-19, el cual ha sido dificil de entender desde su inicio por la pobla-
cion, aunque circule mucha informacion en los noticieros y redes sociales. Consideramos
que experiencias de este tipo se deberian llevar a cabo en el aula en estos tiempos de pan-
demia donde continuar con la mecanizacion de algoritmos y la definicion de conceptos
no deberia ser el tinico centro de atencion en cuanto al aprendizaje de las matematicas.

Existen limitantes asociadas a la implementacion de la MXA en ambientes sincro-
nicos, si comparamos con una implementacion en ambientes presenciales. Por ejemplo,
los estudiantes no pueden participar en la misma simulacién como lo permite HubNet de
NetLogo exclusivo para computadoras en red. Queda pendiente para una siguiente im-
plementacion apoyar mas la reflexion sobre la tasa de cambio promedio.
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Resumen: Se presenta una categorizacion de errores en estudiantes universitarios de
profesorado en matematica al realizar demostraciones en el contexto de la geometria
3D, particularmente focalizada en conceptos de paralelismo y perpendicularidad. En el
marco de una investigacion cualitativa a partir de artefactos escritos disponibles, se es-
boza una categorizacion. Se establecen dos grandes tipos de errores: los generales, que
pueden ser de cualquier area de la matemdtica, y los particulares, referidos especifica-
mente a la geometria del espacio. A partir de esta categorizacion y de aportes de refe-
rentes tedricos se establece una nueva tipologia que cuenta con siete tipos de errores.

Palabras clave: geometria 3D, paralelismo, perpendicularidad; tipologia de errores

Categorization of errors in 3D geometry in higher
level students

Abstract: We present a categorization of errors in university prospective mathematics
teachers when demonstrating in the context of 3D geometry, particularly focused on con-
cepts of parallelism and perpendicularity. From a qualitative research based on avail-
able written artifacts we outline a categorization. We set two major types of errors, the
general ones that can be from any area of mathematics and individuals specifically re-
ferring to the geometry of space. From this categorization and contributions from theo-
retical references we establish a new typology that has seven types of errors.
Keywords: 3D geometry, parallelism, perpendicularity, errors typology
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Un topico presente en la agenda de investigacion en educacion matematica es el concer-
niente a errores. Esta temdtica es estudiada desde diferentes enfoques y referida a distin-
tas areas de la matematica.

El objetivo del estudio que se presenta es exponer la produccion de una categoriza-
cion de errores en alumnos del profesorado en matematica, de la facultad de Humanida-
des y Ciencias de la Universidad Nacional del Litoral, al realizar demostraciones en el
contexto de la geometria euclidea tridimensional.

El error es considerado por Rico (1995) como uno de los puntos en los que se es-
tablece una linea divisoria entre dos estereotipos de profesor de matematicas, por un
lado, el que considera que el error es un dato objetivo que muestra el desconocimiento
de un alumno o de un grupo de alumnos y que debe ser controlado, corregido o, en su
defecto, penalizado; y por otro, el que sostiene que el error es la muestra de un conoci-
miento parcialmente construido, resultado de un proceso en curso a cuya evolucion el
profesor debe contribuir, cuando ello sea posible, evitando provocar bloqueos, rechazos
o sanciones. Propone una alternativa a la primera postura, sosteniendo que los errores
y las ideas imprecisas de los alumnos tienen una dimension positiva. El conflicto entre
sus conocimientos anteriores y determinadas situaciones que no encajan con ellos es un
paso necesario para reorganizarlos, enriquecerlos y ajustarlos, es decir que se produzca
un aprendizaje significativo.

El documento regulatorio del Ministerio de Educacion, Cultura, Ciencia y Tecnologia
de la Nacion (2018) plantea en sintonia con lo anterior, que un error estaria mostrando
una forma de pensar provisoria.

Frente a los “errores” descubiertos sera necesario analizarlos, intentar comprender como y
por qué se producen y plantear actividades de distinto tipo para desafiar esa comprension y pro-
mover la aparicion de nuevos significados. Habra entonces que volver sobre la nocion invo-
lucrada, cuestionandola con contraejemplos e interrogantes que ayuden a los/as estudiantes a
volver sobre sus ideas y reformularlas. No es evitando los “errores” como se acorta el proceso
de aprendizaje, sino que al trabajar sobre ellos y debatirlos, es como se lo enriquece (p. 48).

El analisis de los errores de los alumnos en su proceso de aprendizaje de la matema-
tica puede proveer de informacidn acerca de como se construye el conocimiento, im-
prescindible para realimentar los procesos de ensefianza y de aprendizaje con el fin de
mejorar los resultados.

Este estudio se enfoca particularmente en la geometria euclidea, la que se funda en
las siguientes normas: enunciar, sin definicién los conceptos primeros; admitir, sin de-
mostracion, ciertas propiedades que relacionan estos conceptos enunciando los axio-
mas correspondientes y a partir de éstas, demostrar las restantes propiedades o teoremas.
En el Proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores para el nivel secunda-
rio (2010) se expresa que una particularidad de esta geometria es su eje vertebrador (el
sistema axiomatico euclideo para la organizacion y comunicacion de los conocimientos
geométricos) y se plantea su relevancia en trabajarlo en la formacion del profesor de ma-
tematica. Lo propio de la Geometria Euclidea Espacial (GEE), marco en el que se desa-
rrolla este estudio, son los problemas de demostraciones de propiedades que se deducen
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de los axiomas o de otras propiedades demostradas anteriormente, espacio propicio para
esta investigacion.

1. MARCO TEORICO

Se exponen clasificaciones de errores que aportan de manera significativa a la categori-
zacion fruto de este trabajo.

Franchi y Hernandez de Rincon (2004) realizan una investigacion exploratoria, con
alumnos de Geometria de la Facultad de ingenieria de LUZ, Venezuela, donde propo-
nen una tipologia de errores en el area de la geometria plana. La tipologia consta de ocho
categorias:

e Errores de pre-requisitos referidos al uso inadecuado de las notaciones del algebra.

e Errores propios del lenguaje geométrico, el uso inadecuado de notaciones de fi-
guras y elementos geométricos; demostracion de proposicion en discordancia con
el enunciado de un problema o descripcion defectuosa de la construccion de figu-
ras geométricas.

e Errores graficos: dibujo de una figura geométrica que no corresponde con el enun-
ciado del problema propuesto, mal uso de datos de una figura.

e Errores de razonamiento: afiaden hipotesis que no estan dadas en la solucion de
un problema; demuestran o resuelven un problema sin utilizar algiin dato; usan
un axioma, teorema o corolario sin que se tengan las hipdtesis requeridas para su
aplicacion; interpretan o usan inadecuadamente una definicion; usan el reciproco
de una implicaciéon como verdadera o una implicacion que no es verdadera.

e Errores de transferencia: aplican defectuosamente conocimientos propios de otras
asignaturas en un problema planteado.

e Errores de técnica: enuncian proposiciones ciertas sin justificaciones o mal justifi-
cadas o utilizan un algoritmo adecuado, pero no llegan a la solucion.

e Errores de tecnologia: seleccionan un procedimiento, algoritmo o ecuacioén en
forma incorrecta o violentan las reglas de la logica.

e Errores azarosos: manipulan inadecuadamente los signos algebraicos o ejecutan
mal operaciones aritméticas.

Radillo Enriquez (2011) centra su investigacion en los errores relacionados con la tra-
duccioén entre los codigos lingiiisticos de la geometria euclidea que presentan los estu-
diantes del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenieria de la Universidad de
Guadalajara en México. Sostiene que “[...] el planteamiento de una demostracion re-
quiere un proceso de traduccion de la representacion verbal a sus correspondientes re-
presentaciones grafica y simbolica” (p. 431). Plantea tres tipos de errores en la solucion
de problemas de la geometria euclidea, no excluyentes entre si y pudiendo cada tipo de
error tener consecuencias en los otros. El primer tipo incumbe al factor lingiiistico y los
otros dos a las particularidades de la asignatura. Los tipos de errores son:

e Errores de representacion, ya sea verbal, grafica y/o simbdlica, asi como los pro-

cesos de traduccidn entre éstas;
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Errores deductivos o de razonamiento, en cuanto a la logica seguida para solucio-
nar un problema dado;

Errores axiomaticos o de aplicacion de teoria, relativos a la disponibilidad funcio-
nal de los conocimientos previos necesarios para resolver el problema.

Selden y Selden (2003) realizan un estudio con alumnos de algebra abstracta, en uni-
versidades de los Estados Unidos, Turquia y Nigeria. Proponen una clasificacion de los
errores que cometen los estudiantes al realizar una prueba, en dos grandes tipos: los que
se basan en conceptos erroneos subyacentes y otros que son de naturaleza técnica que se
observan repetidamente.

Respecto a los primeros consideran los siguientes subtipos:

30

Comenzar la prueba por la tesis: consideran un error de este tipo cuando los estu-
diantes empiezan la demostracion con la conclusion y llegan a una verdad obvia
sosteniendo que la prueba estd completa.

Los nombres confieren existencia: este error ocurre cuando un estudiante intenta
resolver una ecuacion, sin cuestionar si existe una solucion.

Las diferencias aparentes, son reales: la idea erronea subyacente es que hay una
correspondencia uno a uno entre los nombres y los objetos matematicos.

Usar el inverso de un teorema: la idea erronea consiste en equiparar una implica-
cién y su inversa.

Las leyes de los ntimeros reales son universales: aplican las reglas de los nimeros
reales sin discriminar el contexto.

Conservacion de las relaciones: la idea subyacente es que hacer lo mismo a ambos
lados de cualquier ecuacion preserva la ecuacion.

Interpretacion indistinta entre elementos y conjuntos: los estudiantes entienden
las proposiciones que involucran elementos mas facilmente que las proposiciones
equivalentes sobre conjuntos.

Respecto a los errores de naturaleza técnica consideran los siguientes subtipos:
Simbolos sobre extendidos: este error ocurre cuando se usa un simbolo para dos
conceptos distintos.

Debilitar un teorema: este error ocurre cuando lo que se usa es mas fuerte que la
hipotesis o cuando lo que se prueba es mas débil que la conclusion.
Inflexibilidad de notacion: este error surge de la incapacidad de adaptar la nota-
cion de un contexto a otro.

Uso indebido de teoremas: un error de este tipo surge de la incomprension o el
descuido parcial de la hipotesis o la interpretacion erronea de la conclusion.
Circularidad: este error consiste en utilizar en la demostracion de un teorema una
proposicion equivalente a la que se esta probando.

Prueba localmente ininteligible: en este error, no se pueden entender ni la prueba
en su conjunto ni la mayoria de las oraciones individuales.

Sustituir sin justificar: este error consiste en obtener una proposicion de otra utili-
zando una sustitucion injustificable.

Ignorar cuantificadores: este error resulta de no notar restricciones en las varia-
bles, se piensa que una variable se cuantifica universalmente cuando no es asi.
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e Agujeros: este tipo de error consiste en afirmar que una proposicion se deriva in-
mediatamente de resultados previamente establecidos cuando en realidad se re-
quiere un argumento considerable.

e Uso de informacion fuera de contexto: se usa un argumento de un contexto in-
correctamente en otro porque aparecen simbolos idénticos en ambos escenarios.

Ramirez Uclés (2012) en el marco del programa de Estimulo del Talento Matematico
en Andalucia realiza un estudio que se propone disefiar buenas practicas docentes para la
mejora de la visualizacion, con estudiantes entre 14 y 16 afios. Para delimitar los errores
y dificultades a considerar en el disefio de intervencion de la investigacion realiza una
contrastacion entre los errores detectados en una prueba piloto y la revision bibliografica
realizada. Presenta asi los siguientes tipos de errores y dificultades.

e Error al relacionar plano y espacio: falsa analogia plano-espacio. Confunden pro-

piedades en el plano con las correspondientes en el espacio.

e Error al generalizar: no discutir todos los casos posibles y razonar limitandose a

ejemplos concretos.

e Errores en los contenidos de enriquecimiento: Confunden los elementos matema-

ticos de razonamiento y los elementos de contenido matematico.

e Dificultades para la comunicacion de las argumentaciones visuales. complicacio-

nes para comprender el razonamiento espacial.

e Dificultad en la terminologia. desconocimiento de la terminologia adecuada y uso

del lenguaje no-convencional.

* Dificultad en la necesidad de utilizar movimientos o elementos del entorno.

* Dificultad para verbalizar los procesos mentales.

* Dificultad para describir las representaciones visuales. muestran carencias de ha-

bilidades de reconocimiento de posiciones en el espacio y de relaciones espaciales.

Las investigaciones referenciadas anteriormente se proponen en contextos diferentes,
sea por el nivel académico de los estudiantes o por los conceptos matematicos estudia-
dos, al de este trabajo. No obstante, estos aportes se consideran fundamentales para rea-
lizar la categorizacion que se presenta en este articulo.

2. MARCO METODOLOGICO

Como se menciono, en este trabajo se pretenden investigar los errores de los alumnos al
resolver los problemas planteados en la catedra de GEE del Profesorado en Matematica
de la Universidad Nacional del Litoral, Argentina. Respecto a la prueba, Weber (2013)
la presenta como un problema a resolver por los estudiantes universitarios, sostiene que
éstos necesitan estrategias y heuristicas que les ayuden a decidir como encararlas. Esta
nocion sobre la prueba sintoniza con lo que Polya (1970) considera problemas de demos-
trar y es el modo de trabajar con demostraciones en la propuesta de la catedra.

Se procura detectar, analizar y clasificar los errores de los alumnos, futuros do-
centes, en el trabajo con demostraciones geométricas con el fin de contar con apor-
tes para optimizar el abordaje de la geometria 3D (particularmente las relaciones de
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paralelismo y perpendicularidad) y de los procesos de demostracion inherentes al mé-
todo axiomatico deductivo.

Esta es una investigacion cualitativa pues se ocupa de “la comprension de los fe-
némenos sociales desde la perspectiva de los participantes. Esto ocurre a través de la
participacion, hasta cierto punto, del investigador en la vida de los sujetos durante la
investigacion” (McMillan y Schumacher, 2005: 19). Una caracteristica de este tipo de
investigacion es que los datos estudiados estan expresados en palabras, frases y afirma-
ciones antes que datos numéricos. Un empleo cuidadoso, de estos datos, proporcionara
resultados replicables e informacion valida de los fenomenos estudiados (Mc Knight,
Magid, Murphy y Mc Knigt, 2000).

El alcance del estudio es exploratorio. Segiin Hernandez Sampieri, Fernandez Co-
llado y Baptista Lucio (2003) “Los estudios exploratorios se efectian normalmente,
cuando el objetivo es examinar un tema o problema de investigacion poco estudiado, del
cual se tienen muchas dudas o no se ha abordado antes” (p. 115). Si bien existen estudios
sobre errores y dificultades, la mayoria no se refieren a errores geométricos. Aquellas in-
vestigaciones, a las cuales se tuvo acceso, que abordan el tema de errores geométricos
no refieren especificamente a errores que involucran las relaciones de paralelismo y per-
pendicularidad en 3D ni en contextos similares al de este trabajo con estudiantes de pro-
fesorado en Matematica. Seglin estos autores, el valor de este tipo de estudios consiste
en que permiten “establecer prioridades para investigaciones futuras o sugerir afirmacio-
nes y postulados” (p. 116).

En la primera etapa de esta investigacion se procesan parciales disponibles, ar-
chivados en el departamento de matematica, de una cohorte de estudiantes de la ca-
tedra GEE. La asignatura GEE se ofrece en el primer cuatrimestre de tercer afio, la
carrera se estructura en cinco afios. Tiene como correlativas a Geometria Euclidea
Plana y a Taller Informatico. Ademas de estas dos asignaturas, los alumnos tienen el
cursado de las materias Matematica Basica (donde, ademas de otros contenidos, se
desarrollan conceptos de l6gica), Taller de Métodos de Demostracion en Matematica,
Calculo Iy IT; Algebra Lineal Iy II, entre otras. Asi, los alumnos tienen ademas del
bagaje de sus estudios de la escuela obligatoria, experiencias en este nivel en temas
de geometria Euclidea y en métodos de demostraciones deductivas al momento de
cursar esta asignatura.

A partir de un estudio exploratorio se esboza una tipologia de errores considerando los
aportes de diversos estudios, entre otros los de Franchi y Hernandez de Rincon (2004),
Selden y Selden (2003) y Ramirez Uclés (2012) y registros sistematicos obtenidos por
experiencia de las investigadoras. El énfasis esta puesto en detectar los errores lo mas ob-
jetivamente posible poniendo el acento no en las causas del error sino en lo que hace el
estudiante. No se busca en esta instancia evitar solapamientos ni establecer el menor ni-
mero de categorias. Se propone un formato de presentacion que haga accesible la inter-
pretacion de las demostraciones y de los errores.

El parcial de la asignatura GEE al que se accede consta de los siguientes tres
problemas:
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1. a) Determinar una condicion necesaria y suficiente para que una recta sea paralela a un plano.
Demostrar.
b) Demostrar que dos rectas son perpendiculares si por una de ellas se puede trazar un plano per-
pendicular a la otra.
2. Dada la proposicion: “Por un punto A del espacio puede trazarse uno y sélo un plano paralelo a
dos rectas a y b cualesquiera.
a) Determinar si es verdadera o falsa.
b) Si es verdadera demostrarla y si es falsa determinar las condiciones para que sea verdadera y
demostrarla.
3. a) Obtener y demostrar que transformacion se obtiene al componer una simetria especular por una
traslacion de vector perpendicular al plano de simetria.

b) Determinar los elementos de la transformacion resultante.

Consignas del parcial

Se decide considerar para el analisis los problemas 1.b) y 2 los cuales incluyen los
conceptos de paralelismo y perpendicularidad en 3D. Solo se escogen las pruebas que
tienen por los menos uno de estos dos problemas resueltos.

En una primera instancia se leen varias veces las demostraciones y luego se desglo-
san en fragmentos y se organizan las producciones en tablas.

Tablas utilizadas para organizar las resoluciones de los estudiantes

Frag. Descripcion de la resolucién Comentarios

La columna “Frag.” contiene los nimeros de fragmentos de la resolucion del pro-
blema descripto en la fila correspondiente. Estos fragmentos, que respetan el orden de las
argumentaciones, son tomados por el investigador para facilitar la descripcion de “tra-
mos” de las producciones de los estudiantes. La columna “Descripcion de la resolucion”
contiene un resumen de la resolucion del alumno, o en algunos casos transcripciones de
parrafos significativos (los que se encuentran entre comillas) y el dibujo realizado, si
existe. La columna “Comentarios” contiene acotaciones o aclaraciones referentes a los
pasos correspondientes por parte de las investigadoras.

Se analiza la demostracion por mas que se detecte un error que la invalida, como por
ejemplo que no se pruebe lo que se pide o que esté incompleta o que se considere otra
propiedad que no es la dada, entre otras. En todos los casos, se analiza la propiedad que
el estudiante propone.

El parcial de la cohorte seleccionada lo realizan 21 estudiantes de los cuales 14 cum-
plen la condicion de haber realizado al menos uno de los problemas a analizar. Se enu-
meran correlativamente del 01 al 14 dichos artefactos escritos.
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3. DISCUSIONES Y RESULTADOS

En este apartado se expone la categorizacion producida a partir del analisis de los parcia-
les analizados y de los referentes tedricos.

3.1. Primera categorizacion de errores

En esta etapa se estudian artefactos escritos, parciales de estudiantes, y se esboza una pri-
mera categorizacion. Se establecen dos grandes tipos de errores: los generales, que pue-
den ser de cualquier area de la matematica, y los particulares, referidos especificamente
a la geometria del espacio. En esta instancia no se pretende establecer el menor numero
de categorias por lo cual pueden presentarse solapamientos entre ellas.

Respecto a los errores generales se proponen los siguientes tipos:

G1- Demuestra otra proposicion distinta a la pedida.

G2- Escribe mal la tesis, la hipotesis o ambas.

G3- Hace un dibujo que no representa la situacion planteada.

G4- Para la demostracion emplea elementos que estan en la representacion.

GS5- Usa en la demostracion una proposicion posterior a la que prueba.

G6- Demuestra algo que tiene por construccion o hipotesis.

G7- Contradice la hipotesis o un paso anterior de la demostracion. Deduce incorrec-
tamente informacion, no justifica todos los pasos o inventa datos.

G8- Emplea incorrectamente equivalencias logicas entre proposiciones: reciproco
o inversa.

G9- Considera mal el antecedente de una proposicion (agrega, quita o considera el
consecuente como el antecedente). No verifica las condiciones de aplicabilidad
de teoremas, definiciones, etc.

G10- Usa el lenguaje o escritura geométrica de manera imprecisa.

G11- Realiza mal uso de axiomas: los demuestra, los modifica, los contradice. Tra-
tamiento incorrecto de axiomas.

Respecto a los errores particulares de la Geometria Euclidea Espacial se proponen
los siguientes:

P1- Si una recta tiene un punto en un plano, esta incluida en dicho plano.
Se ignora el axioma que exige que dos puntos de una recta estén en el plano para
asegurar que la recta lo esta.

P2- Dos rectas alabeadas estan incluidas en un plano o dos rectas determinan un
plano.
En el desarrollo de la demostracion se llega a que dos rectas alabeadas estan in-
cluidas en un plano o que dos rectas siempre determinan un plano

P3- Si una recta es perpendicular a una recta de un plano, es perpendicular a ese
plano.
Se considera erroneamente la perpendicularidad entre una recta y un plano a par-
tir de la perpendicularidad con s6lo una recta de ese plano.

P4- Dos rectas alabeadas son siempre perpendiculares.
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Se encuentra en las demostraciones que los estudiantes parten de dos rectas con la
condicion de ser alabeadas y se concluye que son perpendiculares.

P5- Dos puntos determinan un plano o el plano determinado por dos puntos es unico.
Tres puntos no alineados o dos rectas secantes o dos rectas paralelas determi-
nan un plano. Se alega erroneamente que un plano queda determinado por sélo
una recta.

P6- Dos rectas cruzadas se cortan en sus prolongaciones.

Se concluye que las rectas cruzadas se cortan en un punto. Se visualiza en la pro-
longacion de la representacion grafica de las rectas cruzadas en dos dimensiones
que éstas se intersecan.

P7- Empleo incorrecto del concepto de perpendicularidad.

Se considera que dos rectas perpendiculares son secantes o que existe una Unica
perpendicular a otra recta o que dos rectas perpendiculares a una tercera son para-
lelas entre si. Estas afirmaciones son verdaderas en 2D pero no en 3D.

Se presentan ejemplos de los errores detectados a partir de los problemas analizados
en las producciones correspondientes a dos estudiantes.

La siguiente tabla corresponde al alumno 02 al resolver el problema: “Dada la pro-
posicion: Por un punto A del espacio puede trazarse uno y solo un plano paralelo a
dos rectas a y b cualesquiera. a) Determinar si es verdadera o falsa. b) Si es verda-
dera demostrarla y si es falsa determinar las condiciones para que sea verdadera y
demostrarla”.

Tabla del ejercicio 2 correspondiente al alumno 02

Frag. Descripcion de la resoluciéon Comentarios
“Siaybson//—ay b determinan un Agrega la condicion que el punto sea
plano m — por un punto del espacio ex- exterior al plano que las rectas deter-
terior a dicho plano « pueden trazarse minan. G1.
un solo plano // a ambas, ya que el lugar Parece considerar que existe solo un
geométrico de todas las / a un plano por | plano que pasa por una recta ya que

1 un punto exterior P es otro plano / — po- | el plano que pasa por la paralela a a
demos trazar por A una recta // a, por por A coincide con el del lugar geomé-
ejemplo la recta a — esa recta estara con- | trico de las paralelas al plano & por
tenida en un plano // a «t, en este caso es A. P5. No justifica que el plano para-
verdadera — solo puede trazarse un solo | lelo a @ por A sea paralelo a las rectas
plano” dadas. G7.

“Siay b son secantes — a y b también
determinan un plano © — como en el caso
anterior, por un punto del espacio exte- . . L,

2 rior a dicho plano 7 se puede trazar solo La misma consideracién que en el

caso de rectas paralelas.
un plano, el que pasa por una recta // a una
recta del plano por el punto A — también
en este caso es verdadero”

Epsilon, 2021, n° 108, 27-44, ISSN: 2340-714X

35 —




Categorizacion de errores en geometria 3D en estudiantes de nivel superior
Marcela Gotte / Ana Maria Mantica

Frag. Descripcion de la resolucion Comentarios

“Si ay b son cruzadas — ambas estan
contenidas en planos // (ver Ej. (A))— si
el punto A no pertenece ni a las rectas ni

a los planos // — por ese punto A pode-
mos trazar solo un plano paralelo a ambas,
dicho plano sera 1 plano paralelo a los 2
planos // entre si, en que estan contenidas
las rectasay b”

3 2y S Justifica a partir del dibujo. G4.

I o s A S—

d P =
= [0/

=

B~

En el fragmento 1 se considera que se presenta un error tipo G1 ya que al agregar la
condicion de que el punto sea exterior al plano que las rectas determinan, cuestion que
resalta el estudiante con el doble subrayado, se convierte en otra propiedad distinta a la
dada, en la que el punto es exterior a dichas rectas. Ademads, se presenta también un error
tipo PS5, el estudiante parece considerar que existe s6lo un plano que pasa por una recta
puesto que el plano que pasa por la paralela a a por A coincide con el del lugar geomé-
trico de las paralelas al plano & por A. Ademas, aparece un ejemplo de error tipo G7 ya
que no justifica que el plano paralelo a @ por A sea paralelo a las rectas dadas.

En el fragmento 3, aparece un error tipo G4 dado que el estudiante justifica solo a
partir del dibujo realizado, considera como tnico plano el que contiene a la recta que in-
cluye a la cara del cubo representado.

La siguiente tabla corresponde al alumno 05 al resolver el problema: “Demostrar que
dos rectas son perpendiculares si por una de ellas se puede trazar un plano perpendicu-
lar a la otra”.

Tabla del ejercicio 1 correspondiente al alumno 05

Frag. Descripcion de la resoluciéon Comentarios

“Hipotesis) r y s perpendiculares
1 Tesis) Demostrar que por r se puede trazar un
plano m perpendicular a s”

Considera el reciproco de la pro-
piedad a demostrar. G8
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Frag. Descripcion de la resolucion Comentarios
Considera que si r y s son perpendiculares,
pueden ser secantes o cruzadas.

2 _ —

. . El plano 7 esta en la tesis como
“Si las rectas se cortan en un punto Py siendo ol P e se tiene aue determinar
A un punto perteneciente awy r y B otro punto que ) ’

3 . JQuién es t? G7

perteneciente a s; estos tres puntos APB me de- , ., ,
. - - Deberia decir triangulo rectdn-
terminan un triangulo recto por ser Precto
gulo. G10
“Luego tomo otra recta secante a r, t tal que
se intersectan en P e contiene al punto C . . .

4 . . nyqu e alpu .| No determina la existencia de C. G7
a igual distancia de P que A y a igual distancia
de B que A”

Concluye que los triangulos BPC y APB son ,
yed g vy S0 Esta afirmacion no es correcta en

5 congruentes por tener respectivamente los tres
lados iguales todos los casos. G7
“Por ser el triangulo BPC congruente con Ay C estan alineados, por

6 APB y APB = CPB rectos, quiere decir que A | axioma, no por este argumento.

y C estaran alineados ” Gl1- G7
Ay C estan en el mismo plano que
“de donde A y C estan en el mismo plano de- | el que contiene a las rectas r y t.

7 terminado por las rectas secantes r y t'y éste Que este plano sea unico es falso,

es tnico” pues si A, Py C estan alineados,
existen infinitos planos G6 y G7
El plano m queda determinado
aqui, pero con los datos que tomo

“Luego por ser s perpendicular a r y como r no esta bien. Hay infinitos pla-

3 y t determinan al plano =, el cual sera perpen- | nos que cumplen esta condicion.
dicular a s por ser r y t perpendiculares as. t | r, sy ¢ podrian ser coplanarias y
sera perpendicular a s por construccion” de esta forma no es perpendicu-

lar a s. G7. Falta justificar que
wLls G7.
. . Cudl es la propiedad que men-
“Si las rectas r y s fueran cruzadas por propie- Ziona? Parelc)’ . P e estoqlo de

9 dad sus prolongaciones se cortarian y estaria- . c 4
mos en el caso anterior” termina del dibujo de rectas

cruzadas. P6
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En el fragmento 1 de esta resolucion se considera que se presenta un error tipo G8
ya que considera el reciproco de la propiedad a demostrar lo cual se evidencia en como
escribe la hipotesis y tesis y un error G2 ya que al explicitar la tesis emplea la palabra
demostrar.

En el fragmento 3 aparece un error que se cataloga como G7 dado que el plano « esta
en la tesis como el que se tiene que determinar. También se presenta en este fragmento
un error tipo G10 pues deberia decir triangulo rectangulo en lugar de triangulo recto.

Por otro lado, en el fragmento 4, no determina la existencia del punto C. C podria ser
cualquiera de los infinitos puntos que estan en la interseccion de la superficie esférica de
centro Py radio PA y la superficie esférica de centro B y radio BA. Considerando a C en
el plano que r y s determinan, t coincide con r, pues A, Py C estan alineados con lo cual
se considera que es un ejemplo de un error tipo G7.

La afirmacion del fragmento 5 es correcta en el caso que C no pertenezca al plano que
r y s determinan, por lo cual se considera que manifiesta un error tipo G7.

En el fragmento 6, afirma que los puntos A y C estan alineados debido a la congruen-
cia de dos tridngulos que tienen vértices en esos puntos, desatendiendo que por axioma
dos puntos determinan una Unica recta. Se cataloga este error como G11.

En el fragmento 7, Ay C estan en el mismo plano que el que contiene a las rectas r y
t porque A estd en r y C estd en t, no porque estén alineados. No es correcto afirmar que
este plano es unico, pues si A, Py C estan alineados, existen infinitos planos que con-
tienen a la recta AP=r y PC= t pues son coincidentes. Se considera que es un error de
tipo G6.

En el fragmento 8 deduce incorrectamente que 7 L s, lo cual se cataloga como error
tipo G7.

En el fragmento 9 afirma que las rectas cruzadas se cortan en las prolongaciones, lo
cual se considera error tipo P6.

Este trabajo que se muestra en estos dos ejemplos se realiza en todos los artefactos de
la cohorte mencionada y la tipologia propuesta surge de este analisis exploratorio.

3.2. Comparacion de conceptos en 2D y 3D

De acuerdo a los errores hallados en las demostraciones, particularmente referidos a la
geometria, y observando que en varios casos se consideran cuestiones que en la geome-
tria del plano son propiedades, es que se realiza la siguiente comparacion entre la geome-
tria Euclidea plana y la espacial, referida especificamente a los conceptos de paralelismo
y perpendicularidad con el fin de comprender con mayor claridad las extrapolaciones
realizadas por los estudiantes.

En la geometria euclidea plana los conceptos de paralelismo y de perpendiculari-
dad se definen entre rectas, en cambio en la espacial se definen entre rectas, entre pla-
nos y rectas y entre planos, es decir, se amplia la variedad de posibles relaciones. En
el plano las rectas perpendiculares son siempre secantes en cambio en el espacio pue-
den ser secantes o alabeadas. Por otra parte en el plano por un punto pasa una unica
perpendicular a una recta pero en el espacio por un punto pasan infinitas rectas per-
pendiculares a una dada. En el plano dos rectas perpendiculares a otra son paralelas o
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coincidentes y en el espacio tridimensional ademas de paralelas o coincidentes pue-
den ser también secantes o alabeadas. En 2D si una recta corta a otra corta a todas
sus paralelas, esto no es asi en 3D. Lo que se mantiene en ambas es que por un punto
exterior a una recta pasa una unica paralela a ella, cuestion distintiva de la geome-
tria euclidea.

Son particularidades de la geometria 3D las siguientes proposiciones en las que se
consideran elementos que exceden las dos dimensiones: rectas incluidas en planos per-
pendiculares son paralelas, oblicuas o perpendiculares; por un punto exterior a un plano
pasan infinitas rectas paralelas a él; si un plano corta a otro, corta a todos sus paralelos;
siun plano corta a una recta, corta a todas sus paralelas y, existe una nica recta perpen-
dicular a un plano por un punto.

Estas particularidades aportan especialmente a la identificacion de los errores concer-
nientes a la extrapolacion de propiedades de estos conceptos de 2D a 3D.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

A partir del analisis de las categorias presentadas, de las particularidades referidas a los
conceptos de paralelismo y perpendicularidad en 3D y de los aportes de los referentes
teoricos se realiza un ajuste de la tipologia con la intencién de reducir el nimero de tipo
de errores, examinar solapamientos y lograr mayor precision en la descripcion de los
errores. Esta categorizacion cuenta con siete tipos de errores: tres que refieren a la im-
precision en el empleo del lenguaje matematico y de las definiciones, axiomas y propie-
dades geométricas. Dos que refieren a la accion de demostrar; uno que apunta al empleo
de representaciones graficas y otro referido a la extrapolacion de propiedades.

La tipologia producida queda de la siguiente forma:

Tipo I (TI) Imprecision en la redaccion de la demostracion o notacién matema-
tica o geométrica en particular: se tipifican asi a los errores cuando se redactan
incorrectamente los pasos de una demostracion o se utilizan simbolos o relacio-
nes de la teoria de conjunto en forma incorrecta o se utiliza simbologia propia. Se
considera también el uso incorrecto de los cuantificadores 16gicos.

Ampliacion: Se utilizan expresiones del lenguaje comin que no son correctas en una
demostracion. Los simbolos de la teoria de conjunto se utilizan sin respetar sus
especificaciones y con respecto a los cuantificadores, suele suceder que no se ex-
plicitan cuando es necesario hacerlo. Esta categoria incluye a la G10 de la clasi-
ficacion anterior ademads de errores azarosos, de técnica (Franchi y Hernandez de
Rincoén, 2004) y referidos a prueba localmente ininteligible o de ignorar cuantifi-
cadores (Selden y Selden, 2003).

Tipo II (TII) Determinacion incorrecta de la hipdtesis o tesis de una proposicion:
se explicitan incorrectamente la tesis o la hipdtesis de una proposicion.

Ampliacion: Aunque no es requisito de la consigna del instrumento utilizado discri-
minar explicitamente la hipotesis y tesis de una propiedad, en algunos casos los
estudiantes lo hacen y en ese caso se determina si es correcta o no. Esta categoria
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incluye a las G1 y G2 de la clasificacion anterior y también el uso indebido de teo-
remas (Selden y Selden, 2003).

Tipo III (TIII) Tratamiento incorrecto de teoremas o propiedades: se tipifican asi
a los errores logicos, casos en que se utiliza un teorema ya probado, pero se de-
bilitan las condiciones del mismo agregando hipdtesis que no se tienen. También
cuando se considera el reciproco o la inversa de la propiedad que se deberia utili-
zar o se establece un circulo vicioso. Se afirma que una proposicion es verdadera
y falsa sin trabajar con reduccion al absurdo.

Ampliacion: Esta categoria incluye a G1, G5, G8 y G9 y a P3 y P4 de la clasificacion
anterior. También a errores de razonamiento (Franchi y Hernandez de Rincoén,
2004), de circularidad y debilitamiento de un teorema o uso del inverso (Selden
y Selden, 2003).

Tipo IV (TIV) Tratamiento incorrecto de axiomas o definiciones: este tipo de
errores se evidencia cuando se intenta demostrar un axioma, se lo modifica o se lo
contradice o no se respeta una definicion acordada.

Ampliacion: las definiciones acordadas que pueden diferir, seglin el texto utilizado, y
que hacen a este trabajo se detallan en el cuadro que se presenta a continuacion.
Por ejemplo, Garguichevich (2007), denomina ortogonales a las rectas que aqui se
nombran como alabeadas perpendiculares y las define ortogonales si por un punto
de una de ellas se puede trazar una recta paralela a la otra de modo que estas re-
sulten perpendiculares. Esta autora considera la relacion de paralelismo cuando
los elementos (rectas o planos) no tienen puntos en comun o todos los puntos de
uno estan en el otro.

Esta categoria incluye a G9 y G11 y también a P1, P2 y P5 de la clasifica-
cion anterior, ademas a errores de razonamiento (Franchi y Hernandez de Rin-
con, 2004).

Definicion de rectas alabeadas perpendiculares: Dos rectas alabeadas son perpendiculares si por
una de ellas se puede trazar un plano perpendicular a la otra.

Definicion de rectas paralelas: Dos rectas son paralelas si no tienen puntos en comun.

Definicion de planos paralelos: Dos planos son paralelos si no tienen puntos en comun.

40

Definiciones acordadas

Tipo V (TV) Demostraciones incompletas: se tipifica asi a un error si no se justi-
fica un paso de la demostracion (agujeros); en el caso de tener que demostrar la
existencia y unicidad, sélo se considera la existencia, por ejemplo; se consideran
casos accidentales o extremos sin considerar la situacion general en las demostra-
ciones; se agregan condiciones a los elementos que no se tienen por hipdtesis o,
se justifica que un objeto no existe porque no se puede hallar por el método por el
que se esta tratando de construir. “Si no se puede encontrar un objeto que se esta
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buscando, mediante un método determinado, esto no significa que el objeto no
existe” (Fetisov, 1973, p. 39)

Ampliacion: En el caso de TIII se agregan condiciones a un teorema que se tiene dentro
de los trabajados en la catedra y aqui se agregan condiciones a los elementos (pun-
tos, rectas, planos, etc.) que no estan dados en la proposicion. Esta categoria incluye
a G6 y G7 de la clasificacion anterior, ademas a agujeros o sustitucion sin justifi-
car (Selden y Selden, 2003), a errores de generalizar y de razonamiento (Ramirez
Uclés, 2012), y a errores deductivos o de razonamiento (Radillo Enriquez, 2011)

Tipo VI (TVI) Uso defectuoso de representaciones graficas en las demostracio-
nes: se considera a un error de este tipo cuando se extraen relaciones o emplean
elementos de una representacion grafica en la demostracion sin justificacion o se
realiza un dibujo que no representa la situacion planteada.

Ampliacion: Aunque no se pide explicitamente una representacion en la consigna, al-
gunos alumnos la realizan y es en este caso en que se valora su correccion. Esta
categoria incluye a G3 y G4 y también a P6 de la clasificacion anterior, a errores
de representacion (Radillo Enriquez, 2011), a errores graficos y a errores propios
del lenguaje geométrico (Franchi y Hernadndez de Rincon, 2004).

Tipo VII (TVII) Extrapolacion de relaciones a distintos conceptos o de propie-
dades a distintos contextos: se consideran errores de este tipo cuando se sacan
de contexto propiedades validas en el plano pero que no lo son cuando los ele-
mentos que intervienen no estan en un plano. También cuando se mantienen las
relaciones (paralelismo, perpendicularidad, incidencia, etc.) que establece un teo-
rema pero se modifican los elementos (punto, recta, plano) entre los que se esta-
blecen esas relaciones.

Ampliacion: Extrapolar significa, segun la enciclopedia Espasa, “aplicar las conclu-
siones obtenidas en un determinado campo del saber a otro dominio distinto, para
deducir consecuencias”. Por ejemplo la proposicion (falsa para rectas que no son
coplanares): “Dos rectas perpendiculares a otra son paralelas entre si”, puede en-
tenderse en el plano o también extrapolarse del teorema “dos planos perpendi-
culares a otro son paralelos entre si”, sustituyendo planos por rectas. También se
puede considerar la propiedad “Si una recta corta a otra, corta a todas sus parale-
las” que puede pensarse en el plano o de la propiedad de planos “si un plano corta
a una recta, corta a todas sus paralelas”. Esta categoria incluye a P7 de la clasifi-
cacion anterior, a errores al relacionar plano y espacio (Ramirez Uclés, 2012), a
errores axiomaticos o de aplicacion de la teoria (Radillo Enriquez, 2011) o a erro-
res de transferencia (Franchi y Hernandez de Rincon, 2004).

Esta nueva tipologia agrupa las categorias de la anterior, de modo de hacer mas eficaz

la clasificacion y tratar que no haya solapamientos en las mismas. Se adjunta la siguiente
tabla la que contribuye a visualizar la relacién de ambas tipologias.
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GENERALES PARTICULARES

1 213145167189 10]|11]1 2131456 |7

TI X

TII X [ X

Tar | X X X | X X | X

TIV X XXX X

TV X | X

TVI X | X X

TVII X

Esta nueva categorizacion se utilizara para tipificar los errores en los artefactos escri-
tos con los que se cuenta.
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Resumen: En el presente trabajo se relata la experiencia de producir materiales di-
dacticos de matematicas del nivel basico de forma colaborativa entre docentes de se-
cundaria, durante la etapa de confinamiento COVID-19 enfatizando la produccion de
escaletas de radio, para su posterior grabacion y difusion. Tales escaletas se crearon
a través de plataformas virtuales, utilizando principalmente MICROSOFT TEAMS, y
como auxiliares ZOOM y Whatsapp. Las escaletas de radio se crearon con el fin de brin-
dar recursos a profesores y estudiantes de escuelas secundarias de Veracruz, con difi-
cil acceso a las tecnologias de la informacion, dando continuidad al servicio educativo.
Palabras clave: COVID-19, Educacion a Distancia, Matematicas, Materiales didacti-
cos, Colaboracion entre maestros, Microsoft Teams.

Veracruz educating at a distance. Using Microsoft
Teams to produce didactic materials during the
COVID-19 pandemic

Abstract: This paper presents the experience of creating basic level math didactic ma-
terials by secondary school teachers during the COVID-19 confinement. For this pro-
Jject, we wrote, recorded the radio running orders. The radio running orders were created
through virtual platforms, mainly MICROSOFT TEAMS and as auxiliary ZOOM and
WhatsApp. These were created to provide resources to teachers and students at second-
ary school in Veracruz, with difficult access to information technologies and allowing to
continue with educational service.

Keywords: COVID-19, distance education, Mathematics, instructional materials, tea-
cher collaboration, Microsoft Teams.
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1. INTRODUCCION

En el mes de marzo de 2020 la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) determiné que
el COVID-19 pasa de ser una epidemia a una pandemia. Como en muchas naciones,
México decidié adoptar diversas acciones para contener la propagacion del COVID-19,
entre ellas la suspension de clases en el Sistema Educativo Nacional (Secretaria de Go-
bernacion, 2020), incluyendo a las escuelas del estado de Veracruz. Debido a lo anterior,
el Gobierno del Estado de Veracruz, a través de la Secretaria de Educacion, decidio im-
plementar una estrategia a la que 1lamd: “Veracruz Educando a Distancia” (Secretaria de
Educacion de Veracruz [SEV], n.d.), con el fin de coadyuvar a la continuidad del servi-
cio educativo durante el periodo de confinamiento.

En la estrategia “Veracruz Educando a Distancia”, se crearon y se pusieron a disposi-
cion de estudiantes y profesores diversos recursos fisicos y tecnologicos que permitieron
el acceso a la educacion, como lo son: plataformas virtuales, clases televisivas, cuader-
nillos impresos y digitales y clases por radio (SEV, n.d.).

1.1. El proyecto “Matematicas para todos” dentro de la estrategia Veracruz Edu-
cando a Distancia

El proyecto “Matematicas para todos” es una iniciativa de la Secretaria de Educacion
de Veracruz, que surgio en 2019, con el fin de mejorar los niveles de aprendizaje de las
matematicas en la educacion basica de dicho estado implementando capacitaciones pre-
senciales y materiales para docentes, sobre conocimiento disciplinar y didactico de las
matematicas (Secretaria de Educacion de Veracruz, 2019).

Con la suspension de clases presenciales debido al COVID-19, el proyecto “Mate-
maticas para todos” cambi6 su modo de operacion y se integro a la estrategia “Veracruz
Educando a Distancia”, donde produjo recursos didacticos en formato audiovisual, di-
gitales e impresos. Dentro de los recursos generados por “Matematicas para todos” se
encuentran clases televisivas, cuadernillos para alumnos y clases por radio abordando
contenidos de la asignatura de matematicas la asignatura de matematicas, del nivel pri-
maria o secundaria. Dichos materiales han sido construidos “en linea” utilizando plata-
formas virtuales, principalmente Microsoft Teams. En el presente articulo mostraremos
de manera particular la experiencia de la construccion de las escaletas de radio de forma
colaborativa por un grupo de maestros.

1.2. Colaboracion entre maestros y desarrollo de materiales didacticos
Por colaboracion entre docentes se puede entender, de manera general, cualquier situa-
cioén donde los maestros trabajen en conjunto. La colaboracion entre maestros puede apa-

recer de diversas maneras, una de estas son las Comunidades de aprendizaje profesional,
las cuales tienen, segiin DuFour y Eaker (en Rintoul , 2017):
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Mision, vision y valores compartidos, se involucran en la investigacion colectiva,
trabajan en equipos colaborativos, estdn orientados a la accion y la experimentacion, y
estan enfocados en la mejora continua y los resultados (p.42).

Para implementar una Comunidad de aprendizaje profesional, Kotter (en Rintoul,
2017) identifica un proceso de ocho etapas:

1. Establecer un sentido de urgencia.

. Crear una coalicion orientadora.

. Desarrollar una vision y una estrategia.

. Comunicar la visioén del cambio.

. Empoderar la accion de base amplia.

. Generar logros a corto plazo.

Consolidar los logros y producir mas cambios.

. Anclar los nuevos enfoques en la cultura (pag.47).

® NN AW

De acuerdo a Cochran-Smith y Lytle (1999), las Comunidades de aprendizaje profe-
sional, implementadas adecuadamente, se basan en la generacion de conocimiento de la
practica a diferencia de los modelos tradicionales de desarrollo profesional, donde per-
siste el principio de transmitir conocimiento a los maestros para su practica.

Uno de los resultados de las Comunidades de aprendizaje profesional es la creacion
de materiales didacticos. Para Padron et al. (2005) los materiales didacticos son un con-
junto de contenidos y disefio instruccional que ayudan en el proceso de enseflanza y
aprendizaje.

Padron et al. (2005) concluyen, basado en su analisis del proceso de desarrollo de ma-
terial didactico con soporte tecnoldgico, que no es una tarea trivial y requiere el apoyo de
una metodologia de desarrollo y un entorno de autoria de alta calidad.

1.3. Descripcion de la experiencia
1.3.1. Organizacion diddctica de las escaletas de radio:

Por parte del equipo académico Matemadticas para todos, se disefiaron los materiales ne-
cesarios para la produccion de programas de radio, para ello se requirié de una escaleta
y un documento guia para la elaboracion de las escaletas.

La escaleta disefiada esta constituida por una entrada, seis momentos didacticos y la
despedida. Los momentos didacticos son presentacion del tema, para empezar, manos
a la obra, a lo que llegamos y para saber mas; 1os momentos para las escaletas los cua-
les fueron retomados de la organizacion didactica contenida en los libros Matematicas
1, Matematicas Il y Matemdticas III de la modalidad telesecundaria. Por lo tanto, dichos
momentos conservaron los nombres de los libros de Telesecundaria, con algunas adapta-
ciones, mismas que se describen a continuacion:

¢ Entrada. Bienvenida al programa

e Presentacion del tema. Se indica el tema a abordar y se introduce a través de

preguntas, ademdas de que se mencionan los materiales a utilizar durante la se-
sion (Fig. 1).
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Para empezar. Se conforma por dos bloques “Sabias que” y “Contexto histo-
rico”, en el bloque “sabias que” se introduce el tema a través de un dato intere-
sante con relacion al contenido matematico y en “contexto historico” se incluye
una nota historica se aborda el origen y desarrollo del concepto matematico, o
algtin dato historico de relevancia.

Manos a la obra. Se desarrolla el tema a través de una actividad interactiva
donde se ocupan materiales concretos que los estudiantes pueden manipular para
la contruccion de la nocién matematica en turno. Cabe sefalar que los materia-
les concretos solicitados para la sesion son de facil acceso, de manera que puedan
estar a disposicion de la poblacion estudiantil (Fig. 2).

En esta seccion, para cumplir el objetivo de construir la nocién o concepto
matematico, se establecid que las indicaciones fueran claras y cortas, de tal ma-
nera que los estudiantes pudieran seguir el proceso,haciendo uso del modo ver-
bal imperativo. También se considero relevante plantear preguntas reflexivas que
apoyaran a los estudiantes en la comprension del tema e incluir expresiones de
motivacion, tales como: jExacto!, ;Muy bien! ;Lo has logrado!

En conclusion, es de interaccion con el estudiante, similar al que se establece
con el profesor en el salon de clases.

A lo que llegamos. Se brinda un breve recapitulacion de lo aprendido en el pro-
grama, concluyendo las ideas obtenidas de la seccion “Manos a la obra” a través
de mostrar un ejercicio que consolide al concepto desarrollado en el momento di-
dactico anterior.

Para saber mas. La finalidad de este momento es brindar un espacio para la di-
vulgacion de las matematicas, en este caso, a través de presentar la resefa de
algtin libro perteneciente a dicha tematica, como recomendacion de lectura.
Despedida: Se informa acerca de los materiales necesarios para la siguiente
emision y finalmente se despide del programa.

Presentacién al tema Manos a la obra

LOC1: 1]
Reto Es”, conoceremos mas acerca de los

Poligonos semejantes

dia de hoy en una emision mas de “El LOC

1: Continuando con
aventura,

nuesira

el momento de

T Manos

obra p prender mas acerca de las fig

Semejantes.

LOC 2:;Te has preguntado por qué son tan

importantes las representaciones a escala? ;Te
gustaria conocer la importancia de las escalas en
la vida cotidiana? Pues el dia de hoy
conoceremos mas de este tema.

LOC 1: Para este programa deberds tener listo
los siguientes materiales:
e 40 palillos de madera del mismo tamaiio
e Lipiz
# Libreta de notas

¢Listos? jComencemos!

Es hora de usar los palillos de madera ;Estis
listo?

Toma 6 palillos de madera y construyamos
juntos un rectangulo.

Coloca 2 palillos para representar cada base...
1, 2 jListo!

Ahora, representa la altura con un palillo,
coloca uno en cada altura... jExcelente!
Tenemos un rectingulo, que mide dos palillos de
base ¥ un palillo de altura. Esta serd nuestra
figura original.

Figuras 1y 2
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1.3.2. Seleccion de temas

Los temas seleccionados correspondieron a los aprendizajes esperados pertenecientes al
plan de estudios 2017 del nivel secundaria, del programa de la asignatura de matemati-
cas, incluyendo a los tres grados, ubicados en el primero de los tres bloques segtn los li-
bros de Telesecundaria Matematicas I, 11 y II1.

Cada escaleta abord6 un solo tema o contenido que coadyuva a desarrollar cierto apren-
dizaje esperado, el numero de temas fue de 54, igual al nimero de escaletas producidas.

1.3.3. Roles en la produccion

Los profesores participantes pertenecen al nivel secundaria, casi en su totalidad a la mo-
dalidad telesecundaria. Existieron tres roles entre los participantes:

e Autor. Profesor encargado de elaborar el contenido de la escaleta, segun el do-
cumento guia y los materiales proporcionados por el Proyecto Matemdticas para
todos.

* Revisor de lenguaje. Profesor con funcion de revision de los aspectos lingiiisti-
cos del texto, brindando recomendaciones al autor en este aspecto.

¢ Coordinador de equipo. Profesor encargado de acompaiar en el proceso de pro-
duccion al profesor autor, ademas de verificar la viabilidad del contenido discipli-
nar matematico de la escaleta y que se cumpliera con la organizacion didactica de
la misma. Otra de las funciones del coordinador de equipo era mantener la comu-
nicacion entre autor y revisor de lenguaje, garantizando que las fechas de entrega,
revision y modificacion se cumplieran segun lo establecido.

e Jefe de coordinadores. Profesor que revisaba las escaletas en su etapa final, tanto
en contenido disciplinar, como en organizacion didactica, y enviaba las escaletas
culminadas al equipo de locucion y grabacion.

Los autores de las escaletas cumplen la funcion de asesor técnico pedagdgico (ATP)
del pensamiento matematico dentro del sistema educativo, en su mayoria, mientras que
otra parte desempefia la funcion de docentes frente a grupo de telesecundaria. Un grupo
conformado por ATP’s de lenguaje y comunicacion, y docentes frente a grupo con habi-
lidades en lenguaje reconocidas por la comunidad educativa, fue el responsable de hacer
la revision de lenguaje. En cuanto a los coordinadores de equipo, fueron los integrantes
del equipo académico del Proyecto Matematicas para Todos.

Se conformaron cuatro equipos de trabajo, cada uno de ellos integrado por un coordi-
nador de equipo, ocho a nueve autores, y cuatro revisores de lenguaje. Para cada equipo
de trabajo se cred un equipo dentro de la plataforma Microsoft Teams, donde se llevo a
cabo el proceso de produccion, revision, observacion y modificacion de escaletas.

En los equipos de Microsoft Teams, se colocaron carpetas que contenian el mate-
rial de consulta y apoyo para la elaboracion de escaletas; ademas de un archivo modelo
o plantilla que utilizaron los autores para la produccion de los textos. El siguiente es-
quema (Fig. 3), muestra el proceso de produccion por parte de los participantes y sus dis-
tintas funciones:
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Proceso del disefio de escaletas

Seleccion
Se cligen los temas que serdn
desarrollados por los autores.

Se inicia la elaboracion de las
escaletas por parte de los autores

Creacién

Acompaiiamiento

El coordinador de cada equipo da

un seguimiento ances.

- 1

Entrega
Los autores presentan la primera
version de su escaleta,

Primera revision

El coordinador realiza una revision

del contenido disciplinar.

Observaciones

El coordinador presenta al autor los
comentarios de la revision

Atencién

El autor realiza las modificaciones
sefialadas en las observaciones.

-

Verificacién
El coordinador comprueba las
modificaciones hechas por el autor.

——

Segunda revisién
Se realizan observaciones por parte
del revisor del lenguae.
‘I Atencién

El autor realiza las modificaciones
sefialadas con relacion al lenguae.

—

Término
Se concluye la elaboracion de la
escaleta

- 1

Grabacién

nviada al estudio

Edicién
Los editores realizan los cambios
para la transmisicién de la escaleta.

Figura 3

Cuando la escaleta se concluia, se enviaba a otro equipo de trabajo en Microsoft
Teams, donde todas las escaletas eran concentradas y revisadas por el Jefe de coordina-
dores. Si dichas escaletas cumplian con los aspectos adecuados en su diseflo, entonces
eran enviadas al equipo de grabacion, de lo contrario, se establecia comunicacion con los
coordinadores de equipo para atender las observaciones realizadas.

Para realizar el proceso de revision, se utilizo la funcion de agregar comentario en el
procesador de texto Word, a través de esta funcion se generaba el dialogo académico y
profesional (Fig. 4). En caso de ser necesario, se organizaba una videollamada entre el
coordinador de equipo y el profesor autor, a través de la plataforma Zoom; si bien la pla-
taforma Microsoft Teams también cuenta con esta funcidn, los profesores del estado de
Veracruz hacen uso constante de reuniones virtuales por Zoom, ademas de que Microsoft
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Teams tiene mayores requerimientos tecnologicos para un funcionamiento adecuado en
estas condiciones que Zoom. Otra manera de distribuir mensajes o informacién con
menor relevancia fue a través de la mensajeria instantanea Whatsapp.

SOOI | Coordinador de equipe
i Fienso que tal ver debamos utilizar nimers menone: 3 1000

5 Uﬂ:ﬁ?{‘:ﬁ:ﬁo“s:::ﬁﬁ:fj Lﬁm Ef.,l;: los alumnos poedan realizar de maners mibs ficil los

percibe $360,00 mds que el hijo? Fodria sex gue amibos ganan 1500 v el padre 160 mils que <!
o Plantea ¢l sistema de ecuaciones de tal hijo, sefialands que son carpisiereso alsadliles o el oficio que

forma que la variable P represente al -

padre y la variable H al hijo..... (listo? Autor
o Te cucnto que las ecuacionss que vo Liss, cambisdo

formulé son: uno ¢ P+H=1500 v la

Figura 4

1.3.4. Tiempo para la elaboracion

En este paso participaron 34 profesores autores y 16 revisores de lenguaje. Basados en el
calendario de trabajo establecido en el Proyecto Matematicas para Todos, se determind
un periodo de 5 dias para que los profesores autores elaboraran las escaletas; al mismo
tiempo que ellos trabajaban, los coordinadores de equipo realizaban un acompafiamiento
a los autores. Con este esquema se logro la elaboracion de 54 escaletas.

Posterior a la elaboracion de las escaletas, se permitio un plazo de tres dias para que
los coordinadores de equipo revisaran las escaletas y, en caso de considerarlo necesario,
hicieran observaciones sobre los textos contenidos en las mismas. Si el coordinador con-
sideraba que las observaciones eran menores, entonces ¢l mismo le notificaba al revisor
de lenguaje que podia la inspeccion de los elementos lingiiisticos; y posteriormente el
autor debia realizar los cambios solicitados por el coordinador. En el caso de que las ob-
servaciones fueran detalladas, el coordinador procedia a devolver la escaleta al profesor
autor para su correccion.

1.3.5. Material de apoyo o consulta para la elaboracion de las escaletas

Para desarrollar las secciones de la escaleta, el “Proyecto Matematicas para todos”
brind6 a los docentes materiales de consulta para su elaboracion, con el fin de que fuera
mas sencillo localizar los temas y el tiempo de produccion se redujera por parte de los
autores. Entre los materiales de apoyo se proporcion6 un ejemplo de escaleta elaborado
por el equipo académico del “Proyecto Matematicas para todos”, los libros de la asigna-
tura de Matematicas I, Matematicas Il y Matematicas III, pertenecientes a la modalidad
de telesecundaria y una lista de libros de divulgacion de las matematicas.
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2. CONCLUSIONES

La comunidad docente, autora de escaletas, y los revisores de lenguaje han aumentado
por medio de invitaciones via correo electronico, por ello se ha duplicado la produccion
de escaletas y capsulas de radio.

Actualmente, se han especificado y mejorado la guia de elaboracion, el instrumento
de revision de aspectos lingiiisticos, asi como el proceso de revision de contenido disci-
plinar y didactico previo a la grabacion.

Los docentes del nivel secundaria manifiestan en sus Consejos Técnicos Escolares la
utilizacion de las capsulas de radio como recurso didactico; sin embargo, el proyecto de
“Matematicas para todos” no cuenta con una cifra concreta de la frecuencia de uso, ni de
su efectividad, de ahi que se requiere a futuro realizar un estudio que aborde este aspecto.

Mientras persista la etapa de confinamiento, el “Proyecto Matematicas para todos”
continuara elaborando materiales didacticos a través de la plataforma Microsoft Teams.

Figura 5
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Se abre el telon

Maria del Carmen Galan Mata
José Maria Figueroa Caballero
IES Averroes

Resumen: Para conmemorar el dia de la Mujer y la Nifia en la Ciencia, este curso me
disfracé de Sophie Germain, y de esa guisa les conté su historia en primera persona.
Con ello trabajo algo que usualmente se nos escapa en el dia a dia: historia de las mate-
madticas, y pongo en valor el trabajo de grandes mujeres que tuvieron que superar nume-
rosas dificultades por dedicarse a la ciencia, en una época en la que no estaba permitido
o estaba mal visto.

Palabras clave: Matematicas, teatro, historia de las matematicas, ensenianza

The curtain opens

Abstract: 7o held the woman and girl science day, this academic year I've dressed up as
Sophie Germain, and dressed that way I've told students her story in first person. With
this method, I've worked on something we usually elude, history of maths, and I high-
light the importance of bright women s work who had to overcome lots of difficulties to
work as scientist in a time where it was forbidden or even and not approved.
Keywords: Mathematics, theater, history of mathematics, teaching

1. INTRODUCCION

La Orden del 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a
la Educacién Secundaria Obligatoria en Andalucia, establece, como uno de los objetivos
de la ESO dentro de la asignatura de Matematicas:

Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto desde un punto
de vista historico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad actual, apreciar el co-
nocimiento matematico acumulado por la humanidad y su aportacion al desarrollo social, eco-
noémico y cultural.
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Ademas, dentro del bloque «Procesos, métodos y actitudes en matematicasy, que es
un bloque comun en todos los cursos y transversal, que debe desarrollarse simultanea-
mente al resto de bloques de contenido y es el eje fundamental de la asignatura, también
hace referencia a la historia de las matematicas, concretamente:

En este bloque se puede introducir el conocimiento historico, social y cultural de las Ma-

tematicas que sirve para la comprension de los conceptos a través de la perspectiva historica,
asi como para contrastar las situaciones sociales de otros tiempos y culturas con las realidades
actuales. Para ello, se deben realizar actividades de investigacion que favorezcan el descubri-
miento de personajes historicos y sus aportaciones y el reconocimiento de mujeres matemati-
cas y las dificultades que tuvieron que superar para acceder a la educacion y a la ciencia.

( Como podemos trabajar la historia de las matematicas en el aula?

2. ELTEATRO

Los origenes del teatro pueden encontrarse en ceremonias y ritos primitivos de las comu-
nidades dedicadas a la agricultura o a la caza. El hombre empez6 a comunicarse con la
Naturaleza, el Sol, la Luna, el mar y algunos animales, a los que diviniz6 por considerar
superiores. En estos ritos de agradecimiento o suplica a los dioses se fue introduciendo
la musica, la danza, las mascaras, etc.

El teatro, en clase de matematicas, puede aparecer de multitud de formas. Por ejem-
plo, aparece en la escena XII, Acto primero de Don Juan Tenorio, de José de Zorrilla
(1817-1893), cuando Don Juan hace una cuenta de las mujeres burladas:

56
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SN SN~
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)

Y yo sumo en vuestras listas setenta y dos.

Pues perdéis.

iEs increible, don Juan!

Si lo duddis, apuntados los testigos ahi estan, que si fueren preguntados os lo
testificaran.

- jOh! y vuestra lista es cabal.
: Desde una princesa real a la hija de un pescador, joh! ha recorrido mi amor toda

la escala social. ;Tenéis algo que tachar?

. Solo una os falta en justicia.

: ¢Me la podéis serialar?

. Si, por cierto, una novicia que esté para profesar.

: jBah! pues yo os complaceré doblemente, porque os digo que a la novicia uniré la

dama de algun amigo que para casarse esté.

. jPardiez que sois atrevido!
: Yo os lo apuesto si queréis.
. Digo que acepto el partido. ;Para darlo por perdido queréis veinte dias?

Seis.

. jPor Dios que sois hombre extrafio! ;Cuantos dias empledis en cada mujer que

amais?

Epsilon, 2021, n° 108, 55-62, ISSN: 2340-714X



Se abre el telon
Maria del Carmen Galan Mata / Jos¢ Maria Figueroa Caballero

J: Partid los dias del aio entre las que ahi encontrdis. Uno para enamorarlas, otro
para conseguirlas, otro para abandonarlas, dos para sustituirlas, y una hora
para olvidarlas. Pero, la verdad a hablaros, pedir mas no se me antoja porque,
pues vais a casaros, manana pienso quitaros a dofia Ana de Pantoja.

Segun sus cuentas, Don Juan necesita 363 dias (72 mujeres x 5 dias =360 y 72 mu-
jeres x 1 hora = 3 dias) al afio para sus conquistas ;En qué utiliza Don Juan los dos dias
del afio sobrantes? ;Vacaciones amorosas?

3. TEATRO MATEMATICO

Ademas de trozos de obras clasicas conocidas, podemos encontrar matematicas de las si-
guientes formas a través del teatro:

e Obras especificas sobre matematicas, por ejemplo las obras L entretien de Des-
cartes avec Pascal le jeune, de Jean-Claude Brisville, que trata de un dialogo in-
ventado entre estos personajes, basado en un encuentro real que tuvieron y del que
no trascendi6 nada, Fermats last tango de Joshua Rosenblum y Joanne Sidney
Lessner, musical en el que Fermat aparece como fantasma para detectar el error
en la demostracion de su famoso tltimo teorema por parte de Keane, o Calculus
de Carl Djerassi, en la que Newton y Leibniz se disputan el descubrimiento del
calculo diferencial.

e Hay obras elaboradas con técnicas matematicas, por ejemplo L augmentation de
Georges Perec donde los personajes son hipotesis y proposiciones matematicas,
Tierra de Madelbrot de Eduardo Mercado en la que se proyectan imagenes mate-
maticas con unas bailarinas de fondo y la musica de violin, Quad de Samuel Bec-
kett, obra en la que todo gira en torno al nimero cuatro, etc.

* Hay obras donde las matematicas aparecen de forma sorprendente, por ejemplo en
El nifio y los sortilegios, de Gabrielle Colette y Maurice Ravel, en la que un nifio
debe resolver una serie de acertijos, /nfinities de John Barrow, obra sorprendente
en la que los espectadores van entrando en grupos y se van moviendo en torno
a cinco escenarios o Rhinoceros de Eugene lonesco, en la que aparecen retos de
légica cuando los habitantes de una ciudad se van convirtiendo en rinocerontes.

4. LA EXPERIENCIA

En el aula, nada puede superar la expresion de sorpresa y el nivel de atencion cuando ven
aparecer a su profesor de matematicas (se puede hacer extensible a cualquier asignatura)
disfrazado representando alguna pieza teatral, sea comedia o no.

En mi caso, comencé mi andadura teatral con un grupo de profesores y profesoras
de mi centro, que durante todo el curso escolar trabajabamos, en nuestro tiempo libre,
para representar una funcion a final de curso, con el objetivo de acercar el teatro a nues-
tro alumnado. La mayoria de ellos jamas habia asistido al teatro antes de ver a sus pro-
fesores en escena. Recuerdo los nervios cuando se abria el telon y los cinco minutos que
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debiamos dejar pasar hasta que se acallaran las risas del alumnado, al vernos disfrazados.
Una vez comenzaba la obra, ni el mas travieso abria la boca, y si lo hacia era de asombro.
No se escuchaba una mosca, y sin micros ni accesorios de sonido nuestra voz llegaba a
todos los rincones del Salon de Actos.

El tiempo nos hizo coger caminos diferentes y el grupo se disolvid, pero el gusanillo
se quedo en mi. Asi que decidi aprovechar mis ganas e ilusion para seguir indagando en
este mundo de posibilidades que acababa de descubrir.

Asi es como nacid la actividad que os presento. Quise hacer algo diferente para ce-
lebrar el dia de la Mujer y la Nifia en la Ciencia, y busqué relatos de mujeres matemati-
cas, en las que se contase su vida con un toque de humor, pero no hallé lo que buscaba,
asi que me decidi a escribir yo misma lo que queria contar a mi alumnado. Me centré
en una mujer matematica: Sophie Germain, lei su biografia y me puse manos a la obra.

La semana del 8 al 12 de febrero de 2021, en plena pandemia mundial, los alumnos
se frotaban los ojos cuando se tropezaban conmigo por los pasillos, ya que iba disfrazada
cual dama del siglo XIX, y mi forma de hablar emulaba acento francés. Aparecia por sor-
presa en algunas clases (donde mi compafiero ayudante o yo misma impartiamos mate-
maticas) ante el estupor del alumnado, a contar mi historia.

Mi texto empezaba con un toque de humor, para que el alumnado se relaje y se cen-
tre en la representacion, ya que si me ve de esa guisa es probable que no preste mucha
atencion a mis palabras. Hablar de mis propios numeros primos es un buen comienzo, asi
que, muy digna, les informo de mi nombre y de uno de mis logros: tener mis propios nii-
meros primos. Pregunto a un par de alumnos o alumnas sus nombres y me cuestiono, in-
dignada, si existen los numeros primos de .... (y pronuncio sus nombres), con ello capto
su atencion al instante.

Figura 1

Recordemos que un niimero p es primo de Germain si es primo y a su vez 2p+1 tam-
bién es primo. Aqui pude abrir un debate y animar a que encontrasen primos de mi pro-
piedad (en sentido figurado).
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Después les hablo de mi época, como era vivir en el siglo XVIII-XIX en Francia, las
dificultades que me encontré solo por ser mujer. Mi padre me prohibid estudiar matema-
ticas, entre cosas porque no aceptaban mujeres en la Escuela Politécnica de Paris, donde
yo ansiaba estudiar, asi que paso a describir mis triquifiuelas para poder leer tratados,
sobre todo de matematicas, sin que se notase mucho. Aunque muchas veces me pillaron
mis padres, y me castigaron de muy diversas maneras para alejarme de los libros, final-
mente aceptaron mis ‘rarezas’. En este punto, mi compafero José Maria Figueroa volun-
tariamente irrumpe en la clase haciéndose pasar por mi padre, y me regafia por estudiar
cuando las obligaciones de las mujeres son otras. Yo finjo que le haré caso, y en cuanto
se va sigo con mi historia.

Con el paso de los afios, al querer que alguien leyera mi trabajo, empecé a cartearme
con dos grandes matematicos de mi época: Lagrange y Gauss, pero para hacerlo debi ha-
cerme pasar por un hombre: Monsieur Leblanc. Aqui entra en juego de nuevo mi compa-
fiero, para hacerse pasar primero por uno y luego por el otro, y comentamos mi trabajo,
lo impresionados que estan por que una mujer autodidacta haya sido capaz de tales inge-
nios, etc. También recordamos cuando, por motivo de la conquista de Prusia por Napo-
ledn yo temi por la vida de Gauss, y le encomendé a un militar amigo de mi familia, el
general Pernetti, que velara por su seguridad. Podria decirse que le salvé la vida, ya que
el militar contacté con Gauss y agradecidé mi mediacion, aunque en ese momento decia
no saber quién soy, ya que ¢l me conocia por Monsieur Leblanc, asi es como le confesé
mi verdadera identidad. En el caso de Lagrange estaba tan impresionado por mi trabajo
que quiso conocerme en persona, y en mi época, sin tiendas de disfraces ni nada que se
asemeje, no me vi capaz de de hacer el papel, asi que confesé mi género, y lejos de dejar
de hablarme se mostré aun mas impresionado por las barreras que tuve que superar y me
animo a seguir estudiando.

Figura 2

Les hablo de Fermat y de su tltimo famoso teorema, y para aiadir un toque mas de
teatralidad finjo que uno de los alumnos es clavado a Pierre, y lo animo-obligo a salir al
escenario, que es el aula, para que cuente en primera persona su historia. Como lo normal
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es que no la sepan les llevo una chuleta con los datos mas importantes de su vida, y les
animo a actuar a la hora de leerlos. Recordemos el que fue el tltimo teorema de Fermat:
No existe ningun entero positivo, n, mayor que dos que satisfaga la ecuacion

n n n
x +ty =z

Siendo X, y, z enteros positivos.

El teorema, a pesar de su complejidad a la hora de demostrarlo, es simple en su enun-
ciado y facil de entender en cualquier grupo de ESO.

Después de Fermat hablamos del conde Wolfskehl y la leyenda que lo rodea, en la
cual el teorema de Fermat le salvo de un suicidio por mal de amores. Saco a otro alumno
que, casualmente es igualito al conde, y le insto también a actuar y a contar su histo-
ria. Segun la leyenda, el conde Wofskehl no fue correspondido por la dama objeto de su
amor, y decidio suicidarse, pero no de cualquier manera ni cualquier dia, y mucho menos
a cualquier hora, ya que era un seflor muy ordenado. Establecié el momento exacto de su
muerte y, el dia sefialado, estuvo cerrando sus asuntos hasta que llegase su hora. Como
le sobro tiempo, fue a su biblioteca y empezo6 a leer un libro, concretamente el trabajo de
Ernst Kummer sobre el Gltimo teorema de Fermat. Se meti6 tanto en el tema que cuando
se dio cuenta habia pasado la hora del suicidio, asi que decidi6 dedicar su vida al teo-
rema, y dejar gran parte de su herencia a quién consiguiese demostrarlo, poniendo, eso
si, una fecha limite (el 13 de septiembre de 2007, no se sabe exactamente por qué ese dia
y no otro...). Allanado el camino de la curiosidad para un problema concreto, y facil de
entender para ellos, les cuento uno de mis logros: yo, Sophie Germain, demostré el Teo-
rema de Fermat para un caso particular (concretamente cuando X, y, z no sean simulta-
neamente multiplos de n, para todo n menor que 10) utilizando para la demostracion mis
propios niimeros primos, los primos de Germain. Y después de éste gran logro ;me hice
famosa en mi época? No, ;cobré algiin premio/recompensa por éste trabajo? No ;y el
motivo? Simple: yo era una mujer.

En mi caso, no conforme con la situacién me presenté varias veces al Premio Extraor-
dinario de las Ciencias Matematicas, que concedia la Academia de Paris. Por dos veces
no me aceptaron por el hecho de ser mujer, pero a la tercera va la vencida, ya lo dice el
refran, asi que a la tercera ademas de aceptar mi solicitud (esa fue mi primera victoria)
me alcé con el galardon (segunda victoria).

Y en vida pocas victorias mas tuve, he de decir.... A pesar de pasarme la vida estu-
diando y trabajando, el hecho de no haber recibido una formacion reglada ni pertene-
cer a circulos académicos, por ser mujer ya que talento no me faltaba, me pasoé factura.

Concluida la historia de Sophie Germain les hablo de otras grandes matematicas del
pasado (Hipatia de Alejandria, Sofia Kovaleskaya, Emmy Noether, etc.), grandes mate-
maticas del presente (Maria Cumplido, Clara Grima, Mercedes Siles, etc.) y me despido
recordandoles que ellos y ellas son el futuro, en esa misma aula escuchando esta histo-
ria puede estar el proximo o la préxima cientifica importante, y puede que dentro de tres-
cientos afios algtin profesor o profesora se disfrace de ellos para contar su historia a sus
alumnos y alumnas.
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Cuando mi compaiera Carmen Galan me propone tomar papel en su obra de teatro,
mi primera reaccion es de duda por aquello del terror escénico para alguien que nunca
ha hecho teatro, como es mi caso, aunque me convence la oportunidad que supone esta
actividad para tratar en el aula aspectos transversales del curriculo que no siempre se les
dedica la atencion suficiente y, también, romper con la rutina diaria haciendo teatro en
una clase de matematicas.

El hecho de representar al patriarcado con el papel de padre de Sophie Germain, me
permite tratar en clase estereotipos y creencias sobre la mujer que todavia estan presentes
entre nuestro alumnado, tras lo cual, aprovecho mi interpretacion de Lagrange y Gauss
para poner de manifiesto que el trabajo y la investigacion de las mujeres no se debe des-
echar por el hecho de que sean mujeres.

El alumnado se da cuenta con esta obra de lo absurdo que supone la discriminacion
de la mujer en general y en el campo de la ciencia y las matematicas en particular, men-
saje que también se ve reforzado cuando procede desde el ambito masculino, de mi como
profesor en este caso, y no solo la profesora, consiguiendo ambos el objetivo que busca-
mos de animar a que nuestras alumnas sientan interés por las matematicas y no descar-
ten dedicarse en un futuro a la ciencia.

5. CONCLUSION

Esta actividad ha requerido mucho tiempo de preparacion (ensayos cada uno por sepa-
rado, juntos e investigacion sobre el tema) y mucha imaginacion (preparar un texto que
recoja lo que queriamos contar con un toque de humor), pero ha merecido la pena con
creces. A diferencia de otras actividades para conmemorar este dia que hemos realizado
otros afios, aqui teniamos practicamente el cien por cien de atencion en el aula, y lo que
les hemos contado nos consta que les ha calado. En actividades posteriores hemos po-
dido comprobar que recogian cosas que habiamos dicho o mujeres de las que les habia-
mos hablado, y suelen preguntarnos a menudo cuando nos vamos a volver a disfrazar.
Retomaremos la experiencia en cursos sucesivos con la intenciéon de ampliar nuestro re-
pertorio con otras mujeres, y contar otras anécdotas que les permitan conocer diversos
aspectos de la historia de las matematicas.
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Resumen: Se presenta una experiencia con maestros en formacion realizando una tarea
sobre cuadrilateros y las relaciones de algunas de sus propiedades. Se observan cier-
tas deficiencias en la compresion de la relacion entre el numero de lados paralelos con
el numero de lados iguales o de dngulos rectos, siendo incapaces de dibujar algunos de
los cuadrilateros que se les pedian o de explicar por qué no podian dibujar algunos de
ellos, lo que manifiesta falta de lenguaje y comprension del mismo.

Palabras clave: Diddctica de la geometria, formacion de profesores, cuadrilateros.

Exploring properties of quadrilaterals

Abstract: We present an experience with teacher trainees around a task about quadri-
laterals and the relationships of some of their properties. Certain deficiencies were ob-
served in the understanding of the relationship between the number of parallel sides with
the number of equal sides or right angles, being unable to draw some of the quadrilater-
als that were asked or to explain why they could not draw some of them, which shows a
lack of language and understanding of it.

Keywords: Geometry didactics, teacher training, quadrilaterals.
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1. INTRODUCCION

La ensefanza de los cuadrilateros se halla incluida en el curriculo de matematicas desde
la educacion primaria. En particular, para la comunidad de Andalucia, se plantea en el
bloque 4 de geometria y, a partir del segundo ciclo de primaria, asociado al objetivo
“STD.34.1. Clasifica cuadrilateros atendiendo al paralelismo de sus lados.” (Junta de
Andalucia, 2015). Estos se siguen ensefiando, aumentando paulatinamente el grado de
complejidad de sus propiedades y las relaciones que se establecen segun sus angulos y
lados paralelos.

En Espafia, ya desde los afios 90 se han venido estudiando los cuadrildteros y su en-
seflanza desde distintas perspectivas, asi Pastor y otros (1992) analizaron los errores pre-
sentes en los libros de texto utilizando el modelo de Van Hiele para su clasificacion.

Los conocimientos geométricos de los estudiantes para maestro han sido estudiados
en diversas universidades y épocas porque, al ser ellos quienes en el futuro deben en-
sefiar los conocimientos matematicos elementales, se hace necesario tener un conoci-
miento de lo que saben y cudles son sus deficiencias, para poder tomar medidas con el
proposito de subsanarles y mejorar su formacion matematica.

Blanco y Barrantes (2003) analizaron las concepciones sobre la geometria que te-
nian los estudiantes para maestro. El estudio reveld que los estudiantes “tienen lagunas
de conceptos de geometria escolar; algunos no conocen ni el contenido basico” (p. 122).
Escudero-Dominguez y Carrillo (2014) analizaron el conocimiento matematico de futu-
ros maestros de primaria que cursaban el segundo afio de la carrera. Utilizaron, para el
estudio, el marco teorico del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK). Hallaron que los alumnos recaen en la falta de comprension de los conceptos
geométricos y sin embargo conocen y se saben las definiciones de las propiedades casi
como un mantra, pero sin saber aplicarlas. Asimismo, descubrieron “que no distinguen
entre propiedades necesarias y suficientes, lo que produce que los EPM formulen defini-
ciones que posean caracteristicas redundantes” (p. 9).

Bernabéu y otros (2019) realizaron un estudio para caracterizar el pensamiento
geométrico de los alumnos del grado de Educacion Infantil a través de una tarea de cla-
sificacion de cuadrilateros. El estudio revelé “Dificultades con las relaciones inclusivas
y con las definiciones minimas, demostro tener dificultades para realizar clasificaciones
inclusivas, sin embargo, eran capaces de proporcionar definiciones, no minimas, aunque
coherentes con la clasificacion realizada” (p. 38).

Todos estos antecedentes ponen de manifiesto la actualidad e importancia de in-
dagar sobre los conocimientos, concepciones, dificultades y demas aspectos relacio-
nados con la geometria y, en particular, con los cuadrilateros en la formacién de los
futuros maestros.

Con esta idea y aprovechando que algunas profesoras hacian estancias de inves-
tigacion en nuestra Universidad de Cérdoba, decidimos realizar una actividad do-
cente que permitiera poner en juego los conocimientos que los futuros maestros han
adquirido sobre los cuadrilateros durante su trayectoria formativa. No debemos ol-
vidar que los conocimientos de los maestros tienen una gran repercusion en todas
las practicas que se llevan a cabo en el aula en todos los niveles educativos (Chin-
nappan y Lawson, 2005).
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2. LA EXPERIENCIA

En el tercer curso de la titulacion del Grado de Educacion Primaria de la UCO se imparte
la asignatura Did4ctica de la Geometria y la Estadistica. Durante una de las sesiones de
practicas del curso 2019/20 se les pidid a los alumnos que realizaran, de manera indivi-
dual, las dos tareas tomadas de Fielker (1981) que se presentan a continuacion:

1. Dibuja, donde corresponda, el cuadrilatero que cumpla la condicion indicada por
las filas y columnas

Numero de pares de lados paralelos

0 1 2
N° de pares

de lados 0
iguales

Escriba el nombre de los cuadrilateros dibujados en cada Celda (a,a) (a,b)(a,c) , etc..

2. Dibuja, donde corresponda, el cuadrilatero que cumpla la condicion indicada por
las filas y columnas.

Numero de pares de lados paralelos

0 1 2
N° de

Angulos 0
rectos

Escriba el nombre de los cuadrilateros dibujados en cada Celda (a,a), (a,b), (a,c), etc..

En la actividad, participaron 78 alumnos que dispusieron de 90 minutos para reali-
zarla. Se les indicé que podian utilizar materiales y recursos geométricos manuales para
ayudarse (regla, compas, transportador). También podian debatir con otros compaiieros
sobre determinadas dudas. Los alumnos podian realizar la practica directamente en el or-
denador o dibujar en papel los cuadrilateros, fotografiarlos y luego subir la imagen para
incorporarla en la plantilla. Al terminar la clase, la actividad en PDF se subia a la plata-
forma Moodle de la asignatura. Se les indicé que no podian buscar las definiciones en la
web v, al estar distribuidos en tres grupos clase, no fue dificil controlar esta variable, sin
embargo, siempre es posible que alguien lo hubiese hecho.
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Figura 1. Alumnos durante la practica

3. RESULTADOS

En la primera actividad el mayor nimero de respuestas erroneas (15%) se presento
en los casos en los que se pedia representar un cuadrilatero con solo un par de lados
iguales y dos lados paralelos (celda 1,1), es decir un trapecio isésceles, o en los que
se requeria representar el cuadrilatero sin lados iguales ni paralelos (celda 0,0), el tra-
pezoide, asi como para el trapecio simétrico (celda 2,0). Para esta ultima respuesta, el
alumnado dibujaba un cuadrilatero con todos sus lados de diferente longitud y pasaban
por alto la condicion de paralelismo para dos de sus lados

TRAPECIO No podemos di-

TRAFLZODE RECTANGULO

bujar dos pares de
lados paralelos ya
que para ello ne-
cesitamos todos
los angulos rectos

Figura 2. Ejemplo de respuestas

Figura 3. Trapecio simétrico (dos pares de lados iguales
y ningtn lado paralelo)
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En la actividad 2, la mitad de los alumnos respondieron de manera incorrecta al re-
presentar el cuadrilatero con dos angulos rectos y ningun lado paralelo (celda 2,0). Pa-
rece que solo consideran los angulos rectos asociados a rectangulos.

Figura 4. Cuadrilatero con dos angulos recto y ningun lado paralelo

E1 30% de los alumnos dibuj6 un cuadrado cuando se le pedia un cuadrilatero de dos
angulos rectos y dos pares de lados paralelos, algo incompresible en estudiantes univer-
sitarios ya que se ensefia que el cuadrado tiene cuatro angulos rectos desde la ensefianza
primaria.

Figura 5. Cuadrilatero con un angulo recto y ningtin lado paralelo

4. CONCLUSIONES

Se ha evidenciado que, pese a ensefiarse los cuadrilateros y sus propiedades desde la edu-
cacion primaria y su uso en diversos problemas, ejercicios y otras actividades propues-
tas durante toda la formacion matematica preuniversitaria, los alumnos universitarios no
comprenden como se pueden poner de manifiesto varias de sus propiedades (numero de
pares de lados iguales y ntimero de pares de lados paralelos, nimero de dngulos rectos
y nimero de lados paralelos). Tienen deficiencias para integrar estas propiedades bajo
unas restricciones dadas.

Algunos alumnos no fueron capaces de dar explicacion alguna sobre por qué no se
podia construir un cuadrilatero con las restricciones solicitadas y se limitaban a dejar
en blanco la casilla respectiva. Esto denota que, aunque conocen las propiedades “de
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memoria” no tienen la capacidad de realizar actividades de interseccion de estas para ha-
llar la respuesta o carecen de argumentos matematicos para dar una razon que justifique
el no graficar la respuesta. Este hecho sefiala que se deban tomar medidas encaminadas
a enriquecer el lenguaje y la argumentacion matematica soportada en la comprension de
conceptos y propiedades.

Es preocupante observar las carencias que manifiestan los maestros en formacion. A
la luz de estos resultados y los estudios resefiados, parece que es algo generalizado y co-
yuntural en la formacion geométrica recibida.
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Pensamiento matematico a través de la Educacion
Plastica: una perspectiva interdisciplinar en una
propuesta educativa

Marina Arnal Ferrandiz
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Resumen: La propuesta educativa que presentamos a continuacion esta dirigida a los
futuros docentes de la Etapa de Primaria. Se pretende con ello, iniciar un estudio de ca-
talogacion y andlisis de investigaciones inéditas. En esta propuesta especifica se parte
de una perspectiva interdisciplinar entre diferentes dareas del conocimiento: el pensa-
miento matemdtico y la educacion plastica. La propuesta en si consiste en la formula-
cion de una experiencia diddactica con la realizacion de un tipo de cometa que presenta
como novedad el hecho de no necesitar la intervencion del viento para su vuelo, por su
extremada ligereza. El texto se desarrolla con explicaciones de meticulosa precision,
acompariiadas de dibujos ilustrativos realizados por el profesor José Arnal.

Palabras clave: Aprendizaje activo, Educacion artistica;, Matemdticas; Cometas, En-
serianza primaria.

Mathematical thinking through Plastic Education:
An interdisciplinary perspective in an educational
proposal

Abstract: The educational proposal that we present below is created to support fu-
ture teachers of the Primary school. The idea is to initiate a study of cataloging and
analysis of his unpublished research. This specific proposal starts from an interdisci-
plinary perspective between different areas of knowledge: ‘mathematical thinking and
plastic education.’ The proposal itself consists on the formulation of didactic experi-
ence through the making a type of kite which introduce as a novelty due to its extreme
lightness weight, it do not need the intervention of the wind to flight. The text is devel-
oped with explanations of high precision, accompanied by illustrative drawings made
by Professor José Arnal.

Keywords: Active learning, artistic education, math, kites, primary education teaching.
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1. INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Hace unos lustros el profesor José Arnal (2002) reflexionaba lo siguiente sobre las mate-
maticas y la educacion artistica:

No obstante haber quedado demostrado (con los teoremas de Godel) que cuando la razon 'y
la l6gica solo pretendan simplemente sostener sistemas formales, axiomaticamente en un afan
de absoluta exclusion de toda ambigiiedad, probaremos pues, ahora, a utilizar la razén y la 16-
gica, sin excluir la intuicién, como instrumentos validos para explicar el interés de la Educa-
cion Artistica en el sujeto, haciendo que con sus experiencias artisticas y creativas logre una
vida mas plena, fructifera y feliz (p. 28).

La propuesta educativa que presentamos a continuacion fue llevada a la practica du-
rante varios cursos consecutivos por el Profesor D. José Arnal Navarro (1945-2002)
primer director del antiguo Departamento de Educacion Artistica y Corporal de la Uni-
versidad de Cordoba (Espafia), fundado en el afio 1992 en la entonces denominada “Es-
cuela Universitaria de Formacion del Profesorado de EGB”, actualmente, Facultad de
Ciencias de la Educacion.

José Arnal, que durante mas de tres décadas impartio la asignatura de Educacion
Plastica y Visual en la antigua Escuela de Magisterio de Cérdoba, era consciente del
obstaculo que supone la generalizada percepcion, de que todos aquellos aspectos en que
se fundamenta la experiencia artistica parecen pertenecer a otra categoria diferente a la
del pensamiento. En su metodologia pedagogica trataba de compensar esta creencia, de-
fendiendo que las imagenes mentales de formas, las configuraciones téctiles y visuales,
de sensaciones y sentimientos, son ademas de esenciales para todo arte, también los son
para todo pensamiento auténtico, mediatizado por la légica (Arnal, 2003).

Partimos de la premisa de que las matematicas se aprenden utilizandolas y de que el
trabajo en el area de las matematicas en la etapa de Educacion Primaria deberd estar ba-
sado en la experiencia. El curriculo de Primaria parte del desarrollo cognitivo y emocio-
nal en el que se encuentra el alumnado de esta etapa, sabemos que los contenidos han de
ser abordados de una manera enlazada, atendiendo a una configuracion ciclica que con-
llevara el progresivo desarrollo del pensamiento abstracto. Este punto de partida se fun-
damenta en las capacidades de los sujetos para analizar y comprender las situaciones,
razonar sobre las mismas, generar soluciones y expresar los resultados de manera ade-
cuada. Por ello y en aras de un aprendizaje eficaz se huye de la mera transmision de co-
nocimientos y procedimientos matematicos en si mismos, si sobre ellos no se ha puesto
el énfasis en su aplicacion a situaciones de la vida real.

La realidad que percibe el alumnado de la Etapa de Primaria es eminentemente plas-
tica, es decir: tangible. Partiendo de aqui, no es dificil concluir que todos los conceptos
matematicos estan presentes en ella. La dificultad estaria en aislar esos aspectos y abor-
darlos de una forma ludica y efectiva para lograr un aprendizaje eficaz y significativo.

La matematica ha sido y es arte y juego y esta componente artistica y lidica es tan con-
substancial a la actividad matematica misma, que cualquier campo de desarrollo matematico

70 Epsilon, 2021, n° 108, 69-76, ISSN: 2340-714X



Pensamiento matematico a través de la Educacion Plastica: una perspectiva interdisciplinar
Marina Arnal Ferrandiz

que no alcanza un cierto nivel de satisfaccion estética y ludica permanece inestable. (Miguel
de Guzman, 1989; p. 62)

Es aqui donde juega un papel importante el uso de una perspectiva interdisciplinar
entre diferentes areas del conocimiento. Este abordaje de la ensefianza configurado de
una forma cuidadosa y bien ajustada ayuda sin duda a la comprension de la realidad que
nos rodea en sus diferentes formas y manifestaciones.

Es por ello por lo que se presenta aqui el estudio de esta propuesta educatival,
donde conviven la educacion plastica y el pensamiento matematico, complementandose
mutuamente.

Se presenta la propuesta pedagogica llevada a cabo por el profesor José Arnal tra-
tando de situar una propuesta especifica _en este caso la realizacién de un modelo de co-
meta dentro de los objetivos, contenidos y criterios de evaluacion recogidos en el Real
Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo basico de la Edu-
cacion Primaria, con la finalidad de sefialar qué aspectos de la propuesta continuan o no
vigentes y si la misma podria ser aplicable en la actualidad, abriendo el campo a nuevas
actualizaciones de la misma.

1.1. Propuesta de experiencias de construccion de cometas para la asignatura de
didactica de la expresion plastica

1.1.1. Experiencia: Modelo de cometa para volar sin viento:

Se ha disefiado y experimentado un modelo de cometa en extremo ligero, que puede in-
cluso volar sin viento (Fig. 1). Ante esta ultima afirmacion, naturalmente hay que acla-
rar que si el deslizamiento en angulo del viento liberandose del empuje sobre la cometa
por el limite inferior de la misma, es el factor que la eleva y mantiene en vuelo, no cabe
pensar en vuelo posible sin esta accion dinamica del aire respecto a la superficie y po-
sicion en angulo de la cometa; por tanto, si no hay viento, es decir movimiento conti-
nuo y unidireccional del aire, el efecto dinamico descrito podra realizarse mediante el
poner en movimiento a la propia cometa. Esta deduccién fue la clave para la invencion
del aeroplano.

1. El material objeto de estudio, es decir, la propuesta educativa de José Arnal, asi como los dibujos de
todas las figuras pertenecen al acervo familiar de los hijos del profesor y se encuentran aun en proceso de
catalogacion.
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El modelo que hemos experimentado esta logrado en el equilibrio de sus componen-
tes actuando de manera similar al aeroplano, es decir, tiende a mantenerse en equilibrio
en posicion horizontal, como flotando en el aire, sobre el que se desplaza por efecto de
la traccion del hilo que la sujeta y le proporciona quién con ella juega, al desplazarse co-
rriendo o incluso andando, con la escasa velocidad de caminar paseando. Es semejante
al “ala delta”.

Instrucciones para construir la cometa para “no viento™:

1. Cortamos un cuadrado de papel de seda, con diagonal no mayor a 53 cm., pues
esta es la medida del tubito sin el extremo acodado lo que corresponde al lado no

mayor a

537

2

— 37cm.

2. Seguidamente se han de reforzar los perfiles, adhiriendo un hilo con pegamento
de contacto o cola blanca y cubriéndolo con un dobladillo de 3 a 5mm. del borde
del papel (en este modelo s6lo se requieren en los lados que se forman en el an-
gulo inferior). Para simplificar y abreviar la operacion, puede valer el cubrir toda
la longitud de estos lados con cinta adhesiva.

3. A continuacion, tomamos una pajita de refrescos y, tras cortarle la parte flexi-
ble del acodamiento, lo adherimos al papel en todo lo largo de la diagonal que
corresponde al vértice del angulo perfilado con refuerzo, utilizando para ello
pegamento de contacto. Aplicando la menor cantidad posible sobre una linea
a lo largo de todo el tubito y de modo semejante se extiende otra linea de pe-
gamento sobre la susodicha diagonal. Cuando tras unos minutos se hayan se-
cado, de modo que no ofrezcan adherencia al tacto, se pondran en contacto
presionando ligeramente el tubito de plastico sobre el papel y quedaran defi-
nitivamente adheridos. El extremo acodado restante se guarda porque se utili-
zard mas tarde.

4. La operacion siguiente sera formar un angulo articulando dos tubitos, al intro-
ducir el extremo no acodado de uno en la boca del acodamiento del otro. Para
facilitar esta operacion, con la cuchilla se practicara un pequefio corte longitu-
dinal en el extremo no acodado del tubito que ha de penetrar, de modo que se
reduzca el diametro al superponerse los bordes del corte enrollandose ligera-
mente (Fig. 2)

L ey
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Una vez realizado este acoplamiento, se recubre con la menor cantidad posible y su-
ficiente de cinta adhesiva y cortamos el exceso de longitud midiendo desde el vértice
37cm. sobre cada uno de los dos tubitos. El resto mas largo incluird un acodamiento, que
se guardara también, porque sera de utilidad en la operacion final.

Teniendo asi esta estructura angular, preparamos su adhesion sobre los lados no re-
forzados del cuadrado de papel, extendiendo una linea de pegamento en toda la longi-
tud de los tubitos. Es necesario prestar mucha atencion a las lineas de pegamento sobre
el mismo plano.

5. Ahora es el momento de terminar la estructura de esta cometa. Le falta el elemento
transversal que mantendra la forma diédrica con la que el viento se deslizara en
dos vertientes laterales al tiempo que hacia abajo. Ese efecto sera el que le pro-
porcionara el gran equilibrio a esta comenta posibilitandoles el vuelo sin necesi-

dad de cola.

Para ajustar la colocacion de este elemento transversal sefialaremos sobre los tubi-
tos laterales una medida correspondiente a poco mas de un tercio de su longitud desde
el vértice superior. Haciendo coincidir sobre uno de esos puntos el acodamiento flexi-
ble del fragmento pequefio que guardamos tras realizar la operacion n°3, de modo que
el segmento recto sea sujetado junto al tubito lateral en la parte inferior de la senal
marcada, dirigiendo hacia arriba y hacia el eje central la boca en el extremo del sector
curvo. Esta parte plisada a modo de fuelle la estiramos todo lo posible antes de fijar en
el lugar senalado este fragmento. La sujecion puede efectuarse con dos trocitos de cinta
adhesiva (Fig. 3).

/o

/\ -

4

Al otro lado se fijara el otro fragmento restante que se guardé durante la operacion
n°. 4, de modo que el extremo recto mas corto sea fijado sobre la parte superior de la me-
dida marcada, dejando hacia abajo el segmento largo, en cuya punta estrecharemos el
diametro de modo semejante a como se ha explicado en la operacion n°. 4, a fin de que
pueda introducirse con facilidad en la boca del tubito acodado corto, que se encuentra
en el lado opuesto.

Ya esta completa la estructura de la comenta. Sélo le faltan los tirantes para engan-
char en ellos el hilo que ha de sujetar en vuelo. Si la varilla central fuese mas resistente
y rigida (sin ser mas pesada), bastarian dos puntos de enganche para los tirantes de hilo,
pero lo mas conveniente es fijar tres puntos: uno en el extremo superior, otro en el primer
tercio de la longitud de la varilla central y un tercero en el 2° tercio. Estos tres tirantes se
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ataran al tubito perforando el papel a ambos lados de este para rodeandolo atarlo por la
parte frontal, es decir que el tirante asome extendido en toda su longitud por la cara del
papel donde no estan las varillas.

Para anudar correctamente estos tres tirantes se toman sus extremos con dos dedos
mientras la cometa se deja horizontalmente sobre la mesa con las varillas abajo. Ti-
rando con dos dedos de tres hilos a la vez, pero sin sujetarlos totalmente, deslizamos
los dedos hacia arriba de modo que sin que se despegue la cometa de la mesa (la suje-
tamos un poco con la otra mano), los tres hilos en ligera tensiéon permanezcan rectos,
procurando que el mas corto de ellos sea el primero, o sea el que se sujeta en el vér-
tice anterior. El siguiente o central, sea apenas mas largo que el primero con que que-
dara con mayor longitud el tercero. Sin que se pierda la concurrencia de los tres hilos y
manteniendo esa proporcionalidad de longitudes, se anudaran juntos en un punto apro-
ximado al lugar donde los sujetabamos (Fig. 4). Desde alli se atara el hilo que manten-
dré en vuelo nuestra cometa.

La sustitucion de estos tirantes por una horquilla triangular de papel, le da mayor re-
sistencia habilitdndola para su uso con viento, pero desfavorece su aspecto cuando la co-
meta es decorada.

1.2. Criterios de evaluacion

Especificos del area de las matematicas:

1. Aplica con eficacia sus habilidades de razonamiento numérico, calculo, razona-
miento espacial u organizacion de la informacion;

2. Clasifica, describe y analiza propiedades de las figuras en el plano y en el espacio;

3. Identifica contenidos relacionados con la orientacion y representacion espacial, la
localizacion, la descripcion y el conocimiento de objetos en el espacio;

4. Conoce las principales propiedades de las formas planas y tridimensionales;

5. Utiliza correctamente los conocimientos geométricos para clasificar de acuerdo a
criterios libremente elegidos, construir, dibujar, modelizar y medir;

6. Logra visualizar relaciones geométricas;

7. Expresa verbalmente de forma precisa razonada el proceso seguido;

8. Identifica y resuelve problemas de la vida cotidiana, adecuados a su nivel, esta-
bleciendo conexiones entre la realidad y las matematicas y valorando la utilidad
de los conocimientos matematicos adecuados para la resolucion de problemas;
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9. Desarrolla estrategias para medir figuras de manera exacta y aproximada;

10. Utiliza nociones geométricas de regularidad, paralelismo, perpendicularidad, si-
metria, geometria, perimetro y superficie para describir y comprender situaciones
de la vida cotidiana;

11. Conocer las figuras planas; cuadrado, rectangulo, romboide, triangulo, trapecio
y rombo.

Especificos del area de la Educacion Artistica:

1. Conoce el manejo basico de los instrumentos y materiales propios del dibujo téc-
nico manejandolos adecuadamente;

2. Utiliza el punto, la linea y el plano al representar el entorno préximo y el
imaginario;

3. Organiza el espacio utilizando conceptos basicos de composicion, equilibrio y
proporcion;

4. Maneja los materiales e instrumentos de manera adecuada, cuidando el material
y el espacio de uso;

5. Explica con la terminologia aprendida el propdsito de su trabajo y las caracteris-
ticas del mismo;

6. Confecciona obras tridimensionales con diferentes materiales planificando el pro-
ceso y eligiendo la solucién mas adecuada a sus propositos en su produccion final;

7. Identifica los conceptos de horizontalidad y verticalidad.

2. CONCLUSIONES

Una de las finalidades del desarrollo de la competencia matematica en la Educacion Pri-
maria es la de identificar conceptos y procedimientos matematicos aplicables. En cuanto
a los objetivos generales se busca el desarrollo progresivo de capacidades relacionadas
con el area como la deduccion, la induccion, la estimacion, la aproximacion, la probabi-
lidad, la precision, el rigor, la seguridad. En relacion con los objetivos especificos queda
expresado de forma explicita el estudio de las formas y sus propiedades, asignandole un
papel relevante a los aspectos manipulativos en la construccién de modelos y estructu-
ras espaciales.

A través del planteamiento de estos ejercicios y con una finalidad notoriamente 1u-
dica, se suscita una situacion de incertidumbre cuya resolucion es la consecucion del
objetivo final: el vuelo de la cometa. Para lograrlo, es necesario poner en marcha meca-
nismos de pensamiento matematico al tiempo que una correcta ejecucion plastico-cons-
tructiva. En este sentido la propuesta de Arnal ofrece abundantes ejemplos y situaciones
que ponen en marcha procesos, estrategias de aproximacion y estimacion; métodos y ac-
titudes matematicas para su desarrollo, que favorecen el éxito de un aprendizaje efectivo.

Como conclusion y tras el estudio de esta interesante propuesta abalada por la prac-
tica pedagogica, constatamos que cumple con los objetivos, contenidos y criterios de
evaluacion recogidos en el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se esta-
blece el curriculo basico de la Educacion Primaria. Es por tanto perfectamente aplicable
en la actualidad, y siempre estara abierta a nuevas actualizaciones.
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Resumen. En este articulo se presenta un estudio teorico-practico en forma de unidad
didactica dirigida a los alumnos de Matemdticas de Secundaria y Bachillerato, referida
a la Topologia y sus relaciones con los nudos marineros, programada para ser llevada a
la practica en tres anos, si bien unicamente se ha podido experimentar en el primero de
ellos debido a la pandemia causada por la Covid-19. El principal objetivo es facilitarle
al profesorado de Matemdaticas de estos niveles nuevos recursos metodologicos que per-
mitan motivar e interesar a los alumnos por esa disciplina.

Palabras Claves: Unidad diddctica. Enseiianza Secundaria y Bachillerato, Topologia;
Nudos Marineros; Gamificacion.

Transversal didactic unit on basic topology and its
links to marine knots

Abstract. This article shows a Didactic Unit aimed at Secondary and Baccalaureate
Mathematics students and referred to Topology and its applications to sea knots, pro-
grammed to be put into practice in three years, which could only be developed in the first
of them due to the pandemic caused by Covid-19. The main objective is to provide teach-
ers at these levels with new methodological resources that allow students to be motivated
and interested in Mathematics.

Keywords: Didactic unit. Secondary Education and Baccalaureate; Topology; Sea
knots; Games.
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1. INTRODUCCION

Aunque pudiera parecer que son materias que no tienen nada que ver la una con la otra,
la fabricacion de un nudo marinero y la Topologia presentan algunas caracteristicas co-
munes y comparten en cierto modo algunas técnicas de construccion. En Topologia, a
partir de un trozo de cuerda cerrada se pueden “fabricar” circunferencias, poligonos,
otros tipos de curvas cerradas, etc, siempre bajo la condicion de “sin cortar ni pegar”,
indicandose al respecto que todas esas figuras resultantes de “manipular” esa cuerda son
“topologicamente equivalentes”. Con referencia a los nudos marineros ocurre una cosa
relativamente parecida: a partir de una cuerda se pueden fabricar una serie de nudos que
los patrones de barcos usan para atracarlos, amarrarlos y anclarlos, nudos que comin-
mente son denominados “nudos marineros”. De ahi que pueda considerarse de manera
natural la preparacion y construccion de estos nudos como una mas de las relaciones de
la Topologia con la vida real.

Por ello, a raiz de la experiencia recogida en las visitas anuales que realizan los
miembros del equipo de investigacion en Didactica y Metodologia de las Matematicas,
dirigido por uno de los autores de esta comunicacion a Institutos de Secundaria y Ba-
chillerato, los autores, en su momento un profesor universitario, tres alumnos del altimo
curso de un doble grado de Matematicas y Estadistica y un profesor de Secundaria, de-
cidieron elaborar una Unidad Didactica transversal (en adelante, UD) sobre Topologia
y juegos topoldgicos e introduccion al conocimiento de los nudos marineros mas ele-
mentales, como aplicacion de dichos juegos, dado que hasta el estado actual de sus co-
nocimientos, esa unidad no se encontraba en la literatura. Y no solo pensaron elaborarla,
sino también llevarla después a la practica y experimentarla en tres centros de ensefianza
secundaria.

En este articulo se presentan las principales caracteristicas teoricas de esa UD (ob-
viamente de manera reducida por razones de extension. No se olvide que una unidad de
estas caracteristicas puede alcanzar tranquilamente mas de 50 paginas), asi como una
breve descripcion de las actividades realizadas en su puesta en practica en el primero de
los afios previstos, dada la imposibilidad de haberla podido continuar en los dos siguien-
tes a causa de las restricciones promulgadas con motivo de la pandemia de la Covid-19.

Con la elaboracion de esta UD se pretende facilitarle al profesorado de Secundaria y
Bachillerato nuevos recursos metodoldgicos que permitan hacerles ver a los alumnos al-
gunas de las aplicaciones practicas de las Matematicas y con ello motivarles e interesar-
les por su estudio. Para su mejor comprension se recomiendan las lecturas de (Gardner,
1986), (Grupo Alquerque, 2005), (Web1) y (Web2) sobre juegos topologicos, y (Biosca,
2001) o (Perry, 2009) sobre nudos marineros.

Para terminar esta introduccién y con el objetivo de contextualizar temporalmente
esta aportacién y como ya se ha indicado, es conveniente enfatizar que la redaccion
de la misma se encuentra enmarcada en plena situacion de la pandemia mundial cau-
sada por la Covid-19, ya una vez iniciado en Espaiia el periodo de confinamiento el 14
de marzo de 2020. Los autores esperabamos que esta situacion no se prolongara tanto
tiempo, por lo que hasta ahora habiamos decidido esperar un tiempo sin publicarla, al
objeto de que la actividad pudiese estar completamente finalizada, decidiendo ya su
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publicacion en vistas de que la situacién no se espera que se resuelva del todo en un
tiempo mas 0 menos cercano.

Describimos a continuacion las principales partes de las que consta esta UD, centran-
donos de manera especial en el comentario de las sesiones puestas en practica, en las di-
ficultades detectadas en su desarrollo y en las propuestas que se podrian implementar
para mejorarlas.

2. CONTEXTUALIZACION DE LA UNIDAD DIDACTICA

La UD se deseaba poner en practica en tres Institutos de Ensefianza Secundaria, dos de
Sevilla capital, el Ramén Carande y el Punta del Verde y uno de la provincia, el Arrabal
de Carmona, dado que los profesores que integraban los departamentos de Matematicas
de los mismos habian dado su consentimiento para que se pudiera experimentar en esos
centros (de hecho, el profesor de secundaria autor de este articulo estuvo trabajando en
uno de los de Sevilla el primer afio y después fue destinado al otro de la capital, mientras
que el profesor universitario habia sido profesor en la carrera de varios profesores del de-
partamento de Matematicas del de la provincia, los cuales llevaban ya algin tiempo co-
laborando con ¢él en estas actividades).

Por las razones de extension antes indicadas no vamos a extendernos aqui en con-
textualizar tanto esos centros como los entornos en los que se encuentran o las caracte-
risticas de sus departamentos de Matematicas, que por otra parte pueden consultarse en
sus paginas webs respectivas. Tan solo diremos que los tres centros tienen ya una anti-
giiedad y suficiencia probadas y gozan de una muy buena reputacion en el ambito edu-
cativo sevillano.

3. JUSTIFICACION DE LA UNIDAD DIDACTICA

Esta UD no tiene en principio una justificaciéon normativa para un curso y nivel con-
cretos, pues al tener el caracter de transversal, puede ser puesta en practica no solo en
un nivel sino en los dos tltimos cursos de Secundaria y los dos de Bachillerato. De
hecho, la idea de los autores era que al segundo afio en un mismo centro se realizase
no solo con alumnos nuevos sino también pudiesen atenderla alumnos que ya la hu-
biesen experimentado, al objeto de contrastar el grado de cumplimiento de los objeti-
VoS propuestos.

Sin embargo, puede ser muy bien justificada desde el punto de vista historico.
Como ejemplo concreto, sobre juegos topoldgicos existe una abundante literatura y
paginas webs que pueden consultarse sin mayor dificultad (véanse las referencias ante-
riormente citadas). Asimismo, dentro de las aplicaciones de esta rama de las Matemati-
cas, la elaboracion de nudos marineros data practicamente del principio de los tiempos
y tiene un poso histérico muy bonito de ser narrado. Y también puede ser justificada
por su adecuacion a la vida real, dado que facilita grandemente la consecucion de las
capacidades de destreza, soltura, pericia y mafa, muy utiles para la resolucion de cual-
quier tipo de problema.
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4. OBJETIVOS DE LA UNIDAD DIDACTICA

Dos son los principales objetivos de esta UD. El primero, poner a disposicion de los
profesores de Matematicas de Secundaria y Bachillerato una experiencia ya realizada
en la que se muestran una serie de juegos topoldgicos, normalmente no conocidos por
los alumnos de esos niveles, que pueden ser usados por esos profesores para conse-
guir diferentes objetivos, entre los que destacariamos, aparte el fundamental de conse-
guir una mayor motivacion e interés de los alumnos por esta disciplina, los de potenciar
varias cualidades y habilidades de los alumnos, como pueden ser la vision espacial, la
agudeza visual, la imaginacion y sobre todo, la capacidad de razonamiento y de utiliza-
cion de estrategias para conseguir un determinado fin y todo ello con el proposito final
de obtener una mayor autoconfianza y autoestima en los alumnos para el estudio de las
Matematicas. Y el segundo, mostrar una posible relacion existente entre la Topologia y
la elaboracion de nudos marineros, habida cuenta de que la destreza y la pericia que se
pueden conseguir con el dominio y manejo de los juegos topoldgicos pueden ser muy
utiles para construir nudos marineros, tanto los ya conocidos como otros de elaboracion
propia, siguiendo las mismas o parecidas técnicas que se aplican en la resolucion de los
juegos topoldgicos.

5. METODOLOGIA, CONTENIDOS Y TEMPORIZACION, NUMERO Y TIPO
DE LAS SESIONES

La UD estaba prevista que se llevase a cabo en 10 sesiones a realizar en 3 cursos acadé-
micos, 5 en las aulas de los respectivos centros y otras 5 en forma de talleres en el patio
de los mismos. Todas las sesiones se realizarian entre febrero y mayo de cada afio, de la
forma que se describe a continuacion:

Tabla 1. Caracteristicas de las sesiones de la UD

Sesion | Afio Académico Lugar Tipo sesion Duracion
S1 2018-2019 IES R. Carande Aula 3 horas
S2 2018-2019 IES R. Carande Taller 2,5 horas
S3 2019-2020 IES Punta Verde Aula 3 horas
S4 2019-2020 IES Punta Verde Taller 2,5 horas
S5 2019-2020 IES R. Carande Aula 1 hora
S6 2019-2020 IES R. Carande Taller 2,5 horas
S7 2020-2021 IES Arrabal Aula 1 hora
S8 2020-2021 IES Arrabal Taller 2,5 horas
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Sesion | Afio Académico Lugar Tipo sesion Duracion
S9 2020-2021 IES Punta Verde Aula 1 hora
S10 2020-2021 IES Punta Verde Taller 2,5 horas

Tal como se ha indicado anteriormente, esta UD estaba planteada para ser desarro-
llada en 10 sesiones, entre los cursos 2018-19 y 2020-21, si bien la pandemia ocasionada
por la Covid-10 solo ha permitido que se realizasen una sesion de aula (la S1) y otra de
taller (la S4, que por cierto tuvo lugar exactamente dos semanas antes del 14 de marzo de
2020, fecha de inicio del confinamiento en Espafia a causa de la pandemia).

Por lo que se refiere a los contenidos y a la metodologia, la actividad que se realizd
en el aula tuvo lugar en el IES Ramon Carande, en tres horas distintas de la mafiana del
21 de febrero de 2019, aprovechando las horas de clase del horario del profesor de se-
cundaria autor de este articulo. Se trabajé la primera hora con alumnos de un grupo de 2°
ESO, la segunda con alumnos de 4* ESO y la tercera con alumnos de 2° Bachillerato. Su
contenido fue el mismo para todos los alumnos independientemente del nivel en el que
se encontraban. Es conveniente indicar, asimismo, que se contaba con el permiso de la
direccién del centro para la realizacion de esta actividad, que habia informado a su vez a
los padres de los alumnos de que esta se iba a realizar.

Una vez ya en clase, uno de los autores les explicé muy brevemente a los alumnos en
qué iba a consistir la actividad y los objetivos que se pretendian conseguir con la misma.
Después se les pasé un cuestionario anéonimo a los alumnos, dandoles entre 5 y 8 minu-
tos para rellenarlo, al objeto de disponer por parte de los autores de una serie de datos que
nos permitiesen hacer un analisis cuantitativo de la experiencia, aparte del propiamente
cualitativo. Las preguntas de las que constaba este cuestionario, fueron las siguientes (se
omiten espacios entre ellas. Véase Figura 1):

Divirtiéndote con la Topologia en la clase de Matematicas
LE.S. Ramon Carande
Sevilla, 28 de marzo de 2019
CUESTIONARIO

Contesta lo mas detalladamente que puedas, por favor, a las siguientes pre-
guntas. Si te falta espacio en algunas de ellas, puedes continuar escribiendo
tu respuesta en la parte de atras de este folio, indicando el nimero de la pre-
gunta de la que se trata. Muchas gracias.

1.- ;Has oido antes alguna vez la palabra “Topologia?

2.- Tanto si la has oido antes como si no, ;qué crees que significa?

3.- ;Crees que podrias separar los dos clavos entrelazados que aparecen en
la figura de la izquierda? Razona tu respuesta.

4.- 1Y los dos tableros de la figura de la derecha?

5.- Indica si crees que es verdad o mentira la siguiente frase: “Todos los tru-
cos de magia con cartas pueden ser explicados por las Matematicas”.
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Figura 1. El Cuestionario. Fuente: Elaboracion propia

Tras la cumplimentacion del cuestionario, se les propuso a los alumnos la realiza-
cioén de una serie de juegos topoldgicos, de manipulacion de objetos geométricos, con
breves explicaciones tedricas posteriores de los resultados obtenidos. El objetivo que
se pretendia era constatar que un alumno de cualquier nivel de los anteriormente rese-
flados es totalmente capaz, a pesar de su edad, de comprender a partir de explicaciones
muy elementales los principios mas basicos de la Topologia, disciplina que en la Uni-
versidad de Sevilla actualmente se cursa en el segundo de los cuatro afios del Grado en
Matematicas, es decir, dos cursos después de la finalizacion de los estudios de Bachi-
llerato de los alumnos.

Con los cuestionarios ya recogidos y rellenos, uno de los autores les explico breve-
mente a los alumnos, antes de empezar a practicar con ellos los juegos topoldgicos, que:

La Topologia es la rama de las Matematicas dedicada al estudio de las propiedades de los
cuerpos geométricos que permanecen inalteradas, es decir, que no cambian, cuando esos ob-
jetos se doblan, se estiran, se encogen, se retuercen, etc., pero siempre que se haga sin romper
ni separar lo que estaba unido, ni pegar lo que estaba separado.

Por ejemplo, un triangulo es topoldgicamente equivalente, es decir, es lo mismo, que una
circunferencia, ya que podemos transformar uno en otro de forma continua, sin romper ni
pegar. Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento, ya que habria que partirla o
pegar sus dos mitades al romperla por algun punto.

Tras realizarles algunas preguntas a los alumnos sobre si habian entendido bien lo
que se les habia comentado e incluso pedirles a dos o tres de ellos que habian contes-
tado afirmativamente que pasaran ellos mismos a explicarselo de nuevo al resto de sus
compaiieros, lo que por cierto alguno hizo bastante bien, los autores les plantearon a los
alumnos la primera actividad: la que podriamos denominar “Enredados”.
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Para ello, las dos autoras pasaron a atarse cada una de ellas sus mufiecas con una
cuerda preparada al efecto, de manera que ambas cuerdas quedaran entrelazadas e invi-
taron al resto de alumnos, que se habian agrupado por parejas a su completa eleccion, a
que hiciesen lo mismo con las cuerdas que se le repartieron a cada pareja (véase la parte
superior de la Figura 2, izquierda).

Una vez ya todas las parejas convenientemente entrelazadas, las autoras y sin que el
resto de parejas vieran como lo hacian, pasaron a soltarse sin mayor problema y a pedir-
les a las parejas formadas por los alumnos que trataran también de soltarse.

Entre los alumnos, lo mas comun fue que intentaran desliarse tratando de pasar la
cuerda sobre sus cabezas y alrededor de su cuerpo con nulo resultado, pues solo conse-
guian o volver a la posicion inicial o enredarse ain mas. Tras varios intentos, al obser-
var que ninguna pareja conseguia el objetivo, las dos autoras procedieron a mostrarles
como se desataban para intentar que se dieran cuenta de cual era la clave para resolver
esta prueba.

La solucién consiste en darse cuenta de que el Gnico “agujero” existente es el pe-
quefio hueco que queda entre la mufieca y la cuerda atada a ella, que es suficientemente
pequefio como para que no se la puedan quitar, pero lo suficientemente grande como para
que pueda pasar otro trozo de cuerda por medio.

Este juego es muy atractivo ya que requiere la interaccion de dos personas e incluso
puede asociarse a la magia matematica. Ademas, para practicarlo tan s6lo se necesitan
dos trozos de cuerda y dos personas a las que les gusten los retos.

En esta actividad pudimos observar que los alumnos de segundo y cuarto de ESO in-
tentaron buscar la solucion de una manera mas activa e impulsiva, moviendo su cuerpo
y probando distintas posiciones. Por otro lado, los alumnos de bachillerato trataron de
afrontar el juego de una manera mas intelectual, pues en lugar de moverse trataban de ra-
zonar cual era la via Optima para resolver este enigma.

Figura 2. Juego “Enredados” en su estado inicial y resuelto (izquierda) y juego de las Bolas en
Fieltro en su estado inicial y resuelto (derecha). Fuente: Elaboracion propia

En la siguiente actividad se repartieron dos tipos de enigmas para que intentasen re-
solverlos. Para ello dividimos a los estudiantes en pequefios grupos, de entre 2 y 4 per-
sonas, y les dimos uno a cada grupo que, tras resolverlo, tenian que intercambiarlo con
otro grupo que tuviese el juego diferente.

En el primer juego, al que llamamos “Bolas en Fieltro”, tenemos una cuerda con
una bola en cada uno de los extremos y un trozo de fieltro, al que le habiamos hecho
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varios orificios, entrelazados tal y como se muestra en la Figura 2, derecha. El obje-
tivo es separar el fieltro y la cuerda, advirtiendo que las bolas no se pueden pasar por
el orificio pequefio.

En sus primeros intentos, los alumnos trataron de pasar la cuerda por encima del fiel-
tro (lo cual no sirve absolutamente para nada, ya que se vuelve a la posicion inicial: es
como si le hubieran aplicado la identidad), y posteriormente procedieron a aplicarle dis-
tintos movimientos a la cuerda, sin éxito. Algunos, a pesar de las advertencias previas,
seguian tratando de pasar la cuerda por el agujero de menor tamafio.

Tras varios intentos y tras ver que algunos grupos no avanzaban, las autoras pasaron a
darles un par de pistas a los estudiantes, como por ejemplo que trabajasen con la malea-
bilidad del fieltro. Finalmente revelaron que la solucion consistia en deformar el fieltro,
pasando la tira central por el hueco por donde salen los extremos de la cuerda.

El segundo juego, que presentamos como “El enigma de los tubos”, consistia en
dos tubos al que atamos una anilla a cada uno de ellos mediante cuerdas entrelazadas,
de la forma que se muestra en la figura 3. La longitud de la cuerda no es mayor que la
longitud del tubo, impidiendo por tanto sacar la anilla por debajo del tubo (Figura 3,
izquierda).

Figura 3. El enigma de los tubos en su estado inicial y resuelto (izquierda) y juego de las
Coronas Laberinticas, también en su estado inicial y resuelto (derecha).
Fuente: Elaboracion propia

Uno de los autores les proporciond a los alumnos la pista de que, para resolver este
juego, la estrategia a seguir era similar a la del juego titulado “Enredados”. Algunos es-
tudiantes, haciendo caso omiso a esta pista, trataron de sacar las anillas por los extremos
inferiores de cada tubo, llegando incluso a romper algunos de estos. Por lo demas, la ma-
yoria se dieron cuenta de la similitud que presentaba con el juego anteriormente indicado
y consiguieron resolverlo rapidamente.

El siguiente juego, al que llamamos “Coronas Laberinticas”, estaba provisto de
una corona circular que tenia por cada lado un laberinto distinto. Unido a ella habia
otra corona circular con una abertura y dos salientes que eran por los que tenian que
salir del laberinto para conseguir separar ambas piezas, tal y como se muestra en la Fi-
gura 3, derecha.

Pasando ahora de las sesiones de aula a los talleres, el tnico taller realizado tuvo
lugar en el IES Punta del Verde, de Sevilla capital, el 27 de febrero de 2020, de 11:30
a 14 horas, con motivo de la celebracion conjunta del 28 de febrero (Dia de Andalucia,
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anticipada al dia lectivo anterior) y del V centenario de la vuelta al mundo de Magalla-
nes y Elcano.

Para la realizacion del taller se montaron dos mesas en el patio del instituto, una de
ellas con varios modelos de cada uno de los juegos que se trataron en la actividad de aula,
y de otros nuevos, de dificultad similar, para que los alumnos pudieran participar en ellos
y otra segunda mesa especialmente destinada a ensefiarles los diferentes tipos existentes
de nudos marineros y como la Topologia puede ayudar a formarlos, deshacerlos y sobre
todo a crear otros nuevos de mayor o menor consistencia por lo que se refiere a que pue-
dan ser desatados con mas o menos facilidad.

En la mesa de los nudos se colocaron varios ejemplares de un boletin sobre nudos
marineros y su conocimiento basico, elaborado por los autores de este articulo y a dispo-
sicion de los alumnos para su consulta, cuyo contenido era el siguiente:

e ACTIVIDAD 1: Considera las letras (en mayusculas) del abecedario: ABCD E
FGHIJKLMNNOPQRSTUVW XY Z. Agruparlas segtin la siguiente
propiedad: se puede transformar una en otra de manera continua, deformandola
sin romperla ni pegarla. Por ejemplo: 1 y J estarian en el mismo grupo.

e Actividad 2: Aprender a construir los nudos marineros mas basicos y elementa-
les, entre los cuales pueden citarse los siguientes.: “Lazo”, “Enganche de cala”,
“Enganche de clavo”, “Ballestrinque”, “Medio enganche” y “Ocho”. En lo que
sigue, a uno de los extremos de la cuerda lo llamaremos “extremo A” y a los dos
extremos, indistintamente, “cuernos”.

5.1. El Lazo

El nudo marinero denominado “/azo” se usa para crear un bucle al final de una cuerda,
lo que puede ser util por varias razones, desde asegurar una cuerda hasta un apilamiento,
hasta unir dos cuerdas. La gran ventaja que tiene sobre otros nudos que también se usan
para lo mismo es que es muy facil de deshacer, incluso aunque la cuerda haya estado so-
metida a una gran tension. La forma de realizarlo es la siguiente:
e Paso 1: Hacer un pequeiio bucle en la cuerda un poco antes del final y después
pasar los extremos de la cuerda a través de ese bucle.
e Paso 2: Envolver el extremo alrededor de la cuerda por encima del bucle, girar el
extremo hacia abajo y volverlo a pasar por el bucle.
e Paso 3: Tirar con fuerza del extremo de la cuerda por encima del bucle que se ha
formado con objeto de ajustar el nudo.

5.2. El Enganche de cala

Este nudo es asombrosamente facil de realizar. Se construye de la siguiente manera:
e Paso 1: Envolver la cuerda alrededor de un lado de la base de un liston que colo-
caremos debajo de la misma.
e Paso 2: Tirar de la linea a lo largo de la parte superior de la cala y luego enrollarla
debajo del cuerno en el otro lado.
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e Paso 3: Invertir las direcciones y atravesar la parte superior de la cala en sentido
contrario.

e Paso 4: Para terminar el enganche de la cala, invertir la direccion nuevamente
como si fuera a envolver nuevamente debajo del cuerno opuesto. Pero en lugar
de pasar la linea debajo de ella, formar un pequefio bucle y darle la vuelta. Co-
locar el lazo que acaba de hacerse sobre el cuerno y tirar con fuerza para que la
linea se ajuste sobre si misma. Después, repetir el mismo proceso, en el segundo
cuerno de la cala.

5.3. El Enganche de clavo

Este nudo es util cuando se quiere asegurar una linea a un riel y puede hacerse de dos
formas distintas.

5.3.1. Método 1

e Paso 1: Envolver la linea una vez alrededor del riel o poste.

e Paso 2: Empezar a enrollar alrededor del riel por segunda vez, con la linea cru-
zando la parte superior de la primera envoltura. Terminar la segunda vuelta, pero
antes de apretarla, pasar el extremo A por debajo. Después, tirar para asegurar el
enganche de clavo en su lugar.

5.3.2. Método 2

Si se esta atando un enganche de clavo a un poste con un extremo accesible, se puede
hacer este nudo de forma mas facil y rapida, con el mismo resultado.
e Paso 1: Hacer un bucle y pasarlo por el extremo del poste.
e Paso 2: Hacer un segundo bucle y darle la vuelta para que el extremo A quede
frente al primer bucle. Después, tirar de ¢l con fuerza.

Hay que tener en cuenta, no obstante, que si la linea no esta sometida a una ligera
presion todo el tiempo, o si gira sobre el riel o el poste, se puede deshacer. Por ello, no
debe usarse nunca este nudo para tareas pesada. En este caso, puede agregarse un nudo
de medio nudo encima de un nudo de clavo, para estar seguros.

5.4. Nudo de Medio enganche (o nudo por encima de la mano)
Es el nudo mas simple posible de hacer, aunque no es fiable para asegurar nada por si
solo, por lo que se recomienda acompafiarlo de otros nudos diferentes. Para formarlo

basta pasar el extremo A a través de la cuerda, jalarlo a través del bucle que se acaba de
hacer y tirar de éL.
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5.5. El nudo Ocho

Se prepara de la siguiente manera
e Paso 1: Hacer un bucle en la linea.
e Paso 2: Envolver el extremo A sobre la linea y pasarlo de nuevo a través del bucle.
e Paso 3: Tirar de ambos extremos para ajustarlo firmemente, o presionar el nudo
para ajustar su posicion y luego ajustarlo con fuerza.

5.6. Nudo de bonificacion: bucle a bucle

Este es mas una tactica que un nudo, y ademas requiere dos cuerdas. Se usa para unir
dos lineas con bucles en sus extremos entre si y es muy facil y rapido de hacer. Basta
con pasar el extremo A de una linea a través del bucle de otra cuerda y luego pasarlo
por el bucle en su otro extremo. Luego, tirar del extremo A hasta que los dos bucles
se junten.

5.7. El nudo Ballestrinque

El ballestrinque es un nudo cuyo origen se encuentra en la tradicion nautica. Se usa para
sujetar un cabo a un poste o mastil, aunque como puede aflojarse por cambios en la ten-
sion, suele complementarse con un nudo de seguridad sobre la misma cuerda para evitar
esta posibilidad. Se prepara segun:

e Paso 1: Rodear la cuerda sobre el palo

e Paso 2: Hacer un nudo normal (entrelazando y tirando) alrededor del palo.

Algunos de estos nudos marineros pueden verse en la Figura 4.

Ballestrinque Nudo de ocho

Bowline Knot

Figura 4. Algunos nudos marineros. Fuente: (Perry, 2009) y (Web 3)
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6. RECURSOS DE LA UNIDAD DIDACTICA

Para las actividades de aula se utilizo el siguiente material, facil de conseguir e incluso
de construir por el propio profesorado, como fue nuestro caso (véase Figura 5):

a) Cuestionario de 5 preguntas sobre Topologia.

b) 40 cuerdas para entrelazar a los alumnos

¢) Juego topoldgico de “Enredados”.

d) Juego topoldgico de “Bolas en fieltro”.

e) Juego topoldgico de “El enigma de los tubos”.

f) Material de papeleria: tijeras, folios, papel celo y tiras de cartulina apropiadas

para la experimentacion con los diferentes juegos.

Para el taller, ademas de todos los materiales anteriormente indicados, que se com-
plementaban con otros juegos topologicos mas (que no describimos aqui por razones de
extension), como “Pirdmide enjaulada”, "piramides de bolas”, “anillas”, “bucles” y

“giros”, entre otros, todos los cuales se trataban en una de las dos mesas que se usaron,
en la otra mesa se dispusieron algunos rollos de cuerda, tijeras propias de talleres para el
alumnado y varios modelos de cada tipo de nudos marineros basicos y alguno que otro
de mayor dificultad, invitandose a los alumnos a que, primero los desenrollasen y luego
los volviesen a formar, e invitdndolos también a que ellos formasen sus propios nudos y
actuasen como profesores ante el resto de sus compaiieros, todo ello estando en todo mo-
mento asesorados por los componentes de la mesa.

Figura 5. Diversas instantaneas del taller, con las mesas y dos profesoras del centro “piratas”
tratando de soltarse. Fuente: Elaboracion propia

7. EVALUACION DE LA UNIDAD DIDACTICA

En toda unidad didactica debe existir un apartado referido a la evaluacion, que con-
temple tanto la evaluacion del alumnado como la propia autoevaluacion de la actividad
y del profesorado.

Obviamente, en este caso no ha lugar a una evaluacion cuantitativa del alumnado,
puesto que no se le ha sometido a ninguna prueba o control que mida sus conocimien-
tos, interés, trabajo o desarrollo de competencias, pero si cualitativa, pues los autores
del articulo si podemos dar fe del entusiasmo, ilusion y sobre todo ganas de participar y
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aprender que mostraron los alumnos de todos los centros en los que se puso en practica
la unidad, tanto en la actividad de aula como, mas incluso atn, en la de taller.

También en este punto podemos mostrar las respuestas dadas por algunos grupos de
alumnos que realizaron la actividad de aula, al objeto de que le sirva como patréon com-
parativo a los profesores que se animen a repetirla en sus clases.

En la Tabla 2 se detallan las respuestas de dos grupos de alumnos a las preguntas de
dicho cuestionario. En A/B, la A significa el nimero de respuestas de los 19 alumnos de
un grupo de 4° ESO y la B la de los11 alumnos de un grupo de Bachillerato. Las respues-
tas Si, sin més aclaraciones, se denotaran por Si (-), mientras que las respuestas SI se-
guida de alglin matiz o razon se denotaran por Si (+). Y andlogamente para las respuestas
NO. La notacion NS/NC denota las respuestas No sabe o No contesta (en ellas se inclu-
yen también las respuestas sin sentido o absurdas dadas por los alumnos).

Tabla 2. Respuestas al cuestionario de alumnos de ESO (izquierda)
y Bachillerato (derecha)

Pregunta Si(-) Si (+) No (-) No (+) NS/NC
1 8/4 3/0 8/5 0/0 0/2
3 3/4 5/3 3/2 3/0 1/2
4 4/4 4/1 5/3 2/2 1/1

e Para la pregunta 2, las respuestas mas frecuentes fueron
—  algo relacionado con la tierra: 4/4
—  algo relacionado con juegos de matematicas: 4/2
—  algo relacionado con medicina: 1
—  NS/NC: 10/5.

e Para la pregunta 5, las respuestas fueron:
—  Verdad: 13/8
—  Falso: 5/1
—  NS/NC: Y.

Por lo que respecta a la autoevaluacion de la actividad por parte del profesorado,
basta decir que todos los autores del articulo salimos completamente entusiasmados de
todas y cada una de las tres sesiones que se desarrollaron, en las que nosotros también
aprendimos de los alumnos y estabamos deseosos de incluir algunas de sus intervencio-
nes y reflexiones en las siguientes sesiones, cuya realizacion ya no fue posible a causa
de la pandemia.

Por todo ello y prescindiendo de cuestionarios de autoevaluacion de la actividad o
ribricas adecuadas, manifestamos nuestro enorme contento por lo ya realizado y nues-
tras ganas y deseos de volver a ponerla en practica cuando la situacion sanitaria vuelva
a permitirlo.

No obstante, incluimos a continuacién un nuevo apartado de la unidad, que completa
todo lo anteriormente indicado
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8. DIFICULTADES DETECTADAS Y PROPUESTAS DE MEJORA

Salvo la imposibilidad de realizar toda la actividad completa tal como estaba progra-
mada a causa de la situacion pandémica sobrevenida, que nadie podia prever a escasi-
simos dias de su aparicion, no se han detectado serias dificultades ni producido graves
problemas en las sesiones realizadas, salvo quizas el hecho de que las sesiones con los
alumnos de menor edad fueron algo densas y no se pudieron realizar todos los juegos
que se habian previsto para las mismas, dado que aparte de la menor falta de concentra-
cién y atencion que estos alumnos presentaban y a su natural nerviosismo, si es posible
que habria que distinguir mejor entre el tipo y sobre todo el nimero de los juegos que se
proponen para estos alumnos, a diferencia de los propuestos para el Giltimo curso de Se-
cundaria o de Bachillerato.

Por ello, y como propuestas de mejora, los autores planteamos las siguientes. La pri-
mera, de menor entidad, llevar menos juegos topologicos a las sesiones con los alumnos
de menor edad, que sean ademas ligeramente mas basicos que los que se les proponen a
los mayores.

La segunda, mas general, aunque forzada por la situacion que se ha vivido, tener pre-
visto un Plan B de actuacidn, de tipo virtual u online para seguir realizando la actividad
de aula en los tiempos en los que el trabajo presencial no ha sido posible, si bien tenemos
que reconocer, con toda sinceridad, que por el momento no nos hemos planteado cémo
hacerlo, en parte porque esperamos y deseamos que esta situacion finalice en el menor
tiempo posible.

La tercera, tratar de ahondar bastante mas en las explicaciones de los conceptos
matematicos subyacentes en la actividad, lo cual no se pudo hacer por cuestiones de
tiempo.

La cuarta, relativa ya a los talleres, incorporar a las sucesivas ediciones del taller,
sobre todo para alumnos de altas capacidades, al objeto de fomentar la diversidad, al-
gunos otros tipos de nudos de mayor complicacion. Entre ellos podriamos citar (por
orden alfabético) los nudos de/del Ahorcado, As de Guia (y variantes), Bandolero,
Barrilete, Boca de lobo, Boza, Calabrote, Cirujano, Cuadrado, Gancho con vuelta,
Gaza, Llano, Llano multiple, Margarita, Palangre, Pescador, Pescador Doble, Teje-
dory Trébol.

Y la quinta, también para el taller, darles mas protagonismo y tiempo a los chavales
que hayan resuelto alguno de los juegos o elaborado nudos para que sean ellos mismos
los que actiien de monitores o profesores de sus compaiieros ensefidandoles como hacer
lo que ellos mismos han hecho. Para ello, obviamente hay que animarlos a esta tarea, ya
que en nuestra experiencia nos encontraos con la tipica frase o similar: “yo sé hacerlo,
pero no sé explicarlo”, ante la que inicialmente cedimos y no tratamos de convencer a
sus autores de que hiciesen al menos el intento.

9. OTROS APARTADOS DE LA UNIDAD DIDACTICA

Otros apartados basicos y fundamentales de una Unidad Didactica, como los de Com-
petencias, Estandares de evaluacion, Clima de clase y Atencion a la Diversidad, no
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se han tratado especificamente en la unidad, aunque pueden considerarse implicita-
mente comentados en los ya indicados, por lo que omitimos en este articulo un tra-
tamiento mas extenso de los mismos. Aparte de estos, los de Conocimientos previos
no son necesarios en esta UD y la Bibliografia coincide con la que se da como pro-
pia del articulo.

10. BREVES REFLEXIONES DE LOS AUTORES

La puesta en practica de la UD propuesta ha servido para darles a entender a los alum-
nos que las Matematicas no son s6lo operaciones aritméticas o de otro tipo sin sentido,
sino que estas se aplican y existen en muchas otras ocasiones de la vida cotidiana, que en
principio no parecen tener relacion alguna con esa disciplina.

Los autores, ademads, también consideramos muy importante el hecho de que, al
menos durante el tiempo que han durado las sesiones, los alumnos se lo hayan pasado
bien con las Matematicas, hayan podido disfrutar con ellas, y librarse de la percep-
cioén de que es esta es una disciplina arida y monotona, de la que ellos apenas entien-
den nada y cuyo unico objetivo al cursarla es aprobarla y poder librarse de ella en un
futuro proximo.

Por todo ello, los autores creemos firmemente que actividades como esta, aunque
no sea posible realizarlas con mucha frecuencia por razones obvias, pueden contribuir
mucho a la valoracion de la asignatura por parte de los alumnos y pueden ayudar ade-
mas a que estos tengan una comprension mas completa de lo que son las Matematicas y
las vean de otra forma mas atractiva y positiva, que les lleve a interesarse mas por ellas,
estudiarlas mas y conocer sus aplicaciones y disfrutar de las mismas, aunque eso si,
siendo siempre conscientes de que aunque con las Matematicas se puede “jugar”, estas
no son un “juego” y por tanto, requieren de un esfuerzo e interés grandes del alumno
para su aprendizaje.

11. AGRADECIMIENTOS

Los autores desean hacer constar la colaboracion en el taller y valiosa ayuda prestada en
su realizacion por varios compafieros/as, alumnos/as de los grados y dobles grados de la
Facultad de Matematicas (algunos ya egresados): Sabrina Fortes Lorenzo, Angela Gui-
sado Lopez, Antonio Hidalgo Torné, Maria Isabel Prados Gomez, Luis Rabasco Gonza-
lez, Zhixiang Chen, y una compaiiera de la Facultad de Econémicas, Maria del Rocio
Romo Garcia, gracias a todos los cuales la actividad tuvo un rotundo éxito y fue muy re-
conocida y alabada por todo el profesorado y alumnado del centro. A todos ellos, nues-
tro mas sincero agradecimiento (véase Figura 6).
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Figura 6. Algunos de los autores y los colaboradores en la organizacion
y desarrollo del taller. Fuente: Elaboracion propia
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