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Resumen: En este trabajo se presenta el desarrollo de una clase en donde se estudia el significado del
coseno y del seno de un angulo, en un sistema de coordenadas, a estudiantes del curso propedéutico de
tecnologia superior utilizando como apoyo didactico una simulacién interactiva PhET, a la cual tienen
acceso de manera gratuita via Internet. Se presenta una secuencia didactica aplicada en la clase, seguida
de un andlisis de resultados, aciertos y dificultades suscitadas en el desarrollo de éste; asi como la
experiencia estudiantil durante la clase y su impresién en cuanto a la utilizacion de la simulacién
interactiva.

Palabras clave: coseno, seno, trigonometria, simulacién, PhET, ensefianza de matematicas.
The cosine and sine of an angle in a coordinate system using PhET simulations.

Abstract: This work presents the development of a class where the meaning of the cosine and the sine of
an angle is explained, in a coordinate system, to students of the higher technology preparation course using
as didactic support an interactive PhET simulation, to which the students have free access over the Internet.
A didactic sequence applied in the class is presented, followed by an analysis of results, successes and
difficulties raised in its development, as well as the students' experiences during class and their impression
regarding the use of the interactive simulation.
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1. INTRODUCCION

El seno y el coseno de un angulo en un triangulo rectangulo son conceptos que se abordan desde
el bachillerato. La idea de una razén entre las medidas de los lados de un triangulo rectangulo
tratado desde una vision clésica es muy frecuente en la educacién media.

Maldonado (2005) muestra tres etapas escolares para el estudio del coseno y seno: el
planteamiento de la razén trigonométrica, la relacion entre angulos medidos en grados o en
radianes, y la comprension de las propiedades y sus aplicaciones. De Kee (1996) por su parte

Como citar: Molina Paredes, M. A., Mayo Juarez, C. y Rosas Mendoza, A. M. (2024). El coseno y el seno
de un angulo en un sistema de coordenadas utilizando simulaciones PhET. Epsilon, 117, 71-83.
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menciona la dificultad que existe en el paso de las razones trigonométricas en el triangulo
rectdngulo hacia un sistema de coordenadas usando la circunferencia trigonométrica. La
comprension, abstraccion y formalizacion requieren de gran esfuerzo y tiempo por parte del
estudiante y el profesor porque vincula una mayor cantidad de conceptos que se los suelen trabajar
de manera memoristica y sin profundidad. Montiel (2004) demuestra la gran dificultad de pasar
de la razén trigonométrica, a la circunferencia trigonométrica y posteriormente a la funcién
trigonométrica, porque el sentido geométrico asociado a las dos primeras se pierde y el grado de
abstraccion y el caracter funcional aparecen. Torres, Montiel et al. (2016) aclaran que esta
dificultad asociada a la pérdida del sentido geométrico se debe al avance y tecnicismo del Algebra,
siendo fundamental el buscar una resignificacion del saber trigonométrico.

Un enfoque comln y mas preciso para introducir el seno y el coseno es definirlos en la
circunferencia trigonométrica. Luego, utilizando el teorema de Tales, se expresan como razones
entre los lados de un triangulo rectangulo. La departamentalizacién de los conocimientos se
produce cuando la definicion geométrica se desvincula del método general de célculo, lo que
provoca gue estos se vean como escenarios separados. Campo y Lasso (2014) mencionan:

la importancia de innovar en situaciones que permitan al estudiante analizar, reflexionar,
inferir y conjeturar conceptos trigonométricos y romper con el esquema tradicional de la
ensefianza de las razones y funciones trigonométricas de una manera aislada, por lo que si es
posible trabajar en el aula de una manera integrada los conceptos de razén y funcion
trigonométrica usando incluso contextos cotidianos para los estudiantes. (p. 101)

Con base en lo expuesto, el objetivo principal de la clase es explicar en términos
trigonométricos los conceptos de coseno y seno de un angulo en un sistema de coordenadas a
estudiantes del curso propedéutico de tecnologia superior teniendo como apoyo didactico una
simulacién interactiva PhET. Los objetivos especificos de la clase son:

e Asociar las coordenadas de los puntos de la circunferencia trigonométrica con el coseno

y el seno del angulo formado por el radio que contiene estos puntos.

e Deducir el signo del coseno y del seno para cualquier angulo dado sin una calculadora

usando la circunferencia trigonométrica.

e Definir las razones trigonométricas exactas para angulos especiales (que son aquellos

angulos que recaen sobre la interseccion de circunferencia trigonométrica con los ejes y
la adicidn, a estos, de 30°, 45° y 60°).

1.1. ¢(Qué es PhET Simulation?

Physics Education Technology (PhET) fue fundado en el 2002 por el ganador del premio Nobel
Carl Wieman y desarrollado con la ayuda de fondos de muchas donaciones para que se pueda
acceder a este gratuitamente. El proyecto PhET de la Universidad de Colorado Boulder crea
simulaciones interactivas de matematicas y ciencias, las cuales son fruto de una investigacion
educativa que impulsa a los estudiantes, mediante entornos ludicos e intuitivos, a aprender a través
de la exploracion y el descubrimiento. El acompafiamiento y correccion del profesor, a posterior,
garantiza el correcto aprendizaje. Chamberlain, Lancaster, Parson y Perkins (2014) indican que
el disefio de una actividad orientada con una simulacion interactiva puede influir notablemente
en el proceso de exploracion del estudiante.
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Sarwoto et al. (2020) mencionan que usar simulaciones en actividades de aprendizaje puede
proveer experiencias de aprendizaje mientras los estudiantes juegan y exploran. Por su parte,
Souza et al. (2020) después de usar las simulaciones PhET concluyen que las tecnologias
educativas favorecen la ensefianza y el aprendizaje mediante la demostracion préactica, siempre
que estos se combinen con una planificacion estructurada y sigan una secuencia de ensefianza que
priorice la visualizacidn practica de los contenidos impartidos durante la clase. En la tabla 1 se
mencionan las ventajas encontradas en estas simulaciones.

Tabla 1
Ventajas de usar simulaciones PhET

Ventajas

Gratuita en forma mévil y web.

Intuitiva y confiable.

Tiene simulaciones de matematicas, fisica, quimica, ciencias de la Tierra y biologia.
Desarrollada y revisada por expertos.

Existe material para trabajar desde cero.

Promueve la curiosidad y la exploracién por parte del estudiante.

2. DISENO DE LA SECUENCIA DIDACTICA

El objetivo de la secuencia didactica es estudiar junto a los alumnos los conceptos del coseno y
el seno de un angulo en un sistema de coordenadas. Como prerrequisitos los estudiantes deberan
conocer: la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de un sistema de coordenadas
cartesianas, el teorema de Pitagoras y las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, asi
como sus valores para los angulos de 30°, 45°y 60°.

Para la secuencia se utiliz6 la simulacion interactiva de PhET Trig Tour simulation disponible
en la web: http://phet.colorado.edu/sims/html/trig-tour/latest/trig-tour_en.html

2.1. Secuencia Didactica puesta en practica

2.1.1. Presentacion del tema

Al inicio de la secuencia didactica se presentaran los objetivos de la clase, su justificacion y
objetivos a alcanzarse. También se compartird el enlace de la simulacion interactiva a los
estudiantes para que puedan usarla en su teléfono celular mediante conexién a Internet con el fin
de que se familiaricen y la exploren. Esta se puede ver en la figura 1.
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Figura 1
Simulacion interactiva PhET: Tour trigonométrico.
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2.1.2. Desarrollo del tema

Se pedira a los estudiantes que exploren libremente e interactien en el simulador. El profesor
realizara una ronda de preguntas y recabara las respuestas e intuiciones de los estudiantes acerca
de lo observado. Las preguntas seran las siguientes:

e ;Qué sucede con el coseno cuando el angulo se desplaza en el sentido positivo o en el

sentido negativo?

e . Qué sucede con el seno cuando el angulo se desplaza en el sentido positivo?

e Cuando cambia de signo el coseno? ¢ Cuando cambia de signo el seno?

e ;Cuando coseno se hace 0? ;Cuando seno se hace 0?

Se proponen 5 minutos para que los estudiantes realizaran esta exploracion.

Se formalizara en la pizarra los conceptos de coseno y seno de un angulo en un sistema de
coordenadas, respectivamente, como la abscisa y la ordenada del punto de interseccién entre el
segmento que determina el anguloy el circulo unitario (Axler, 2016), como se muestra en la figura
2. Se destinara 10 minutos para esta etapa.

Figura 2
Seno y coseno de un angulo en un sistema de coordenadas (Axler, 2016)
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Se pedira a los estudiantes los signos de las coordenadas de los puntos en cada uno de los cuatro
cuadrantes de un sistema de coordenadas cartesiano. Posteriormente, se les solicitara analizar el
signo del coseno y del seno a través de la visualizacion en la simulacion que tienen en su teléfono
celular. Luego, se enfatizard en el signo de cada una de estas dos razones dependiendo en el
cuadrante en donde se encuentren destacando que el seno es positivo en el primer y segundo
cuadrante y el coseno es positivo en el primer y cuarto cuadrante. Se dara un tiempo de 10 minutos
para realizar esta actividad.

Juntamente con los estudiantes y el simulador, se deduciran las razones trigonométricas para
los &ngulos de 30, 45 y 60 grados. Luego, a través de la suma de estos angulos, se estableceran
los signos del seno y coseno de los &ngulos de 90, 120, 135, 150, 180, 210, 225, 240, 270, 300,
315y 330 grados respectivamente, tal como se ve en la figura 3. Se consideraran 10 minutos para
esta etapa.

Figura 3
Simulacion interactiva PhET: Tour trigonométrico con angulos especiales
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Se presentaran 7 ejercicios relacionados con los valores del coseno y seno de los angulos
especiales analizados anteriormente, para ser desarrollados por los estudiantes, luego se
proporcionard la respectiva retroalimentacion. Se destinard 15 minutos para el desarrollo de los
gjercicios y la retroalimentacion. En la tabla 2 se exponen los ejercicios y preguntas que se
presentaran a los estudiantes.

Tabla 2
Ejercicios y preguntas del coseno y seno de un angulo en un sistema de coordenadas.

Ejercicios

Encuentre el coseno y el seno para los angulos de 120°, 135°, 150°
Encuentre el coseno y el seno para los angulos de 210°, 225°, 240°

Encuentre el coseno y el seno para los angulos de 300°, 315°, 330°
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Preguntas

¢ Qué sucede con el seno y coseno de 0°, 90°, 180° y 270°? Establezca sus valores.

3
Si el seno de un angulo es 5 . ¢el coseno de ese angulo es?

-2

Si el seno de un angulo es > ¢el coseno de ese angulo es?

1
Si el coseno de un angulo es , , ¢el seno de ese angulo es?

Se propondra a los estudiantes realizar una tarea a desarrollar en casa. Podran usar el
simulador. La tarea se compone de lo siguiente:
1. Completar el siguiente diagrama con los respectivos angulos y coordenadas (ver Figura
4):
Figura 4
Circunferencia trigonométrica para realizar la tarea en casa

y

¢Es el seno de 45° igual al seno de 135°? ;Por qué?

¢Es el coseno de 60° igual al coseno de 300°? ¢ Por qué?
¢Es el seno de 120° igual al coseno de 210°? ;Por qué?
¢Es el coseno de 45° igual al seno de 225°? ;Por qué?
¢Por qué el seno de 90° es igual al coseno de 0°?

o Uk wnN

2.1.3. Cierre

Se cerrard la clase recordando como obtener el seno y el coseno de un angulo en un sistema de
coordenadas cartesiano, asociandolos con las coordenadas de los puntos de la circunferencia
trigonométrica, asi como sus signos. Se comentara que en la siguiente clase se abordara lo que
sucede con angulos mayores a 360° en sentido horario y antihorario, asi como las otras razones
trigonométricas. Esta Gltima etapa durard 5 minutos.
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3. APLICACION DE LA SECUENCIA DIDACTICA
3.1. Participantes y lugar de estudio

La clase se llevo a cabo en un aula de la Escuela Politécnica Nacional en Quito, Ecuador, la cual
es publica. Esta se dict6 sobre una pizarray como complemento la simulacion interactiva en linea,
el jueves 10 de noviembre del 2023 a las 11 am. La duracion de la clase fue de una hora de manera
presencial.

Los estudiantes participantes cursan la materia de Fundamentos de la matemética del curso
propedéutico de Tecnologia Superior, y son:

1. Johnny, 24 afos, masculino

2. Salomé, 24 afios, femenino

3. Erik, 19 afios, masculino

4. Emily, 19 afios, femenino

Todos ellos estan familiarizados con la tecnologia y accedieron a la simulacién mediante sus
teléfonos celulares con acceso a Internet por medio de la red institucional.

3.2. Presentacion del tema

En esta primera etapa se presentd el proposito de la clase y se compartié la simulacion interactiva.
Hubo receptividad de los estudiantes al tema, asi como motivacién por el hecho de poder usar su
celular en clase.

3.3. Desarrollo del tema

En esta segunda etapa, el proceso de indagacion de la simulacion que se muestra en la figura 5
fue seguido de una ronda de preguntas y respuestas que se presentan en la tabla 3:

Figura 5

Proceso de indagacion de la simulacion en los teléfonos celulares
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Tabla 3

Preguntas y respuestas acerca del proceso de indagacién de la simulacién

Preguntas

Respuestas

Profesor: ¢ Qué sucede con el coseno cuando el
angulo se desplaza en el sentido positivo o en

el sentido negativo?

Profesor: ;Qué sucede con el seno cuando el

angulo se desplaza en el sentido positivo?

Profesor: ¢ Cuando cambia de signo el coseno?

Profesor: ;Cuando cambia de signo el seno?

Profesor: ¢ Cuando coseno se hace 0?

Profesor: ;Cuando seno se hace 0?

Profesor: ;Y si el angulo sigue “avanzando” en

el sentido positivo?

Erik: Se hace méas chiquito y luego méas grande

profe.

Emily: Lo mismo.

Erik: Cuando pasa de un cuadrante a otro...
del primero al segundo, luego del tercero al

cuarto.

Emily: Cuando pasa del primero al segundo...

digo del segundo al tercero.

Johnny: En 90 profe...y luego en 270.

Johnny: En 180, (piensa...) y en 0.

Johnny: Se repiten.
Erik: Y para el otro lado también, profe.

Salomé: (se rie)

Después se presentaron formalmente los conceptos del coseno y el seno de un angulo en un
sistema de coordenadas, pero este fue ejecutado parcialmente debido a que se necesitaron varios
prerrequisitos (razones trigonométricas en un triangulo rectangulo) para poderlo comprender. Se
procedid a explicar las mismas y se tuvo el apoyo de la aplicacion para poder avanzar, figura 6.

Esto conllevo més tiempo de lo planificado.
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Figura 6
Proceso de explicacion y deduccién de las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo y
en un sistema de coordenadas.

Luego se procedi6 a explicar y deducir juntamente con los estudiantes los signos de las
razones trigonométricas. En esta etapa empezaron a surgir interrogantes que se presentan en la
tabla 4:

Tabla 4
Interrogantes y respuestas acerca de los signos de las razones trigonométricas.
Interventor Intervencion
Johnny Profe, ¢por qué en el circulo se da vueltas, pero en la gréafica de abajo se

mueve a la izquierda?

Profesor Porque en el circulo observas el movimiento del punto alrededor de este,
donde la primera componente es el coseno del angulo, en cambio, en la
gréafica de abajo es el angulo vs el coseno del angulo. Me explico mejor:
cuando ti empiezas a desplazar el angulo, la abscisa, que es el coseno del
angulo, se mueve de derecha a izquierda, derecha, izquierda, y si te fijas en

la grafica se mueve de manera ondulatoria.
Johnny Entonces, ¢como le entiendo al seno? ¢Para qué me sirve?

Profesor El seno en cambio es la segunda ordenada del punto que hablamos hace un
momento. Muchos fendmenos en la naturaleza se comportan asi, de manera
ondulatoria...sinusoidal se lo suele decir. Si te fijas el seno, como es la

ordenada, haria este juego, sube, baja, sube, baja, entre 1y -1.

Erik Entonces, el coseno es siempre la abscisa y el seno es siempre la ordenada,

¢verdad?

Profesor Es correcto.
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Johnny ¢Siempre tengo que trabajar con la circunferencia de radio 1, o puedo usar
otras?
Profesor Inicialmente trabajamos con la circunferencia trigonométrica, que es la de

radio 1y centrada en el origen de coordenadas, luego podemos usar la
proporcionalidad para trabajar con otras circunferencias. Las razones

trigonométricas de los angulos no cambiaran.
Erik Y si quiero de otros angulos, ¢ le sigo sumando?

Profesor Exacto, asi como lo hicimos.

Una vez respondidas las preguntas, se explicaron y dedujeron las razones trigonométricas
para los angulos especiales, lo cual se pudo avanzar con la utilizacion de la simulacién y la
explicacion previa de los prerrequisitos de razones trigonométricas en un triangulo rectangulo
para 30°, 45° y 60°.

En la dltima parte de esta etapa se procedieron a desarrollar las preguntas de cierre, con un
tiempo reducido, por los inconvenientes presentados. Cada pregunta tiene su retroalimentacion y
apoyo posterior en la simulacion. Se presentan en la tabla 5 y en la figura 7.

Tabla 5
Ejercicios y preguntas contestadas.

Ejercicios y Preguntas Respuesta de los estudiantes

Encuentre el coseno y el seno para los angulos  Todos responden correctamente
de 120°, 135°, 150°

Encuentre el coseno y el seno para los angulos  Johnny, Salomé y Erik responden
de 210°, 225°, 240Q° correctamente

Encuentre el coseno y el seno para los angulos  Todos responden correctamente
de 300°, 315°, 330°

¢Qué sucede con el seno y coseno de 0°, 90°, Johnny y Emily responden correctamente
180° y 270°? Establezca sus valores.

3
Si el seno de un angulo es 5 ;el coseno de Johnny responde correctamente

ese &ngulo es?
_ , -2 . .
Si el seno de un angulo es ——, ¢el coseno de  Johnny, Emily y Erik responden

; | o correctamente
€se angulo es:

1

Si el coseno de un angulo es 5 , ¢el seno de ese Ninguno responde correctamente

angulo es?




Molina Paredes, M. A., Mayo Juarez, C. y Rosas Mendoza, A. M.

Figura7
Desarrollo de ejercicios y preguntas por parte de los estudiantes.

3.4. Cierre

En esta ultima etapa, los estudiantes mencionan el método de cdmo obtener las razones
trigonométricas para los angulos especiales en el sistema de coordenadas y sus signos. Se
menciona la importancia de recordar las razones de 30, 45 y 60 y con base en ellas la obtencion
de las demés. Reciben su tarea.

4. ANALISIS DE LA APLICACION DE LA SECUENCIA DIDACTICA

La etapa de introduccion a la clase e indagacion de la aplicacion fue exitosa por dos situaciones
en especifico: el saber que van a usar una aplicacion con su celular y el hecho de ver un tema que
no abordaron a profundidad en su bachillerato por motivos de planificacion, pandemia y enfoque.
Ademas, se cumplio con los tiempos establecidos y sus objetivos.

La necesidad de los prerrequisitos fue una dificultad que se present6 sobre la marcha. Es
importante, como menciona Kee et al. (1996), comprobar que los estudiantes tienen los requisitos
previos para los conceptos que se quiere ensefiar y que ellos comparten el significado de las
palabras que se usa. Una dificultad para los profesores es pensar si estas palabras y conceptos
comunes los adquirieron (0 no) hace mucho tiempo.

Al ser una clase interactiva y personalizada, las preguntas son inevitables. La apertura del
profesor para contestarlas y no salirse del tema es importante para intentar cumplir con lo
planificado.

Siempre hubo retroalimentacion para saber en qué topico el profesor debia detenerse y
enfatizar mas. Un ambiente de confianza y cordialidad anima a los estudiantes a abrirse y expresar
sus ideas abiertamente, aunque a veces sean erréneas, pero es labor del docente el corregirlas.
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4.1. Retroalimentacion e impresiones de los estudiantes

La tabla 6 muestra las impresiones recogidas por los estudiantes tras la clase.

Tabla 6
Retroalimentacion e impresiones de los estudiantes.
Estudiantes Retroalimentacion e impresiones
Todos Creemos que fue una app con la informacién necesaria para entender el

tema, y si facil de usar, pero no, nada llamativa.

Johnny La clase estuvo interesante. Pero quedo la sensacion de que falté mucho
mas contexto, tal vez esto surge porque fue una clase puntual.

Erik Se podria entender el tema sin el uso del software, pero sin duda es un
gran aporte, principalmente por disponer de la grafica y poder
manipularla, facilita la comprensién.

Emily Si, estuvo bien para la explicacion del maestro. Tal vez se podria agregar
mMAs para ejercicios y preguntas.

Johnny Pues, yo pienso que se deberia incrementar la participacion de los
estudiantes a través de cuestionamientos que te obligan a razonar,
obviamente con la ayuda del profe y un texto base.

5. CONCLUSIONES

Al finalizar la clase, los estudiantes son capaces de verbalizar el método de como obtener las
razones trigonométricas para los angulos especiales en el sistema de coordenadas y sus
respectivos signos cumpliéndose uno de los objetivos de la clase.

Si bien es cierto en un comienzo fue dificil el paso de las razones trigonométricas en un
triangulo rectangulo a un sistema de coordenadas, situacion que ya preveiamos, siempre es
necesario comprobar los requisitos minimos necesarios para abordar un concepto nuevo o una
generalizacion de un concepto, y no suponer que este, por haber sido visto en el bachillerato, esta
comprendido e interiorizado.

El presentar al seno y al coseno a través de varias representaciones puede garantizar una
mayor comprension y posterior proceso de abstraccion y formalizacion. El uso de la simulacion
didactica es una excelente herramienta para abordar este tipo de conceptos que suelen causar
dificultades en su forma funcional.

El prever en la planificacion ciertas complicaciones que se pueden dar a lo largo de la clase
conlleva un mejor manejo de los tiempos que en este caso fue insuficiente para cumplir con la
planeado.

La secuencia tuvo un alto grado de efectividad ya que se cubrieron los objetivos planteados
y se obtuvo una retroalimentacion favorable por parte de los estudiantes, aunque se considera que
puede ser mejorada mediante cambios como: cubrir los prerrequisitos de los estudiantes,
considerar el tiempo de la clase mas extendido, tener mas rondas de preguntas y respuestas
establecidas, considerar mas tiempo para la realizacion de ejercicios y preguntas para interiorizar
los conocimientos.
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