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Resumen: Uno de los teoremas mds importantes de la Geometria Sintética es el Teo-
rema de Thales. Consideramos que tiene mas dificultades de aprendizaje de las que
podemos sospechar. El objetivo de esta publicacion es presentar una propuesta que per-
mita superarlas.

Presentamos, por un lado, el Teorema de Thales en su aspecto proyeccion, brindando
una idea de movimiento respaldada en las caracteristicas de la proyeccion paralela.
Por otro, trabajamos dicho teorema en su aspecto homotecia, aprovechando la otra di-
namica que utiliza las caracteristicas de la homotecia.

Debido a que el Teorema se aborda en la escuela, como una configuracion estdtica que
oculta estas dos dindmicas, consideramos que trabajando estas dos experiencias con el
mismo problema; lograremos que se entremezclen para una mejor comprension.
Palabras claves: Teorema de Thales, Geometria, Didactica de las matermaticas

Thales dynamic in the spiral of the curriculum

Abstract: One of the most important theorems of the synthetic geometry is the theorem
of Thales. We believe that it has more learning difficulties than we suspect. The aim of
this publication is to present a proposal allowing overcoming them.

Present, on the one hand, the theorem of Thales in its projection aspect, providing an
idea of movement endorsed in the characteristics of parallel projection.

On the other hand, we work the theorem in his homothetic appearance, taking advantage
of the other dynamics that uses the characteristics of the homothetic.

Because the theorem is discussed in school as a static configuration that hides these two
dynamics, we consider these two experiences working with the same problem; we will
make intermingle for a better understanding.
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INTRODUCCION

La cuestion de la proporcionalidad era de gran importancia para los griegos princi-
palmente en la arquitectura y agrimensura, por eso se conjetura que la primera sistema-
tizacion de la geometria pudo haber sido entorno a la proporcionalidad de segmentos
determinados por un haz de rectas paralelas y dos transversales. Esta cuestion fue reco-
nocida durante muchos siglos como teorema de “segmentos proporcionales”. A fines del
siglo XIX, en Francia, lo denominaron Teorema de Thales, denominacion que contintia
en nuestros dias (Boyer, 1986)

El Teorema de Thales es el corazon de la relacion entre lo geométrico y lo numérico,
ya sea a través de la medicion o con el método de coordenadas y la geometria analitica.

Con el objetivo de analizar las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje del
teorema, implementamos una encuesta con 20 alumnos de ler afio del Profesorado de
Matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la UNL. La encuesta aplicada
incluia las siguientes cuestiones:

1) ;Has estudiado el Teorema de Thales en la escuela secundaria? ;En qué afio?
2) Con tus palabras, escribe lo que recuerdes del Teorema. (Enunciado, representa-
cion grafica, expresion simbdlica, explicacion en palabras)

Las respuestas que obtuvimos a la primera pregunta son contundentes y se describen
en la siguiente tabla:

Categorias Nunca lo estudi6 No lo recuerda Enuncia-representa y simboliza

Porcentajes 50% 25% 25%

En base a estos resultados, observamos que la mayoria de estos alumnos no conoce o
no recuerda el Teorema de Thales.

En un taller realizado recabamos opiniones de docentes, quienes expresaron que
las dificultades mas frecuentes de los estudiantes en la utilizacion del teorema son las
siguientes:

* Confusion en el concepto de puntos correspondientes.
e Confusion en la interpretacion correcta de las proporciones.

Ademas, analizamos el abordaje del teorema de Thales y sus aplicaciones en distintos
libros de texto, correspondientes a 2do. y 3er. afio de la escuela secundaria (10 en total)
y observamos que presentan el teorema:

¢ Reduciéndolo a una figura prototipica.

* La demostracion esta ausente, se limitan a una ejemplificacion.
¢ Reducen su uso, al calculo de una incognita en la proporcion.
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MARCO TEORICO

En la elaboracion de las situaciones presentadas tuvimos en cuenta aquellas que per-
mitan a los estudiantes modelar eficazmente problemas reales por medio de dibujos di-
namicos que podran explorar con el objeto de: descubrir, formular conjeturas y validar
las mismas.

Es importante crear en nuestros alumnos la necesidad de explicar la verdad compro-
bada en todos los casos con el software, es decir la demostracion como una explicacion
a través de las propiedades conocidas (De Villiers, 1996). Mediante la exploracion expe-
rimental es posible despejar las dudas en torno a la verdad del enunciado, sin embargo
sera necesario explicar por qué se estd cumpliendo.

Tradicionalmente, el enfoque critico de la geometria era tratar de crear dudas en la
mente de los estudiantes acerca de la validez de sus observaciones empiricas, esas
estrategias de tratar de generar dudas para crear la necesidad de una demostra-
cion simplemente no funcionan cuando las conjeturas geométricas se investigan
a fondo a través de su variacion continua con un software de geometria dinamica
(De Villiers, 1996; p. 2).

Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos a justificar sus afirmaciones, argumen-
tar lo que aseguran es verdadero en base a resultados y propiedades que ya conocen. Esta
tarea no es sencilla. Como afirma Dreyfus (2000; p. 130), “no deberiamos esperar que
nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones sofisticadas y de alto nivel,
sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la justificacion y a la na-
turaleza del pensamiento matematico”.

El desafio es disefar actividades para lograr que los alumnos valoren la necesidad de
justificar sus construcciones y conjeturas.

PROPUESTA

En esta publicacion presentamos un nuevo enfoque basandonos en la propuesta de
Duperret (1996), adaptada a nuestra escuela secundaria, en el cual sugerimos ensefiar el
Teorema de Thales en dos etapas:

— Primera etapa: en 2° afio (14 afios) el Teorema de Thales en su aspecto proyec-
cion, brindando una idea de movimiento respaldada en las caracteristicas de la
proyeccion paralela.

— Segunda etapa: retomar el tema en 3er afio (15 afios) desde su aspecto homote-
cia, aprovechando la otra dinamica que utiliza las caracteristicas de la homotecia.

Para esta propuesta suponemos que los temas: proyeccion paralela, homotecia seme-
janza han sido estudiados previamente en los cursos respectivos.

La idea de retomar el teorema desde otra mirada para su mejor comprension esta fun-
damentada en la idea de Bruner (1984), quién presenta el curriculo en espiral, mediante
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el cual los planes de estudio se presentan de manera recurrente, trabajando siempre los
mismos conceptos pero a diferente nivel de profundizacion.

Mientras se asciende a los niveles superiores, los nucleos basicos de la materia
aumentan progresivamente la cantidad informativa, variando también el tipo de
procedimiento, segun el nivel de desarrollo de los alumnos. Pasando asi de lo ma-
nipulativo a lo intuitivo, y desde lo intuitivo a lo simboélico (Hernandez, 1991).

Primera Etapa: Aspecto Proyeccion del Teorema de Thales

La ensefianza del teorema en 2° afio de la escuela secundaria: el teorema de Thales
reducido a dos lados del triangulo.

En esta primera etapa, presentamos una actividad, basada en la resolucion de un pro-
blema, para lograr que los estudiantes:

e Conozcan el Teorema de Thales en su aspecto proyeccion, reconociendo los pun-
tos correspondientes en la proyeccion paralela.

* Exploren y conjeturen utilizando el software Geogebra.

*  Demuestren el Teorema de Thales a partir de las areas.

« Utilicen el Teorema para justificar sus conjeturas en la resolucion de problemas.

El aspecto proyeccion del Teorema de Thales destaca la proyeccion paralela de cada
punto de la recta AC sobre la AC’, segun la direccion de la recta BB’.

A

Figura 1

Ejemplo de Secuencia para la Primera etapa
Dado el siguiente problema:
La lampara de Marta
Marta quiere comprar los vidrios para arreglar la lampara de su estudio. Le sac una

foto, hizo un dibujo para anotar las medidas de los vidrios pero no pudo tomarlas todas.
Decidié mostrar su dibujo al sefior de la vidrieria para pedirle que fuera ¢l a terminar de
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medir los vidrios. Cuando el sefior vio el dibujo, observé que los segmentos BB, CC’,
DD’ eran paralelos y le dijo a Marta que con las medidas anotadas se podian conocer las
faltantes. El dibujo de Marta es el siguiente:

21¢m

Figura 2

(Estas de acuerdo que con las medidas anotadas se pueden obtener las que faltan?
(Por qué?

Actividad 1: Explorar con la ayuda del software

Enunciado: Realiza la construccion del dibujo de Marta con el software.

Utilizando un software de geometria dindmica (en este caso utilizamos Geogebra),
los estudiantes visualizaran la situacién que plantea el problema, como en la Figura 3.

Observacion: Debido a que el software integra la geometria con el algebra, en estas
figuras ya se ha fijado una unidad de medida que permite obtener la longitud de los seg-
mentos determinados.

Figura 3
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Hallaran todas las medidas que faltan, realizando la construccion con Geogebra:

IB’C’|=4,5
IC’D’| = 13,5

Actividad 2: Validacion de la conjetura

Enunciadol: Si bien hemos encontrado los valores que necesitibamos con el soft-
ware, ;Como podriamos obtenerlos analiticamente? ;Como se obtienen los puntos C’
yD’?

Los estudiantes concluiran que los puntos C’ y D’ se obtienen como imagen en la
recta AD’ de la proyeccion paralela de los puntos C y D de la recta AD.

Sugerimos aqui recordar la definicion de: Proyeccion paralela a / sobre a”

Dadas dos rectas / y @’ en el plano, no paralelas, se llama proyeccion paralela a / sobre
a’ ala aplicacion que a cada punto P de la recta @ le hace corresponder el punto P " de in-
terseccion de la recta a’ con la recta paralela a / que pasa P (ver Figura 4).

Figura 4

Enunciado 2: jExiste alguna relacion entre las longitudes de los segmentos conoci-
dos para hallar los demds? Enunciar dicha relacion.

Enunciado del Teorema de Thales en su aspecto proyeccion:

Dado el triangulo ACC’ siendo B un punto en el lado AC y B’ un punto en el lado
AC’. Si BB’ es paralelo a CC’ entonces:!

_ |AB"| _ |B'C’| _ |ac’|

= , donde k, es la razon de proyeccion.
P |aB| |BC| |AC|

1. |AB] es la longitud del segmento AB, notacion tomada de Tirao (1979).
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A

Figura 5

Enunciado 3: jEsta relacion es siempre verdadera? ;Por qué?

Con el objetivo de iniciar a los estudiantes en las demostraciones geométricas y po-
niendo en juego una de las reglas de debate matematico imprescindible como es la idea
de que los ejemplos no alcanzan para asegurar que una propiedad es verdadera, que se
necesita para ello una demostracion, es que sugerimos plantear a los estudiantes dichas
preguntas.

Debido a que la demostracion a partir de las areas, que fue utilizada por Euclides es
muy sencilla, la elegimos para esta etapa.

Dado el triangulo ACC’ sea B un punto en el lado AC y B’ un punto en el lado AC’.
Suponemos que BB’ es paralelo a CC’, entonces:

Figura 6

Los triangulos BCC’ y CB’C’ tienen igual area. (Figura 6), pues comparten un lado
y tienen la misma altura
Area (BCC’)=Area (CB’C”)

Por lo tanto:

Area (ABC")=Area (ACB’)

Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 67-84 73



Thales dynamic in the spiral of the curriculum
S. Bernardis y S. Moriena

Figura 7

Area (ABC")=Area (ACB’), es decir: % = %

Area (BCC")=Area (CB’C"), es decir:

IBCl.h; _ |B'C’|h;
==

2
g . . AB'
Dividiendo a ambos miembros se tiene: 14B] = u
|BC| |B'C|
I I~7
O bien: M — M
|AB| [BC|
, Ac' B'c’
Analogamente podemos probar que: 45l = lB'e]
|AC| [BC|

Luego hemos demostrado el teorema de Thales en su aspecto Proyeccion.
Actividad 3: Resolucion del Problema

Enunciado: Calcular los valores obtenidos con el software, utilizando el teorema de
Thales.
Para calcular [B’C’|, conociendo |AB|, |AB’| y |IBC| podemos utilizar la relacion

JB'C' =2 =45

|4aB"| _ [B’c'].

B¢’
3

kp = =

9
~ |4B| IBC| ° 6
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@A

Figura 8

Para calcular |[C’D’|, conociendo |AB|, |]AB’| y |CD]| podemos utilizar la relacion:

_ |aB’| _[c'p'| .
T |aB| ~ [cp|

rnt
21 o =Z =135
6 9 2

kp

Utilizando el Teorema de Thales es posible hallar todas las medidas que faltan, para
dar respuesta al problema.

Respuesta: El Serior de la vidrieria tenia razon...
Segunda Etapa: Aspecto Homotecia del Teorema de Thales

La ensefanza del teorema en 3er. afio de la escuela secundaria: sugerimos desarrollar
homotecia y luego el Teorema de Thales.
En esta segunda etapa, nos proponemos que los estudiantes:

e Reconozcan el Teorema de Thales en su aspecto homotecia, reconociendo los
puntos correspondientes en la misma. Presentacion de la razén del tercer lado.

* Exploren y conjeturen utilizando el software Geogebra.

*  Demuestren la proporcion con el tercer lado.

e Utilicen el Teorema para justificar sus conjeturas en la resolucion de problemas.

Este aspecto destaca el paso del triangulo ABC al triangulo AB’C’. Utilizando
homotecia.
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Figura 9

Ejemplo de Secuencia para la Segunda etapa
Incendio en el hospital

A un incendio producido en un hospital acude la unidad de bomberos con una esca-
lera de 8 m de longitud que consta de 20 peldafos distribuidos uniformemente. Al apo-
yar la escalera sobre la fachada del edificio se observa que el primer peldafio se encuentra
a 30 cm del suelo.

Figura 10

Debido a que las llamas ascienden rapidamente hacia arriba, es necesario averiguar
si es posible con dicha escalera evacuar el 3er. piso del hospital. Cada planta tiene 2,5 m
de altura. ;Podran ser rescatados? Justifica tu respuesta.

76 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 67-84,



Thales dynamic in the spiral of the curriculum
S. Bernardis y S. Moriena

Actividad 1: Exploracion con la ayuda del software

Enunciado: Realizar la construccion de la situacion que presenta el problema con la
ayuda del software.

Utilizando un software de geometria dindmica (en este caso utilizamos Geogebra),
los estudiantes visualizaran la situacion que plantea el problema, como en la Figura 11.

7.5

A .
0.265 5.29 c

Figura 11

Hallaran todas las medidas que faltan, con la ayuda del software:
IB’C’|=6 m

Como los 3 pisos de 2,5 m tienen una altura total de 7,5 m

No sera posible salvar a todos...

Actividad 2: Validacion de la conjetura

Enunciado 1: Si bien hemos encontrado los valores que necesitabamos con el soft-
ware, ;Como podriamos obtenerlos analiticamente? ;Como se obtienen los puntos B
yC?

Los estudiantes concluiran que los puntos B’ y C’ son los homotéticos de B 'y C
respectivamente.

En efecto: dado que los puntos A, By B’y los puntos A, C y C’ estan alineados y

5

|4B"| _ |AC'| _

=20
|AB|  |AC]
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Luego los puntos B’y C’ se obtienen por la homotecia H(A; 20).
Sugerimos aqui recordar la definicion de homotecia y sus propiedades:

Definicion de Homotecia

Sea O un punto del plano y k un nlimero real distinto de cero. Una homotecia de cen-
tro O y razon k es la transformacion geométrica del plano en si mismo, que hace corres-
ponder a un punto A distinto de O otro A’, alineado con A y O, tal que: |OA’|=k- |OA|y
deja invariante el punto O.

Figura 12

Enunciado 2: ;Existe alguna relacion entre las longitudes de los segmentos conoci-
dos para hallar los demdas? Enunciar dicha relacion.

Enunciado del Teorema de Thales en su aspecto homotecia:

Dado el triangulo AC’B’ siendo B un punto en el lado AB’ y C un punto en el lado
AC’. Si BC es paralelo a B’C’ entonces:

k. = 48] = |B'c’| = |AC,|, ky, es la razon de homotecia
" laBl T iBCl T laAc
Bl
4
B
A
i
CP
Figura 13
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Enunciado 3: ;jEsta relacion es siempre verdadera? ; Por qué?

|aB"| _ |ac’|

La igualdad = —— es la que hemos probado en la 1ra etapa.
|AB| |AC|
! I~!
Probaremos la igualdad: % — M,
|AB| |BC|

Para ello trazamos un segmento paralelo al segmento CC’ por B. Ese segmento cor-
tara en el punto D al segmento B’C’. Queda determinado el paralelogramo BCC’D, las
medidas de los segmentos BC y DC’ son iguales (Figura 14).

B’
B
A 'D
C
c
Figura 14

Los tridangulos ADC” y ABC’ tienen igual area (Figura 15), pues comparten un lado
y tienen la misma altura.

B
B
A D
C
c
Figura 15
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Area (ADC”) =Area (ABC’)
Por lo tanto:
Area (AB’D) =Area (BB’C”)

B' B'
®
B
D
A
C
C|
Figura 16

Area (ADC”) =Area (ABC”), es decir: [DC’hy _ |aBLh,
2 2

‘ . . / ’
Area (AB’D) =Area (BB’C’), es decir: [B'Dhy = [BB’|.h,
2 2
- . : Ipc] _ 14B|
Dividiendo a ambos miembros se tiene: ~—— = ——-
IB'D|  |BB’|
Como ya mencionamos: |DC’| = |BC|. Pero |B'D| = |B'C'| —|DC'| = |B'C'| —|BC| y
|BB'| = | AB'| — |AB|, asi de la proporcion anterior obtenemos:

BC| _ 14B|
[B'C’|—1BC|  |aB]| - |AB|

O bien: |BC|=1BC| _ |aB|-|AB]|

lBcl 4B
! I ~1
Es decir: @_ 1 ZM_ 1
|AB| |BC|
A ., ’ I At
Luego, se obtiene la proporcion buscada: M = M
|AB| |BC|

Probamos de esta manera que los triangulos ABC y AB’C’ tienen sus lados
proporcionales:
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|AB'| _|B'C’| _|AC'|
|AB| ~ |BC| ~ |AC|

Finalmente, observemos que en los tridngulos ABC y AB’C’ la razén entre los lados
homologos es k;,, ademas se verifica la alineacion y se preserva el orden. Concluimos que
el homotético del triangulo ABC es el triangulo AB’C’ por una homotecia de centro A'y
razén k;, con k;, > 0.

En el caso en que £;, < 0 podemos utilizar que toda homotecia de razon negativa puede
obtenerse como la composicion de una simetria de centro en A con la homotecia corres-
pondiente positiva.

Por lo tanto podemos concluir que en los tridngulos homotéticos ABC y AB’C’ se ve-
rifica el Teorema de Thales.

Actividad 3: Resolucion del Problema

Enunciado: Calcular analiticamente los valores obtenidos con el software, utilizando
el teorema de Thales.

|IAB| 8 _
|AB| ~ 0.4 s

|AC’| _ 5.29

7.5

A o
0.26C 529 c

Figura 17

Para calcular [B’C’|, conociendo |[AB|, |AB’|y |BC| podemos utilizar la relacion:

_ B _[B’c’| 8 _|B

¢’ 24
|AB| |BC| ’ 0,4 0,3 |; |B’C’| = 4 =6

El hospital tiene 3 plantas de 2,5 m de altura, el 3er piso estara a 7,5 m de altura.
La escalera alcanzara una altura de 6 m.
Respuesta: No es posible salvar a los enfermos del 3er. piso...

Finalmente recomendamos realizar actividades de integracion para que los estudian-
tes pongan en juego los dos aspectos del Teorema.

Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 67-84 81



Thales dynamic in the spiral of the curriculum
S. Bernardis y S. Moriena

Ademas creemos importante aclarar que si bien estas actividades refieren al enun-
ciado directo del teorema es igualmente interesante plantear actividades donde se invo-
lucre el enunciado reciproco del mismo.

Dado el triangulo AC’B’ siendo B un punto en el lado AB’y C un punto en el lado
AC’Si ABC y AB’C’ tienen sus lados homaologos proporcionales entonces los lados BC
v B’C’son paralelos.

Bl

Figura 18

REFLEXIONES FINALES

Comenzar en una primera etapa con la configuracion triangular permite dar vida a
Thales a partir de una figura simple, luego variar esta figura para construir otras mas
complejas. En las actividades propuestas se destaca la importancia del uso del software
tanto en la exploracion y formulacion de la conjetura, como en la validacion de la misma.

El trabajo con ambos aspectos del teorema contribuyen a una mejor comprension de
los conceptos de “puntos correspondientes” y de “segmentos homdlogos™ del mismo,
otorgandole un sentido de acuerdo al movimiento. Creemos que ambas dindmicas de
Thales deben formar parte de la ensefianza y que hay que hacer y construir en el tiempo
estos dos enfoques, sugerimos esta secuencia que permite matematicamente validar las
diferentes etapas. Consideramos necesario confrontar las dos logicas dinamicas de Tha-
les y pensar en una geometria “en movimiento” que despierte interés en los estudiantes.

En esta propuesta se potencia una caracteristica de la actividad matematica, como
es el uso de herramientas conocidas para justificar otras y al mismo tiempo brindar ex-
periencias que permitan tener disponible esta nueva herramienta, el Teorema de Thales,
para justificar otras situaciones similares.
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