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El Tratado de Geometria Analitica de Juan
Cortazar a través de sus ediciones

Carmen Ledn-Mantero
Universidad de Cordoba
Maria José Madrid
Universidad Pontificia de Salamanca
Dicleny Castro
Universidad del Tolima

Resumen: En las ultimas décadas, los investigadores en Historia de la Educacion Ma-
tematica han centrado su interés en el estudio de los manuales escolares, debido a que
su andlisis manifiesta los conocimientos cientificos de la época, los conocimientos que
se impartian en los centros y como se enseiniaban, asi como el modelo organizativo del
plan de estudios vigente. El presente estudio analiza una de las obras del autor del siglo
XIX, Juan Cortazar, el Tratado de Geometria Analitica, publicada por primera vez en
1855 y reeditada en cuatro ocasiones mas. Se realizo un andlisis de contenido que mos-
tro la estructura conceptual de la obra, asi como los cambios sufridos a través de las dos
primeras ediciones publicadas. Para ello se atendio a los contenidos que incluyen y los
ejemplos, ejercicios y problemas propuestos.

Palabras clave: libros de texto, andlisis de contenido, libros antiguos, Juan Cortdzar,
Geometria.

The Tratado de Geometria Analitica written by
Juan Cortazar through its editions

Abstract: During the past decades, researchers on History of Mathematics Education
have focused their interest in the study of textbooks, because their analysis shows the sci-
entific knowledge of the time, the knowledge that was given in the schools and how they
were taught, as well as the organizational model of the curriculum. The present study an-
alyzes one of the textbooks written by the 19th century author, Juan Cortazar, the Treaty
of Analytical Geometry, published in 1855 and reprinting four more times. It has been
made a content analysis that showed the conceptual structure of the textbook, as well as



El Tratado de Geometria Analitica de Juan Cortdzar a través de sus ediciones
Carmen Leon-Mantero, Maria Jos¢ Madrid y Dicleny Castro

the changes undergone through the first two published editions. To do so, the contents in-
cluded and the examples, exercises and problems proposed were considered.
Keywords: textbooks, content analysis, old textbooks Juan Cortdazar, Geometry.

INTRODUCCION

Las investigaciones realizadas dentro del campo de estudio de la Historia de la Educa-
cion matematica analizan la evolucion historica de los conceptos matematicos, aquellos
aspectos que permitan conocer las razones por las cudles estos adquirieron su significado
actual, asi como los cambios que ha sufrido la ensefianza de la disciplina tras las sucesi-
vas incorporaciones de avances cientificos.

En este sentido, el analisis de libros de texto, que han sido herramientas fundamen-
tales en la escuela, proporcionando soporte a alumnos y profesores y, estableciendo los
escasos registros de informacion que han llegado hasta nuestros dias, nos da acceso al
conocimiento cientifico y académico de la época. (Maz-Machado y Rico, 2015).

A través de las numerosas publicaciones realizadas en este campo, se deduce el cre-
ciente interés de los investigadores, que toman al libro de texto como fuente documental
y los analizan para determinar el tratamiento dado a conceptos y disciplinas matematicas
(Beyer, 2006; Frejd, 2013; Schubring, 1988). A nivel nacional encontramos estudios que
analizan los distintos métodos usados en la historia para el calculo mental (Gomez, 1995),
la historia de las ideas algebraicas a través del texto De Numeris Datis (Puig, 1994), el con-
cepto de continuidad en los manuales de segunda ensefianza de la segunda mitad del siglo
XX (Sierra, Gonzélez y Lopez, 2003), la evolucién de los nimeros negativos en los tex-
tos publicados en el siglo XVII y XIX (Maz, 2005) o los contenidos matematicos y didac-
ticos de los libros de Aritmética publicados en castellano en el siglo XVI (Madrid, 2016).

El objetivo del presente estudio es analizar la estructura conceptual de la mas tardia de
las obras del ingeniero Juan Cortazar, el Tratado de Geometria analitica, publicada por
primera vez en 1855, asi como los cambios sufridos a través de las dos primeras ediciones,
caracterizadas por haber sido publicadas en el contexto de dos planes de estudio diferentes.

La relevancia de este estudio se manifiesta por tratarse de uno de los autores de ma-
nuales escolares que mayor influencia tuvo en la difusion y constitucion de las matema-
ticas escolares en Espafia y la formacion matematica de varias generaciones de espafioles
durante la segunda mitad del siglo XIX. Sus obras fueron reeditadas en 150 ocasiones y
llegaron al medio millon de ejemplares vendidos, incluso fueron traducidas y publicadas
sin la autorizacion de su autor en Paris y Nueva York (Garcia, 1984).

Desde el afio 1846, y de forma escalonada en el tiempo, los tratados elementales de
Cortazar - Aritmética, Algebra, Geometria, Trigonometria y Topografia - comenzaron
a ser elegidos para formar parte de la lista oficial de libros de texto a usar en Universi-
dades, Institutos y Escuelas Profesionales que el Estado publicaba periddicamente. Asi-
mismo, los tratados superiores, Algebra superior y Geometria analitica aparecieron en
las listas oficiales para las Facultades, Escuelas Superiores y Profesionales a partir del
afio 1856 (Vea y Velamazan, 2011).

Su produccién abarca un amplio nimero de temas, para todos los ambitos de las
matematicas y para todas las etapas educativas, desde la educacion Primaria hasta la
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Superior y Técnica. Incluso publica la obra Memoria para el cdlculo del interés, cuyo
objetivo fue el de instruir a las personas que no tenian conocimientos de algebra, en el
calculo de intereses y descuentos y asi, evitar que fueran engafiados al firmar este tipo de
contratos. Ademads de la publicacion de sus tratados, Cortazar es autor de obras incom-
pletas inéditas, como son los apuntes de Cdalculo infinitesimal, Mecdnica racional, Cos-
mografia y Logica matemdtica (Irueste, 1912).

METODOLOGIA

Este estudio estd enmarcado en el enfoque de investigacion de tipo histdrico, en el
cual se realiza un analisis de contenido focalizado en la estructura conceptual de los con-
tenidos matematicos incluidos en él y que esta basado en anteriores investigaciones que
usan una metodologia similar (Maz, 2005; Madrid, 2016).

Para ello se fijaron las siguientes unidades de analisis:

e La introduccion y el prologo, en los cuales el autor sefiala a quienes estaban di-
rigidas, el proposito de las obras y la secuenciacion y justificacion de contenidos
propuestos con respecto a obras contemporaneas.

e Las definiciones, los ejercicios, los ejemplos, los problemas y las actividades que
se incluyen en cada obra. Asimismo, el propio planteamiento de cada obra.

e Las notas incluidas tras cada uno de los bloques de contenido, que incluyen su-
gerencias y propuestas metodologicas, asi como materiales manipulativos reco-
mendados, para que el alumno optimice su trabajo y alcance los conocimientos
requeridos en el correspondiente nivel educativo.

e Los anexos, en los que se incluyen laminas con representaciones graficas, que
sirven de apoyo a las explicaciones y demostraciones de resultados y teoremas
principales.

Asimismo, se establecieron dos periodos histéricos diferentes caracterizados por la
implantacion de los dos planes de estudio mas influyentes del siglo XIX, para realizar
una adecuada contextualizacion social y académica del tratado. Estos periodos son:

*  PERIODO 1: Desde la implantacion del Plan Pidal en 1845 hasta la implantacion

del Plan Moyano en 1857.
*  PERIODO 2: Desde la implantacion del Plan Moyano hasta la muerte de Juan
Cortazar en 1873.

A continuacion, fueron seleccionadas dos de las ediciones del tratado para su anali-
sis, cada una de ellas escrita en un periodo diferente y en base a los siguientes criterios
de seleccion:

* Que el autor fuese Juan de Cortazar o haya sido publicada antes de 1873, elimi-
nando por tanto de la muestra, las ediciones corregidas y editadas tras su muerte
por su hijo Daniel.

* Que la obra estuviera disponible, seleccionando una muestra intencional y por
conveniencia de las obras que si fueron publicadas y que en la actualidad no tie-
nen acceso restringido.
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* Que los textos hubieran sido publicados en Espafia y en espafiol, eliminando asi,
los textos que fueron traducidos y publicados en Nueva York y Paris ilegalmente,
sin la supervision de Cortazar.

Las ediciones elegidas para su andlisis fueron:

e Cortazar, J. (1855). Tratado de Geometria analitica. Primera edicion. Madrid:
Imprenta de Don Agustin Espinosa.

e Cortazar, J. (1862). Tratado de Geometria analitica. Segunda edicién. Madrid:
Imprenta de D.F. Sanchez a cargo de D. Agustin Espinosa.

Posteriormente, se analizo la secuenciacion de los contenidos, ejemplos, ejercicios y

problemas y se construyd un mapa que recoge los focos conceptuales que se encuentran
en cada una de ellas.

RESULTADOS

El Tratado de Geometria analitica sali6 a la luz con su primera edicion en 1855 y, la
ultima y quinta edicion, se publico entre los afios 1883 y 1892. A partir de la segunda edi-
cion, la de 1862, se anuncia en la portada que la obra estaba sefialada como libro de texto
en las Universidades y Escuelas Superiores. Al igual que el Tratado de Algebra superior,
estaba destinada a los alumnos que cursaban la asignatura Algebra Superior y Geometria
Analitica de la catedra de Cortazar en la Universidad Central. Aparecio periodicamente
en las listas oficiales de libros desde 1858 hasta 1868 (Vea y Velamazéan, 2011).

En el analisis que realiza su alumno y sucesor Irueste (1912), a las tltimas ediciones de las
obras, destaca el desarrollo formal de los problemas generales de geometria plana y los del es-
pacio hasta las superficies de segundo orden,
TRATADO aunque se deje constancia en el prologo que

o Cortazar no aplicara métodos diferenciales
e integrales a la resolucion de ejercicios por-

GEOMETRIA ANAL]TIGA, que no los comprendia. Para Irueste (1912),

»on “La analitica es, quiza, la mejor de todas,
ON JUA ORTA'ZA dentro del cuadro de la Ciencia de entonces,
1?«- ::1; - CICI.MN'_ é:k_" a1 hl:: y sobre todo, de las nece§1dades dela Eacul—
Il y -

sprobade (con mz. skt e sl té.ld, para cuyas.tres Secc~10nes eran 0bl1’gf1t0
Universidad de Madrid, eic. rios los dos primeros afios de Matematicas

superiores” (p. 287).

@‘) ' Primera edicion

La edicion mas antigua de la obra fue

' impresa en Madrid en 1855 por la Im-

lwvAu:o::E::;vm Erinon. prenta de Agustin Espinosa. El ejemplar

REEE: analizado esta digitalizado por el reposi-

Figura 1. Portada del Tratado de Geometria torio Google Books y forma o ha formado
analitica (Cortéazar, 1855). parte del British Museum.
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La obra tiene 464 paginas, divididas en dos partes: la primera esta estructurada en
dos libros dedicados a la geometria plana; y la segunda, otros dos libros dedicados a la
geometria en el espacio. Los libros estan divididos en capitulos, 37 en total y, ademas in-
cluye al final del tratado, 10 [dminas con representaciones graficas que sirven de apoyo a
las demostraciones y resolucion de los problemas y, dos notas dedicadas al Teorema de
Taylor extendido a las funciones algebraicas de dos y tres variables y a la construccion
de las raices de las ecuaciones de tercero y cuarto grado con una incognita o resolucion
geomeétrica de estas ecuaciones.

Entre las referencias a otros autores en el texto, se cita a Tolomeo y su teorema sobre
las diagonales de un cuadrilatero inscrito en una circunferencia y a Euler y sus ecuacio-
nes para transformar las ecuaciones de las superficies de un sistema de ejes rectangulares
a otro. También se citan las formulas de Descartes desarrolladas en su Tratado de Alge-
bra elemental, como aplicacion algebraica a los signos de las raices de las ecuaciones,
pero no en relacion con contenidos especificos de la obra. Y, por supuesto, hallamos re-
ferencias continuas al resto de tratados de Algebra superior, Geometria elemental y Tri-
gonometria y Topografia.

Cortazar incluye en el prologo de la primera edicion el objeto de estudio de la Geo-
metria analitica en comparacion con los que incluye esta obra (Tabla 1).

Tabla 1. Tabla comparativa entre el objeto de la Geometria analitica y los contenidos del Tratado
de Geometria analitica de Juan Cortazar, 1855.

Objeto de la Geometria analitica Objeto de la obra
Geometria plana Geometria plana
1. Tangentes 1. Tangentes a las curvas algébricas
2. Asintotas 2. Asintotas a las curvas algébricas y
3. Centros y diametros trascendentes
4. Semejanza 3. Centros y didmetros para curvas de se-
5. Namero de condiciones necesario gundo grado
para determinar algébricamente las 4. Semejanza para curvas de segundo
lineas grado
6. Curvatura 5. Numero de condiciones necesario
7. Cuadratura para determinar algébricamente las 1i-
8. Rectificacion neas para curvas de segundo grado
Geometria del espacio Geometria del espacio
1. Planos tangentes 1. Planos tangentes para superficies de
2. Centro y planos diametrales segundo orden
3. Semejanza de las superficies 2. Centro y planos diametrales para su-
4. Numero de condiciones necesario perficies de segundo orden
para determinar algébricamente las
superficies
5. Curvatura
6. Curvatura de las superficies
7. Curvatura de los espacios limitados

Epsilon, 2017, n° 95, 7-22, ISSN: 2340-714X 11
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S 7
’ Figura 2. Construccion

de la recta en el Tratado

de Geometria analitica
(Cortazar, 1855, 1amina II).

El tratado comienza con una introduccion previa al estudio de la Geometria analitica.
En este se define aplicacion del Algebra a la Geometria elemental o el estudio de la Geome-
tria analitica como, “la ciencia que trata de la resolucion de las cuestiones de la geometria
elemental por medio del célculo algébrico ordinario” (p. 1). Esto le lleva a definir la repre-
sentacion algebraica de lineas, superficies y espacios como el producto de los valores nu-
méricos de sus dimensiones y asi, poder resolver ejercicios y problemas algebraicamente.

La parte fundamental del tratado comienza con el estudio de la geometria analitica
plana, desglosada en el estudio de las ecuaciones de las lineas y el estudio de las lineas de
segundo orden. Antes de ello, debe sentar las bases que le permitan determinar un punto
cualquiera en un plano. Para ello, define ejes de coordenadas, eje de abscisas, eje de or-
denadas y origen de coordenadas. Asi, “la posicion de un punto de un plano quedara de-
terminada, con respecto 4 dos ejes que se hallen en dicho plano, conociendo su abscisa y
su ordenada” (p. 54). El estudio de los ejes de coordenadas se realiza en los casos en los
que los ejes son perpendiculares entre si [ejes rectangulares] y, también, en el caso en el
que no lo sean [ejes oblicuangulos].

Previo al estudio de las ecuaciones de las lineas, se define lugar geométrico de una
ecuacion de dos variables como la linea plana correspondiente a la construccion de sus
diferentes soluciones. Asi, “la ecuacion de una linea es la ecuacion que indica la relacion
constante que hay entre las coordenadas de un punto cualquiera de dicha linea” (p. 57).
Por tanto, la Geometria analitica plana “es la ciencia que se ocupa del estudio de las lineas
planas por métodos generales, representandolas antes por medio de ecuaciones” (p. 57).

A continuacion, se explica de forma general el método para hallar los puntos de in-
terseccion de dos lineas y los puntos de corte con los ejes de abscisas y ordenadas. Se-
guidamente se desarrolla el estudio de las ecuaciones de las lineas. En primer lugar, se
estudian las ecuaciones de las lineas rectas por medio de los datos suficientes para deter-
minar su posicién(Figura 2).

Posteriormente estudia y desarrolla la ecuacién de la linea recta en los casos
particulares:

e larecta pasa por el origen,

e larecta es paralela al eje de abscisas,

* larecta coincide con el eje de abscisas,

12 Epsilon, 2017, n° 96, 7-22, ISSN: 2340-714X
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)4 ’
- /"
Figura 3. Tangente a —~ !,
g g e

una curva en el Tratado
el Tratado | =g i

de Geometria analitica

(Cortazar, 1855, lamina III).

* larecta es paralela al eje de ordenadas y, y
e los ejes de coordenadas son rectangulares, por tanto, ©6=90° y ((Sen(g) y =tga
sen -

A continuacion analiza la ecuacion del circulo comenzando en el caso particular en el
que el origen de coordenadas es el centro del circulo y los ejes de coordenadas son rec-
tangulares, para después generalizar el resultado a un punto cualquiera.

En el siguiente apartado se define la elipse como la “curva en la que se verifica que la
suma de las dos distancias de cada uno de sus puntos 4 dos puntos dados es una cantidad
constante” (p. 71); la hipérbola como “una curva en la que la diferencia de las distancias
de cada uno de sus puntos & dos puntos dados es constante” (p. 73); y la parabola como
“la curva en la que se verifica que la distancia de uno cualquiera de sus puntos a un punto
dado es igual 4 la distancia del mismo punto 4 una recta dada” (p. 75).

Para poder hallar la ecuacion de una linea respecto a otro sistema de ejes diferentes,
el siguiente capitulo expone la transformacion del sistema de coordenadas distinguiendo
entre los casos: cambio del origen de coordenadas, siendo los nuevos ejes paralelos a los
originales, cambio de la direccion de los ejes de coordenadas, sin variar el origen y cam-
bios del eje y origen de coordenadas. Al final del capitulo, se aporta un ejemplo concreto
en el que se debe hallar la ecuacion de una circunferencia respecto a los ejes rectangula-
res, dada su ecuacion con respecto a los ejes oblicuangulos.

En los siguientes capitulos se expone la clasificacion de las lineas planas, en parti-
cular las lineas planas algebraicas, cuya ecuacion general es f(x,y) = Ay™+ (Bx+C) y™!
+ (Dx?+ Ex+F) y™2+ ... +(ax™+ bx™!'+ ... + k) = 0. Por otro lado, se realiza el estu-
dio de las de primer orden, que corresponden a las lineas rectas; se resuelve una rela-
cion de ejercicios correspondientes a las lineas rectas y se aplican sus propiedades a
varias demostraciones de teoremas de geometria elemental. Los ejercicios que se apor-
tan son de tipo:

e Calculo de la ecuacidn de la recta conociendo las coordenadas de uno de sus pun-

tos y su direccion.

e Calculo de la ecuacion de la recta conociendo dos de sus puntos.

e Calculo de la ecuacion de la recta perpendicular a una dada, conocido uno de sus

puntos.

Epsilon, 2017, n° 95, 7-22, ISSN: 2340-714X 13
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y
62

Figura 4. Ecuacion normal
en el Tratado de Geometria
! analitica (Cortazar, 1855,
lamina IIT)

e Calculo de la distancia entre dos puntos dados.
e Calculo de la distancia entre un punto dado y una recta conocida.

En los primeros capitulos del siguiente libro, se definen los conceptos de tangente y
asintota de las curvas planas algebraicas (Figura 3).

Posteriormente se estudian dos casos particulares. El primero de ellos parte de la hi-
potesis de que la curva tiene la forma y=f(x); el segundo estudia las curvas de segundo
grado. Por ultimo, se aportan los enunciados y resolucion de algunos problemas rela-
tivos al calculo de las ecuaciones de las tangentes. Los objetivos de los problemas se
clasifican en:

e Calculo de la ecuacion tangente a una curva de la que se conoce su ecuacion por

un punto dado que pertenece a la curva.

e Calculo de la ecuacion tangente a una curva de la que se conoce su ecuacion y la

posicion de los ejes de coordenadas por un punto dado.

e Calculo de la ecuacion tangente a una curva de la que se conoce la direccion de

la tangente.

Asimismo, se estudia el problema del calculo de ecuaciones normales a una curva,
entendiendo por normal a una curva (Figura 4)

La obra continua con el estudio de las asintotas de una curva, a las que define de la
forma, pero en contraposicion al caso de las tangentes, el estudio de las asintotas se rea-
liza de forma general, tanto para curvas algebraicas como trascendentes (Figura 5). Se
distinguen los siguientes casos:

e Las asintotas no son paralelas al eje de ordenadas, en el que las ecuaciones de las

asintotas seran y = cx + d, siendo ¢ “el valor que toma - cuando x = = o0 (p. 123)
X

y siendo d “el valor que toma y — cx cuando x =+ «” (p. 123).

* Las asintotas paralelas al eje de ordenadas, en el que basta con calcular las asin-
totas paralelas al eje de abscisas, tomando x = cy + d andlogamente al caso
anterior.
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Figura 5. Asintotas de
las curvas en el Tratado

de Geometria analitica ﬂ
(Cortazar, 1855, lamina IIT)

Para facilitar el calculo de las asintotas, se aporta un algoritmo de calculo que reduce
los calculos y el tiempo de resolucion. Por ultimo, se aportan numerosos ejemplos que
presentan las diferentes situaciones que los alumnos pueden encontrar a la hora de cal-
cular las asintotas de las curvas.

En el siguiente capitulo se discute la ecuacion de segundo grado Ay?+ Bxy + Cx>+
Dy + Ex + F =0, es decir, se determinan “las diferentes lineas que esta ecuacion puede
representar segun los valores de los coeficientes” (p. 147) y se hallan las formas que tie-
nen dichas lineas. Esta explicacion es complementada con numerosos ejemplos.

En particular, se estudian con detenimiento, a través de sus ecuaciones, las teorias de
las tres curvas de segundo grado: elipse, parabola e hipérbola. Previamente, se reduce
la ecuacion general de cada curva a expresiones mas sencillas representandolas en siste-
mas de ejes rectangulares y trasladando el centro de la curva al origen de coordenadas.

En las tres teorias se estudia de manera analoga:

e Elvalor de los coeficientes de las ecuaciones reducidas. En el caso de la elipse y la

hipérbola con respecto a sus ejes y en la parabola, con respecto a su eje y vértice.

e La construccion de las curvas. En el caso de la elipse, dados sus ejes y en la para-

bola, dado el parametro . La construccion de la hipérbola dados sus ejes se consi-
dera complicada para ser incluida en el tratado.

e Los focos y directrices de las tres curvas.

e Las tangentes y normales de las tres curvas.

Ademas, se estudian las cuerdas suplementarias de la elipse y la hipérbola, los diame-
tros conjugados de la elipse, las asintotas de la hipérbola y los diametros de la parabola.
Las tres teorias desarrolladas permiten la resolucion de los problemas planteados en el
capitulo sobre tangentes de las curvas, a través de estrategias de resolucion mas sencillas.

El tratado contintia con la adopcion de otro sistema de referencia, el de coordenadas
polares, que Cortazar considera “el mas ventajoso en la geometria analitica, despues del
rectilineo” (p. 283). El sistema se basa en “Determinar la posicion de un punto con res-
pecto & una recta dada y 4 un punto dado en ella” (p. 283).

Definido el sistema, se desarrollan las ecuaciones polares de la linea recta, de la cir-
cunferencia, de la elipse, de la hipérbola y de la pardbola, asi como la correspondencia
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para transformar las coordenadas rectilineas en polares y viceversa, acompanadas de va-
rios ejemplos que pueden clasificarse en:
e Hallar la ecuacion polar de la elipse conocida su ecuacion algebraica, siendo el
centro de la elipse, el polo y el eje mayor, el eje polar.
e Hallar la ecuacion polar de la linea recta conocida su ecuacion algebraica.
* Hallar la ecuacién algebraica de la circunferencia, conocida su ecuacion polar.
e Hallar la ecuacion algebraica de la parabola, conocida su ecuacion polar, siendo el
polo, el vértice de la parabola y siendo el eje de la parabola, el eje polar.

Posteriormente se estudian las secciones conicas y cilindricas, como las curvas de se-
gundo grado que se generan mediante las secciones de las superficies conicas y cilindri-
cas; la cuadratura de la elipse, hipérbola y parabola, asi como las curvas semejantes a
circunferencias, elipses, parabolas e hipérbolas.

El ultimo capitulo, correspondiente a la Geometria analitica plana, estudia el nu-
mero de condiciones necesarias para poder hallar la ecuacion de las curvas de segundo
grado. Se entiende que “una curva de segundo grado esta algebraicamente determinada,
cuando el nimero de ecuaciones distintas entre los datos y los coeficientes incognitos
a, b, c... sea igual al nimero de estos coeficientes que sean independientes entre si” (p.
322). Se aportan numerosos ejemplos que complementan las explicaciones. Podemos
clasificarlos en:

e Hallar la ecuacion de la circunferencia conocidos tres puntos.

e Hallar la ecuacion de la elipse conocidos cinco puntos.

e Hallar la ecuacion de la parabola conocidos cuatro puntos.

e Hallar la ecuacion de la hipérbola conocido el centro y tres puntos de la misma.

e Hallar la ecuacién de la elipse dados el centro, uno de sus focos y la directriz co-

rrespondiente a ese foco.

e Hallar la ecuacion de la hipérbola conocido el centro, una directriz y un punto de

la misma.

e Hallar la ecuacion de la parabola dados el eje, la directriz y un punto de la misma.

* Hallar la ecuacion de la elipse, dados el centro, un foco y una tangente a la misma.

La segunda parte del tratado estudia la Geometria analitica en el espacio. Anéloga-
mente al caso de la Geometria plana, para estudiar las ecuaciones de las superficies y li-
neas, se fijan los criterios que permiten determinar un punto cualquiera en el espacio.
Para ello, define planos coordenados y coordenadas de un punto respecto a esos tres pla-
nos. El estudio de los ejes de coordenadas se realiza tanto en el caso en el que los ejes
son perpendiculares entre si como en el caso en el que no lo son.

Tras analizar las formas que toman que en espacio, las ecuaciones de las lineas en el
plano, se estudia la ecuacion de la forma f(x, y, z)=0. Asi se demuestra que “toda ecua-
cion con tres variables corresponde una superficie” (p. 337) y que la forma de dicha su-
perficie se conoce, ya que “si hallamos las intersecciones de dicha superficie con varios
planos paralelos a los coordenados las distancias que hay desde los planos secantes 4 los
coordenados, y la forma de las respectivas intersecciones, manifestaran la forma de dicha
superficie” (p. 338).
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Posteriormente, se aporta la definicion de las ecuaciones de las lineas y las superfi-
cies en el espacio y las soluciones de varios problemas relacionados. Con respecto a la
linea recta son del tipo:

e Hallar las ecuaciones de una recta, que pasa por un punto dado, conociendo los

angulos que sus dos proyecciones verticales forman con el eje Oz.

e Hallar las ecuaciones de una recta que pasa por dos puntos dados.

e Hallar las ecuaciones de una recta que pasa por un punto dado y es paralela a una

recta dada.

e Hallar la relacién entre los coeficientes de las ecuaciones de dos rectas para que

tengan sean secantes, ademas de calcular el punto de interseccion.

e Hallar la distancia entre dos puntos siendo los ejes rectangulares.

* Hallar el d&ngulo que forman dos rectas en el espacio.

e Hallar los angulos que una recta forma con los ejes rectangulares.

* Hallar el coseno del angulo que forman dos rectas, conocidos los cosenos de los

angulos que ambas forman con los ejes rectangulares.

Analogamente, se aporta una relacion de ejercicios con solucion sobre las superfi-
cies, de los tipos:

e Hallar la ecuacion de un plano que pasa por un punto dado y es paralelo a otro
plano dado.

e Hallar la ecuacion de un plano que pasa por tres puntos dados no alineados.

* Hallar la ecuacion del plano que contiene a una recta dada y es paralelo a otra, no
siendo esta ultima paralela a la primera.

* Hallar la ecuacion de un plano que contiene a una recta dada y pasa por un punto
dado no perteneciente a la recta.

* Hallar la ecuacion de una recta que pasa por un punto dado, conociendo un plano
al cual es perpendicular, en el caso en el que los ejes son rectangulares.

* Hallar la ecuacion de un plano que pasa por un punto dado y es perpendicular a
una recta dada, en el caso en el que los ejes son rectangulares.

* Hallar la distancia de un punto dado a un plano dado, en el caso en el que los ejes
son rectangulares.

* Hallar el angulo que forman dos planos, en el caso en el que los ejes son
rectangulares.

* Hallar los angulos que forma un plano con los planos coordenados, en el caso en
el que los ejes son rectangulares.

e Hallar el 4ngulo que forman una recta y un plano dados, en el caso en el que los
ejes son rectangulares.

* Hallar la ecuacion de un plano que contiene a una recta oblicua o es paralela a
otro plano, siendo el primer plano perpendicular al segundo y siendo los ejes
rectangulares.

El estudio de las superficies contintia con los casos de la superficie cilindrica, las su-
perficies de revolucion, como el cono de revolucion o la esfera. Asimismo, se estudia el
caso del paraboloide eliptico, paraboloide hiperbodlico, elipsoide, hiperboloide de una
hoja e hiperboloide de dos hojas (Figura 6).
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Figura 6. Paraboloide eliptico, hiperbolico y elipsoide en el Tratado de Geometria analitica
(Cortazar, 1855, lamina 9)

Se expone a continuacion, la transformacion del sistema de coordenadas con el
mismo objetivo en el caso de la Geometria plana, “teniendo la ecuacion de una super-
ficie con respecto a ciertos ejes, hallar la ecuacion de la misma con respecto a otros
ejes diferentes de los primeros, pero cuya posicion esté determinada con respecto a
estos” (p. 380). Se distinguen dos casos de transformacion: cambio a ejes paralelos a
los originales y cambio de ejes rectangulares a oblicuangulos o rectangulares. Se es-
tudian también las formulas de Euler para pasar de ejes rectangulares a otros también
rectangulares.

En el siguiente capitulo se expone la clasificacion de las superficies, en particular las
superficies planas, cuya ecuacion general es . Se estudian planos tangentes, centros y pla-
nos diametrales de las superficies curvas algebraicas de segundo orden y el calculo de la
ecuacion normal a una superficie. La obra contintia con el estudio de los centros y planos
diametrales de las superficies de segundo orden.

En los siguientes capitulos se estudian las teorias de las superficies: elipsoide, hi-
perboloide de una hoja, hiperboloide de dos hojas, paraboloide eliptico y parabo-
loide hiperbodlico (Tabla 2), aunque previamente, se reduce la ecuacion general de
cada superficie a expresiones mas sencillas representandolas en sistemas de ejes
rectangulares.

Ademas, se estudian los conos asintdticos en el caso de los hiperboloides vy, las sec-
ciones conicas en los casos del hiperboloide de una hoja y el paraboloide hiperbdlico.

Se presenta el mapa conceptual (Figura 7) del contenido de la edicion en el que se
construye y demuestra algebraicamente los elementos y propiedades de la Geometria
plana y del espacio.

18 Epsilon, 2017, n° 96, 7-22, ISSN: 2340-714X



El Tratado de Geometria Analitica de Juan Cortazar a través de sus ediciones
Carmen Leon-Mantero, Maria José Madrid y Dicleny Castro

[Secclcmes cénicas y :Ilindrh:as]
Primer g _{Ecuadbn de la linea recta }—__Pr'obrema.f.
Representacion [Ecuaclbn de la linea
li aIgebra\caﬁgg s Ecuacion de las curvas
Iineas, superficies q A Y d 1
y espacios [Ejes aninl ][c""" s J
Circunferencia,
/[Plana] [Transformacién de ooordenadas} = : elipse, hipérbola y parabola
ia |
analitica
[Cuadratura] Tangentes y normales| _[Problemas
Asintotas
Centros y diametros
Del i Ecuaciones reducidas

[Transformacién de courdenadas] [ Ecuaciones de la linea

Problemas
(Fianos coordenados) (repiemae]
[Ecua:lbn de lineas y superficies

1 Primer grad Ec ion del plano
[Ecuaciones de las superﬂn‘les]

Ecuacion de la superficie cilindrica,
superficie conica, superficies de revolucion,
Segundo arade— paraboloide eliptico e hiperbélico, elipsoide,
hiperboloide de una y dos hojas,
paraboloide eliptico y conoide

I
Tangentes y normales

Centros y planos diametrales
Ecuaciones reducidas

Figura 7. Mapa conceptual del Tratado de Geometria analitica de Cortazar (1855)

Tabla 2. Aspectos que se estudian en las superficies de segundo orden en el Tratado de
Geometria analitica de Cortazar, 1855.

Secciones Planos diametrales y
Forma . Planos tangentes . x .
circulares diametros conjugados
Elipsoide X X X X
H1perb0101de de una X X X X
hoja
Hlperbolmde de dos X X X X
hojas
Paraboloide eliptico X X
Paraboloide X
hiperbolico

En esta nueva edicion, se reduce el nimero de paginas a 379 y cuenta con un
total de 34 capitulos. Se reduce también el nimero de ldminas con representacio-
nes grafica a 8 en total. Con respecto al indice de contenidos, son eliminados algu-
nos capitulos de la primera edicidn, para ser incorporados en otros, siguiendo una
secuenciacion diferente.

Epsilon, 2017, n° 95, 7-22, ISSN: 2340-714X 19



El Tratado de Geometria Analitica de Juan Cortdzar a través de sus ediciones
Carmen Leon-Mantero, Maria Jos¢ Madrid y Dicleny Castro

Una linea cualquiera se representard de una manera ge-
neral por una letra , que serd la razon comensurable 6 in—
comensurable de dicha linea 4 otra que se haya temado por
unidad. Una superficie cualquiera serepresentara de un mo-

* | I i ettt e
2. Si llamamos a 3l valor numérico de una recta hmitada, ¢
lo que es igual, si representamos dicha recta por a, es claro quo
loda linea limitada, recta o curva, lendrd una razon m con la
Teécla a, y por consigniente su valor numérico serd me, 6 10 (que
15 18val, dicha linea limitada quedar represeatada por ma, siep-
'?hu-n. nﬁmom_abatr:_acm y a el valor nemérico de una recta,

Figura 9. Uso de expresiones algebraicas en la segunda edicion del Tratado de Geometria
analitica (Cortazar, 1855; 1862)

Segunda edicion

La segunda edicion fue impresa en Madrid en 1862 en la Imprenta de D. F. Sanchez,
a cargo de D. Agustin Espinosa. Este ejemplar puede encontrarse en las bibliotecas de
las Universidades Complutense y Politécnica de Madrid. Ha sido localizada a través del
repositorio digital de Google Books.

La segunda edicion posee aproximadamente, unas 100 paginas menos que la primera.
Si bien es cierto que, son eliminados algunos de los capitulos y articulos de mayor difi-
cultad, los contenidos que incluye la segunda edicion, son similares. En concreto, se eli-
mina el estudio de las ecuaciones de particulares de rectas y planos, pasando a estudiar
ampliamente el caso general.

Por otro lado, se reorganiza la secuenciacion de los temas, buscando una mayor
conexion entre la exposicion de los resultados y teoremas y su aplicacion a la resolu-
cion de ejercicios y problemas. Por ejemplo, los problemas sobre las rectas y los pla-
nos, se situan tras la explicacion tedrica de sus ecuaciones y no, al final del bloque
correspondiente.

En general, afade mas ejemplos por cada concepto estudiado y particulariza los
enunciados de algunos problemas, por ejemplo, centrando la atencién en el estudio
de las ecuaciones de lineas y superficies con respecto a ejes rectangulares. También
acompaia con expresiones algebraicas algunas demostraciones de teoremas, que cla-
rifican la secuencia de los razonamientos. Un ejemplo de lo anterior, puede obser-
varse en la introduccion de la obra, cuando expone la representacion de las lineas,
superficies y espacios, para poder resolver problemas geométricos a través del Alge-
bra (Figura 9).

Las curvas elipse, hipérbola y parabola son estudiadas en profundidad en ambas edi-
ciones, sin embargo, la segunda edicion incorpora numerosas notas sobre las principales
caracteristicas de estas curvas inmediatamente después de la definicion de cada una de
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ellas, lo que ayuda al lector a asimilar las propiedades de las curvas previamente a la ex-
posicion de cada una de las teorias.

CONCLUSIONES

Si bien Cortazar dejo constancia de que no comprendia la resolucion de los proble-
mas geométricos mediante métodos diferenciales e integrales, desarrollé formalmente
los problemas generales de geometria plana y los del espacio de forma bastante com-
pleta, aunque s6lo hasta las superficies de segundo orden (Irueste, 1912).

La formalidad y rigurosidad caracteristicas de las obras de Cortazar, encuentran su
maxima representatividad en los tratados destinados a los estudios superiores. Aun asi, a
lo largo de la obra se incluyen numerosas notas con sugerencias, ademas de laminas con
representaciones graficas que ayudan al lector en el estudio de la disciplina, en particu-
lar, para reforzar el aprendizaje de las curvas conicas.

Todos los resultados vienen acompafiados de su rigurosa demostracion o de la refe-
rencia en la que se encuentran ubicados, en alguna otra de sus obras. Es destacable tam-
bién la gran variedad de ejemplos y situaciones que se encuentran; desde el estudio de
los nimeros negativos, hasta la resolucion de ecuaciones, pasando por el calculo de ex-
presiones algebraicas.
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Algunos Fenomenos Matematicos que organiza el
concepto de desigualdad
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RESUMEN: En este articulo presentamos un estudio teorico realizado en el marco de
una investigacion en torno a las desigualdades en matemdtica, cuyo proposito es contri-
buir a mejorar la calidad de su enserianza.

Realizamos un estudio fenomenologico que consiste en indagar en textos de matemdatica
avanzada el tratamiento del tema, con la finalidad de identificar fenomenos matemdti-
cos organizados por el concepto de desigualdad. Los fendomenos matematicos que en-
contramos a partir de las definiciones formales son: la ordenacion, la especificacion y
la generalizacion. Ademas analizamos en los textos los tipos de tareas propuestas para
abordarlos. Consideramos que los fenomenos se vinculan con las tareas de: compa-
racion de expresiones, resolucion de inecuaciones y demostraciones de desigualdades
absolutas.

Reflexionamos respecto del tipo de experiencias que es necesario ofrecer a los estudian-
tes para que construyan buenos “objetos mentales” (Freudenthal, 2002) de la desigual-
dad matematica.

PALABRAS CLAVES: Fenomenos,; concepto de desigualdad, andlisis de textos; ma-
temdtica elemental; matematica avanzada

Some mathematical phenomena organizing the
concept of inequality

Abstract: In this article we present a theoretical contribution as part of an investigation
about the inequality, in order to help to improve the quality of the teaching of this theme.
We do a phenomenological study that consists on researching in texts of advanced math-
ematics, with the objective of identifying mathematical phenomena organized by the con-
cept of inequalities in mathematics. The mathematical phenomena that we find from
formal definitions are: ordering, specification and generalization. We also analyze in the
texts the types of tasks proposed to deal with them. We consider that the phenomena are
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linked to the tasks of: comparison of expressions, resolution of inequalities and demon-
strations of absolute inequalities.

We reflect on the type of experience that is necessary to offer students to create optimal
“mental objects” (Freudenthal, 2002) of mathematical inequality.

KEYWORDS: Phainomenon; concept of inequalities, textbook analysis; elementary
mathematics;advanced mathematics

INTRODUCCION

En nuestras practicas como docentes de las asignaturas del primer curso de la for-
macion inicial del Profesor en Matematica, observamos recurrentemente las dificultades
que se presentan en la comprension de algunas definiciones y procedimientos que devie-
nen del uso y analisis incorrecto de las desigualdades.

Algunos de estos problemas se observan en el tratamiento de la definicion de limite
de una funcion, en los procedimientos de acotacion, en la comparacion de expresiones
algebraicas y en otras nociones relacionadas con el calculo y el algebra.

Uno de los procedimientos propios del calculo es la acotacion que requiere un uso
habil de las desigualdades. Segin Noriega (1991, p. 99), es tan importante en el Analisis
Matematico la acotacion que hay quienes dicen que “hacer Andlisis es acotar”. Como
afirma Sinaceur (1992) fue Weierstrass quien eliminé del lenguaje del andlisis toda rela-
cion con el movimiento. Considera que frases como “una variable se acerca a un limite”,
que recuerdan las ideas temporales de Newton, fueron transformadas en desigualdades,
intentando basarlas estrictamente en el manejo puramente algebraico de estas. Ademas
agrega el autor que se debe al mismo matematico la definicion de continuidad que hoy
se llama épsilon-delta. Destaca que en su obra de 1968, Jean Diudonné define explicita-
mente el calculo infinitesimal como “un aprendizaje en el manejo de las desigualdades”,
un aprendizaje que puede resumirse en tres palabras: “minorizacion, mayorizacion, apro-
ximacién”. Claramente estos tres procedimientos requieren destreza en el trabajo con
desigualdades.

Estas cuestiones se ven claramente observadas por Artigue (1995) cuando propone
desarrollar investigaciones que se ubiquen en la transicion algebra-célculo, ya que con-
sidera que no existe un paso natural entre estos dominios sino que se da un desarrollo
cadtico provocando una ruptura que impacta en la comprension de los temas del calculo.
Consideramos que las desigualdades constituyen uno de los temas que forman parte de
esta transicion por lo que en este articulo abordamos su estudio desde el punto de vista
fenomenoldgico, en el sentido de Freudenthal (2002).

Algunas investigaciones en torno a las desigualdades estudian las dificultades de los
estudiantes al abordar el trabajo con desigualdades y formulan propuestas para mejo-
rar el tratamiento en el aula. Tal es el caso de Diez (1996), Malara, Brandoli y Fiori
(1999), Tsamir y Almog (2001), Garrote, Hidalgo y Blanco (2004), Garuti (2003), Kie-
ran (2004), Sackur (2004), Alvarenga (2006). Otras se dedican a indagar concepciones
de estudiantes y docentes sobre el tema, como por ejemplo, Borello, Farfan y Lezama
(2008), Borello (2010) y Halmaghi (2011). Asimismo otros autores estudian las dificulta-
des de los estudiantes en el aprendizaje de las nociones del calculo como Artigue (1995),
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Tall (1995), Azcarate y Camacho (2003) y Calvo (2001). Como Artigue (1995) afirma,
generalmente se han atacado los problemas de incomprension del calculo con reformas e
innovaciones al interior del mismo, sin estudiar todo el proceso que le antecede.
La investigacion realizada tuvo como objetivos:
e Describir los fendmenos que organiza la desigualdad matematica.
* Identificar las tareas que se vinculan con los fendmenos, en relacion con las cues-
tiones que necesita construir el estudiante en la etapa elemental' para comprender
mejor la matemadtica en la etapa avanzada.

En este articulo presentamos una pequefia parte de un estudio mas amplio que realiza-
mos focalizado en los fenomenos que organiza el concepto de desigualdad matematica.
Dicho estudio const6 de dos etapas. En la primera, realizamos un estudio fenomenolo-
gico que consiste en indagar en la historia de la matematica, en la opinion de investi-
gadores y en textos de matematica avanzada con la finalidad de identificar fendmenos
matematicos organizados por el concepto de desigualdad. El hallazgo de estos fenome-
nos constituye un aporte inédito de dicho trabajo. Con este insumo, en la segunda etapa
analizamos el tratamiento del tema en la escuela secundaria, a partir del estudio de opi-
niones de docentes, libros escolares y producciones de estudiantes.

En este trabajo se pretendio proporcionar un aporte tedrico con un estudio fenomeno-
logico de la desigualdad matematica y un aporte practico, con el propdsito de contribuir
a mejorar la calidad de la ensefianza del tema.

El objetivo de estos aportes es reflexionar en torno a las condiciones requeridas para
que los estudiantes construyan buenos “objetos mentales” (Freudenthal, 1983) de la des-
igualdad durante la etapa elemental, para abordar en mejores condiciones el estudio de
nociones matematicas en la etapa avanzada.

Nuestro interés en este articulo es describir el andlisis de libros de texto de mate-
matica avanzada y presentar los fendmenos matematicos que encontramos. La inves-
tigacion se realizd en el contexto de ensefianza de precalculo en Santa Fe (Argentina),
especificamente, el caso de estudio es la cohorte 2012 del primer afio del Profesorado de
Matemaética de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Universidad Nacional del
Litoral. Por lo tanto, las conclusiones reflejan las caracteristicas del proceso educativo
que impacta a esta poblacion estudiantil. Los libros seleccionados para el analisis son los
que utilizaron dichos estudiantes para el abordaje del tema.

MARCO TEORICO

El marco tedrico en el que basamos nuestro estudio proviene principalmente de la
perspectiva de Freudenthal (2002). Este autor afirma que los conceptos, ideas y estructu-
ras (en la mente) sirven para organizar fenomenos del mundo fisico, social y mental. La
fenomenologia de un concepto, estructura o idea matematica significa describirlo en su

1. Adoptamos de Calvo (2001) la distincion entre etapa elemental y etapa avanzada. La primera tiene
lugar en las clases de matematica hasta la escuela secundaria obligatoria, y la segunda esté asociada a la en-
seflanza matematica universitaria.
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L FENOMENO
e Lo experimentado
En la mente
Lo que es objeto de
Concepto de nuestra experiencia
desigualdad con desigualdad

Figura 1. Términos de Freudenthal.

relacion con los fendmenos para los que fue creado y a los que ha sido extendido en el
proceso de aprendizaje de la humanidad. Cuando esta descripcion se refiere al proceso de
aprendizaje de las generaciones jovenes, se habla de fenomenologia didactica, que con-
siste en una manera de mostrar al profesor los lugares en los que el alumno puede entrar
en el proceso de aprendizaje.

Propone comenzar por los fendémenos que solicitan ser organizados y desde aqui en-
sefar a manipular los correspondientes medios de organizacion. En el proceso de cons-
truccion del conocimiento matematico, como se muestra en el Figura 1, distingue entre
fenomeno y noumeno. En palabras del mismo Freudenthal (2001):

Los objetos matematicos son noumena, pero un trozo de matematicas puede ser experi-
mentado como un phainomenon, 1os nimeros son noumena, pero trabajar con numeros puede
ser un phainomenon. (p.1)

e Fenomeno: es aquello que se comprende a través de la experiencia, que queremos
comprender y estructurar.

e Noumeno: corresponde a las entidades de pensamiento, las ideas con las que or-
ganizamos tal fendmeno. Es decir, lo que es capaz de concebirse con la mente.

Una discusion detallada sobre estos términos e ideas de Freudenthal se encuentra en
Puig (1997).

En su postura didactica Freudenthal asume que el objetivo de la accion educativa en
el sistema escolar ha de ser basicamente la constitucion de buenos objetos mentales y
solo en segundo lugar la adquisicion de conceptos tanto temporalmente como en orden
de complejidad.

En nuestra investigacion nos proponemos encontrar los fendmenos matematicos que
son organizados por el concepto de desigualdad.
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Noumeno:
Objeto del
pensamiento

Nuestra
investigacion
v

Concepto de
Desigualdad

I

Fenomeno: aquello de
lo que tenemos
experiencia

Fenomeno matematico
objeto de nuestra
experiencia matematica

Tarea
problemas matematicos en
los que tiene sentido
utilizar el concepto de

Figura 2. Términos en ¢ esliel A

nuestra investigacion.

En el Figura 2 mostramos los sentidos con los que utilizamos los términos en nues-
tro estudio. La expresion concepto de desigualdad para noumeno, es decir lo que esta en
la mente del estudiante referido a la desigualdad. Con respecto a los fenémenos optamos
por describir los del tipo matematico, aquellos de lo que tenemos experiencia matema-
tica. En los textos analizados se presentan distintas tareas, llamamos asi a los problemas
cuya resolucion se vincula con los fenomenos analizados.

ASPECTOS METODOLOGICOS

En el marco de la modalidad cualitativa (McMillan y Schumacher, 2005), llevamos a
cabo una investigacion no interactiva, consistente en el andlisis de libros de texto con el
fin de identificar los aspectos enfatizados en el desarrollo de las desigualdades matemati-
cas. Los documentos de estudio son los textos de matematica avanzada utilizados por los
estudiantes del primer afio de la Formacion Inicial de Profesorado en Matematica, por lo
que se trata de un muestreo intencionado.

Para el desarrollo de la fenomenologia didactica de la desigualdad seguimos el cri-
terio adoptado por Claros Mellado (2010) y Sanchez Compaiia (2012), quienes realizan
una busqueda de fendmenos (del limite finito de una sucesion y de limite finito de una
funcién en un punto, respectivamente) que surgen directamente de las definiciones for-
males, en nuestro caso las propuestas por los textos de matematica avanzada.

Los objetos matematicos suelen presentarse en los textos mediante una definicion;
generalmente unido a la misma esté el procedimiento en el que entran en juego las rela-
ciones y propiedades que los involucran. Indagamos en la definicion que presentan estos
textos con el objetivo de analizar los fendmenos matematicos que organizan. El estu-
dio tiene un caricter exploratorio y la categorizacion inicialmente es inductiva. Para la
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descripcion detallada de los fendmenos recurrimos a herramientas teéricas que ayudaron
a precisar y ampliar la fundamentacion de la categorizacion, de modo que ésta adopta un
caracter inductivo-deductivo.

Seleccionamos los libros que corresponden a la bibliografia basica que contiene el
tema desigualdades en los planes de catedra de las asignaturas Matematica Basica y
Calculo 1, del primer afio de la Formacion Inicial del Profesorado en Matematica (ver
Tablal). Recordemos que dicha busqueda la restringimos especificamente a aquellos fe-
ndémenos del tipo matematico.

Tabla 1. Libros analizados

Libro Asignatura Autores Editorial Titulo Afo
L1 Matematica Lehmann Limusa Algebra 1992
Basica
L2 Calculo I Salas, Hille Reverté Calculus. Una 2002
y Etgen y varias variables

Los libros seleccionados fueron utilizados por los alumnos del caso de estudio.

El libro L1 se utiliza en la asignatura Matematica Bésica donde se trata por primera
vez en la carrera el tema desigualdades. El proposito de la asignatura es ayudar al estu-
diante a pasar por una transicion comoda de la matematica en la etapa elemental al cal-
culo. Para ello, se estudian los temas y métodos esenciales del algebra y el precalculo que
se necesitaran en los estudios posteriores de matematica.

El libro L2 de la Tabla 1 corresponde a la bibliografia utilizada en la asignatura
Calculo I de la carrera mencionada. El objetivo general de esta asignatura es que el
alumno adquiera los conceptos esenciales del calculo diferencial e integral de funciones
de una variable, la habilidad para usar su lenguaje y sus técnicas en problemas analiti-
cos, geométricos y fisicos.

ANALISIS DE LOS TEXTOS
Libro L1

El autor presenta tres definiciones en el capitulo 6 titulado “Desigualdades e inecua-
ciones”. A continuacion analizamos estas definiciones con la finalidad de identificar y ca-
racterizar los fendémenos matematicos que organizan.

Definicion 1: Fenomeno de Ordenacion

Como mostramos en la figura 3, el capitulo 6 titulado “Desigualdades e inecuacio-
nes”’, comienza con la seccidn 6.1 denominada “Introduccion”, donde el autor relaciona
explicitamente la idea de mayor y menor entre dos niimeros con la de ordenacion, y vin-
cula esta ultima con la relacion de orden en el conjunto de niimeros reales.
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Al concepto de mayor y menor entre dos niimeros corresponde el de
ordenacién. La relacién de orden queda restringida a los nimeros reales
y se puede interpretar geométricamente en un sistema coordenado unidi-
mensional (Art. 3.7). En otras palabras, todo nuestro estudio con des-
igualdades se limitard a los nimeros reales. No tiene sentido decir que
un namero complejo es mayor o menor que otro. ,

Aunque ya hemos dado algunas definiciones de términos y simbolos
asociados con las desigualdades, las vamos a repetir, por comodidad, en
los siguientes articulos.

6.2. DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES

Hemos definido una ecuacién como una igualdad entre dos expresio-
nes (Art. 4.2). Si dos expresiones son desiguales, tenemos una desigualdad,
diciéndose que una de las expresiones es mayor o menor que la otra.

Figura 3. Extracto del libro L1 (p.135)

En la seccion 6.2, denominada “Definiciones y Teoremas Fundamentales”, el autor
retoma la definicion de ecuacion para introducir por oposicion la de desigualdad, con-
cepto que utiliza para expresar la idea de que una expresion es mayor 0 menor que otra.

Si asumimos, como el autor lo hace para los nimeros reales, que “al concepto de
mayor y menor” entre dos expresiones “corresponde el de ordenacion”, tenemos directa-
mente vinculado el concepto de desigualdad con la idea de ordenacion.

Como observamos en la Figura 4, a continuacion el autor define mayor y menor. Ade-
mas, destaca que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos apuntan en
la misma direccion; en caso contrario tienen sentidos opuestos.

El autor habla de la desigualdad entre expresiones en las que aparecen variables.
Considera que la variable toma valores en un subconjunto de niimeros reales, nosotros
lo llamaremos dominio de valores admisibles de la variable. Esto es, el conjunto de va-
lores de la incognita para los cuales tienen sentido (son definidos) su primero y segundo
miembro. Es importante aclarar que el autor con el término “expresiones” se refiere a las
expresiones algebraicas que define en los capitulos previos.

Asi como el autor de L1 relaciona mayor y menor con la ordenacion, extendemos
esta idea a las expresiones algebraicas y consideramos que el fenomeno de ordenacion
surge en relacion con la definicion de desigualdad entre éstas.

Fendomeno de Ordenacion: como su nombre indica, la relacion de orden, o simplemente
orden, es la herramienta matematica disefiada para ordenar los elementos de un conjunto.
Los elementos de un conjunto no estan ordenados, claramente a modo de ejemplo {1, 2, 3}
es el mismo conjunto que el {3, 2, 1}. En particular, cuando se trata del concepto de desigual-
dad, los elementos que resultan ordenados son las expresiones en las que aparecen variables.
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El ntmero real x se dice que es mayor que el niimero real y siempre
que x — y sea un numero positivo. Entonces escribimos x > y que se lee
“x es mayor que y”. Asi, 2 > —3, pues 2— (—3) =5 es un numero
positivo.

Se sigue de esta definicién que el nimero real y es menor que el
némero real x siempre que y — x sea un namero negativo. Entonces es-
cribimos y < x que se lee “y es menor que x”. Asi, 5 < 7, pues 5 — 7=
—2 que es un nimero negativo.

El estudiante debe observar que, para ambos simbolos de desigualdad,
la cantidad mayor queda siempre en el lado hacia el cual se abre el sim-
bolo, mientras que el vértice apunta hacia la cantidad menor. También
vamos a introducir otros dos simbolos utiles: a = b, que se lee “a es ma-
yor o igual que b”, y ¢ = d que se lee “c es menor o igual que 4”. En
particular, la desigualdad @ = 0 es un modo conveniente de afirmar que
a representa a todo niimero no negativo.

Se dice que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos
apuntan en la misma direcci6n; en caso contrario tienen sentidos opuestos.
Por ejemplo las desigualdades @ > b y ¢ > d tienen el mismo sentido,
pero las desigualdades @ > b y ¢ < d tienen sentidos opuestos.

Figura 4. Extracto de la Seccion 6.2 del libro L1 (p. 136)

Segun Tarski (1977) la teoria de las relaciones es una de las ramas mas desarrolla-
das de la l6gica matematica. Agrega que en el calculo de relaciones tenemos dos relacio-
nes especiales, la identidad y la diversidad entre individuos. En el calculo de relaciones
se las denota por medio de los simbolos I 'y D, y no por los simbolos =y # empleados en
otras partes de la l6gica.

El orden supone una estructura agregada al conjunto, y se adquiere mediante la defi-
nicion en dicho conjunto de una relacidon apropiada. Para establecer un orden debemos
sefnalar qué elementos preceden a cudles, lo cual se indica mediante la relacion R: “si a
precede a b, entonces (a, b) € R”. Claramente la pareja inversa no puede ser parte de la
relacion, por lo cual pediremos que sea asimétrica. Ademas, si un elemento precede a
otro y éste a un tercero, entonces el primero debe preceder al tercero, por lo cual exigi-
remos transitividad.

La definicion de desigualdad como una relacion que cumple con ciertas propiedades
(tricotomia y transitividad) en un conjunto, nos conduce a plantear la existencia del feno-
meno de ordenacion. Como resultado de la condicion de orden en el conjunto de los nu-
meros reales surgen en paralelo las desigualdades de expresiones. Es facil entender que
este fendmeno esta presente en la necesidad de compararlas y ordenarlas.

30 Epsilon, 2017, n° 96, 23-44, ISSN: 2340-714X



Algunos Fenomenos Matematicos que organiza el concepto de desigualdad
Silvia Bernardis, Liliana Nitti y Sara Scaglia

Definicion 2: Fenomeno de Generalizacion

El autor del libro L1 define dos tipos de desigualdades diferenciandolas de acuerdo
a su dominio de validez: las “desigualdades absolutas” (ver Figura 5) y las “desigualda-
des condicionales o inecuaciones” (ver Figura 6). Este hecho es relevante a nuestro en-
tender para identificar cada uno de estos conceptos en relacion con los fenomenos que
organizan.

Ademas establece una coherencia con el caso de las igualdades en lo que se refiere a
la definicion de identidad y ecuacion.

Una desigualdad absoluta o incondicional es aquella que tiene el
mismo sentido para todos los valores de las variables para los que estan
definidos sus miembros. Son ejemplos de desigualdades absolutas 5 > —7
yx*+1>0.

Figura 5. Extracto de la Seccion 6.2 del libro L1 (p. 136)

Observamos que la expresion “tiene el mismo sentido para todos los valores de las
variables” supone la existencia de una funcidon proposicional cuantificada universal-
mente que serd necesario validar. Esta validacion se concreta para todos los elementos
del dominio de valores admisibles de la variable. Interpretamos que refiere al fenémeno
de generalizacion.

Fendémeno de Generalizacion: se fundamenta en la logica proposicional y en particu-
lar en el principio de generalizacion universal, que establece que: “del ejemplo de sus-
titucion de una funcion proposicional respecto del nombre de un individuo cualquiera
arbitrariamente elegido, se puede inferir validamente la cuantificacion universal de la
funcion proposicional” (Copi, 1999, p. 375).

Por otro lado, observamos que el autor incluye la desigualdad 5 > -7 como ejemplo
de desigualdad absoluta, aun cuando no contiene variables. Este caso es considerado en
nuestro estudio como una desigualdad numérica, que se rige por las nociones de orden
en los reales que naturalmente nos remite al fenomeno de ordenacion.

Definicion 3: Fenémeno de Especificacion
Por otro lado, como observamos en la Figura 6, define desigualdades condicionales.

En la definicién de desigualdad condicional expresa que es aquella que tiene el
“mismo sentido para ciertos valores de las variables”. Esta expresion es relevante ya
que pone de manifiesto que existiran o no valores, que se toman de un dominio admi-
sible, que haran cierta la desigualdad. Esta idea nos remite a la accion de particulari-
zar las variables con valores del dominio. Desde el punto de vista matematico se trata
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Una desigualdad condicional o inecuacién es aquella que tiene el mis-
mo sentido solo para ciertos valores de las variables, tomados entre los
valores para los que sus miembros estin definidos. Son ejemplos de des-
igualdades condicionales o inecuaciones

- x—2 < 3, vélida solo si x < 3;
x2 > 4, valida solo si > 2 & si x << —2.

Figura 6. Extracto del libro L1 pagina 136.

de una cuestion fundamental de la teoria de conjuntos, relacionada con la definicion de
estos objetos. En la teoria axiomatica de conjuntos, uno de los axiomas que fundamenta
la existencia o no de un conjunto, es el de especificacion (Halmos, 1967, p. 15), el cual
es utilizado para justificar la existencia de un subconjunto especificado por la clausula o
condicion dada de un conjunto A. Este hecho se refiere también a la constatacion de la
verdad o falsedad de una proposicion a partir de la verificacion de la existencia o no de
individuos que la satisfacen, tomados de un dominio admisible. Surge de esta manera el
fenomeno de especificacion.

Fenémeno de Especificacion: refiere al dominio de validez de la desigualdad entre
dos expresiones. Se basa en el llamado axioma (esquema) de especificacion destinado a
la formacién de nuevos conjuntos a partir de un referencial, segiin Halmos (1967).

Axioma de especificacion: a todo conjunto A y a toda condicion S(x) corresponde un
conjunto B cuyos elementos son precisamente aquellos elementos x de A para los cuales
se cumple S(x). (...) Para indicar la forma en que B es obtenida de A y de S(x), se escribe:
B = {xe A/S(x)} (Halmos, 1967, p. 15)

Segun Halmos, el axioma de especificacion significa que dada una propiedad S, po-
demos formar un conjunto con los elementos de un conjunto A que satisfacen la propie-
dad. Esta restriccion de la propiedad S a los elementos de un conjunto A previamente
dado, es coherente con la descripcion intuitiva del universo U: todos los elementos de A
deben haberse definido en etapas anteriores, por lo tanto estdn disponibles para ser ele-
mentos de un conjunto.

Ademads menciona que esta restriccion es la idea fundamental de Zermelo para
evitar paradojas del tipo de la de Russell, cuando se daba por supuesta la existencia
de un universo. Para especificar un conjunto no es suficiente dar la propiedad, sino
que también hay que disponer de un conjunto a cuyos elementos pueda aplicarse esa
propiedad.

Otra interpretacion es considerar a una desigualdad con variable como una funcion
proposicional o proposicion abierta. Segun Negrete (2002), una funcidon proposicional
0 proposicion abierta es aquella expresion de la que no puede decirse si es verdadera o
falsa. Por ejemplo, 3x+ /<4 es una funcion proposicional. La caracteristica de la funcion
proposicional es que puede dar origen a una proposicion si se sustituyen las variables
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Figura 7. Fenomenos que organiza la desigualdad.

o si se la cuantifica. Al conjunto de valores que hacen verdadera una proposicion, este
autor lo llama “campo de variabilidad”, lo que coincidiria con lo que llamamos pre-
viamente especificacion. En el ejemplo, el campo de variabilidad de la funcion propo-
sicional 3x+/<4 es B = (-0,1). Es decir, que al sustituir cualquier x € B en la funcion
proposicional, la proposicion resultante es verdadera.

También es interesante analizar que una inecuacion expresa la propiedad que define
por comprension los elementos de un conjunto, es decir hay una variable y una propie-
dad expresada por medio de una relacion de desigualdad, como por ejemplo en el con-
junto B={xe R/ 3x+1<4}. La especificacion de x, en cierta forma, refiere a condicionar
la extensionalidad de un conjunto. Es preciso encontrar los elementos que forman este
conjunto, es decir mostrar, en una especie de extension, cuales son los elementos de este
conjunto. En el ejemplo, B es el intervalo (-oo,1).

Es importante destacar que en las desigualdades condicionales se habla de “solucién”
de la desigualdad, y para abreviar razonamientos se dice a veces que la solucion es un
conjunto de valores de x (por ejemplo el intervalo a<x<b). En realidad se entiende de
esta manera que cualquier valor x de este conjunto es una “soluciéon”. Por ejemplo para
todo x real, encontrar los x tales que x — 3 < 2 consiste en hallar los elementos del con-
junto B= {xe R/x -3 <2} =(-x, 5).

Resumiendo, en el libro L1 identificamos tres fendmenos: ordenacion, especificacion
y generalizacion. En la Figura 7 observamos los fendémenos matematicos encontrados
que organizan las definiciones de desigualdad analizadas. La disposicion de los fendme-
nos en el esquema, obedece a que el de ordenacion atraviesa el trabajo matematico que
involucra una desigualdad y esta presente en una primera instancia, es decir, subyace na-
turalmente debido al paralelo que se establece con el orden definido en el conjunto de
los numeros reales.
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Propiedades de orden

Si a y b son niimeros reales, entonces a es menor que b (a < b) si b — a es un niimero positivo.
Esto es equivalente a decir que b es mayor que a (b > a). Desde el punto de vista geométrico,
a < b si el punto a estd a laizquierda del punto b sobre la recta real. La notacién a < b significa
tanto a < b como a = b (equivalentemente, b > a).

Los nimeros reales estdn ordenados de manera que si a y b son niimeros reales entonces
se verifica solamente una de las siguientes afirmaciones:

a<b, a=b, a>bh. (tricotomia)

Los simbolos <, >, <, > se llaman desigualdades. Las desigualdades satisfacen las siguien-
tes propiedades:

(i) Sia<byb<c,entoncesa<c. (propiedad transitiva)
(ii) Sia < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todos los nimeros reales c.
(iii) Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
(iv) Sia<byc>0,entonces ac < bc.

(v) Sia<byc<0,entonces ac > bc.

Estas propiedades también se verifican para >, <y 2. La propiedad (v) es muy importante:
si se multiplica una desigualdad por una cantidad negativa, entonces la “direccién” de la des-
igualdad se invierte. Las técnicas para resolver desigualdades utilizan estas propiedades, por lo
que se volveran a ver en la seccién 1.3.

Figura 8. Extracto de la Seccion 1.2 del libro L2 (p. 6).

Libro L2

En la seccion 1.2 los autores del libro L2 definen para ntimeros reales las nociones
de mayor, menor y explican el significado de las notaciones que expresan las relaciones
de menor o igual y de mayor o igual. A continuacion enuncian la ley de tricotomia, que
vincula el concepto de orden con las nociones de mayor, menor e igualdad entre niime-
ros reales. Posteriormente enuncian propiedades del orden en R, como mostramos en la
Figura 8.

Después de la referencia a la seccion anterior, los autores contintian en la seccion 1.3
con la siguiente aclaracion: “En esta seccion nos ocuparemos de una clase de desigual-
dades que abundan en el calculo: aquellas que incluyen una variable” (ver Figura 9).

Observamos que no definen formalmente la expresion desigualdades que incluyen
una variable. En la explicacion que realizan, la interpretacion de ésta queda subordinada
a la establecida para la desigualdad de nimeros reales. Es decir, hacen referencia a la de-
finicién de mayor, menor, menor o igual y mayor o igual, la ley de tricotomia y las pro-
piedades del orden.

Segun nuestra interpretacion, el fenomeno que organiza esta caracterizacion de des-
igualdad como la relacién entre expresiones que no son iguales, mencionando las pro-
piedades que cumple esta relacion, es el de ordenacion, en este caso de expresiones que
incluyen variables.
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1.3 DESIGUALDADES

(Todo nuestro trabajo con las desigualdades estd basado en las propiedades de orden de los ni-
meros reales enunciadas en la pagina 6.)

En esta seccién nos ocuparemos de una clase de desigualdades que abundan en el célculo:
aquellas que incluyen una variable.

Resolver una ecuacién en x es hallar el conjunto de los nimeros x para los cuales se veri-
fica la ecuacién. Resolver una desigualdad en x es hallar el conjunto de los nimeros x para los
cuales la desigualdad se verifica.

La manera de resolver una desigualdad es muy parecida a la que usamos para resolver una
ecuacion, pero existe una diferencia importante. Podemos conservar una desigualdad sumén-
dole el mismo nimero a ambos miembros, o restdndole el mismo niimero a ambos miembros,
o multiplicando o dividiendo ambos miembros por un mismo ntimero positivo. Pero si multi-
plicamos o dividimos por un nimero negativo, entonces la desigualdad se invierte:

x-2<4 da x<6, x+4<2da x<2, jx<4 da x<8,

pero
-ix<4 da x>-8

L observar

Figura 9. Extracto de la Seccion 1.3 libro L2 (p. 13)

A continuacion, los autores realizan una explicacion referida a la resolucion de una
desigualdad. En la expresion “resolver una desigualdad en x es hallar el conjunto de los
nimeros para los cuales la desigualdad se verifica” observamos el fenomeno de especifi-
cacion que consiste en definir el dominio de validez de dicha desigualdad. Otra cuestion
importante, a diferencia del texto anterior, es que no se realiza distincion entre desigual-
dades condicionales y absolutas. Es decir, bajo el nombre desigualdades se incluyen
tanto las inecuaciones como las desigualdades absolutas. Cuando se describe la resolu-
cion de una desigualdad se hace en referencia a una desigualdad condicional.

Al final de la seccion 1.3 “Desigualdades” (ver Figura 10) los autores presentan la
desigualdad triangular para nimeros reales, exhibiendo en este caso la demostracion de
una desigualdad absoluta. Segun la caracterizacion realizada en el analisis de L1, consi-
deramos que en esta propiedad esta presente el fenomeno de generalizacion.

En sintesis, en el libro L2 los autores no presentan una definicién formal de desigual-
dad, sino que exponen una descripcion detallada de ejemplos de algunas tareas. En las
mismas, observamos indicios de los fendémenos que encontramos en el texto anterior, a
saber: ordenacion, especificacion y generalizacion.

TIPOS DE TAREAS

Segun Rico, Marin, Lupiafiez y Gémez (2008) el andlisis fenomenologico de estruc-
turas y conceptos matematicos, desde una perspectiva funcional de la matematica esco-
lar, aporta una técnica para mostrar cuales son los sentidos con que se utilizan conceptos
y estructuras. Esta perspectiva pone el acento en el uso y aplicacion de los conceptos,
en los medios y en los modos en que, con ellos, se abordan distintas tareas y cuestiones
cuando dan respuesta a determinados problemas, en definitiva, cuando contribuyen a la
comprension de ciertos fenomenos.
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Llegamos ahora a una de las desigualdades fundamentales del calculo: para dos nimeros
realesay b,

(1.3.7) la+b| <|d| +|b]. g

Se la d§nonﬁna desigualdad triangular por analogia con el principio geométrico “en un tridngulo,
la longitud de cada lado es inferior o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados”.

Demostracion de la desigualdad triangular La demostracién es facil si se piensa en |x|
como A/x2. Obsérvese, en primer lugar, que
(a+b)* = a?+2ab+b><|al* +2|a||b| + b2 = (la| + || 2.
Comparando los extremos de la desigualdad y tomando raices cuadradas, obtenemos
A(a+b)? <|a +b|. (ejercicio 59)
El resultado se obtiene observando que

Ja+b)? = la+b|.

La variante de la desigualdad triangular que aparece a continmacis wemiicn <= presenta en
el célculo: para a y b nimeros reales cualesquiera,

(1.3.8) llal - o]l <la— 5.

La demostracién se deja como ejercicio.

Figura 10. Extracto de la seccion 1.3 del libro L2 (p. 18)

Los autores mencionan que el analisis fenomenoldgico se propone mostrar la vincu-
lacion de conceptos y estructuras matematicas con ciertos fenomenos que estan en su ori-
gen, y que los vinculan con el mundo natural, cultural, social y cientifico. Y esto, con la
finalidad de dotar de sentido el aprendizaje de tales conceptos y estructuras.

Sostienen los autores que cuando se quiere presentar una estructura matematica en
toda su plenitud de significados, se considera la conexion de sus diferentes subestruc-
turas con distintas familias de fenomenos y se vincula con aquellos campos del conoci-
miento donde tiene una utilidad establecida.

Los textos de la Tabla 1 presentan distintas tareas que vinculamos con los fenémenos
analizados. No existe una correspondencia lineal entre los fenomenos encontrados y las
tareas, dado que en los procedimientos de resolucion de estas ultimas aparecen integra-
dos los fenomenos descriptos. Es decir, una misma tarea puede comprender distintos fe-
ndémenos y viceversa. No obstante, es posible hallar una vinculacion central entre cada
tipo de tarea con alguno de los fendmenos, como veremos en breve.

La presentacion siguiente de las tareas es pertinente para nuestra investigacion ya
que nos proponemos encontrar las necesidades conceptuales que requiere el estudio de
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la matematica en la etapa avanzada, con el objetivo de analizar si es que existen rupturas
con respecto al tratamiento del tema en la escuela secundaria.

Los tipos de tareas mas relevantes que encontramos en los textos analizados son las

siguientes:

e Tarea 1: Comparar expresiones (CE). Vinculamos esta tarea fundamentalmente
con el fendomeno de ordenacion, dado que la comparacion conduce a establecer si
una expresion es mayor o menor que otra.

* Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI). Esta tarea esta especialmente vinculada con
el fendmeno de especificacion, dado que se trata de encontrar el dominio de vali-
dez de la desigualdad dada.

e Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA). Esta tarea se vincula central-
mente con el fendmeno de generalizacion, dado que se trata de validar la desigual-
dad para todos los elementos del dominio de valores admisibles de la variable.

Tarea 1: CE

En el libro L1 el autor propone una Unica tarea de este tipo que mostramos en la Fi-
gura 11, en la que, para resolverla, sera necesario encontrar primero la relacion de orden
que se establece para luego respaldar con una demostracion lo que se afirma.

18. Si a y b son nimeros positivos, determinar cuil de las dos siguientes ex-
a+ 2b a+b

o :
a+3 a-+2b
Figura 11. Ejemplo de tarea CE del libro L1 (p. 142)

presiones es la mayor

En el libro L2 encontramos en los ejercicios propuestos tres enunciados de tareas del
tipo CE como se muestra en la Figura 12.

1

54. Ordenar los siguientes términos: 1, x, /x, - cuando 1 < x.
. X

&l=

55. Mismo ejercicio que el anterior con 0 <x < 1.

56. Comparar

Jx x+ 1
x+1 Y x+2

cuando x > 0.

Figura 12. Ejemplo de tarea CE del libro L2 (p. 19)
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Tarea 2: RI

En el libro L1 encontramos el tipo de tarea RI que corresponde al Grupo 22 en la pa-
gina 149 y consta de 50 ejercicios de la seccion 6.4 Desigualdades lineales y a la seccion
6.5 Inecuaciones de segundo grado o cuadraticas.

En cada uno de los ejercicios 1-6, resolver la inecuacién lineal dada y com-
probar el resultado gréficamente.

. x—5>3—n=x. 2. x4+ 43
3. 2x+ 1 < 3x—1, 4, 4x + 10 > 4 — 2x.
5. x—3% > 2x + %. 6.x+1/2<2+£.

Figura 13. Ejemplo de tarea RI del libro L1 (p. 149)

En el libro L2 encontramos esta tarea en los ejemplos propuestos en la presentacion
del tema. Es importante mencionar que en los Ejercicios 1.3 (pagina 19) presenta 66 ta-
reas para esta seccion y propone 43 tareas de tipo RI.

Resolver las siguientes desigualdades y representar el conjunto de
soluciones en la recta real.
1. 2+3x<5. 2. J(2x+3)<6.
3. 16x +64 < 16. 4. 3x+5> 1 (x-2).
5. 3(1+x) <;(1-x). 6.3x-2<1+6x.
7. %=1 0. 8.2 +9x+20<0.
9. x(x—1)(x-2)>0. 10. x(2x-1)(3x-5) <0.
11, ¥ -2x2+x20. 12. x> —4x+4<0.
13. }C<x. 14.x+}620.

Figura 14. Ejemplo de tarea RI del libro L2 (p. 13)
Tarea DDA

En el libro L1 en la seccion 6.3 Desigualdades absolutas presenta el Grupo 21 que
consta de 25 tareas del tipo DDA. Como se muestra en los ejemplos de la Figura 15.
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1. Demostrar que la suma de cualquier ndmero positivo (excepto la unidad)
con su reciproco, es mayor que 2.
2. Si ay b son dos nmeros positivos desiguales, demostrar que

¢a+b_  2ab
~ .
2 a+b
3. Si ay b son positivos y a > b, demostrar que Ve > Vb por un método
independiente del Corolaric 3 del Teorema 6 (Art. 6.2).
4. Si a y b son ntimeros positivos desiguales, demostrar que a/b? + b/a* >

1/a + 1/b.
5. 8i @ y b son nGmeros positivos desiguales, demostrar que a + b <

22/b + b2/a.
6. Si @y b son niimeros positivos desiguales, demostrar que a 4+ b > 2V ab.

Figura 15. Ejemplo de tarea DDA del libro L1 (p. 141)

En el libro L2 los autores presentan 10 tareas del tipo DDA de las 66 propuestas
como ejercicios de la seccion de Desigualdades. Mostramos algunas, a modo de ejem-
plo, en la Figura 16.

57.Sean a y b dos nlimeros que tienen el mismo signo. Demostrar
que (1/b) < (1/a).

58. Sean a y b dos niimeros no negativos. Demostrar que
si a’<b’ entonces a<bh.
59. Sean a y b dos nimeros no negativos. Demostrar que
si a<b entonces .a<./b.

60. Demostrar para dos niimeros reales a y b cualesquiera

la—b| <|a| +|b].

Figura 16. Ejemplo de tarea DDA del libro L2 (p. 18)
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CONCLUSIONES

Esta busqueda fue orientada por la necesidad de encontrar fendmenos que surgen en
las tareas que se abordan con los estudiantes y que pueden iniciarse en la etapa elemen-
tal. Es decir, nos preguntamos: ;es posible iniciar a los estudiantes de la escuela secun-
daria en estos fendémenos?

En este articulo describimos los fendmenos matematicos organizados por el concepto
de desigualdad que encontramos en los textos de matematica avanzada seleccionados.
Los mismos tienen su origen en procedimientos importantes en matematica: la ordena-
cion, la especificacion y la generalizacion.

En la Figura 17 representamos graficamente dichos fendémenos matematicos. Segun
la indagacion realizada en la primera parte del estudio mas amplio que llevamos a cabo,
consideramos que la matemadtica avanzada necesita éstos como insumo. Consideramos
que se vinculan con las tareas CE, RI, DDA.

A partir de los resultados obtenidos en la investigacién mencionada, proponemos las
siguientes recomendaciones para la ensefianza.

* Esnecesario tener en cuenta los fenomenos matematicos que organiza el concepto
de desigualdad, y ofrecer experiencias a los estudiantes abordando distintos tipos
de tareas que enriquezcan su objeto mental desigualdad.

e Las tareas CE involucran a los estudiantes en actividades enmarcadas en el ferno-
meno de ordenacion, y aportan sentido de relacion a la desigualdad. Por ello, es
fundamental promover la interpretacion de la desigualdad con un sentido de rela-
cion entre objetos sin restringirla solamente al concepto de inecuacion.

e Las tareas RI se enriquecen al incluir los casos no tipicos, donde los procedi-
mientos no se automatizan en una btisqueda algoritmica del conjunto solucion.
Comprender que la inecuacion no es una mera complejizacion de la ecuacion,
respecto del conjunto solucion y de su signo, favorece un tipo de aprendizaje
no rutinario. Para ello, estas tareas deben estar fundadas en el reconocimiento
de que los “pasajes de términos” son las transformaciones de una inecuacion en
otras equivalentes.

e Las tareas DDA contribuyen a introducir a los estudiantes en la problematica de
la demostracion matematica y brindan experiencias dentro del fenomeno de gene-
ralizacion. Es importante habituar a los estudiantes a que justifiquen sus decisio-
nes con las herramientas matematicas que poseen, respaldando las afirmaciones
con propiedades conocidas. Como sostiene Dreyfus (2000), “no deberiamos espe-
rar que nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones sofisticadas y
de alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la jus-
tificacion y a la naturaleza del pensamiento matematico” (p. 130).

Finalmente, consideramos que es importante no retardar indebidamente las expe-
riencias de los estudiantes con los distintos tipos de tareas requeridas en la matematica
avanzada. De esta manera los estudiantes alcanzaran un conocimiento preciso y mas pro-
fundo de las desigualdades y serdn capaces de aplicarlas con flexibilidad en contextos
distintos.
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FENOMENOS MATEMATICOS

Ordenacién

Especificacién Generalizacién

pu ™\ TAREAS

Tarea 1: CE

L v
Vs ™\
Tarea 2: Rl
. S

Tarea 3: DDA

S =

Figura 17. Fenomenos y tareas que requiere la matematica avanzada.

REFERENCIAS

Alvarenga, K. (2006). Inecuaciones: un analisis de las construcciones mentales de estudian-
tes universitarios (Tesis doctoral no publicada). Centro de investigacion en ciencia apli-
cada y tecnologia avanzada, Instituto Politécnico Nacional, México.

Artigue, M (1995). La ensefianza de los principios del calculo: problemas epistemologicos,
cognitivos y didacticos. En M. Artigue, R. Douady, L. Moreno y P. Gémez (Eds.), In-
genieria diddctica en la educacion Matematica. (pp. 97-140). México: Grupo Editorial
Iberoamérica.

Azcarate, C. y Camacho, M. (2003). Sobre la Investigacion en Didactica del Analisis Mate-
matico. Boletin de la Asociacion Matematica Venezolana, X(2), 135-149.

Borello, M. (2010). Un planteamiento de resignificacion de las desigualdades a partir de las
prdcticas diddacticas del profesor. Un enfoque socioepistemologico (Tesis de doctorado no
publicada). Centro de investigacion en ciencia aplicada y tecnologia avanzada. Instituto
Politécnico Nacional. México

Borello, M., Farfan, R. M. y Lezama, J. (2008). Relazione tra le concezioni e le idee del do-
cente e I’apprendimento dell’allievo nel caso delle disequazioni. Lo stato dell’arte. La
matematica e la sua didattica, 22 (3), 331-361. Bologna, Italia: Pitagora.

Calvo, C. (2001). Un estudio sobre el papel de las definiciones y las demostraciones en cur-
sos preuniversitarios de Cdlculo Diferencial e Integral (Tesis doctoral no publicada).
Universidad Autonoma de Barcelona.

Epsilon, 2017, n° 95, 23-44, ISSN: 2340-714X 41



Algunos Fenomenos Matematicos que organiza el concepto de desigualdad
Silvia Bernardis, Liliana Nitti y Sara Scaglia

Claros Mellado, F. (2010). Limite finito de una sucesion: fenomenos que organiza (Tesis de
doctorado). Universidad de Granada. Disponible en:
http://fqm193.ugr.es/~fclaros/produccion-cientifica/tesis/ver detalles/7459/

Copi, 1. (1999). Introduccion a la l6gica. Buenos Aires: Eudeba.

Diez, M. (1996). Sobre la simbolizacién en el Algebra. Aplicacién al proceso de aprendizaje
de las desigualdades en Educacion Secundaria (Tesis doctoral). Universidad Complu-
tense de Madrid. Espana.

Dreyfus, T. (2000). La demostracién como contenido del curriculum. En N. Gorgorio, J. Deu-
lofeu y A. Bishop (Coords.): Matematica y educacion. Retos y cambios desde una pers-
pectiva internacional. Barcelona: ICE de la Universidad de Barcelona y Editorial Grao.

Freudenthal, H. (2001). Fenomenologia didactica de las estructuras matematicas. (Textos se-
leccionados). 2 Edicion. Traduccion, notas e introduccion de Luis Puig. México: Depar-
tamento de Matematica Educativa del CINVESTAV-IPN.

Freudenthal, H. (2002). Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. New York:
Kluwer Academic publishers.

Garrote, M., Hidalgo, M. y Blanco, L. (2004). Dificultades en el aprendizaje de las desigual-
dades e inecuaciones. Suma, 46, 37-44.

Garuti, R. (2003). Attivita sulle disequazioni come contesto per lo sviluppo dei concetti di va-
riabile e funzione. Rivista di Matematica della Universita Di Parma 2001, 1-9.

Halmaghi, E. (2011). Undergraduate students’ conceptions of inequalities: sanding the lens.
(Thesis Submitted in Partial Fulfilment of the Requirements for the Degree of Doctor of
Philosophy). Faculty of Education. Simon Fraser University.

Halmos, P. (1967). Teoria intuitiva de los conjuntos. México: Compaifiia editorial continen-
tal S.A.

Kieran, C. (2004). The equation/inequality connection in constructing meaning for inequality
situations. En M. Hoines and A.B. Fuglestad, eds., Proceedings of the 28th Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 1, (pp. 143-
147). Noriega: Bergen. Lehmann, C. H. (1992). Algebra. México: Limusa.

Malara, N., Brandoli, M. T. y Fiori, C. (1999). Comportamenti di studenti in ingresso
all’universita di fronte allo studio di disequazioni. En Jean-Philipe y Maryse Maurel
Actes des Séminaires-SFIDA XII. vol.11I, Modena L’IREM de Nice, pp.XII 13-28.

Mcmillan, J.H. y Schmacher, S. (2005). Investigacion educativa. 5° edicion. Madrid: Pear-
son Addison Wesley.

Noriega, R. (1991). Cdlculo Diferencial e Integral. Cuarta edicion. Buenos Aires: Docencia.

Negrete, J. (2002). Logica elemental. México: Limusa.

Puig, L. (1997). Analisis fenomenologico. En L. Rico (Coord.) La educacion matematica en
la ensenianza secundaria. (pp. 61-94). Barcelona: Horsori.

Rico, L, Marin, A., Lupiafiez, J. y Gomez, P. (2008). Planificacion de las matematicas esco-
lares en secundaria. El caso de los Numeros Naturales. Suma, 58, 7-23.

Salas, S., Hille, E. y Etgen, G. (2002). Calculus. Una y varias variables. Volumen 1. (4ta ed).
Espafia: Editorial Reverté, S.A.

Sanchez, M. (2012). Limite finito de una funcion en un punto: fenomenos que organiza (Tesis
de doctorado). Universidad de Granada.

Sackur, C. (2004). Problems related to the use of graphs in solving inequalities. Proceedings
of the 28th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education, Vol. 1, (pp. 148-151). Noriega: Bergen.

42 Epsilon, 2017, n° 96, 23-44, ISSN: 2340-714X



Algunos Fenomenos Matematicos que organiza el concepto de desigualdad
Silvia Bernardis, Liliana Nitti y Sara Scaglia

Sinaceur, H. (1992). La construction algébrique du continu: calcul, ordre, continuité. En
Jean-Michel Salanskis y Hourya Sinaceur (Edit.) Le labyrinthe du continu: Coloquio de
Cerisy (French Edition). Paris: Springer-Verlag.

Tall, D. (1995). Cognitive Growth in Elementary and Advanced Mathematical Thinking. Ple-
nary lecture, Conference of the International Group Psychology of Learning Mathema-
tics, (1) (161- 175) Recife, Brazil.

Tarski, A. (1977). Introduccion a la logica y a la metodologia de las Ciencias deductivas.
Madrid: Espasa-Calpe.

Tsamir, P. y Almog, M. (2001). Students’ strategies and difficulties: the case of algebraic in-
equalities. International Journal of Mathematical Education in Science & Technology.
32(4), 513-524.

Epsilon, 2017, n° 95, 23-44, ISSN: 2340-714X 43






EXPERIENCIAS

Epsilon - Revista de Educacién Matemdtica 2017, n° 96, 45-60

Un sierpinski en la fachada

Pedro Carlos Moreno Ferrari
IES Averroes. Cordoba. Espana

Resumen: Nuestra idea fue crear una escultura de casi cuatro metros de altura basado
en el Triangulo de Sierpinski. Este proyecto ha sido desarrollado por alumnos de 4° de
ESO del IES Averroes de Cordoba de forma interdisciplinar incluyendo la componente
social, medioambiental, matematica, artistica, técnica y colaborativa.

En primer lugar estudiamos qué es un fractal. Posteriormente, se realizé una camparia
de reciclaje de latas, después se realizo un modelo usando hojas de calculo y Geogebra,
para finalmente construir la escultura.

La evaluacion se llevo a cabo a través de distintas herramientas y se obtuvieron resul-
tados muy satisfactorios.

Palabras clave: Fractal, triangulo de Sierpinski, interdisciplinar, trabajo por proyecto.

Sierpinski’s Triangle on the Facade

Abstract: Our idea was to create a nearly four-metre-high sculpture based on Sier-
pinski’s Triangle. This project was developed by a group of 4 ESO students in Averroes
Secondary School in Cordoba, by an interdisciplinary way which included social, envi-
ronmental, mathematical, artisitic, technological and collaborative components.

First, we studied what is a fractal. Then, we made a campaign for recycling cans. Af-
terwards, we made a model using worksheets and Geogebra and finally we made the
sculpture.

The asssessment was carried out by different tools and we got very satisfactory results.
Key words: Fractal, Sierpinski’s Triangle, interdisciplinary, proyect.

PENSANDO, PENSANDO...

La practica docente en el area de matematicas esta siempre sometida por una buena
parte de la sociedad, y como consecuencia de nuestro alumnado, a la fatidica pregunta:
Ly esto para qué sirve?. El fragil equilibrio en una respuesta convincente marca la di-
ferencia en muchas ocasiones entre el interés y motivacion del alumnado, y su apatia o
simple adoctrinamiento. Por eso, como profesores y profesoras tenemos la obligacion de
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Figura 1: Triangulo de Sierpinski con Geogebra.

dar una respuesta que incline la balanza hacia lo primero, sabedores de que, como com-
plemento nuestro alumnado se estara formando en procesos deductivos, logicos, riguro-
sos y todo lo que la Matematica aporta a la comprension del mundo que nos rodea. Es
por eso que, inspirado en experiencias semejantes llevadas a cabo en muchos institutos
de nuestro pais, se recogi6 la idea, intentando sistematizar los procesos llevados a cabo
y sus implicaciones como proyecto interdisciplinar.

En este sentido, el detonante fue la pregunta: ;por qué no hacemos una escultura para
decorar el instituto basada en las matematicas?. La perplejidad mostrada por el alumnado
(¢pero eso es posible?) fue la respuesta y la razon de ser para crear este proyecto cuyo
final seria decorar la fachada del centro con una escultura de latas recicladas formando
el Triangulo de Sierpinski.

La conviccion de la necesidad de un nuevo marco de aprendizaje ha sido el motor
de este proyecto. En este sentido se ha intentado que ese marco estuviera basado en la
integracion de espacios (dentro del aula — fuera del aula), en la multidisciplinariedad
(necesitabamos conocimientos y capacidades diversas), en la creatividad (el alumnado
puede participar abiertamente de la toma de decisiones), en el trabajo para la comuni-
dad (se va a decorar el centro del que forman parte, la necesidad de limpieza, la con-
ciencia medioambiental), en los materiales (ordenadores, papel, latas, pintura,...), y
en un papel del docente en consonancia con Vergara (2015), quien afirma que “la tarea
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del docente no consistira solo ni principalmente en ensefar contenidos disciplinares
descontextualizados, sino en definir y plantear situaciones en las cuales los alumnos
puedan construir, modificar y reformular conocimientos, actitudes, habilidades, emo-
ciones y valores.”

Ante esta situacion, una metodologia activa, cooperativa e inclusiva (Lopez, 2004),
centrada en el aprendizaje basado en proyetcos (ABP), parecio ser la formula que en-
cajaba a la perfeccion con este proyecto. Por otro lado, la realidad del grupo, diverso
en funcionalidades, expectativas e intereses, presentaba un buen escenario para su
realizacion.

Ademas, el proyecto supuso al alumnado un reto en su proceso formativo que se ubi-
caba entre el dominio de la situacion (pues en apariencia se sentian capaces de asumirlo)
y el desconocimiento (comprendian que le faltaban herramientas para llevarlo a cabo).
Este era el punto que Vygotsky (1986), establecia como el ideal para abordar un apren-
dizaje significativo.

PLANEANDO CON EL ALUMNADO

Aunque existen diferentes modelos en la confeccion del ABP, el hecho significativo
es que esta elaboracion surgid de varias sesiones con el propio alumnado, el cual, una vez
presentado el reto final —la construccion de una escultura con latas recicladas basada en
el triangulo de Sierpinski-, comenzd, a través de dindmicas grupales la organizacion de
sus ideas previas y necesidades. Asi, se establecieron diferentes comisiones de trabajo:
comision de campaiia de reciclaje, comision artistica, comision cientifica, comision téc-
nica y comision divulgativa.

Se definieron contando con la opinién del profesor las tareas, subtareas, responsables
y lugares, segiin puede consultarse en la Tabla 2 (Tareas, subtareas, responsables y luga-
res. Disefio del proyecto).

Figura 2: fase de

limpieza y montaje.
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.Qué, como, cuando?... ;Para qué?

Desde el punto de vista de las competencias y la educacion en valores, la realizacion
de este proyecto ha supuesto el desarrollo de muchas de ellas en distintos ambitos:

Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia (CMCT):

En el desarrollo de la competencia matematica, segun la orden de 14 de Julio de
2016 por la que se establece el curriculo de las Matematicas Orientadas a las ense-
flanzas Aplicadas 4.° ESO de Andalucia, estariamos trabajando sobre los contenidos
y criterios de evaluacion del Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematica
de manera muy intensa, asi como del Bloque 2: Numeros y Algebra y del Bloque 3:
Geometria.

Asi los contenidos relativos a la planificacion, estrategia, modelos, medios tecnologi-
cos, confianza, método cientifico, simulaciones, interpretacion, comunicacion, elabora-
cion de informes compondrian un intenso trabajo curricular del primer bloque.

Sobre el bloque 2, se trabajan los contenidos de potencias, raices e interpretacion de
decimales en la simulacion de la construccion de la escultura, porcentajes (en la elabora-
cion de presupuestos), uso de la calculadora, etc. En el mismo bloque del curso anterior
se habia trabajado el concepto de progresion geométrica que vuelve a ser necesario en
este proyecto. El uso de la hoja de céalculo de Libre Office permitio la sistematizacion de
datos y su prediccion. En este caso aparecieron otro tipo de series de las que se obtuvo
su término general como proceso de induccion (ver tabla 1).

En el bloque 3, correspondiente a geometria, se aplicod el Teorema de Thales y de Pi-
tagoras en el disefio del modelo. Se us6 el programa de geometria dindmica Geogebra
para el disefio grafico, con distintas herramientas para confeccionarlo que dieron pie a
afianzar cuestiones de geometria: rectas, circunferencias, puntos de corte, simetrias etc.
Asi mismo se abordaron los conceptos de area y semejanza y al aproximarnos al mundo
de la geometria fractal pudieron verse como aparecen en la naturaleza, asi como cuestio-
nes historicas y biograficas de algunos célebres matematicos, como Mandelbrot (1985).
También pudieron incorporarse resultados sobre la dimension de los objetos fractales
(Martin, Moran y Reyes 1998) (ver figuras 3 y 4).

Los procesos con Geogebra permitieron usar multitud de elementos para el desa-
rrollo del modelo: puntos simétricos, circunferencias, triangulos, medidas, segmen-
tos, perpendicularidad, etc. Ademas cada alumno pudo crear a su manera el tridngulo
de Sierpinski hecho con circunferencias, siempre que se asegurara el rigor en la cons-
truccion. Las herramientas de calculo permitieron comprobar lo que el modelo teo-
rico afirmaba.

Pero también, a medida que la investigacion avanzaba, pudimos responder a dudas y
cuestiones que se trabajaron a demanda del alumnado, lo cual permitié también para una
parte del alumnado profundizar en conceptos como:
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Area final: introduccion al concepto de limite. Ximoo (1) a=0

Dimension fractal: introduccion al logaritmo e interpretacion de la dimension

_ log3
d= oz ~1,58 .

(Qué relacion existe entre el tridngulo de Pascal y el triangulo de Sierpinski? (figura 5).

Tabla 1. Datos de la escultura y su contenido matematico.

Orden 0 1 2 3 4 5 6 Término Total
"n" general latas

Namero 1 3 9 27 81 243 729 3 1093
de latas

Peso de 15 45 135 405 1215 3645 10935 15-3*
las latas
en gr.

Latas en 1 2 4 8 16 32 64 2?
la base

Longi- 2 4 8 16 32 64 128 2t
tud de la
base con-
siderando
radio=1
Alturas 1| 12+ | 16321 | 114741 | 1930152+ | 1462231241 | 14+V1262-632+1 | 2+(2*-1)\3
en latas 243 2433 2473 2+15V3 24313 2+63V3
"a" con- 3,73 7,20 14,12 27,98 55,69 111,12
siderando
radio=1
Alturaen | 3,00 11,20 21,59 42,37 83,94 167,08 333,36
cm susti-
tuyendo
el radio
por su
verdadero
valor: 3
cm
Longitud 6 12 24 48 96 192 384
de la base
sustitu-
yendo el
radio por
su verda-
dero valor
3cm

En el desarrollo de las tareas de disefio, creacion y montaje de la estructura, desde la
optica de la Competencia en Ciencia y tecnologia se desarrollaron procesos para los que
“se requiere igualmente el fomento de destrezas que permitan utilizar y manipular he-
rramientas y maquinas tecnoldgicas, asi como utilizar datos y procesos cientificos para
alcanzar un objetivo; es decir, identificar preguntas, resolver problemas, llegar a una con-
clusion o tomar decisiones basadas en pruebas y argumentos. (Web del Ministerio de
Educacion, Cultura y deporte. Competencia matematica y competencia basica en cien-
cia y tecnologia).
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. .E!.:E.B+EE+CI.=I+1.21—11+1:2+5-3,?3.
EL= 373

Suponemaos qua &l radio de la ciircunferencia es 1

Figura 3. Calculo de la altura del fractal de orden 1.

SU=SW+WB'+B'U=14/62-3+1=2+127=2+3y3=~7,19

50

Figura 4: Célculo de altura del fractal de orden 2
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Figura 5: Triangulo de Pascal y Triangulo de Sierpinski

Figura 6.
Competencia digital.

De igual manera, la campafia de recogida de latas para la creacion de la escultura su-
puso un trabajo de concienciacion propio y al centro educativo que desarrolla lo enun-
ciado para esta competencia: “Asimismo, estas competencias incluyen actitudes y valores
relacionados con la asuncion de criterios éticos asociados a la ciencia y a la tecnologia,
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Figura 7. Fase de
pintado.

el interés por la ciencia, el apoyo a la investigacion cientifica y la valoracion del conoci-
miento cientifico; asi como el sentido de la responsabilidad en relacion a la conservacion
de los recursos naturales y a las cuestiones medioambientales y a la adopcion de una ac-
titud adecuada para lograr una vida fisica y mental saludable en un entorno natural y so-
cial.” (Web del Ministerio de Educacion, Cultura y deporte. Competencia matematica y
competencia basica en ciencia y tecnologia.)

Competencias Sociales y civicas (CSC):

La metodologia participativa, activa y cooperativa con la que se ha llevado a cabo el
proyecto ya ha supuesto de desarrollo de esta competencia en términos de cooperacion,
comunicacion, empatia y solidaridad puesto que es inherente a la propia dinamica.

Los roles y su discusion en algunas tareas mas creativas (disefio, difusion), mas ru-
tinarias (limpieza, orden) o mas tecnologicas (montaje) supusieron elementos de debate
para discutir y organizar las tareas, pudiendo asi visibilizar cuestiones como la igualdad
efectiva entre hombres y mujeres, o los conceptos de reparto y justicia, que el alumnado
resolvio muy satisfactoriamente.

Conciencia y expresiones culturales (CEC):

El producto final ha sido una escultura de mas de 3 metros de altura, junto con una bo-
ceto del proceso creativo hasta llegar a la misma. El sentido estético ha estado presente
tanto en el disefio de esta creacion, como en las diferentes expresiones usadas para su di-
fusion (video, fotografia, redaccion, presentacion).
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Figura 8. Fractal de
orden 5.

Fue muy destacable el empefio del alumnado por lograr una perfeccion casi total en
ajustar la composicion a lo disefiado, sin permitir excesivos errores, lo cual da muestra
de su buena actitud, lograda a través de la motivacion por realizar un trabajo bien hecho.

Competencia para aprender a aprender (CPAA) y el sentido de la iniciativa y espiritu
emprendedor (SIEE)

Estas dos competencias clave de igual manera han ido siendo el sustento de este pro-
yecto desde sus inicios, pues han sido el motor de investigacion, resolucion de proble-
mas, busqueda de alternativas, etc. que dio como resultado la consecucion del objetivo
que el propio alumnado se habia marcado.

Manos a la obra

En el curriculo del area de Matematicas, se disponen de 4 sesiones semanales. El pro-
yecto se desarrolld durante 5 semanas en las que cada una de las tareas y subtareas se fue-
ron encadenando. Muchas de ellas se iban realizando de manera simultanea obedeciendo
al reparto decidido en las sesiones iniciales.

Disponiamos como recursos materiales: el aula de grupo, pizarra digital, ordenado-
res, un laboratorio de matematicas con grifos y espacios suficientes, cajas de carton, car-
tulinas, rotuladores, pistolas de silicona y recambios, papel secante, perfiles de aluminio
y tornillos, pintura de spray, gafas protectoras, ropa de trabajo, guantes, camara de fotos,
camara de video y mucha ilusion.

Algunos de estos materiales fueron comprados por el alumnado que manejo pre-
supuesto asignado del centro, asesorados por parte de algunos de los familiares de los
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Figura 9. Resultado
final.

alumnos. Se encargaron de hacer la gestion completa el alumnado a través de la Secreta-
ria del mismo, con los requisitos que ésta les marcaba.
La organizacion de la actividad se configurd segun la tabla 3 (cronograma).

Ahora corresponde evaluar

Como hemos venido viendo, el proyecto ha tenido tres tipos de intervencion: indivi-
dual, en comisién y en gran grupo, por lo que su evaluacion se realizé también en esas
tres categorias. Asi mismo, existié una evaluacion por parte del profesorado en las tareas
propias de cada dimension y una autoevaluacion. Con todas estas herramientas se con-
fecciond finalmente una nota cuantitativa y una cualitativa que formaron parte del se-
gundo trimestre del curso.

e Individual: El alumnado tuvo que demostrar sus conocimientos y dominio de los
procesos en cuanto a las progresiones geométricas, conceptos basicos de geome-
tria fractal y uso adecuado del teorema de Pitagoras y de Thales en una situacion
analoga al proyecto que se realizd. Por otro lado el alumnado tuvo que presentar
una hoja de calculo y un documento de Geogebra con el disefio del proyecto tal y
como se habia ido descubriendo.

e Comisiones: Cada una de las comisiones tenia encomendada una serie de tareas
que fueron evaluadas por separado dependiendo de las mismas. Cada uno de los
alumnos del grupo pertenecia a alguna de las comisiones. Algunas de ellas presen-
taron un proyecto final (presentacion, video, presupuestos, etc) evaluado con una
ribrica y documentos de autoevaluacion adaptados del CeDeC (ver referencias).

* Gran grupo: La evaluacion del gran grupo se llevo a cabo a través de una dina-
mica a tal efecto, sefialando los logros, dificultades, y posibles mejoras, asi como
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aspectos de tipo actitudinal, como la colaboracidn, los roles, el apoyo, la empatia
o la organizacion del trabajo. Esta dindmica fue muy enriquecedora.

Las autoevaluaciones consistieron en documentos de reflexion a nivel individual y
a nivel de comision donde, en ese mismo sentido, cada individuo y cada comision va-
lor6 su aportacion al gran grupo y su propio proceso de aprendizaje y cooperacion con
el resto.

Divulgar, difundir, disfrutar

Todas las experiencias enriquecedoras merecen ser compartidas. De la misma forma
que nos hemos inspirado en otras, también, ;por qué no?, ésta podria nutrir otras venide-
ras. El espacio de la red, es un lugar en el que habia que estar segun opinaba el alumnado,
para que compaiieros, familiares y otras personas pudieran ver nuestra creacion. La bita-
cora del centro y nuestro blog “verde” http://iesaverroesenverde.blogspot.com.es/, per-
mitieron la visibilidad del proyecto. Por otro lado se difundié mediante la participacion
en la feria anual del programa ALDEA a través del proyecto RECAPACICLA en Junio
de 2016, y en la colaboracion con los compaiieros de robotica en varios certamenes. El
reciente premio a la experiencia en el Certamen de Experiencias Didacticas ALDEA del
2017, permite que ese compartir tenga un sentido mas profundo. De la misma manera,
recibir el reconocimiento por un trabajo bien hecho, es siempre algo agradable en la tra-
yectoria del alumnado y del profesorado.

Y ahora qué?

Muchas veces en nuestra tarea buscamos dentro de nuestra propia materia aquellos
elementos que nos resultan de interés. Por otro lado estan las motivaciones e intereses
de nuestro alumnado. Considero necesario que estos caminos no sean paralelos, pues las
Matematicas podran pasar por la vida de nuestro alumnado sin pena ni gloria. En cam-
bio, en la medida que algo —incluso aparentemente ajeno a las matematicas— les propor-
cione satisfaccion, orgullo, reconocimiento, alegria, etc. estos sentimientos podran ser la
espoleta para que el alumnado se cuestione, se pregunte, quiera conocer,... que es lo que
el profesorado deseamos que ocurra.

Por otro lado esta experiencia anima a confiar en la capacidad de los y las jévenes para
organizarse, para autoregularse y ponerse retos, para detectar sus carencias y sus forta-
lezas. Creo que en este sentido, la figura del profesor como guia supone un lugar desde
el que observar, apoyar y animar. La intervencion a demanda es un comportamiento que
permite situarnos como profesores en otro lugar desde el que mirar el proceso de ense-
flanza-aprendizaje y a nuestro alumnado como chicos y chicas mas que como alumnos y
alumnas, y ver con menos autoexigencia y mas claridad qué est4 ocurriendo en nuestro
grupo. Todo ello representa muchas ventajas para continuar en esta senda.

Epsilon, 2017, n° 95, 45-60, ISSN: 2340-714X 55



Un sierpinski en la fachada
Pedro Carlos Moreno Ferrari

REFERENCIAS

Lopez, M. (2004). Construyendo una escuela sin exclusiones. Una forma de trabajar con pro-
yectos en el aula. Malaga: Aljbe.

Mandelbrot, B. (1975). La geometria fractal de la naturaleza. Barcelona: Tusquets.

Martin, M.A.; Moran, M. y Reyes, M. (1998): Iniciacion al caos. Madrid: Sintesis.

Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte (s. f.) Competencia matematica y competen-
cia basica en ciencia y tecnologia. http://www.mecd.gob.es/educacion-mecd/mc/lomce/
el-curriculo/curriculo-primaria-eso-bachillerato/competencias-clave/ciencias.html. Con-
sultado 10/03/2016

Rubricas de CeDeC: dependiente del El Instituto Nacional de Tecnologias Educativas y de
Formacion del Profesorado, del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte (s. f.) http://
cedec.ite.educacion.es/. Consultado 10/03/2016

Vergara, J. J. (2015). Aprendo Porque Quiero: El Aprendizaje Basado En Proyectos (ABP),
Paso A Paso. Madrid: Ediciones SM

Vygosky, L. (1986) Pensamiento y Lenguaje. Barcelona: Paidos.

56 Epsilon, 2017, n° 96, 45-60, ISSN: 2340-714X



Un sierpinski en la fachada
Pedro Carlos Moreno Ferrari

ANEXOS

Tabla 2: Tareas, subtareas, responsables y lugares. Disefio del proyecto.

Tarea Subtarea Responsable y lugar
1. Realizacion de una campafia de | 1.1. Crear un cartel Comision de campaiia de
reciclaje de latas de refresco 1.2. Difusion de la campaia. reciclaje. Todo el centro
“Vamos a dar la lata” 1.3. Recogida diaria de latas
2. Conocer el concepto de fractal |2.1. Investigar origen y propiedades | Comision cientifica. Aula
2.2. Elaborar una presentacion sobre
fractales.
2.3.  Exponer presentacion sobre
fractales.
3. Conocer el concepto de progre- [3.1. Conocer y practicar con concepto | Todo el grupo en el aula
sion geométrica de progresion geométrica.
3.2. Conocer y practicar con la suma
de progresiones geométricas
4. Disefo de un modelo 4.1.  Uso de hoja de calculo para sus | Todo el grupo en sala de
dimensiones. ordenadores
4.2. Uso del geogebra para definir el
modelo
5. Limpieza de latas y preparacion | 5.1.  Quitar anillas Todo el grupo en el Labora-
5.2. Lavar las latas torio de Matematicas
5.3. Limpiar espacios
6. Ensamblaje 6.1. Crear fractal de orden 1 Todo el grupo en el Labora-
6.2. Crear fractal de orden 2 torio de Matematicas
Profesorado FPB y perso-
6.6. Crear fractal de orden 6 nal de mantenimiento.
6.7. Almacenamiento
6.8. Reforzar estructura
7. Calculo del presupuesto 7.1.  Elaboracion de un presupuesto Comision técnica. Aula del
7.2. Compras. grupo
8. Pintura 8.1. Pintar los fractal de orden 6, 5, Comision artistica. Patio
4,3,2,1 del centro.
8.2. Limpieza espacios
9. Montaje 9.1. Calculo de dimensiones reales Comision técnica. Fachada
9.2. Decision de la ubicacion y entre- | del instituto.
vista con la direccion del centro. | Profesorado FPB y perso-
9.3. Realizacién del montaje nal de mantenimiento.
10.- Divulgacion 10.1. Realizacion de fotos Comision de divulgacion.
10.2. Realizacion de video del proceso. | Todos los espacios.
10.3. Creacion de material multimedia
de difusion y subida a la red.
10.4. Participacion en la feria “Recapa-
cicla” del programa ALDEA 2016
11.- Evaluacion 11.1. Actividades para la Todo el grupo en su aula.
autoevaluacion.
11.2. Actividades de evaluacion.
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Tabla 3: Cronograma.

Sesion 1 Sesién 2 Sesién 3 Sesion 4 Sesion 5
Organizacion del | Organizacion del 1.1. Crearuncartel | 1.2. Difusiondela |1.2. Difusion de la
proyecto y pre- proyecto 2.1. Investi- campaﬁa. campaﬁa.
sentacion del garorigeny [1.3. Recogidadia- |1.3. Recogida dia-
Triangulo de prop%eda.des ria Fie latgs ria .de lata.s
Sierpinski. 10.1. Realizacion de | 5.1. Quitar anillas | 5.1. Quitar anillas

i fotos 5.2. Lavar las latas | 5.2. Lavar las latas

Fotos y videos 10.2. Realizacion 5.3. Limpiar 5.3. Limpiar

de la escultura de video del espacios espacios
proceso. 10.1. Realizacion de

fotos

10.2. Realizacion
de video del
proceso.

Todo el grupo Todo el grupo 1.1. Comisionde | 1.1. Comisionde | 1.1. Comision de
campana de campana de campana de
reciclaje. reciclaje. reciclaje.

2.1. Comisioén 5.1,52y53Todo |5.1,5.2y5.3 Todo
cientifica. el grupo el grupo
10.1y 10.2. Co- 10.1 y 10.2 Comi-
mision sion difusion
divulgacion
Sesion 6 Sesion 7 Sesion 8 Sesion 9 Sesion 10
1.2. Difusionde | 3.1. Conocery 4.1. Usodehoja |4.2. Usodel 6.1. Crear fractal
la campana. practicar con de calculo geogebra de orden 1
1.3. Recogida concepto de para sus para definir | 6.2. Crear fractal
diaria de progresion dimensiones. el modelo. de orden 2
latas geométrica. 10.1. Realizacion | 10.2. Realizacion | 6.3. Crear fractal

5.1. Quitar anillas | 3.2. Conocery de fotos de video del de orden 3

5.2. Lavar las practicar con proceso. 6.7. Almacena-

latas la suma de miento
5.3. Limpiar progresiones
espacios geométricas

1.1. Comisiéonde | 3.1y3.2. Todoel |[4.1 Todo el 4.2 Todo el grupo. [ 6.  Todo el
campana de grupo grupo. 10.2. Comision de grupo
reciclaje. 10.1. Comision difusion.

5.1,5.2 y 5.3 Todo difusion

el grupo
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Tabla 3: Cronograma.

Sesién 11 Sesion 12 Sesion 13 Sesion 14 Sesion 15
6.2. Crear fractal |6.4. Crear fractal |[2.2. Elaboraruna |[2.2. Elaboraruna |8.1. Pintar los
de orden 2 de orden 4 presenta- presenta- fractal de
6.3. Crear fractal |6.5. Crear fractal cion sobre cion sobre orden 6, 5, 4,
de orden de orden 5 fractales. fractales. 3,2, 1
4 6.6. Crear fractal |7.2. Compras 8.1. Pintar los 8.2. Limpieza es-
6.5. Crear fractal de orden 6 8.1. Pintar los fractal de pacios. Com-
de orden 5 6.7. Almacena- fractal de orden 6, 5, 4, pletar trabajos
6.7. Almacena- miento orden 6, 5, 4, 3,2, 1 individuales
miento 7.1. Elabora- 3,2,1 8.2. Limpieza de tareas 3 y
10.1. Realizacién cion de un 8.2. Limpieza espacios 4
de fotos presupuesto espacios 9.2. Decision de
10.2. Realizacion | 9.1. Calculo de di- la ubicacion y
de video del mensiones entrevista con
proceso. reales. la direccion
10.1. Realizacion del centro.
de fotos 10.2. Realizacion
de video del
proceso.
6.  Todoel 6.  Todoel 2.2. Comision 2.2. Comision 8.1y 8.2. Comi-
grupo. grupo. cientifica. cientifica. sion artistica.
10.1. Comision 7.1. Comision 7.2.y9.1 Comi- 9.2. Comision Resto del grupo
difusion técnica. sion técnica técnica.
10.1. Comision 8.1y 8.2. Comi- 8.1y 8.2. Comi-
difusion sion artistica. sion artistica.
10.1. Comisién 10.1. Comisién
difusion difusion
Sesion 16 Sesion 17 Sesion 18 Sesion 19 Sesion 20
2.3. Exponer 9.3. Realizacién | Recopilacion de 11.1. Actividades | 10.4. Participa-
presenta- del montaje. | materiales produ- para la auto- cion en la
cion sobre jFestejar! cidos por el alum- evaluacion. feria “Reca-
fractales. nado y recogida. 11.2. Activi- pacicla” del
10.3. Creacion dades de programa
de material evaluacion. ALDEA
multimedia 2016
de difusion
y subida a la
red.
Exponer
materiales
individua-
les (tabla,
geometria
dinamica)
2.3. Comisioén Todo el grupo. Todo el grupo. Todo el grupo. Todo el grupo.
cientifica.
10.3. Comisién de
difusion.
Resto del
grupo
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Cordoba, una ciudad muy proporcionada

Fernando Arribas Ruiz
Maria del Carmen Galan Mata
Jaime Gonzalez Cimas
Alvaro Luque Borrego
LE.S. Averroes (Cordoba)

RESUMEN: En este trabajo queremos presentar la experiencia tratando con nuestro
alumnado tanto la proporcion cordobesa, tan presente en nuestra preciosa ciudad, como
otras proporciones notables que aparecen acomparniandola en diversos rincones.

La proporcion cordobesa tuvo gran presencia en la arquitectura cordobesa cuando era
capital del califato, y recupero valor gracias a la labor del arquitecto Rafael de la Hoz.
Hemos planteado una serie de actividades tanto con Geogebra como actividades in situ,
donde el alumnado debe tomar medidas y comprobar proporciones y razones, con las
que se analizan la presencia de dicha proporcion en varios monumentos y elementos ar-
tisticos de la ciudad, abarcando etapas historicas desde la romana hasta la contempo-
ranea, pasando por la tan importante etapa musulmana de la ciudad, y fomentando un
aprendizaje atractivo de la geometria y de la historia de su entorno.

También se hara un estudio de todas las proporciones presentes en la Mezquita, a fin de
comparar la cordobesa con otras mds conocidas en todo el mundo, y de otros elementos
de dicho monumento que tienen un especial interés geométrico, como sus arcos.

Cordoba, a very provided city

Abstract: In this work we want to present the experience dealing with our pupils both
the proportion Cordoba, so present in our beautiful city, and other notable proportions
that appear accompanying it in various corners.

The Cordovan proportion had a great presence in the Cordovan architecture when it was
capital of the caliphate, and recovered value thanks to the work of the architect Rafael
de la Hoz.

We have set up a series of activities with Geogebra as well as on-site activities, where
students must take measures and check proportions and reasons, which will analyze
the presence of this proportion in various monuments and artistic elements of the city,
spanning historical stages since the Roman to the contemporary, passing through the



Cordoba, una ciudad muy proporcionada
Fernando Arribas R., Maria del Carmen Galan M, Jaime G. Cimas y Alvaro Luque B.

important Muslim stage of the city, and encouraging an attractive learning of the geom-
etry and history of its surroundings.

A study of all the proportions present in the Mosque will also be made, in order to com-
pare the Cordoba with other more known around the world, and other elements of this
monument that have a special geometric interest, such as its arches.

Nivel educativo: Hemos desarrollado el proyecto para grupos de 4° E.S.0. Y 1°
de Bachillerato

INTRODUCCION

En el arte hay varias proporciones notables con gran valor estético e historico.
Entre las menos conocidas queremos citar la proporcion cordobesa, que se define
como la relacion entre el radio de la circunferencia circunscrita al octdgono regular y
el lado de éste.

Esta proporcion, que debio tener gran importancia en el arte musulman, del que gran
parte se destruy6 en la Reconquista, toma su nombre de haber dejado sus mayores vesti-
gios en la ciudad de Cordoba. Su descubrimiento y estudio matematico fue iniciado por
el arquitecto Rafael de la Hoz Arderius (1924-2000), madrilefio de nacimiento pero que
se afincd y desarrollé gran parte de su carrera en esta ciudad.

Uno de nuestros objetivos este curso ha sido que nuestro alumnado conozca y va-
lore esta proporcion, mediante actividades de todo tipo, varias de ellas desarrolladas con
Geogebra, cuyo resultado queremos analizar y compartir.

1. CONSTRUCCIONES BASICAS CON GEOGEBRA

Partimos de la razon entre el radio de la circunferencia circunscrita a un octogono regular

el lado del mismo, dicha razon es el conocido como niimero cordobés
y 2

Hemos disefiado una construcciéon en Geogebra que hemos utilizado para explicar
el concepto a nuestro alumnado. Consta de un octogono regular de lado variable, a tra-
vés de un deslizador, la circunferencia circunscrita al mismo y el cociente entre el radio
y el lado. Los alumnos pueden comprobar que al aumentar o disminuir el lado del octo-
gono aumenta o disminuye también el del radio de la circunferencia circunscrita, pero
el cociente entre ambas se mantiene invariable, dando lugar al nimero cordobés. Acom-
pafiando este poligono hemos hecho un decagono regular, con la circunferencia cir-
cunscrita también, asociando su lado al mismo deslizador que al lado del octogono, y
presentando el cociente entre el lado y el radio, dando lugar al nimero dureo. El alum-
nado puede comprobar que también este cociente permanece invariante.
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Figura 1. Plano ruta cérdoba.

2. RUTA DE LAS PROPORCIONES EN CORDOBA

Mostraremos la ruta que hemos disefiado para la visita con el alumnado. La propor-
cion cordobesa aparece en mas lugares de los que sefialaremos aqui (Sinagoga, edificios
de la calle Gran Capitan, convento de las Salesas, etc.); nuestra seleccion se ha basado en
un recorrido para hacer un estudio posterior con el alumnado, visitando los lugares mas
emblemadticos de la ciudad de Cordoba donde aparecen ésta y otras proporciones nota-
bles (figura 1):
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3. LAMEZQUITA DE CORDOBA
3.1. Entorno

La proporcion cordobesa aparece constantemente en la Mezquita (afio 785), junto
con otras proporciones notables. Ejemplo de ello es el Mirhab, del que hablaremos en
profundidad mas adelante, o los arcos de su interior que seran también objeto de estudio.
Nos detenemos ahora en la fachada exterior, concretamente en la Puerta de Al-Hakam
II, que contiene no solo la proporcién cordobesa, sino también la proporciéon aurea (fi-
gura 2):

En los alrededores de la Mezquita nos encontramos también la puerta del Puente
Romano (afio 1572), una de las tres Unicas puertas que se conservan de la ciudad de
Cordoba, junto con la puerta de Almodovar y la Puerta de Sevilla. La puerta en si se com-
pone de un rectangulo cordobés, en cuyo interior se sitia un rectangulo aureo (figura 3):

También en este privilegiado entorno nos encontramos el Triunfo de San Rafael
(afio 1781). El Arcangel San Rafael ostenta el honor de ser el Custodio de Cordoba,
desde que en la Edad Media la peste asoldé Europa diezmando a la poblacion. Cordoba
entera se encomendo6 a San Rafael y milagrosamente la peste paso por la ciudad sin
causar demasiados dafios. En este Triunfo podemos apreciar la razén durea (conside-
rando el monumento en su totalidad) y la cordobesa, sin tener en cuenta la base de la
figura (figura 4):
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Figura 3. Puerta del puente romano

Figura 4. Triunfo de san Rafael
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Figura 5. Arco del Mirhab

3.2 Arcos en la mezquita
El arco del Mihrab de la Mezquita de Cordoba es un arco de herradura califal que cie-

rra a 2 del radio. Pertenece a la Ampliacion de Al-Hakam II (962-966).
El objetivo planteado es construir este arco utilizando el programa Geogebra, como

se puede ver en la siguiente figura 5, a continuacion, calcular el area del mismo para

saber la cantidad de luz que deja pasar.
El area, en funcion del radio R, se puede calcular de la siguiente forma:

En el triangulo EOC se cumple que:
1 . R V3

2= 24— R2 =
R*=a 2 R a 5

1 S
cos(CED)= ZTR (CEO) = 60°

Area del arco del Mihrab = Area circulo completo — Area segmento circular

Area segmento circular = Area sector circular — Area tridngulo
, . RGLR | W3

Area segmento circular = — zR*~—— =3 7R~ R?

3 2 3 4

3

Area del arco del Mihrab = zR>— (% R? — 73 R?)
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Figura 6. Mirhab

3.3 Mirhab

Es habitual que un mismo monumento de Cordoba contenga distintas proporciones
notables en varios de sus elementos, como el Mihrab de la Mezquita, que contiene las
proporciones cordobesa, aurea y raiz de 2. Esto enriquece su estudio pero también lo
complica de cara al alumnado, por lo que hemos desarrollado una actividad en Geogebra
que permite buscar distintas proporciones (con margen de error regulable) sobre la foto
de cualquier monumento (figura 6).

4. MUSEO ARQUEOLOGICO

En su interior se encuentran:

— Sarcofago de Adan y Eva (primer tercio del siglo V) (figura 7): sarcofago paleo-
cristiano columnado en marmol. Sarcofago ampliamente decorado, incluso las enjutas de
los arcos han sido utilizadas para representar escenas secundarias, como los pasajes de la
vida de Jonas. Las escenas principales estan situadas en los cinco espacios en que se di-
vide el frontal y son las siguientes, de izquierda a derecha:

1. Sacrificio de Isaac. Se representa el momento en que el angel sujeta la mano de

Abraham.

2. Negacion de Pedro. Muestra a Cristo y a Pedro en el momento del anuncio de la

negacion de éste; sobre el arbol que hay entre ambos puede verse el gallo.

3. Multiplicacion de los panes y los peces. Este es el tema central de la composicion.

Cristo, que naturalmente ocupa el centro de la escena central, impone sus manos
sobre un plato con un pez y un cesto de panes, que es sostenido por varios apostoles.
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Figura7. Sarcofago de Adan y Eva

4. Adén y Eva en el Paraiso. Representados cubiertos unicamente por hojas, con el
arbol de la ciencia, en cuyo tronco se enrosca el cuerpo de la serpiente.
5. Milagro de la piedra de Horeb. Tema extraido de un evangelio apocrifo, segin el
cual Pedro, al igual que Moisés, hizo brotar el agua de una roca con su vara.
La proporcion cordobesa también se encuentra en las esculturas romanas y griegas
que posee el museo.

5. PLAZA DE CAPUCHINOS

Esta plaza constituye uno de los lugares mas afamados de la ciudad de Cérdoba, y
de ella, el arquitecto Rafael de la Hoz dijo que "Jamads en arquitectura se ha dicho mas
con menos", o el poeta Ricardo Molina "No es mds que un rectangulo de cal y de cieloy.

La plaza de Capuchinos se abre en el siglo XVII sobre unas casas que el marqués
de la Almunia mantenia en la parte noreste de la villa. Su conformacion se produce me-
diante la construccion del convento de Capuchinos en 1633, asi como la de la Iglesia de
los Dolores, cuya terminacion se produce en 1728.

6. TORRE DE LA MALMUERTA
Torre que formaba parte de un recinto fortificado, en el barrio de Santa Marina de

Cordoba, construida a principios del siglo XV
Su planta octogonal es un claro ejemplo de la razon cordobesa:
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Figura 8. Planta Torre Malmuerta

7. CONCLUSIONES

Como hemos podido apreciar Cordoba es una ciudad de ilustres proporciones, que
hemos visitado, comprobado y medido con nuestro alumnado, en ocasiones con ayuda
de programas informaticos como Geogebra, y en otras ocasiones a la vieja usanza, con
metro y calculadora. Para conocer mas y poder compartir la experiencia que hemos te-
nido os invitamos a visitar la Bitacora del IES Averroes, donde podéis encontrar el cua-
dernillo de actividades que desarroll6 el alumnado, fotografias de las visitas, opiniones,
etc.
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Resumen: La orientacion espacial esta presente en los contenidos curriculares de la
Educacion Primaria, sin embargo no existen una amplia variedad de actividades re-
lacionadas con este tema. En este trabajo presentamos una propuesta diddctica que
engloba cuatro ideas que se pueden llevar a cabo en un aula de los ultimos cursos de
Educacion Primaria. El objetivo de este trabajo es que el alumnado desarrolle ciertas
habilidades de orientacion espacial y a la vez que conozca su entorno.

Palabras clave: Orientacion espacial, primaria, mapas, itinerario.

Activities for Space Orientation in real spaces

Abstract: Spatial orientation is a topic included in Primary Education curricular con-
tents, nevertheless it does not exist a large range of activities related with this field. In
this article we present an educational proposal which includes four ideas that can be
performed in the last courses of Primary Education. It is aimed that students will de-
velop skills of spatial orientation and at the same time they will be able to discover their
environment.

Keywords: Spatial orientation, visualization, primary, maps, itinerary.

LITERATURA

En nuestro dia a dia debemos poner en juego habilidades de Orientacion y Visualiza-
cion Espacial. El empleo de estas habilidades resulta imprescindible en profesionales de
la medicina, arquitectura, transporte, fontaneria, carpinteria, ingenieria, topografia, geo-
grafia,... y no menos importante en situaciones cotidianas como el camino para ir a la
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escuela, orientarse en tu ciudad, indicar una direccion, comprender un mapa, o interpre-
tar las lineas del transporte publico, es por ello que resulta importante que el alumnado
desarrolle estas habilidades.

En torno a este tema de trabajo han surgido multitud de investigaciones y propues-
tas, aunque resulta controvertido y aparentemente anarquico en cuanto a la definicion
de Orientacion Espacial y Visualizacion Espacial (Arrieta, 2003). Autores como McGee
(1979) y Tatre (1990) establecen diferencias entre las tareas de Visualizacioén y de Orien-
tacion Espacial: las primeras requieren que la representacion o una parte de ella sean
movidas mentalmente, mientras que las segundas el desplazamiento o cambio de la pers-
pectiva observada por el sujeto.

Para Gonzato, Fernandez y Godino, (2011) en el aprendizaje de la geometria, la vi-
sualizacion y orientacion espacial son consideradas como un conjunto de habilidades
relacionadas con el razonamiento espacial. Se observa “que en cualquier tarea de Orien-
tacion Espacial estan también involucradas habilidades de Visualizacion Espacial” (Gon-
zato y Godino, 2010, p. 48). Por otra parte es importante distinguir los conocimientos o
conceptos que tienen una naturaleza visual, perceptiva, a través de la observacion y la in-
tuicion, de aquellos conceptos verbales o reflexivos a través de los cuales describimos o
comunicamos conocimientos graficos planos o espaciales.

Alsina, Burgués y Alsina (1997, p.15) escriben a este respecto:

La visualizacion espacial corresponde al saber ver el espacio en el cual la intuicion es
el motor que hace arrancar y avanzar la comprension de las distintas relaciones espaciales.
Ahora bien, para que se tenga un conocimiento correcto, hay que analizarlo con las leyes
de la deduccidn logica, para que de esta manera se pueda expresar y comunicar por medio
del lenguaje.

Es decir, aunque en un primer momento debemos trabajar los aspectos, conocimien-
tos o conceptos desde un enfoque visual y perceptivo; posteriormente deberemos tra-
bajar y acercarnos al terreno 16gico y reflexivo para poder asimilar correctamente los
contenidos. Ambos modos podrian considerarse como partes del desarrollo del pensa-
miento y conocimiento geométrico.

Dentro de las tareas de Orientacion y Visualizacion Espacial, Gonzato et al. (2011)
nos proponen diferenciar entre tres familias segun el topico tratado:

* Orientacion estatica del sujeto y de los objetos.

e Interpretacion de perspectivas de objetos tridimensionales.

* Orientacion del sujeto en espacios reales.

La primera de las familias trata las tareas de orientacion del sujeto con respecto a su
propio cuerpo y en relacion a otros objetos asi como la posicion de los objetos con res-
pecto a otros. Comprender e interiorizar el propio esquema corporal es el objetivo de las
actividades o tareas propias de esta familia.

La segunda esta relacionada con tareas o actividades que “requieren reconocer y
cambiar puntos de vista. En estas tareas se construyen técnicas para representar un ob-
jeto o un espacio, y se aprende a leer diferentes tipos de representaciones planas y sus co-
digos” (Gonzato et al., p.104).
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La tercera y ultima de las familias recogen aquellas tareas en las que “se requiere que
el sujeto comprenda el espacio donde se sitlia, su ubicacion y orientacion en el espacio”
(Gonzato et al., p.109). Se incluyen tareas como leer planos, mapas o comprender una
maqueta, del mismo modo que construirlos o dibujarlos. Ademas, es necesario para rea-
lizar este tipo de tareas conectar el esquema corporal con los espacios circundantes, en
ocasiones proyectandolo y conectandolo con los puntos de referencia.

Para desarrollar este tipo de tareas se distinguen tres tipos de estimulos iniciales, es-
timulos que estan directamente asociados a la accion requerida para resolver la tarea:

Espacio real: la accion transcurre o ha transcurrido en el espacio real, sin apoyo
de representacion del espacio.

Representacion espacial: no se realizan las tareas fisicamente, sino que se inter-
pretan informaciones en un plano o mapa.

Espacio real y representacion del espacio fisico: la accion del sujeto transcurre o
ha transcurrido en un espacio fisico y dispone del apoyo de una representacion
del espacio.

Independientemente del estimulo inicial se distinguen cuatro tipos de respuesta:

De representacion: que consiste en la representacion de un espacio o trayecto en
dos o tres dimensiones.

De localizacion de objetos o personas: consistentes en localizar en un mapa o
plano.

De descripcion de trayectos o posiciones.

Fisica: consiste en orientar la representacion del espacio, ejecutar trayectos, ubi-
car objetos en el espacio.

Tabla 1. Tareas para el desarrollo de habilidades de visualizacion y orientacion espacial.

Estimulo inicial Accion Inicial Tipo de respuesta
Espacio Real Explorar el espacio (con | De representacion:
movimiento) * Del espacio: construir maquetas, dibu-
Observar espa- jar mapas/planos
cios, trayectos,... (sin * De trayectos
movimiento) De localizacion de objetos y personas:
Representacion Interpretar informacién | © En un mapa/plano/maquetas
Espacial grafica (localizar ele- * Con coordenadas

De descripcion (verbalmente):
* Trayectos
* Posiciones

mentos, leer trayectos,
interpretar sistemas de
coordenadas,...)

Espacio real + repre- | Relacionar el espacio
sentacion del espacio | con sus representacion

Fisica:

* Orientar la representacion del espacio
(de acuerdo a los puntos cardinales, de
acuerdo a objetos fijos en la realidad)

* Ejecutar trayectos

» Ubicar objetos o personas en el espacio

espacial

Tomado de Gonzato, M., Fernandez, T., y Godino, J. (2011)
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Para la elaboracion de nuestra propuesta se han revisado trabajos como el de Galvez
(1985), en el que se establecen un conjunto de situaciones didécticas entorno a la Orien-
tacion Espacial en un espacio Urbano. Para Galvez la pertinencia de estas actividades re-
side en la necesidad que tanto adultos como jovenes tienen de desplazarse y orientarse en
diferentes situaciones y espacios, por ejemplo cuando se viaja a una ciudad que no se co-
noce o en la necesidad de aprender a desplazarse de forma autonoma por su propia ciudad.

LA PROPUESTA:

Las actividades presentadas estan justificadas curricularmente para el alumnado de
quinto y Sexto de primaria. Tal y como aparece recogido en el Decreto 105/2014, de 4 de
septiembre, por el que se establece el curriculo de educacion primaria en la Comunidad
Autonoma de Galicia en el bloque cuarto de Geometria, aparecen recogidos los siguien-
tes contenidos a desarrollar:

*  “B4.3.Sistemade coordenadas cartesianas. Descripcion de posiciones y movimientos”

e “B4.4. La representacion elemental del espacio, escalas y graficas sencillas”.

Siguiendo la clasificacion propuesta en la tabla 1, en nuestra propuesta nos vamos a
centrar en el tipo de respuesta, de forma que describiremos una actividad para cada uno
de los cuatro tipos que aparecen en dicha tabla.

Durante el desarrollo de las actividades, el alumnado se organizara de diferentes for-
mas (individual, por parejas o en pequeiios grupos) pero siempre potenciando el trabajo
en grupo y el aprendizaje cooperativo, a través del didlogo y la discusion de resultados.
Para llevar a cabo estas actividades los materiales que emplearemos seran boligrafo,
lapiz, papel o cartulina, un callejero y laminas transparentes con un sistema de coorde-
nadas impreso. En la tabla 2 se recogen los titulos de cada una de las actividades que se
van a realizar, indicando el estimulo inicial y el tipo de accion requerida.

Tabla 2. Esquema actividades de la propuesta

Actividad Estimulo inicial Accion inicial Tipo de respuesta
Este es mi cole | Espacio real Explorar el espacio De representacion del
espacio
Mis lugares Representacion Interpretacion de la De descripcion (verbal) de
favoritos espacial informacion grafica posicion.

De localizacion de objetos
en un plano/mapa.

De caminoa ... | Espacio real + repre- | Relacionar el espacio | Fisica. Ejecucion de un
sentacion espacial con su representacion | trayecto.
espacial
(En donde se Espacio real + repre- | Relacionar el espacio | Fisica. Ubicacion de obje-
esconden? sentacion espacial con su representacion | tos en el espacio.
espacial

74 Epsilon, 2017, n° 96, 71-80, ISSN: 2340-714X



Actividades para la Orientacion Espacial en espacios reales
Teresa F. Blanco, Juan Jests Freire P. y Maria Salgado

A continuacion se describen cada una de las actividades propuestas.

Actividad 1. Este es mi cole

En esta actividad el estimulo inicial es el espacio real, la accion inicial que se requiere
es explorar el espacio y finalmente el tipo de respuesta es de representacion del espacio.

En primer lugar se entregard al alumnado una representacion plana muy esquematica
del recinto escolar y del edificio del colegio, en el cual apareceran representados algunos
puntos de referencia, por ejemplo la entrada principal, el patio y el comedor.

Una vez entregado este plano se les explicara que deberan completarlo situando algu-
nos espacios mas: las pistas de baloncesto, el despacho del director/a, el salon de actos,
la biblioteca, el comedor y su aula.

Para ello, junto con el profesor haran un recorrido por el recinto escolar, partiendo
desde uno de los puntos de referencia que aparece en el mapa: la entrada principal. Los
alumnos deberan fijarse y memorizar donde se encuentran algunas aulas, el parque de
juegos, el patio cubierto, etc. Pueden ayudarse del punto de referencia proporcionado y
asi situar cada uno de los espacios solicitados.

Ya en el aula, deberan completar individualmente el plano marcando donde se en-
cuentra su aula, la pista de baloncesto y la conserjeria.

Para finalizar la actividad y con el fin de acercarnos al terreno mas reflexivo, e ir de
este modo asimilando correctamente los contenidos, se solicitara a los alumnos una pe-
quefia descripcion del mapa elaborado con el fin de presentarla al resto de compafieros,
posibilitando un didlogo con la clase.

Actividad 2. Mis lugares favoritos

En esta actividad el estimulo inicial es una representacion espacial, la accion inicial
supone interpretacion de la informacion grafica y el tipo de respuesta que se busca en el
alumnado es de descripcion verbal de posicion asi como de localizacion de objetos en
un plano/mapa.

Durante el desarrollo de esta segunda actividad entregaremos al alumnado un calle-
jero de la ciudad donde viven. Divididos por parejas, cada alumno debera describir ver-
balmente al compafiero la posicion de un espacio o construccion que tenga algin tipo de
significado para él. Por ejemplo, eel parque al que van a jugar, en el que viven sus abue-
los o donde compra las golosinas (Descripcion verbal de una posicion).

En la segunda parte de la actividad la pareja debera sefialar en el callejero la zona o
construccion descrita por su compafiero (Localizacion de objetos en un mapa). Luego
los roles se intercambian.

Finalmente, se entregaran unas laminas transparentes en las que aparecera rotulado
un sistema de coordenadas (Figura 1), y repetiran la actividad pero utilizando esta vez el
material entregado.
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Figura 1. Mapa de
coordenadas alfa-numéricas.

Callejero cedido por
Turgalicia, ©Edilesa.

El objetivo es que los alumnos puedan comprobar que utilizando estos sistemas de in-
tervalos alfa-numéricos o cartesianos puede resultar mucho mas sencillo interpretar in-
formacion grafica y describir la posicion de un objeto o espacio.

Actividad 3: De camino a...

| [TINERARIO:

: * Nos encontramos en Porta Faxeira y nuestro siguiente
paso ¢s avanzar por la calle Bautizados.
| = Al final de la calle entraremos en la Praza do Toural,
t avanzaremos dejando en primer lugar a nuestra taquierda la
i fuente de la plaza por la calle Canton do- Toural hasta-la
| calle Ria das Orfas.
' * En la interseccion de la calle Bautizados con la calle Ria
das Orfas tomaremos la direccién en la que esta calle se
| cruza con las calles Cardenal Paya, Riia Tras Salomé y Ria
- da Caldereria.
| # Seguiremos avanzando por las calles Cinco Rias v Ria do
| Preguntoiro hasta la Praza de Cervantes.
* Desde la Praza de Cervantes continuaremos hasta el cruce
de las calles ROa Algalia de Arriba, Roa Algalia de Abaixo
"y Riia das Animas y tomaremos la calle de nuestra derecha.
'# Cuando lleguemos a la plaza de S, Parga deberemos seguir
+caminando por la calle Ria das Casas Reais hasta Porta do
| Camifio.
\® De frente nos encontraremos las calles Ria de San Pedro y
| San Domingos. De las dos, la gque queda a nuestra
izquierda es la que nos llevari a nuestro destino.

Figura 2. Itinerario que se entregara al alumnado.

76

En esta actividad el estimulo ini-
cial es tanto el espacio real como la
representacion del espacio, la accion
inicial es relacionar el espacio con
su representacion espacial y la res-
puesta debera ser fisica, ya que eje-
cutaran un trayecto de acuerdo a un
itinerario.

Se propone una salida escolar o
se aprovecha una que ya esté auto-
rizada que suponga la realizacion de
un trayecto por la ciudad. Por ejem-
plo, visitar un museo, un monumento
artistico, ir a la representacion de una
obra teatral, etc.

Presentamos aqui un ejemplo de
una salida al Museo do Pobo Galego,
en la ciudad de Santiago de Com-
postela. En primer lugar se dividira
el aula en grupos de tres o cuatro
alumnos, a los que se le entregara un
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Figura 3. Mapa con
itinerario completo.
Callejero cedido por
Turgalica, ©Edilesa.

Figura 4. Interseccion Rua das  Figura 5. Interseccion Rua Alga-  Figura 6. Interseccion Ria
Orfas con Cardenal Paya Tras lia de Arriba con Rta Algaliade  das Casas Reais con Ruia da
Salomé y Caldereria. Abaixo y Raa das Animas. Oliveira.

callejero de la ciudad, y una descripcion del itinerario (Figura 2) que deben seguir para
llegar a su destino. El itinerario se inicia en Porta Faxeira (punto A) y terminara en el
Museo do Pobo Galego (punto B) como se muestra en la Figura 3.

Durante el trayecto, el alumnado se encontrara con diversas intersecciones (Figura 4,
5y 6) en las que debera poner en juego habilidades de orientacion espacial.

Actividad 4: ;En donde se esconden?

En esta tltima actividad el estimulo inicial es tanto el espacio real como la represen-
tacion del espacio, la accidn inicial es relacionar la representacion espacial y el espacio
y la respuesta requerida sera fisica.

La actividad esta planteada como un juego, donde el objetivo es encontrar objetos es-
condidos en un espacio real.

Para comenzar el profesor elige cuatro zonas del recinto escolar (por ejemplo el pa-
belldn, el salon de actos, el parque y la biblioteca) a las cuales asigna un nimero que se
sorteara entre los grupos de alumnos. Cada grupo debera esconder en la zona que le haya
correspondido dos objetos; y posteriormente realizar el mapa de esa zona incluyendo dos
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Actividad 4. ¢En donde se esconden?
Ficha de Registro:

Pabellon

Biblioteca Cubo de Rubik En la estanteria de los libros de Naturaleza

Figuras 7. Ficha de Registro.

elementos de referencia que permitan a los demas grupos orientarse en ese espacio; asi
como la posicion de los dos objetos escondidos.
El juego se puede plantear de dos maneras:
* A cada grupo se les entrega una ficha de registro de los objetos encontrados (Fi-
gura 7). Gana aquel grupo que antes complete la ficha y la entregue al profesor.
* Los grupos competiran para encontrar los objetos escondidos, ganando aquel
grupo que recoja el mayor nimero de ellos.

REFLEXIONES FINALES

Aunque presentes en el curriculo oficial, son escasas las propuestas relacionadas con
la orientacion espacial, y mas concretamente con aquellas en las que el sujeto debe orien-
tarse en un espacio real.

Con estas actividades se pretende que el alumnado desarrolle habilidades espaciales
de una forma ludica, lo que creara un ambiente favorable tanto para la compresion de los
conceptos como para la creacion de actitudes positivas y de empatia hacia las matemati-
cas (Maz-Machado y Jiménez-Fanjul, 2012).

Para finalizar, estas actividades pueden ser trabajadas de manera interdisciplinar con
otras materias como pueden ser Ciencias Sociales o Educacion Fisica, favoreciendo un
aprendizaje mas globalizado del alumnado.
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Resumen: Los fundamentos del conteo se aprenden a edad temprana. Con tres afios,
el recitado de la secuencia de palabras numero debe alcanzar hasta “diez” e, ideal-
mente, hasta “quince”. El recitado es imprescindible para el conteo, y tiene regula-
ridades que se infravaloran, poniendo énfasis solo en la memorizacion. Al tiempo, se
aprenden ideas matematicas importantes relativas al conteo como la correspondencia
uno a uno, el principio de cardinalidad o la funcionalidad del conteo. Describimos el
trabajo de elaboracion de albumes ilustrados para articular el aprendizaje de matema-
ticas importantes e imprescindibles para el conteo a los 3 arios. Explicamos como el
texto y las ilustraciones responden a pautas didacticas emergentes de la investigacion
sobre el pensamiento numérico infantil. Describimos los usos de los dlbumes en el aula
y nuestras expectativas sobre posibles relaciones entre las imdgenes y la actividad ma-
temdatica infantil.

Palabras clave: Conteo, cuentos, educacion infantil, imagenes, literatura infantil, se-
cuencia de palabras numero.

Learning counting and recitation of the number
words sequence: The articulation of important and
indispensable mathematics

Abstract: Counting foundations are learned at an early age. With three years, recita-
tion of the number words sequence should reach up to “ten” and, ideally, up to “fifteen”.
Recitation is indispensable for counting, and has regularities that are undervalued, with
emphasis on memorization only. At the same time, children learn important mathemat-
ical ideas related to counting, such as one-to-one correspondence, the cardinality prin-
ciple, or functionality in counting. We describe the elaboration of children’s books to
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articulate important and indispensable mathematics for the learning of counting with 3
years. We explain how text and illustrations respond to mathematics education ideas that
emerge of research on early numerical thinking. We describe the uses of children’s books
in the classroom, and our expectations about potential relationships between illustra-
tions and children s mathematical activity.

Keywords: Counting, children's books, early years education, images, children’s litera-
ture, number words sequence.

LANECESIDAD DE ARTICULAR LAS MATEMATICAS IMPORTANTES CON
LAS IMPRESCINDIBLES

El pensador espafiol José Ortega y Gasset decia que era crucial no confundir lo im-
portante con lo que solo es absolutamente imprescindible. Por ejemplo, comer es im-
prescindible para vivir, pero no podemos decir que sea lo mas importante en la vida.
Cualquier docente podria elaborar su propia lista de los aspectos que considera impor-
tantes, y otra con los imprescindibles, en la educacion.

En este sentido, abarcar una gran cantidad de contenidos matematicos en el aula
puede provocar un aprendizaje superficial por parte de los estudiantes, corriendo el
riesgo de no construir los cimientos para futuros aprendizajes. El National Council of
Teachers of Mathematics (en adelante, NCTM) indica que un curriculo debe estar cen-
trado en ideas matematicas importantes, bien articuladas a lo largo de la escolaridad, y
que preparen a los nifios para la resolucion de problemas en el aula o en la vida cotidiana
(NCTM, 2003). De acuerdo con esto, los contenidos matematicos que mayor atencion
merecen son los que capacitan a los estudiantes para desarrollar otras ideas importantes y
facilitan la construccién de conocimientos cada vez mas complejos, y con mayor profun-
didad, a medida que avanza la escolaridad. Mas concretamente, las ideas matematicas:

...se consideran importantes por diferentes razones, tales como su utilidad en el desarrollo
de otras ideas matematicas, en la vinculacion de diferentes areas de las matematicas, o en la
profundizacion de la apreciacion de los estudiantes de la matematica como disciplina y como
creacion humana (NCTM, 2003, p. 16).

En nuestro trabajo, también recogemos la apreciacion de Clements y Sarama (2009)
sobre los objetivos del aprendizaje de las matematicas como ideas matemdticas impor-
tantes, refiriéndose con este término a los conceptos y destrezas matematicas centrales
y coherentes, consistentes con el pensamiento de los nifios y que son generativas de fu-
turos aprendizajes (Clements y Sarama, 2009). De este modo, ponemos también el én-
fasis en que la actividad matematica se adecue al desarrollo infantil. Por otra parte,
consideramos matemdticas imprescindibles a aquellos conocimientos matematicos que
pudiendo no tener aplicaciones directas a la vida cotidiana, constituyen prerrequisitos
indispensables para otros conocimientos matematicos. Suele tratarse de procedimien-
tos que tienden a mecanizarse para centrarse en una actividad matematica mas valiosa.
Son mas ricos en conexiones intramatematicas que en relaciones de la matematica con
otras disciplinas.
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En el territorio de las matematicas infantiles, quiza el contenido mas importante sea
el conteo (Clements, 2004). Dentro de los conocimientos requeridos para el aprendizaje
del conteo esta el recitado de la secuencia de las palabras ntimero. Este recitado tiene por
si mismo aplicaciones a la vida cotidiana infantil, lo que hace que tenga sentido para los
pequetios. Por ejemplo, se usa dentro de las rimas de conteo para echar a suertes quién
comienza una actividad. También dentro de algunos juegos, como “el escondite”, como
recurso para ocupar el tiempo necesario para que los participantes se escondan. En estos
casos, el recitado tiene significados matematicos relativos a la aleatoriedad o a la dura-
cion temporal. Sin embargo, este recitado podria ser sustituido por otros que no incluyan
palabras nimero y cumplan las mismas funciones (Rodriguez Pastor, 2006), de modo
que estas aplicaciones podrian considerase de “bajo nivel matematico”. Asi, el mayor
valor del recitado reside en sus conexiones intramatematicas con otros prerrequisitos del
conteo como la correspondencia uno a uno (al usar las palabras numero para etiquetar
objetos) o el principio de cardinalidad (la Gltima palabra niimero recitada indica el car-
dinal de los objetos contados).

Siendo el recitado de la secuencia de palabras numero imprescindible, su aprendizaje
no esta muy prestigiado en ambitos académicos. Suele considerarse un aprendizaje “de
segunda”, fundamentalmente mecdnico y memoristico, y que quiza no sea merecedor de
una propuesta de enseflanza. En nuestra opinion, no nos parece adecuada la expresion
tan habitual referida al recitado de la secuencia de palabras numero como “la cantinela
de los numeros”, debido a sus connotaciones negativas. Segun el diccionario de la Real
Academia Espafiola (DRAE), la palabra “cantinela” es un término coloquial que signi-
fica “Repeticién molesta e importuna de algo”. Como prototipo de frase que transmite
el significado de la palabra, el DRAE propone: “Siempre vienen con esa cantinela”. Pa-
rece como si para privilegiar los contenidos matematicos mas “dignos”, los que implican
mayor reflexion, razonamiento, simbolizacion, etc., hubiese que denostar otros conteni-
dos que, por otra parte, son absolutamente imprescindibles. Esta doble condicion de pre-
rrequisito, que idealmente llega a mecanizarse para liberar recursos para tareas de un
nivel superior, pero es poco valorado matematicamente per se, se aprecia en el extraor-
dinario texto de Borghi (2005), que utilizamos como referencia para organizar talleres
en el aula.

La habilidad puramente lingiiistica de recitar una secuencia de palabras-nimero que coin-
cida con la convencional (uno, dos, tres...) es el presupuesto sobre el que se basa la capacidad
de contar objetos. La memorizacion de la secuencia convierte el recitado poco a poco en algo
automatico y permite desviar la atencion hacia el procedimiento, mas complejo, de contar ob-
jetos (Borghi, 2005, pp. 186-187).

Estando de acuerdo en que hay situaciones de aprendizaje matematicas mucho mas
ricas (digamos importantes) relacionadas con el conteo (Hernandez, 2012; Rada, 2013;
Sierra'y Rodriguez, 2012), nos preguntamos: ;Se trata verdaderamente de una “habilidad
puramente lingiiistica”, de una secuencia a memorizar y automatizar sin mas? Nosotros
pensamos que no. Por eso en este trabajo queremos explicar, en primer lugar, los elemen-
tos matematicos presentes en la secuencia de las palabras nimero. Después, presentare-
mos la propuesta de ensefianza planificada en el Proyecto “jA contar! Matematicas para
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Regularidades en la segunda década de la secuencia de palabras nimero (4-5 afios)

Uno dos tres cuatro  cinco seis siete ocho  nueve diez
once doce trece  catorce quince | dieciséis diecisiete dieciocho diecinueve| veinte
Parte irregular de la secuencia Patron: diez y seis, dieciséis.

Regla de formacion de palabras nimero a partir del veinte (4-5 afios)

Uno dos tres cuatro cinco seis siete ocho nueve diez

Veintiuno  veintidés  veintitrés veinticuatro veinticinco veintiséis veintisiete veintiocho veintinueve| treinta

Patron: veinti- + uno, veintiuno

Regularidades en el conteo oral de diez en diez (5-6 afios)

Uno dos tres  cuatro  cinco seis siete  ocho nueve | diez

diez  veinte | treinta cuarenta cincuenta sesenta setenta ochenta noventa| cien

Patron: och- + -enta, ochenta
La conexion entre décadas (5-7 afios)

...treintaicinco, treintaiséis, treintaisiete, treintaiocho, treintainueve, ... :]

Diez veinte | treinta — cuarenta ‘

Figura 1. Aspectos matematicos en el recitado de la secuencia de palabras namero.

pensar” (De Castro y Hernandez, 2015) para el aprendizaje del recitado de la secuencia.
Las actividades de esta propuesta se articulan con otras tareas, como las de cuantifica-
cion, que tienen por objetivo la funcionalidad del conteo.

ASPECTOS MATEMATICOS DEL RECITADO DE LA SECUENCIA DE PALA-
BRAS NUMERO

Desde el punto de vista matematico, la secuencia de palabras nimero que utilizamos
para contar es muy diferente de otras listas que debemos acabar memorizando como re-
quisito para dominar otro procedimiento mas complejo. Por ejemplo, la memorizacion
del abecedario es necesaria para localizar con rapidez las palabras en un diccionario con-
vencional en papel (no en uno online). Sin embargo, las letras del abecedario no mues-
tran la estructura que si podemos percibir en la secuencia de palabras numero. En efecto,
las palabras nimero, mas alla de ser una lista convencional, constituyen un sistema de
numeracion oral, un “sistema multiplicativo y de base 10 pero con irregularidades. Es un
sistema multiplicativo porque define simbolos no sélo para los numeros anteriores a la
base sino también para la base y sus potencias” (Cid, Godino y Batanero, 2003, p. 189).
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Algunas regularidades de este sistema de numeracion oral son especialmente importan-
tes en la educacion infantil (Figura 1).

ORIENTACIONES CURRICULARES Y DE INVESTIGACION SOBRE EL CON-
TEO Y EL RECITADO DE LA SECUENCIA DE LAS PALABRAS NUMERO

Algunos documentos actuales sobre el curriculo matematico de educacién infan-
til presentan referencias por edades para el aprendizaje de la secuencia de las pala-
bras niamero. Clements y Sarama (2004) recomiendan que, entre los 2 y los 4 afios,
se aprenda la secuencia hasta el “diez”. A los 4-5 afos, hasta el “treinta” (o mas) ha-
ciendo un especial énfasis en los patrones en el conteo oral; es decir, sabiendo que
“veintiuno, veintidos...” acaba igual que “uno, dos...” (Figura 1). Con 5-6 afios, la
secuencia puede llegar a “cien”, incluyendo el conteo de diez en diez, con especial
atencion a los patrones. Por ejemplo, “sesenta, setenta, ochenta...” se parecen a “seis,
siete, ocho...”. Los Focos Curriculares para Prekindergarten (Fuson, Clements y
Beckmann, 2010) proponen para los nifios mas pequefios de 2-3 afios iniciarse con
el recitado hasta el “seis”; cuando avanzan en 2-3 afios, llegar hasta el “diez”, fami-
liarizarse con la segunda década (del once al veinte) y comenzar a percibir la regla
de formacién de las palabras de “veinte” a “treinta”. Se espera que, con practica ade-
cuada, en el curso de 4-5 afios nifas y nifios alcancen hasta “treintainueve” en el re-
citado y que el objetivo sea llegar al recitado hasta “cien” al final de la educacion
infantil (pp. 13-16).

El National Research Council organiza los contenidos importantes referentes al nu-
mero en tres nicleos: nimeros, relaciones y operaciones (NRC, 2009). La secuencia nu-
mérica es uno de los cuatro aspectos del nucleo del numero para las primeras edades,
junto con la cardinalidad, la correspondencia uno a uno y la escritura de los simbolos nu-
méricos (NRC, 2009). Estos cuatro aspectos, que comienzan a adquirirse aisladamente,
van después relacionandose y permitiendo el desarrollo de los tres nticleos del nimero,
abarcando las relaciones y operaciones.

La secuencia de las palabras numéricas tiene un orden establecido y es infinitamente
larga. Cada palabra-niimero es Unica y tiene un Unico sucesor. Se utiliza en el conteo de
objetos para indicar la cantidad de objetos que hay en una coleccion. Para ello, se debe
establecer una correspondencia uno a uno entre las palabras numero enunciadas y los
objetos sefialados durante el conteo. E1 NRC (2009) distingue cuatro niveles de pensa-
miento para el camino de aprendizaje de los nticleos del nimero en las primeras edades.
A continuacion, describimos estos niveles haciendo referencia sobre todo a lo relacio-
nado al aprendizaje de la secuencia numérica.

En el primer nivel, de 2 a 3 afios, los nifios comienzan a desarrollar los cuatro as-
pectos importantes del nicleo del nimero por separado. Los nifios pueden aprender
la secuencia numérica escuchando o recitando las palabras nlimero sin hacer ninguna
actividad o coordinandola con algtn tipo de actividad (NRC, 2009). Inicialmente son
capaces de enunciar la secuencia numérica hasta el 6 sin aplicarla a una coleccion de
objetos. Realizan adecuadamente la correspondencia uno a uno al aplicar la secuencia
numérica a una coleccion de hasta 3 objetos. Mas tarde, recitan la secuencia numérica
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hasta 10 y cuentan hasta 6 elementos, repitiendo la Gltima palabra numérica como car-
dinal del conjunto. Comienzan a recitar términos irregulares de once a quince, y las
primeras décadas irregulares (en inglés, twenty, hasta fifty, en espafol, diez, veinte)
y algunas combinaciones de decenas y unidades hasta 29 como veintiuno, veintidos
(NRC, 2009). En este nivel, respecto al ntcleo relacional y operacional, las estrate-
gias se basan en la correspondencia uno a uno entre colecciones de objetos o en la
subitizacion.

En un segundo nivel, sobre los 4 afios, los nifios extienden los conocimientos ante-
riores a nimeros mas grandes. Los nifios comienzan a dominar el recitado de términos
irregulares hasta quince, las décadas hasta cincuenta y combinaciones de decenas y uni-
dades hasta 39. Cuentan colecciones de hasta 15 objetos, y desarrollan la capacidad de
formar una coleccidn con 7 objetos, aplicando la secuencia, lo que supone recordar una
palabra nimero durante el conteo. Esto permite comparar colecciones hasta 5 elementos
mediante el conteo, y problemas verbales mediante modelizacion con objetos o dedos,
formando pequefias colecciones de objetos, realizando las acciones pertinentes y con-
tando las colecciones resultantes, con la cantidad mayor del problema menor o igual que
8 (NRC, 2009).

En un tercer nivel, sobre los 5 afios, los nifios conocen las décadas hasta 100, cuen-
tan oralmente de 10 en 10 hasta 100, lo que refuerza el concepto de agrupamiento de 10.
También recitan la secuencia hasta 100. Dominan la correspondencia uno a uno entre pa-
labras niimero y objetos hasta 25. En el ntcleo de relaciones, comparan el cardinal de
dos colecciones de hasta 10 objetos a través del conteo y resolver problemas por mode-
lado directo con totales de hasta 10 objetos (NRC, 2009).

En el cuarto nivel, ya en la educacion primaria, los alumnos deben haber integrado
los cuatro aspectos del nucleo del numero. Son capaces, tanto de contar de 10 en 10 hasta
100, como de contar decenas (una decena, dos decenas, ...). También aplican la secuen-
cia de palabras nimero a colecciones de objetos distribuidas en grupos de 10, contando
de 10 en 10 cada grupo, y de 1 en 1 el resto de objetos. En este nivel, los nifios resuelven
problemas verbales con estrategias de conteo, en las que comienzan a contar a partir de
una palabra niumero diferente de “uno” (NRC, 2009).

La teoria de Karen Fuson sobre la adquisicion y elaboracion de la secuencia numérica

Fuson (1992) describe el aprendizaje de la secuencia de palabras nimero distin-
guiendo fases de adquisicion y niveles de elaboracion. Con “adquisicion” de la secuencia
se refiere al recitado de la lista de palabras, teniendo en cuenta las unidades de distinto
orden (uno, dos, tres, ... diez, veinte, ...), las palabras irregulares, excepciones que no
siguen la regla de formacion general (“once”, “doce”... no siguen la regla “dieciuno”,
“diecid6s”), o no guardan similaridad fonética con las palabras del mismo numero de
unidades de orden inferior (“veinte” no suena igual que “dos”) y las reglas para com-
binarlas. La construccion de la secuencia de palabras numero no se realiza de una vez.
En las secuencias infantiles se pueden distinguir: una parte inicial convencional y esta-
ble, un segundo tramo no convencional, pero que sigue siendo estable y, finalmente, una
parte no convencional ni estable (Figura 2).
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Paralelamente, Fuson (1992) describe varios niveles en la elaboracion de la secuen-
cia numérica, basandose en las relaciones de orden y equivalencia, y operaciones que
hacen que la secuencia de palabras se construya de forma mas sofisticada y compleja.
En un primer nivel hilera, los nifios enuncian la secuencia numérica como una estruc-
tura entera unidireccional sin distincion de elementos y sin establecer ninguna relacion
entre ellos. En el segundo nivel, llamado cadena irrompible, los nifos distinguen las
palabras nimero que la forman pudiendo establecer relaciones como anterior o poste-
rior, pero tienen que empezar siempre desde el uno. El tercer nivel, cadena rompible, los
nifios establecen la relacion “entre” dos numerales y son capaces de contar desde un nu-
mero hasta otro en ambas direcciones. El cuarto nivel, cadena numerable, 1os nifios uti-
lizan los numerales como items que se pueden contar y son capaces de ver el numero de
numerales que hay entre dos numeros. Ademas, pueden llevar el rastro de las palabras
nimero que van enunciando, controlando la cantidad de palabras que enuncian. Final-
mente, el nivel cadena bidireccional, implica total dominio de la secuencia de numera-
les. Este permite evolucionar en las estrategias de resolucioén de problemas aritméticos,
ya que cuando los nifios estan en el nivel de cadena numerable, su nivel de elaboracion
de la secuencia les permite emplear estrategias como contar a partir de un sumando sin
objetos (Fuson, 1992).

La adquisicion y la elaboracion de la secuencia son necesarios para aprendizajes pos-
teriores (Fuson, 1992). La adquisicion permite alcanzar un recitado estable y convencio-
nal. Los niveles de elaboracion explican como la secuencia recitada de palabras nimero
va convirtiéndose poco a poco en un modelo, en una herramienta para resolver proble-
mas aritméticos, que permite el paso de estrategias de modelizacion a las de conteo.
Cuando los nifios alcanzan el nivel de cadena numerable de la secuencia numérica pue-
den evolucionar del uso de estrategias de modelizacion directa a estrategias mas eficien-
tes como son contar a partir de un nimero o “contar hasta”. Las fases de adquisicion y
elaboracion de Fuson son el perfecto ejemplo de articulacion de matematicas importan-
tes (el uso de estrategias avanzadas como el conteo a partir de un nimero “counting on’)
y matematicas imprescindibles (el recitado de la secuencia). La adquisicion de la secuen-
cia es un prerrequisito para la elaboracion.

Observaciones del aula de 3 anos

La investigacion y los documentos curriculares nos proporcionan una informacion
fundamental para el trabajo en el aula. Sin embargo, en estas edades abundan las varia-
ciones en el desarrollo, las influencias socioculturales, las diferencias en los estimulos y
las oportunidades de aprendizaje recibidas (NRC, 2014). Pero mas alla de las orientacio-
nes que ofrecen la teoria y los documentos curriculares, resultan indispensables los ajus-
tes en las propuestas. La Tabla 1 nos trae directamente del aula de 3 afios las recitaciones
recopiladas por la maestra Clara Pastor a mediados de enero.

Una primera inspeccion confirma la enorme variabilidad en las recitaciones de nifias
y nifos de tres afios, cuyo rango abarca desde un inicial “uno, dos, tres”, a veces con re-
peticiones para prolongar la secuencia, como en el caso de Clara, hasta un recitado avan-
zado hasta “diez” o hasta “quince”, en los casos de Natalia o Diego. Los ejemplos de
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Tabla 1. Recitaciones de nifias y nifios de 3 afios un 13 de enero

Nombre Primera recitacion Segunda recitacion Tercera recitacion

Zacarias | Uno, dos, cuatro, cinco, Uno, dos, cuatro, cinco, Uno, dos, cuatro, cinco,

once. once, doce. once.

Natalia - - Uno, dos, tres, cuatro,
cinco, seis, siete, ocho,
nueve, diez, once, doce,
trece, catorce, quince.

Diego Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, cuatro,

cinco, seis, siete, ocho, cinco, seis, siete, ocho, cinco, seis, siete, ocho,
nueve, diez. nueve, diez. nueve, diez.

Daniel | Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, cuatro.

S. cinco, siete. cinco, seis.

Nicolds | Dos, tres, quince, ¢inco. Quince, catorce, tres, dos. | Cinco, cinco, doce, trece.

Clara Uno, cuatro, nueve, cua- | Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, uno, dos,

tro, cuatro, nueve, diez, cinco, seis, cuatro, seis, tres, uno, dos, tres.
ocho, nueve, nueve. tres, cuatro, seis.

Eric - Uno, dos, tres, cuatro, seis, | Uno, uno, uno, uno, uno,
ocho, nueve, diez, cinco, uno, uno, uno, uno, uno,
seis, ocho, seis, ocho, seis, | uno, cinco, uno.
seis.

Daniel | Uno, dos, tres, cuatro. Uno, dos, tres, cuatro, Uno, dos, tres, cuatro,

H. cinco, seis. cinco, seis, siete, ocho,
nueve.

recitados nos permiten contrastar la teoria entendida como herramienta para reflexionar
sobre la practica. La Tabla 1 ejemplifica las teorias de Fuson (1988) sobre la adquisicion
y elaboracion de la secuencia de las palabras nimero. La parte que el pequetio repite sis-
tematicamente, en varias recitaciones en el mismo dia, y que coincide con la secuencia
convencional, es la parte de la secuencia ya adquirida y en fase de elaboracion. En el

caso de Zacarias, ha adqui-
rido hasta el dos. El resto de
la secuencia esta en fase de
adquisicion, distinguiendo
en ella entre una parte es-
table y otra no estable (Fi-

gura 2).
Sintetizando las pro-
puestas curriculares con

nuestra experiencia y re-
flexiones sobre el aula, nos

ADQUIRIDA | NO ADQUIRIDA
Y EN
ELABORACION Estable y no No estable y
Estable y convencional no convencional
convencional | cyatro, cinco, once.
Uno, dos, cuatro, cinco, | once, doce.
Uno, dos, cuatro, cinco, siete.
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis
Uno, dos,
SECUENCIA CONVENCIONAL

Figura 2. Tres recitados de Zacarias (3 afios) en un mismo dia

88

para ilustrar Fuson (1988).

planteamos
tivo que los nifios de 3 afios
aprendan hasta el “diez”. No

como
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obstante, el trabajo en el proyecto “jA contar!” se extiende hasta el “quince” con rimas
de conteo y esperamos también que los nifios se familiaricen, y eventualmente puedan
aprender hasta el treinta, a través de actividades cotidianas complementarias como con-
tar, en la asamblea, a los compafieros que han venido a clase.

RECURSOS PARA EL APRENDIZAJE DE LA SECUENCIA DE PALABRAS
NUMERO: REINVENTANDO EL GENERO DE LAS RIMAS DE CONTEO

Dentro del Proyecto “A contar. Matematicas para pensar” (De Castro y Hernandez,
2015), la literatura infantil juega un papel primordial como eje articulador de toda la pro-
puesta matematica. Entre los recursos para el aprendizaje de la secuencia de palabras nu-
mero, uno de gran valor literario es el constituido por las rimas de conteo para “echar a
suertes”, a su vez un recurso para el acercamiento a la literatura en educacion infantil,
segun los objetivos del curriculo establecido para esta etapa educativa:

Escucha y comprension de cuentos, relatos, leyendas, poesias, rimas o adivinanzas, tanto
tradicionales como contemporaneas, como fuente de placer y de aprendizaje. Recitado de al-
gunos textos de caracter poético, de tradicion cultural o de autor, disfrutando de las sensacio-
nes que el ritmo, la rima y la belleza de las palabras producen. (MEC, 2008, p. 1029)

Algunos ejemplos de nuestra tradicion literaria aparecen recogidos en el libro de
“Formulas que preceden a los juegos infantiles” (Rodriguez Pastor, 2006), con las
que ademas acercamos a los pequefios a la idea de azar (son formulas de echar a suer-
tes) y presentamos la recitacion en una situacion practica del aula que para nifas y
nifos tiene sentido en si misma: Sortear quién de ellos realiza o inicia un juego o una
actividad (Figura 3).

En nuestra propuesta para 3 afios, Vanesa Pérez Sauquillo, autora de los cuentos, ha
contribuido a la actualizacion de las rimas de conteo, y hemos completado la rima con-
virtiéndola en album ilustrado (Figura 4) con el fin de potenciar aun mas las posibilida-
des matematicas del recurso.

En un café Una mosca puiietera En la casa de Espinete
se rifa un gato; se cago en la carretera, solo cuentan hasta siete:
a quien le toque pin, pan, pun, fuera; uno, dos, tres, cuatro,
el nimero cuatro; y vinieron los bomberos cinco, seis y siete.
uno, dos, tres y cuatro. a tirarse cuatro pedos:

uno, dos, tres y cuatro.

En un café

En la casa de Pinocho En la casa de Blancanieves §¢ rifa un pez;
solo cuentan hasta ocho: solo cuentan hasta nueve: a quien le toque
uno, dos, tres, cuatro, uno, dos, tres, cuatro, el namero diez; )
cinco, seis, siete y ocho. cinco, seis, siete, ocho y uno, dos, tres, cuatro, cinco,

nueve. seis, siete, ocho, nueve y diez.

Figura 3. Rimas de conteo para iniciar un juego (Rodriguez Pastor, 2006).
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Figura 4. Ilustraciones de Carmen Saldafa para el album “El escondite de los animales”

Usos didacticos de los albumes de rimas de conteo

Utilizamos durante el curso dos rimas: “El escondite de los animales”, al principio
del curso, con palabras nimero hasta “diez” (Figura 4) y “En mi casa hay quince gatos”,
que llega hasta “quince”. Como hemos visto, el objetivo que nos planteamos con nifias
y nifios de 3 afios es el recitado de la parte de la secuencia de los numerales que debe
aprenderse de memoria; Es la parte anterior a la aplicacion de la primera regla de forma-
cion de numerales (diez y seis, dieciséis), que sera un objetivo el curso siguiente (en 4-5
afios). En principio, esperamos que toda la clase aprenda como minimo a recitar hasta el
“diez” durante el curso, pero el ambito de trabajo (conjunto de las palabras nimero que
utilizaremos en el aula) es mayor y conviene que vaya hasta el “quince”. Asi, muchos
pequefios de 3 afios aprenderan a recitar hasta “quince”, aunque nuestro objetivo sea que
todos aprendan hasta el “diez”.

Las ilustraciones de los cuentos estan disefiadas con el fin de potenciar al maximo la
actividad matematica (De Castro y Ramirez, 2016). Por ejemplo, algunos problemas de
cuantificacion y de enumeracion para 3 afos parten de situaciones cotidianas en las que
se produce una correspondencia uno a uno. En la imagen de la izquierda de la Figura 5,
se sugieren varias relaciones de correspondencia uno a uno entre colecciones de obje-
tos: gatos y zapatos (cada gato duerme en un zapato), gatos y disfraces, gatos y gorros.
La ilustracion tiene la funcion didactica de evocar la correspondencia y facilitar a los pe-
quefios que imaginen la situacién como base para que puedan desarrollar estrategias per-
sonales para la resolucion de problemas de cuantificacion y enumeracion.

Por otra parte, los albumes ilustrados con rimas de conteo estan disefiados, desde un
punto de vista didactico matematico, buscando optimizar la flexibilidad en su uso. En

90 Epsilon, 2017, n° 96, 81-100, ISSN: 2340-714X




El aprendizaje del conteo y el recitado de la secuencia de palabras numero: Articulando las matematicas...
Carlos de Castro H. y Moénica Ramirez G.

En mi casa hay quince gotos
que duermen en mis zapalos.
Les encantan los disiraces,
jugory que los abraces.

Figura 5. Iustraciones de Anuska Allepuz para el album “En mi casa hay quince gatos”.

linea con la propuesta de Paniagua y Palacios (2005, p. 222), con nifios de 3 afios, los
cuentos podemos utilizarlos de tres formas diferentes: como actividad dirigida, como ac-
tividad libre, o compartiendo el cuento y acompafiando en la lectura a los pequefios. La
primera es propia del gran grupo, cuando en la asamblea el maestro o la maestra mues-
tran el cuento a todo el grupo a medida que lo van leyendo y, posiblemente, dramati-
zando. En este formato lo mas importante, desde un punto de vista matematico, es que
los nifios escuchen la secuencia de las palabras numero en repetidas ocasiones para per-
cibir que estas se dicen siempre en el mismo orden (principio del orden estable, de Gel-
man y Gallistel) y para descubrir los patrones que sigue (Figura 1). En momentos de
actividad libre, la contemplacion de las imagenes por parte de los pequefios puede con-
ducirles a establecer conexiones, como la relacion gato-zapato, que contextualizara su
actividad matematica posterior. Por ltimo, en momentos en que los cuentos pueden ser
compartidos con la maestra o el maestro, se puede hacer un trabajo de conteo. Para esto
aprovecharemos que la disposicion espacial de los gatos, en tres filas de cinco, facilita
seguir un orden al contar. La separacion de los gatos, evitando superposiciones y su ta-
marfio, ayuda en el sefialamiento y la correspondencia uno a uno. A su vez, en cada pa-
gina aparece un numero de gatos que, al ir pronunciando el numeral que les corresponde,
permite a los nifios ir desarrollando el significado cardinal del nimero.

LOS PROBLEMAS DE CUANTIFICACION Y LA FUNCIONALIDAD EN EL
CONTEO

Si en el apartado anterior describiamos nuestra propuesta para la ensefianza de la
secuencia de palabras numéricas, en este abordamos la ensefianza indirecta de la
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funcionalidad del conteo. Es decir, como plantear tareas de cuantificacion para que nifias
y nifios lleguen a emplear el conteo espontdneamente (sin ensefianza directa) como estra-
tegia Optima para resolver un problema; es decir, para que su aprendizaje del conteo sea
funcional y se aplique efectivamente a la resolucion de problemas cotidianos.

Este tipo de tareas de cuantificacion estan descritos en Kamii (1995), colaboradora de
Piaget, que recomendaba proponer problemas de cuantificacion mas que ensefiar a con-
tar, enfoque conocido como “ensefianza indirecta del nimero”. También estan recogidas
en la tradicion de la teoria de situaciones de Brousseau, que reconoce el origen de este
tipo de situaciones en las tareas que Pierre Gréco (de nuevo, colaborador de Piaget) pro-
ponia a los nifios para estudiar el desarrollo de su pensamiento matematico (Brousseau,
2007, p. 14). Dentro de esta linea, recomendamos a los lectores revisar tanto los traba-
jos de fundamentacion (Ruiz-Higueras, 2005; Sierra y Rodriguez, 2012) como los que
describen como implementar este tipo de situaciones en aulas de 3 a 5 afios (Hernandez,
2012; Rada, 2013; Aguilar, Ciudad, Lainez y Tobaruela, 2010).

Las tareas de cuantificacion citadas consisten en la construccion de una coleccion equi-
potente a otra dada. Los nifios de 2, 3 y 4 afios pueden resolver esta situacion utilizando la su-
bitizacion perceptual si la cantidad de la coleccion dada en inferior a 4 elementos (Clements
y Sarama, 2009). Otra estrategia que pueden utilizar es la correspondencia uno a uno, empa-
rejando un elemento de la coleccion de elementos dada con un elemento de la nueva colec-
cion, siempre que la coleccion dada tenga como maximo 4 elementos (Clements, 2004). Y
finalmente, como estrategia 6ptima, los nifios de 4-5 afios utilizan el conteo de los elemen-
tos de la primera coleccion, recordando la ultima palabra niimero enunciada en el conteo, y
forman una coleccion de n elementos, con colecciones hasta 5 elementos (Clements, 2004).
Para que los nifios evolucionen de las estrategias iniciales, como la subitizacion perceptual
y la correspondencia uno a uno, a la estrategia 6ptima que el conteo, se utilizan aspectos de
la tarea que provocan cambios en los procedimientos de los nifios. Estos aspectos son las va-
riables didacticas, que se modifican para forzar que las primeras estrategias no sirvan para
resolver adecuadamente la tarea (Aguilar y otros, 2010; Rada, 2012; Ruiz-Higueras, 2005;
Sierra y Rodriguez, 2012). Por ejemplo, para evitar el uso de la subitizacion, se aumenta la
cantidad de la coleccion inicial de tal manera que los nifios no puedan percibir de un golpe
de vista el cardinal del conjunto. Para evitar que utilicen la correspondencia uno a uno, los
elementos de la coleccion que deben formar se sitlian alejados de la coleccion dada, para
que no puedan realizar el emparejamiento, incluso se les prohibe hacer varios viajes para ir
a recoger los elementos que faltan (o a devolver los que sobran). Estas nuevas condiciones
provocan que los nifios busquen nuevas estrategias mas eficientes, llegando al utilizar en los
casos mas avanzados el procedimiento del conteo y dando sentido a su uso.

Problemas de cuantificacion en el Proyecto “A Contar. Matematicas para pensar”

En el Proyecto “A Contar” se plantean actividades de cuantificacion, en las que los
nifios tienen que formar una coleccion con el mismo niimero de elementos que una dada,
y tareas de enumeracion, que consisten en pasar por todos los elementos de una coleccion,
estableciendo un orden entre los elementos, sin repetir ninguno. En la Tabla 2 mostramos
los contenidos relacionados con estas tareas y la organizacion por trimestres en 3 afos.
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Tabla 2. Organizacion de contenidos matematicos relacionados con la enumeracion y la cuantificacion

Contenidos matematicos 1¢r Trimestre 2° Trimestre | 3° Trimestre
Enumeracion, con objetos moviles, sin Hasta 3 Hasta 4 Hasta 8
marcado, comenzando por coleccio- desordenados y
nes en linea, siguiendo por colecciones hasta 6 en fila o
en dos lineas y finalizando con objetos configuracion
desordenados.

Cuantificacion mediante subitizacion, esti- Hasta 3 Hasta 4 Hasta 8
macion (corrigiendo), correspondencia. desordenados y

Traer los que hacen falta (como al poner la hasta 6 en fila o

mesa) para que haya uno para cada uno, o configuracion

poner los mismos.

Contar, con correspondencia uno a uno Hasta 3 Hasta 4 Hasta 5
y cardinalidad (diciendo cuantos hay) y

poner n objetos.

En este proyecto las ilustraciones de los cuentos se utilizan para potenciar la actividad
matematica, para reflejar relaciones matematicas que ayuden a los nifios a imaginar la si-
tuacion para poder construir esas ideas matematicas. Hay situaciones evidentes como las
representaciones de cantidades. Estas aparecen en las ilustraciones en orden creciente y
dispuestas de tal forma que permitan ser contadas, ya sea en fila o con alguna configura-
cion. Se intenta que las cantidades sean homogéneas, todas con las mismas cualidades.
En la Figura 6, la imagen se acompaiia por el texto “Al estanque de los patos siempre va
con tres zapatos”. Esta frase, junto con los tres zapatos de la abuela en la imagen, apunta
hacia la comprension de la idea de cardinalidad (el “tres” representa tres cosas).

Otras relaciones resultan menos evidentes en una primera mirada a la imagen. En
cada caseta hay un pato. Con esta ilustracion deseamos sugerir la relacién de correspon-
dencia uno a uno entre la coleccion de los patos y las casetas. Esta relacion facilitara la
comprension infantil de situaciones de enumeracion (Hernandez, 2013) o de cuantifica-
cion (Rada, 2013). La de enumeracion consiste en introducir un unico pato en cada una
de las casetas, de modo que al meter el pato en su caseta este no permanezca visible, de
modo que el niflo debe llevar un control mental de qué casetas tienen pato y cuales no,
lo que implica una enumeracion de la coleccion de las casetas. La tarea de cuantifica-
cion supone ofrecer a las nifias y nifios una pequefia coleccion de casetas y solicitarles
que traigan del otro extremo de la clase la cantidad exacta de patos necesarios para meter
un pato en cada caseta. Los materiales que utilizamos son sencillos —pueden elaborarse
con los alumnos en el aula (Rada, 2013). Lo importante en los mismos es que si quere-
mos que los pequefios enumeren una coleccion de 5 o 6 casetas, introduciendo un pato
en cada una, debe haber patos de sobra (10 en el material de la Figura 7) para evitar que
el niimero de patos disponible determine cuando ha concluido la enumeracion. También
en la Figura 7, vemos el material que se utiliza en tareas de cuantificacion, basado en la
correspondencia uno a uno entre nifios y gorros. Esta correspondencia aparece contex-
tualizada en el cuento ambientado en otofio “jQué cosas tiene mi abuela!” a través de sus
ilustraciones, en las que en las imagenes de “exteriores” cada personaje lleva un gorro,
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Figura 6. Ilustraciones de Ayesha L. Rubio para el album “jQué cosas tiene mi abuela!”.
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Figura 7. Material troquelado para problemas de cuantificacion basados en el cuento.
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aspecto con el que enfatizamos esta correspondencia (ver Figura 6), y que tampoco re-
sulta evidente en una primera inspeccion.

Otras actividades relacionadas con la cuantificacion se basan en el uso de configu-
raciones como las manos, los dados, el domino, el fetris y representaciones graficas
(rayas). Un contenido importante en 3 afos es aprender a poner nimeros con los dedos
con una mano (desde el 2 hasta el 4 0 5) y a reconocer cantidades de dedos. Este co-
nocimiento es basico para la idea de cardinalidad y la resolucion de problemas con los
dedos (ver Tabla 3). La configuracion de las cantidades que aparece en los dados, do-
minds y el tetris permite reconocer colecciones de elementos por su distribucion, pro-
ceso que ayuda a la adquisicion de la cardinalidad. En la Tabla 3 puede observarse
los contenidos organizados por trimestres. Se plantean tareas con el objetivo de que
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los nifios cuantifiquen utilizando la subitizacion al reconocer la configuracion de las
manos, dados, domind o figuras del tetris.

Tabla 3. Organizacion de contenidos matematicos relacionados con las representaciones numéricas

Contenidos matematicos

1¢* Trimestre

2° Trimestre

3° Trimestre

tos contandolos, reconocer una canti-
dad de puntos sin contar. Asociar dos
configuraciones.

Manos. Poner los mismos con los dedos. Hasta 2-3 Hasta 3-4 Hasta 4-5
Ante una cantidad de 3 objetos o dedos,

ponemos 3 dedos.

Asociar configuraciones de dedos

distintas.

Manos. Reconocer una cantidad de dedos Hasta 2-3 Hasta 3-4 Hasta 4-5
contandolos, reconocer una cantidad de Sin contar y Sin contar y Sin contar
dedos sin contar, poner niimeros con los contando contando dedos
dedos contandolos, poner numeros con

los dedos sin contar.

Dados. Reconocer una cantidad de pun- Dado hasta 3 Dado hasta 3

Dominé. Asociar dos configuraciones.

Domind hasta 6

Domind hasta

6
Utilizar representaciones tipo tetris Hasta 3 Hasta 3
Representar graficamente con rayas, re- Hasta 3-4 Hasta 5

dondeles, “dibujos”, puntos...

Para finalizar este apartado, aunque nos hemos centrado en dos contenidos concretos
(secuencia de palabras numero y los problemas de cuantificacion), para dar una imagen
cabal de como utilizamos las ilustraciones para potenciar la actividad matematica (De
Castro y Ramirez, 2016) con pequeios de 3 afios, mostramos una actividad de “patro-
nes de crecimiento” (Figura 8) en las que los nifios deben completar con pattern blocks
los tres puzles de la imagen, y eventualmente pueden llegar a adivinar el patron de cre-
cimiento que sigue la serie de los patos.

La ilustracion con un “primer plano” de la receta de cocina (Figura 9) constituye una
invitacion al trabajo con recetas de cocina en el aula de infantil, para el que proponemos
como ejemplo el articulo de Edo6 (2000). En la imagen se puede ver como se representan
gréficamente cantidades necesarias para la receta y que habra que formar con los ingre-
dientes reales. Esta situacion consiste en una cuantificacion como la comentada anterior-
mente siendo las cantidades dadas por una representacion grafica.

Finalmente, los cuentos pueden sugerir el desarrollo de algun proyecto en el aula, me-
todologia que también puede contribuir al aprendizaje matematico, como vemos en De
Castro, Gonzalez y Escorial, (2009), con el desarrollo de un proyecto entorno a la cons-
truccion de un castillo y un mercado medievales, lo que implica un gran niimero de con-
tenidos matematicos que incluyen la secuencia numérica y la cuantificacion.
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Figura 9. Invitacion al trabajo con recetas.

CONCLUSIONES

La articulacion de los contenidos matema-
ticos importantes a lo largo de la etapa infantil
ayuda a que los nifios adquieran conocimien-
tos generativos de nuevos aprendizajes. La se-
cuencia de palabras numero es un conocimiento
matematico imprescindible, base de posterio-
res aprendizajes. Permite el desarrollo del con-
teo, conocimiento estratégico vertebrador de
los aprendizajes numéricos en la primera in-
fancia. El dominio del conteo incluye el reci-
tado de la secuencia, la correspondencia uno a
uno, y el principio de cardinalidad, junto con
el conocimiento de cuando aplicar el conteo en
situaciones de cuantificacion en las que mues-
tra su funcionalidad. Es también necesario en
las estrategias de modelizacion y conteo en la
resolucion de problemas aritméticos verba-
les. Dependiendo de los niveles de adquisicion

Figura 8. Actividades con patrones de y elaboracion de la secuencia de palabras nu-
crecimiento. mero, las estrategias de resolucién mejoran en

eficiencia y el nivel de pensamiento de nifias y

nifios evoluciona por los caminos de aprendizaje relativos a otros ambitos matematicos
como el nimero y la aritmética. Aunque en este articulo enfatizamos el aprendizaje de la
secuencia de palabras niumero y el conteo, la propuesta que hemos descrito es para nifias

96 Epsilon, 2017, n° 96, 81-100, ISSN: 2340-714X



El aprendizaje del conteo y el recitado de la secuencia de palabras numero: Articulando las matematicas...
Carlos de Castro H. y Moénica Ramirez G.

y niflos de 3 y 4 afios. Todo lo que planteamos en este trabajo es compatible con recono-
cer que, en los primeros cursos de educacion primaria, los alumnos deberan ir prescin-
diendo paulatinamente del conteo para desarrollar estrategias mas eficientes de calculo
mental (Gray, 2003).

Para finalizar, queremos destacar dos ideas generales, que tienen aplicaciones parti-
culares a la ensefianza de las matematicas. La primera, que una buena educacion infan-
til puede, y debe, preparar bien para la educacion primaria, sin dejar de ser “infantil”, ni
adelantar contenidos (Paniagua y Palacios, 2005). La segunda es que, en nuestra opinion,
algunos aspectos “ideologicos” ligados al constructivismo, pero que verdaderamente no
pertenecen a su esencia epistemologica, (al nifio no se le debe ensefar, solo debe apren-
der de forma indirecta a través de problemas, no se puede proponer modelos para apren-
der mediante la imitacion, los contenidos solo pueden aprenderse si hay comprension y
un conocimiento funcional desde el principio, hay contenidos menos “dignos” que no
merecen propuestas de ensefianza) nos han llevado a infravalorar el aprendizaje de con-
tenidos como la secuencia de las palabras niumero. Pensamos que la comprension y la
funcionalidad de los aprendizajes es el objetivo final irrenunciable de cualquier aprendi-
zaje matematico. Ademas, los procesos de ensefianza deben ir orientados desde el princi-
pio a dicho fin y las oportunidades de aprendizaje que ofrecemos en las primeras edades
deben tener sentido tanto para los pequefios, como para sus maestras y maestros. No obs-
tante, la comprension y la funcionalidad se van adquiriendo gradualmente.

Coincidimos en que los problemas de cuantificacion que proponen diversos autores
(Aguilar y otros, 2010; Kamii, 1995; Hernandez, 2012; Sierra y Rodriguez, 2012) son
indispensables para un aprendizaje funcional del conteo. Pero otras actividades, como
que la maestra cuente a los alumnos en la asamblea para ver si han venido todos, o uti-
lizar rimas de conteo infantiles para iniciar un juego, son también necesarias. En primer
lugar, para que los pequefios tengan ocasion de percibir las regularidades de la secuen-
cia de las palabras nlimero y, en segundo lugar, de adquirir esta secuencia, cuando los
maestros les ceden la responsabilidad de realizar por si mismos estas actividades en el
aula. En este sentido, una parte del trabajo didactico que debemos hacer los formadores
con las maestras y maestros de educacion infantil es dignificar gestos profesionales ha-
bituales como estas sencillas actividades con la secuencia de palabras numero, o pedir
a un niflo que nos muestre su edad con los dedos, que es importante para el aprendizaje
de la cardinalidad. Articular los conocimientos matematicos importantes con los impres-
cindibles requiere un trabajo andlogo de articulacion de tareas matematicas mas “impor-
tantes”, como las de cuantificacion, con otras de apariencia mas trivial, pero con gran
trascendencia para los primeros aprendizajes matematicos.

El aprendizaje del recitado de la secuencia de las palabras nimero no debe dejarse al
azar, ni podemos adjudicar a los pequefios la responsabilidad de desarrollar espontanea-
mente contenidos matematicos que son simplemente imprescindibles. La adquisicion y
la elaboracion de la secuencia de palabras niimero requiere proporcionar a nifias y nifios
oportunidades de aprendizaje adecuadas. Dada la importancia del conteo, y sus multi-
ples conexiones intramatematicas y aplicaciones a la vida cotidiana, estas propuestas de
ensefianza deben ser un ingrediente obligatorio en cualquier programa para el desarrollo
del pensamiento matematico en las primeras edades.
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La Geometria, como rama de las Matematicas que se ocupa del estudio de las pro-
piedades de las figuras en el plano o el espacio y base tedrica de la geometria descriptiva
que da fundamento a instrumentos de disefio como el compds o el teodolito, o el sistema
de posicionamiento global, tiene su origen en la RdP’s (Resolucion de Problemas) rela-
tivos a medidas.

Comparando con otras ciencias o partes de ellas, Pascal la define como la “perfec-
cién e ideal inalcanzable”, para mostrarla como acercamiento a la medida de lo posi-
ble a una “ciencia humana”. Este ideal me lleva al convencimiento de que trabajar con
Geometria “supone ver las cosas mds claras”. Por eso, en este rincon, aparecerd en cada
volumen problemas de Geometria sencillos que permitan al alumno trabajar con cierta
pericia para conseguir estrategias y modelos que le conduzcan a la resolucion definitiva
de los problemas.

(Y los numeros? ;Qué es un nimero?

Partiendo de la base del planteamiento de estas dos cuestiones, sin los niumeros, no
podemos hacer mucho en Matematicas, y en esto creo que coincidimos todo el mundo.

Tal vez sea provocador cuestionarselo, sobre todo cuando todos creemos saber lo que
€s un nimero.

El objetivo del Rincén Sapere Aude consiste de la misma manera que con la Geome-
tria, introducirnos en la “manipulacion” de los numeros, por lo que es preceptivo que es-
tamos en armonia con ellos.

Por ello es interesante saber lo que traemos entre manos para ;saber la diferencia
entre una cifra y un nimero? Muchos piensan que es lo mismo, pero no es asi. Todos los
nimeros estan compuestos de simbolos, llamados las cifras, hay diez:01234567 8 9.
Con estas diez cifras se pueden formar a todos los nimeros que se desee. Diferentes en-
foques y tipos de ejercicios sobre nimeros abordaremos.

En esta seccidn, intentaré que aparezcan ejercicios y problemas relativos a la teoria
de numeros, considerada como una rama de las Matematicas que se ocupa de las pro-
piedades de los nimeros enteros y contiene muchos temas abiertos faciles de entender,
incluso para los no matematicos. De manera mas general, el campo de estudio de esta
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teoria se refiere a una amplia clase de problemas que vienen de forma natural a partir del
estudio de los nimeros enteros. La teoria de nlimeros tiene un lugar especial en las ma-
tematicas, y también a través de sus conexiones con muchas otras areas.

SAPERE AUDE, GEOMETRiA
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del niimero anterior 95)

Propuesta 2: dos joyitas geométricas

Apuntabamos en el niimero anterior que una situacion problematica puede ser una
“realidad” que se concibe como un estado ante el cual no se cuenta con un proceso de re-
solucion inmediato; si ya se sabe como resolverlo, entonces no es un problema. En este
Sapere Aude presentamos al triangulo, al cuadrado, a la circunferencia como elementos
centrales de las dos joyitas.

JOYITA: a) Cada cuadrado pequerio mide (2cm)x(2cm). Si elegimos dos puntos,
uno sobre cada circulo, ;cudl es la distancia minima entre tales puntos?

SOLUCION

PASO 1

Vamos a llamar O;y O; los cen-
tros de los dos circulos de la Fig.1.
Los segmentos: [O,Y] tiene de lon-
gitud 2em, [O,B] 1 em. El segmento
[0,0,] corta, respectivamente, al
circulo C;en Ay al circulo C, en B.

Demostremos que la distancia mi-
nima entre un punto de C, y otro punto
de C, es justamente la distancia AB.

Fig. 1. Circulos en el interior de cuadrados.

Efectivamente esta es la distancia.
Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que pudiésemos encontrar otros
dos puntos C y D en los dos circulos tales que CD<AB. En este caso,
0,C+CD+D0,<0,A+AB+BO,
Pero O,C=0,A y DO,=BO,, y por lo tanto
01C+CD+D02<0,A+AB+B0,=0,0,

La existencia de C y D implicaria entonces la existencia de un camino mas corto que
el segmento [0,0,] para llegar de O, a O, lo cual es absurdo.
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PASO 2

De aqui se deduce que para encontrar la distancia minima entre dos puntos pertene-
cientes a los dos circulos diferentes C; y C,, es suficiente calcular la distancia entre los
dos centros y después sustraerle los dos radios.

[
Cada lado de cada cuadrado pequefio, en YXO,B por ejemplo, vale 2 cm, aplicando

-_
el teorema de Pitagoras en el tridangulo O,0,X se tiene que
(0,0,)>=(2+1)>+12=10 = 0,0,= \10.
Por lo tanto, la distancia minima buscada es V10 -2-1= (m —3)=0.16227766 cm.

JOYITA: b) Si el radio del circulo mas pequerio mide 2cm y que el del segundo cir-
culo es de 3 cm, jcudl es el radio del tercer circulo? (Figura 2).

SOLUCION

PASO 1

Sea p la longitud del radio del
,AO=p y sea s la dis-
tancia existe entre el vértice B y el
centro del circulo rojo BOs;=s (fi-
gura 3).

AO,=p; BO= .
O p: 05=s Fig. 2. Tres circulos tangentes entre dos rectas

. . e t tes (I).

Sabiendo que los tridngulos BCOs, angentes (1)

- -

BDO, y BAO, son semejantes, es
decir, tienen sus angulos iguales

7 T 7

CBO; = DBO, = ABO, y sus lados
proporcionales, como CO;= 2 cm y
DO,=3cm, tenemos por tanto que al
ser BO,= BO;+0;0,= s+(2+3), por la
semejanza de los

. - e
triangulos BCO;y BDO,

s4+243 Fig. 3. Tres circulos tangentes entre dos rectas

s
3 E tangentes (II).

De esta ecuacion en la variable s, se deduce que 2s + 10 =35 = 5 =10
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PASO 2

. . oy . . A A .
En el paso siguiente, utilizando la semejanza de los triangulos BAO, y BCO; se tiene que

p 2 p 2

s+24+3+3+p s s+8+p s
—=—$—=

10+8+p 10 p+18
- - L _ T g7

==>5p=p+18
p 2 p

4p=18=>p=4.5cm

NOTA: En este ejercicio se pone de manifiesto el uso de los criterios de semejanza
de dos tridngulos. Son un conjunto de condiciones tales que podemos aplicar al tener la
seguridad de que se cumplen:

e Criterio angulo-angulo (c-a-a): Dos triangulos son semejantes si tienen dos an-

gulos respectivamente iguales.

e Criterio lado-angulo-lado (c-/-a-/): Dos triangulos son semejantes si tienen dos

lados proporcionales e iguales el angulo comprendido entre ellos.

e Criterio lado-lado-lado (c-I-/-/): Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres

lados respectivamente proporcionales.

e Criterio lado-lado-angulo (c-/-/-a): Dos tridngulos son semejantes si tienen

dos lados proporcionales y el angulo opuesto al mayor de ellos son respectiva-
mente iguales.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta 2 del nimero anterior 95)
Propuesta 2: dos joyitas numéricas

Siguiendo el mismo esquema que en nimeros anteriores, en este Sapere Aude pre-
sentamos dos curiosas joyitas relativas a los nimeros con diferentes grados de dificultad.

Importante recordar la idea esbozada en el numero 95: “....presentar ejercicios de
la teoria elemental de numeros, sin emplear técnicas de gran dificultad procedentes de
otros campos de las matematicas. Pertenecen a la teoria elemental de numeros las cues-
tiones de divisibilidad, el algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comun divisor,
la factorizacion de los enteros como producto de numeros primos, la busqueda de los nu-
meros perfectos y las congruencias...”

JOYITA: a) Cambiando las cifras de las unidades y de las decenas, los resultados
de las multiplicaciones siguientes no cambian:

12x42=21x 24= 504
24 x84=42x 48= 2016

JSerd posible encontrar otras tres multiplicaciones que tengan esta propiedad?
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SOLUCION

PASO 1

Consideremos dos nimeros de dos cifras pq y rs, con p, g, 1, s € N.
Su producto vale entonces

(10p+¢q).(10r+5)=100 pr+ 10 (gr + ps) + gs

Si cambiamos las cifras de las unidades y las decenas, estos nimeros se convierten en
qp y sr, y por lo tanto su producto se puede escribir asi,

(10 g+ p).(10s +r)=100 gs + 10 (gr + ps) + pr

PASO 2

La cuestion planteada se satisfaria si se tiene que

pr=gs.
Es facil encontrar tales nimeros

p q r s Pq rs qp sr Pq.rs qp.sr

1 2 6 3 12 63 21 36 12. 63=756 21.36=756
1 2 8 4 12 84 21 48 12.84=1008 21.48=1008
1 3 9 3 13 93 31 39 13.93=1209 31.39=1209
1 4 8 2 14 82 41 28 14.82=1148 41.28=1148

NOTA: Nos solicitaron solo tres, y una buena decision serd insistir: ;jpodemos en-
contrar mas soluciones? Si es asi: /cuantas?
Por ejemplo, una cuarta solucion seria la que se presenta en la cuarta fila.

JOYITA: b) Se puede comprobar que
32442 =752
32+42+122=132
32+ 42+ 122+ 842= 852

Determinar el valor mas pequerio posible de x+y si x e y son enteros estrictamente
positivos tales que

324+ 424 122+ 842+ x2 =32

Epsilon, 2017, n° 95, 101-108, ISSN: 2340-714X 105



RINCON “SAPERE AUDE” ... jresolviendo problemas?
Sixto Romero

SOLUCION

PASO 1

De la expresion
32442+ 1224+ 842+ x2=)?=)? —x?=32+ 42+ 122+ 842=852= )2 —x?= 85>
= )2 —x?=852=5217%
PASO 2

Como y?>—x?>=(y—x). (y+x) es el producto de dos numeros enteros positivos y que
y+x>y-x podemos contemplar estas cuatro posibilidades:

y-x y+x x+y
1 5217 7225

5 5.172 1445

17 52.17 425

52 172 289

Por lo tanto, la respuesta a la cuestion planteada es que, el valor mas pequeiio posi-
ble para la suma x + y es 289.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS
Propuesta 1: dos joyitas geométricas

La Geometria constituye uno de los campos méas unido a los problemas reales que se
nos plantea en la vida diaria. Es por eso que podemos afirmar que existen profusas po-
sibilidades para estudiar y experimentar ideas y conceptos en el aula mediante el uso de
materiales apropiados adecuados.

Es cierto que desde los afios setenta, en Espafia, con la aparicion de los Movimien-
tos de Renovacion Pedagogica (MRP’s) el profesorado de los diferentes niveles de en-
seflanza de las Matematicas con mayor concienciacion, ha ido disefiando una cantidad
importante de materiales para el trabajo en clase.

En geometria, existen casos en los que se presentan ciertas similitudes entre figuras;
los conceptos de congruencia se establecen cuando las figuras son de la misma forma y
tienen igual o diferente tamafio, para comprender un poco mas la semejanza de triangulos.

En este numero presentamos dos joyitas que utilizan para su resolucion, aparte de
la semejanza de triangulos, los teoremas de Thales y Pitagoras. Son con toda seguridad
los resultados mas importantes de la Geometria Elemental. Su aplicacion en la RdP’s
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describe e interacciona con el es-
pacio en el cual vivimos, es por A D
ello que la Geometria puede ser
considerada como “una herra-
mienta” para el entendimiento, la
tal vez la parte de las matemati-
cas mas intuitiva, concreta y li-
gada a la realidad, como se dice
ut-supra.

a) Si 2EO=AE, 2FO=FD

—-—
y que ABCD es un cua-
drado de lado 4 cm, ;jcudl B
es el darea de la region co-
loreada en rojo?

C

| S Py N
b) Sea ABCD un cuadrilatero tal que CAD=25°, ACD=45° y BAC=BCA=20r.

¢ Cuanto mide el dngulo DBC?

Propuesta 2: tres joyitas numéricas

Decia Gauss: “La matemadtica es la reina de las ciencias, pero la teoria de numeros
es la reina de las matematicas”.

Siempre he pensado que los nimeros deben tener sentido porque es la actividad cen-
tral en Matematicas como se ha puesto de manifiesto a lo largo de la historia. Por ello es
la actividad central en la RdP’s, y eso hace que el estudio de los nimeros tenga sentido.

En este Sapere Aude presento tres ejercicios con diferentes grados de dificultad.

a) Consideremos x, y, z, t €N tales que

x<2y, y<3z, z<4t, y t<40.
(,Cual es el valor mayor que puede tomar el numero x?

b) ;Cudntas combinaciones de tres (tripletas) numeros primos {x,y,z} satisfacen la
ecuacion

x +)?+ 22 =200?
¢) En el siguiente cuadro de nuimero
123

456
789

Epsilon, 2017, n° 95, 101-108, ISSN: 2340-714X 107



RINCON “SAPERE AUDE” ... jresolviendo problemas?
Sixto Romero

la suma de los elementos que estan en las diagonales valen 15. Si escribimos cuadros
que se construyen siguiendo el mismo criterio con:

C1. Los numeros del 1 al 64.

C2. Los numeros del 1 al 144.

(Cual sera la suma de los elementos que estdn en cada una de las diagonales de los
cuadros C1 y C2?

Generalizar al caso Cn: jcudl serd la suma de los elementos de cada una de las dos
diagonales del cuadro formado por los numeros del 1 a n’?

NOTA: A este ejercicio se le puede sacar mucho jugo. Por ejemplo, pedir al alumno
que investigue si hay alguna posibilidad de encontrar alguna relacion entre las sumas ob-
tenidas en los cuadros C1, C2,...Cn. jInvestigar en este sentido podemos llegar a obtener
una expresion para las progresiones aritméticas de orden superior!

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccién electrénica:
sapereaudethales@ gmail.com

108 Epsilon, 2017, n° 96, 101-108, ISSN: 2340-714X



Epsilon - Revista de Educacién Matemdtica 2017, n° 96, 109-114

La superMATEsobrina y el enigma
del gran astrolabio

e Sper AT Essrtng

- 2 f =
# el endgma del qran astrelakie

Ak

|
L]
i
5
-
q
i
3
|4
i
4
r

nivala

Manuel Garcia Piqueras
Editorial Nivola Junior, 38
Mayo 2016 (19 Edicion)
Idioma: espariol
LS.B.N.: 978-84-15913-26-9
174 paginas

En Rayuela, Julio Cortazar nos sorprende con un libro que, basicamente, son dos,
aunque pueden hacerse otras lecturas segmentando los capitulos. En palabras de Car-
men Guillén, se trata de una “novela abierta, fragmentada, inquietante y participativa
que refleja el caos de la realidad pero ni lo ordena ni lo explica”. Manuel Garcia Pique-
ras es un singular profesor de Matematicas conocedor del valor de la Literatura, con ma-
yuscula, como uno de los pilares basicos en los que se apoya su labor: la formacion de
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personas libres. Estoy convencido de que Manuel, al igual que la mayoria del profeso-
rado de Matematicas, ha leido y releido la obra de este argentino universal, nacido en
Bruselas, cultivador del cuento fantastico, y nos regala este relato organizado en las dos
series numéricas familiares a cualquiera, la de los impares, que siempre finalizan con un
sona’ de la cultura Tchokwe (el primero finaliza con el del cazador y el perro), y la de los
pares que, la mayoria, contienen diferentes /usona (para saber mas, Gerdes, P. (2006).
Con este tablero de direccion, el libro se convierte en dos para converger en el Epilogo.
El primero narra la historia del joven Isaac, conocedor del lenguaje de la geometria, la
astronomia, la musica y la medicina, que fue esclavizado en la ciudad de Djenné (tam-
bién Djénné , Jenné y Jenne, nombre este ultimo utilizado en esta narracion) situada en
la region del Delta del Niger Interior, del centro de Mali. La historia de esta comuna ur-
bana estd unida a la de Tombuctt, ciudad en la que se desarrolld durante los siglos X VII
y XVIII gran parte del comercio trans-sahariano de mercancias como la sal, el oro y los
esclavos. Aunque nos parezca mentira, aiin hoy se sigue practicando la esclavitud en esa
zona practicamente olvidada del mundo. Brian Handwerk, en 2002, asi lo denunci6 en
declaraciones hechas para National Geographic News, cuyo titular es: Kayaking to Tim-
buktu, Writer Sees Slave Trade, More. Aunque hayan pasado 15 afios desde entontes, la-
mentablemente, todo sigue igual y el mundo mira hacia otro lado: jAfrica no existe!, de
ahi un valor mas de este libro que nos acerca a la cultura del continente olvidado y da
pie para que nos acerquemos a €l introduciendo, al menos, parte de su conocimiento en
nuestras clases. El segundo recorrido puede hacerse siguiendo la serie par de los capitu-
los en los que se describe la fantastica aventura vivida por Julio, un profesor universitario
del Departamento de Historia Medieval y Paleografia que estd haciendo su doctorado —y,
jcébmo no!, sufre la deslealtad universitaria (fina ironia de nuestro querido autor)-, y su
super-sobrina Martina, una de esas alumnas que podemos encontrar en programas como
ESTALMAT u Olimpiadas Matematicas. Su dormitorio es un laboratorio de Matemati-
cas. En ¢él se encuentran figuras imposibles, cachivaches como el cubo de Rubik, juegos
topoldgicos, etc., que le han hecho desarrollar unas destrezas y habilidades que le seran
muy utiles para ir resolviendo los enigmas que junto con su tio iran resolviendo a par-
tir de que decidiese descifrar un acrostico laberintico que Julio tenia sobre su mesa de
trabajo. Una vez transcrito el acrdstico, entre otras cosas, puede leerse: «Buscad la Tri-
nidad que todo lo envuelve y en todo estd presente, alla en las paredes de la Fortaleza
Roja, morada de reyes de la ciudad primera.». Asi deciden empezar una gran aventura
cuyo inicio estd en la Alhambra de Granada en donde la decoracion de la albanega del
arco de entrada a una de las salas del Palacio de los Leones, cuya simetria, p3ml, reco-
noce Martina, estd oculta la primera pista para descifrar el texto. Asi comienza una yin-
cana que les llevara tras multiples avatares, hasta la Ermita mozarabe de San Baudelio de
Berlanga, la Sixtina de Castilla, en Soria, cuya pilastra central se convierte en la ultima
clave a resolver. Asi, interpretando diagramas y descifrando enigmas, llegaran tio y so-
brina a descubrir la apasionante historia vivida por el sabio Isaac. El recorrido permite al
autor introducir diferentes topicos matematicos de la mano de la geometria, la poesia, el

1. Sona Geometry from Angola: Mathematics of an African Tradition. Monza, Italy: Plimetrica Interna-
tional Science Publishers).
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arte, la musica, la historia y la astronomia que actian como claves ocultas del relato que
no voy sino a incitar a descubrir.

Cabe destacar la enorme labor de investigacion llevada a cabo por el autor del relato
ya que se describen, con fina sutileza, espacios, costumbres, enfermedades, bienes, co-
nocimientos cientificos de personajes como, por ejemplo, Pitagoras o Ramon Llull, etc.
Mencion especial merecen la descripcion del sistema de proporciones de las ermitas de
Quintanilla de las Vifas, s. VII, y la de San Baudelio, s. XI. o la divulgativa del astrola-
bio. Todas estan rigurosamente documentadas y permiten recrear la historia imagindn-
dola por quienes la leen.

Felicidades, Manuel.

Rafael Pérez Gomez
Universidad de Granada
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