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Tres enfoques historicos para la resolucion del
problema de los » herederos con reparto equitativo,
desconociéndose la cantidad de herederos
y el total a repartir

Maria T. Sanz y Bernardo Gomez
Dpto. de Didactica de la Matematica. Universidad de Valencia

Resumen: En este trabajo se estudia un tipo de problemas descriptivos con fracciones
que ha estado presente en los libros de texto desde tiempo inmemorial. El objetivo de este
trabajo es presentar los tres métodos de resolucion encontrados en los libros de texto
historicos, asi como sus lecturas analiticas, todo esto a través de un estudio historico-
epistemologico. Se completa el trabajo con un estudio preliminar en el aula, con una
muestra de 27 estudiantes con alta formacion matematica que realizan un cuestionario
con los problemas objeto de estudio. Con esto se determina que el método de resolucion
dominante es el algebraico, ademas de resaltar dificultades del alumnado en la traduc-
cion al lenguaje matematico, asi como en algunos casos operatoria con fracciones.
Palabra Clave. Métodos de resolucion, Lectura analiticas, Fracciones, Problemas
descriptivos

Three historical approaches to solve the problem of
n heirs with equal distribution, where the number
of heirs and the total amount is unknown

Abstract: In this paper, a descriptive fraction problem, which has been presented in
textbooks from time immemorial, is studied. The aim of this paper is to present three
resolution methods, which have been found in historical textbooks, and their analytical
readings, all through a historical and epistemological study. The work is completed with
a preliminary study in the classroom, with a sample of 27 students with high mathemat-
ics level who made a questionnaire with the fraction problems that are analyzed in this
work. The main conclusions with the preliminary study are the following: the method
that prevails is the algebraic resolution and the students have difficulties with the trans-
lation to the mathematical language, and in some cases with fraction operations.
Keywords: Resolution methods, analytical reading, fractions, descriptive problems
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INTRODUCCION

En la actualidad el curriculum escolar propone la resolucioén de problemas como una
destreza basica en el desarrollo del pensamiento aritmético y algebraico, y son los méto-
dos de resolucioén histéricos los que permiten enriquecer y mostrar la diversidad de los
mismos, siendo parte esencial en este desarrollo.

Para indagar sobre los distintos métodos de resolucion de que son susceptibles los
problemas escolares hay que acudir al analisis historico y epistemoldgico de los libros de
texto, en tanto analisis de la formacion de los objetos matematicos y de su ensefianza a
lo largo de su historia. Este andlisis necesita de una metodologia de aproximacion global
basada en el analisis de contenido propio del analisis didactico (Rico, Lupiafiez y Mo-
lina, 2013), ya que la metodologia de estudiar textos aislados es insuficiente en la me-
dida en que ignora las raices y evolucion del objeto de estudio. En este sentido adquiere
sentido situar las subunidades del andlisis de contenido en una seleccion de libros y do-
cumentos representativos de las etapas principales en que se puede dividir la historia de
las matematicas. En el caso de los problemas descriptivos, la subunidad fundamental que
centran el estudio es la lectura analitica.

La lectura analitica orienta y determina el método para resolver el problema. En ge-
neral, debe entenderse que la lectura analitica es la declaracion de un problema reducido
a una lista de numeros y la relacion entre cantidades, de manera que puede conducir a
una ecuacion o una formula. La ecuacion se obtiene como un resultado de busqueda de
dos expresiones algebraicas que representan la misma cantidad obtenida para describir
las relaciones aritméticas, que una cantidad representada con expresiones algebraicas
tiene con otros que han sido previamente representados por una letra o una expresion al-
gebraica (Puig, 2003). La formula se obtiene encontrando el valor de la incognita se ex-
presa en términos generales, o lo que es lo mismo, las operaciones deben ser realizadas
con la lista de datos. Las formulas traducidas al lenguaje ordinario dan lugar a reglas ge-
nerales de resolucion.

Este trabajo se centra en los problemas de los n herederos con reparto equitativo
donde se desconoce tanto la cantidad a repartir como el nimero de herederos. Se trata
de problemas de fracciones, donde el reparto se va encadenando, es decir uno depende
del anterior.

En los libros de texto hay una gran variedad de estos problemas de fracciones cuya
historia se remonta a las antiguas culturas de Mesopotamia, las matematicas, la egipcia,
china e hindu. Las declaraciones de estos problemas han evolucionado con el tiempo para
adaptarse a los cambios sociales, los desarrollos matematicos, y las teorias educativas
dominantes en todo momento, al tiempo que conserva un contenido comun matematica.

Estos problemas fueron usados como una parte esencial de la ensefianza de las ma-
tematicas. Sin embargo, ya que estaba cambiando el modelo educativo, se disminuye
la confianza en el poder educativo de estos problemas, hasta el punto de que muchos
de ellos han desaparecido de los libros de texto actuales, o se han reducido a un mero
entretenimiento.

Con la intencion de recopilar evidencia historica de los métodos de resolucion de pro-
blemas descriptivos de fracciones, esta investigacion se dirige, no sélo con el proposito
de transmitir el conocimiento, sino con el objetivo de prestar atencion a los aspectos de

8 Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 7-18, ISSN: 2340-714X
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la resolucion de los problemas que tienen por objeto la produccion de conocimiento sig-
nificativo para el alumno.

A partir de aqui el trabajo consta de las siguientes partes: Lecturas Analiticas del Pro-
blema. Metodologia y Estudio Preliminar, donde se explica la muestra escogida y la me-
todologia a seguir. Resultados, se analiza con detalle las respuestas de los estudiantes y
por ultimo las Conclusiones del trabajo.

LECTURAS ANALITICAS DEL PROBLEMA

En este trabajo se analiza el problema titulado por Singmaster (1998) como “el pro-
blema de herencias dando 1+ 1/7 de lo que queda y todo se llevan la misma cantidad”.
Se trata de problemas verbales de varias etapas donde el todo es desconocido y las par-
tes estan relacionadas con el complemento aditivo.

Tal como dice Singmaster (1998) aparece este problema por primera vez en Fibo-
nacci (1202/2002):

El legado de la fortuna de un hombre. Un hombre en sus tltimos dias decide hacer testa-
mento entre sus hijos mayores de la forma siguiente. Al primero le dijo, te daré un bezante y
un séptimo del resto, a otro le dijo, te daré 2 bezantes y un séptimo del resto, a un tercero le
dijo, te dar¢ 3 bezantes y un séptimo del resto, y asi sucesivamente con todos sus hijos. Uno de
los hijos dijo que el reparto no era justo. Pero el padre dijo que todos tenian el mismo dinero

La relacion fundamental entre las cantidades para poder resolver estos problemas se
puede plantear desde tres puntos de vista diferentes, y esto es lo que se va a analizar a lo
largo de este apatado a través de lo que ha quedado reflejado en los libros de texto de di-
ferentes . Para la revision de los libros de texto se ha hecho uso de tres momentos histo-
ricos: Edad Temprana, el periodo medieval y los tiempos modernos (libros impresos y
de ensefianza) (Gomez, 2011).

1. Todos se llevan la misma cantidad

En todos los problemas de este tipo se dice que el reparto es equitativo, asi pues, todas
las personas se llevaran la misma cantidad. A modo de ejemplo se presenta el problema
escrito y resuelto por Aurel (1552)

Ducados y 1/10. También ducados. Un enfermo hace su testamento, y manda que su ha-
cienda sea partida entre sus hijos, igualmente, que tanto haya el uno como el otro. Muerto el

padre, dan al hijo mayor un ducado, y %0 de lo que queda; al segundo, 2 ducados y % dela
resta; al tercero 3 ducados y %0 de lo que quedo; asi a cada hijo un ducado mas que al otro y
% de la resta. De esta manera es satisfecha la voluntad del padre, porque vino a cada uno

tanto como al otro. Demando, cudntos ducados dejo, y cuantos hijos tenia?

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 7-18, ISSN: 2340-714X 9
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Pongo, que dejo x ducados de los cuales toma el mayor, o primer hijo 1 ducado, quedan

x—1, el % de esta resta es X;(; > lo cual junta con 1 ducado, y vendran

x+9 tantos
0 b

. . . . , . 9%
ducados vienen al hijo primero. Estos quita de X, y quedard para los otros hijos

10
9x—29 1
ducados, de los cuales toma el segundo, 2 ducados, quedaran 0 cuyo 0 es

9’;;39 el cual junta con los 2 ducados que el 2° tomo, y vendran % tantos ducados

vienen al 2°. Y pues el uno hered¢ tanto como el otro, conviene que los ducados del uno

x+9
10

sean iguales a los ducados del otro. Por lo cual digo que ducados del primero son

iguales a % ducados del segundo. Reduce la igualacion a entero (que es multiplicar

en cruz) y vendran 100x + 900 = 90x + 1710. Iguala y parte y vendra x a valer 81. Tantos du-
cados dejo el padre. Ahora para saber cuantos hijos eran mira qué viene a cada uno de esta ma-
nera, toma 1 ducado de los 81, quedaran 80, cuyo 1/10 es 8, el cual junto con el 1, y seran 9
ducado [que son los que] vienen a cada uno (Aurel, 1552, fo. 92)

Notar que en la solucion escrita en este trabajo se usa la “x” en lugar del simbolo c6-
sico utilizado por Marco Aurel.

Aurel resuelve el problema planteando una ecuacion que representa que los dos pri-
meros hijos heredan la misma cantidad, Y debido a que cada uno heredaba tanto como el
otro, ha acordado que los ducados de uno son iguales a los otros ducados

x+9 9x+171

10 100

El desarrollo de la resolucion de la ecuacion se realiza paso a paso a partir de este
planteamiento (Gltimas cinco lineas del problema).

2. La diferencia entre lo que se llevan dos es cero

Euler utiliza el método cartesiano, al igual que Aurel, pero en su lectura analitica
plantea la condicion critica de este tipo de problemas en términos de la diferencia entre lo
que se llevan los dos primeros hijos es cero. En este caso, la tabla que incorpora el autor
en su solucion explica el método de resolucion.

Las libras. Un padre deja a su muerte varios hijos, quienes comparten sus bienes de la si-
guiente manera: el primero recibira 100 libras y la décima parte del resto, el segundo reci-
bira 200 libras y la décima parte del resto, el tercero 300 libras y la décima parte del resto, el
cuarto recibira 400 libras y la décima parte del resto, asi sucesivamente. Asi se obtiene que la
herencia queda dividida equitativamente entre sus hijos. Se requiere saber, cuantos hijos eran
y cuanto recibio cada uno.

10 Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n° 94, 7-18, ISSN: 2340-714X
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Supondremos que el total de la fortuna sea z libras; y que cada hijo recibird la misma

, s . . z
parte a la cual la llamamos x, con lo cual el nimero de nifios vendra determinado por ——.
X

Ahora pasamos a la resolucion del problema.

Suma o herencia | Orden de Parte de cada hijo Diferencias
que es dividida los hijos
z 1° _
x=100+ _z~100
10
zx 2 z—x—200 x =100
=200+ ——— 100 ———=0
x =200 10 10
z-2x 3° z—2x—300 x =100
= + 100 -——=0
x =300 0 10
z-3x ¥ z = 3x — 400 x =100
= + 100 —-——=0
x =400 0 10
z-4x 5° z—4x =500 x =100
= + 100 —-——=0
x =300 10 10
z-5X 6° 5y — y asi sucesivamente...
x= 600 + 200

Hemos insertado en la Giltima columna las diferencias, las cuales se han obtenido cada
parte menos la anterior, dado que todas las partes son iguales esta diferencia es igual a 0.
x—100

10
Asi pues ahora sabemos que cada hijo recibira 900 libras, cogiendo cualquiera de las

Con lo que resolviendo esta ecuacion 100 — se obtiene que x=900.

formulas de la tercera columna obtenemos x = 100 + %que 7z=8100 libras, y en

consecuencia, el nimero de hijos 8100/900=9. (Euler, 1770/1821, p. 173).

3. La diferencia entre la cantidad que queda antes de la tltima distribucion y el ul-
timo reparto, es cero.

Solucioén del problema de Fibonacci, The Bequest of a Man's Fortune
Por los séptimos que ¢l da a cada hijo tienes 7 y le quitas 1, entonces el resto son 6 y estos son

el nimero de hijos que multiplicados por si mismos da 36 que es el nimero total de bezantes.
(Fibonacci, 1202/2002, p.399).

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n° 94, 7-18, ISSN: 2340-714X 11
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Aunque, no hay nada en el texto que permita deducir cual es la regla que utiliza Fibo-
nacci, se va a suponer que la relaciéon fundamental que utiliza el autor es que la diferen-
cia entre la cantidad que queda antes del ultimo reparto y este mismo es 0.

Esta relacion se muestra con el lenguaje simbolico de la siguiente manera:

C—(l-n++(C—l~n))0, (1)

donde I - n + % (C =1+ mn), n=>2, es la cantidad que recibe el ultimo nifio, y 7 es el

numero de hijos y C son los bezantes que quedan tras el pentltimo reparto. De la rela-
cion fundamental (1) se sigue,

7C—C—Tn+n=0—>7-1)C=(7-Dn>C=n (2

Si C=N, la herencia, H, deber ser igual a n? (n nifios and » bezantes cada uno de ellos).
Ahora se necesita encontrar el valor de n, que se puede hacer, por ejemplo, resolviendo
la ecuacién de lo que recibe el primer hijo:

1+ %(n2—1)=n 5 n=6. 3)

Se puede pensar que Fibonacci no hizo uso de las ecuaciones de segundo grado para
obtener su resultado, pero tal vez si que us6 un método basado en la factorizacion y pro-
porcion, debido a que estos métodos eran mas tipico en aquellos tiempos. El siguiente
ejemplo ayuda a ilustrar esta idea.

El mercader. Un mercader estando enfermo hizo testamento, dejando ciertos hijos, y cierta
cantidad de hacienda, ordenando que al hijo primero le diesen la sexta parte de su hacienda,
y 300 ducados mas; al segundo la sexta parte del restante, y 600 ducados mas; y al tercero la
sexta parte del restante y 900 ducados mas, y con este orden en los demas, dando siempre a
cada uno la sexta parte del restante, y 300 ducados mas al uno que al otro. Muerto el padre,
partieron la hacienda, y hallaron que tanto vino al uno como al otro: pidese cuantos hijos dejo
el padre, cuédnta hacienda, y cuanto vino por cada uno

Quita el numerador del quebrado del denominador; esto es, 1 de 6 y quedaran 5 y tantos
hijos dejo, luego multiplica los 300 ducados, que se dan de mas a cada hijo, por 6, denomina-
dor del quebrado y montaran 1800 ducados y tantos ducados le tocaron a cada uno, los cuales

multiplicados por los 5 hijos montaran 9000 ducados y tanta hacienda dejo el padre; prué¢balo
y hallaras ser verdad (Puig, 1715/2001, p. 209).

Razonando tal como se ha hecho con el problem anterior, con el lenguaje simbolico,
lo que recibe el ultimo nifio,

3001 + ——C, n>2 (4)
6

donde 7 es el nimero de niflos y C es lo que queda tras el pentltimo reparto,

12 Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n° 94, 7-18, ISSN: 2340-714X
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C — (300n + % C)=0, (5)
6C — C =6 x 300n, (6)
(6—1)C=6x300m, 7

El nimero de nifios y la cantidad heredada deben ser nimeros enteros. Si se observa
la igualdad anterior y se continuia pensando en términos de factorizacion y proporcion,
6 %300 C

la relacion o1 = -~ muestra que n = 6-1 y C=6%300, es una solucion posible,

y esta es la idea de que tal vez Fibonacci aplico.

ESTUDIO COGNITIVO

Una vez identificadas las lecturas analiticas “historicas”, interesa conocer cuales son
las formas de proceder de los estudiantes actuales en la resolucion de este tipo de proble-
mas, ya que nunca antes se ha tenido ocasion de reflexionar propiamente sobre esto y su
preparacion es por tanto escasa. Asi pues seria interesante para una posterior propuesta
de ensefianza a los futuros profesores en la que se tengan en cuenta las dificultades, rigi-
deces o rutinas de los estudiantes en relacion con la resolucion de los problemas verba-
les de fracciones.

Para ello se les presenta un problema, similar a los anteriores pero con un texto mas
motivador, titulado “The Raja’s pearls” que se encuentra en “El hombre que calculaba”
(Tahan, 1993),

Un raja dejo a sus hijas cierto numero de perlas y ordend que el reparto se hiciese del si-
guiente modo: a la hija mayor corresponderia una perla mas un séptimo de las que quedasen;
la segunda tomaria dos perlas y un séptimo de las restantes; la tercera recibiria tres perlas y un
séptimo de las que quedasen. Y asi sucesivamente, para las restantes hijas. Las hijas mas jove-
nes presentaron su queja a un juez, alegando que por ese sistema complicado ellas serian fatal-
mente perjudicadas. El juez —dice la tradicion—, que era habil en la resolucion de problemas,
respondi6 rapidamente que las demandantes estaban equivocadas, y que la division propuesta
por el Raja era justa y perfecta. El juez tenia razon. Hecha la division, cada una de las herma-
nas recibio el mismo niimero de perlas. Se pregunta: ;Cual es el nimero de perlas? ;Cuantas
las hijas del Raja? (Tahan, 1993, p. 76)

La muestra de 27 alumnos pertenece a estudiantes del Master en Educacion Secunda-
ria, en adelante MES, procedentes de la Universidad de Valencia.

Los items que se estudian de las resoluciones de los alumnos son, el método de re-
solucion y la relacion fundamental entre cantidades que utilizan (1, 2 o 3 del apartado
anterior).

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 7-18, ISSN: 2340-714X 13
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1 16
It — (= 1) =2+ — (= (x— 1) -2
=D (= &-D

X = nimero de perlas al inicio
Solucion. Hay 36 perlas y 6 hijas, cada una con 6 perlas.

Figura 1. Ejemplo de resolucion algebraica con criterio fundamental 1.

Como se va dividiendo por 7, es de suponer que el numero inicial menos una perla, sera divisi-
ble por 7.

Empezamos suponiendo que hay 15. 15-1 = 14. 14/7=2. La primera hijatene 3, quedan 12,
12-2=10, no es divisible por 7, seguimos.

El estudiante realiza pruebas hasta llegar a 36,

36-1=35, 37/5=5. La primera hija tiene 6 perlas, el resto es 30, 30-2=28, 28/7=4. La segunda
hija vuelve a tener 6 perlas, y el resto es 24. 24-3=21, 21/7=3. La tercera hija tiene 6 per-
las y el resto son 18, 18-4=14, 14/7=2. La cuarta hija tiene 6 perlas y el resto es 12, 12-5=7,
7/7=1. La quinta hija tiene 6 perlas y el resto es 6. La sexta hija tiene 6 perlas y el resto es 0.

Figura 2. Ejemplo de resolucion aritmética.

14 Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 7-18, ISSN: 2340-714X
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x = nimero de perlas al inicio
Se observan dos problemas:
— El estudiante calcula de forma correcta lo que le toca a la primera hija, pero ya no lo
hace bien para la segunda (circulo)
— No es capaz de plantear una ecuacion, correcta.
El estudiante escribe:
La ultima hija: n perlas+1/7 @ perlas
La penultima hija:
(n-1 perlas) +1/7 de las que queden.

1 7
n—1)+—(——n)=n
(=) +—=(==n
n hijas, x perlas
1+—; G-1)=n+0

1+ x_1:7+x—l:7n

6 + x = n Se debe cumplir esta relacion

Figura 3. Resolucion con incorrecciones matematicas. Circulo: Expresion de lo que queda.

RESULTADOS

El problema fue resuelto por 11 estudiantes (MES). Usaron el método algebraico, lla-
mando x a la cantidad inicial a repartir. Ademas escogieron la relacion fundamental que
indica que todas las partes son iguales. Asi pues, todos realizan un primer reparto, un se-
gundo reparto, e igualan ambos, para obtenr la cantidad inicial. En la Figura 1 se incluye
la solucion de uno de los alumnos.

De entre las soluciones, se destaca la de dos estudiantes (MES) que lo resolvieron su-
poniendo que la cantidad total menos uno debia ser un multiplo de siete, y resuelven el
problema empezando desde el ultimo reparto. Esto lleva a pensar que tal vez Fibonacci
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pudiera haber realizado el mismo proceso, aunque no se asume debido a que se trata de
ensayo y error. Ambos alumnos van realizando pruebas con multiplos de siete hasta que
llegan a la solucion.

El resto de estudiantes de la muestra considerada no resolvieron con éxito el pro-
blema por diferentes razones. Siete de ellos (MES) no entendieron algunos términos es-
pecificos del enunciado. Por un lado, no supieron traducir al lenguaje matematico la
sentencia “de lo que queda” (circulo en la Figura 3). Por otro lado, existen otro alumnos
de este grupo que no entendieron la frase “un bezante y un séptimo de lo que queda”,
ellos traducen esto al lenguaje matematico como, 1+(1/7)x en vez de 1+(1/7)(x—1). Por
ultimo, hay estudiantes que tienen problemas con las operaciones aritméticas y con el
planteamiento de la ecuacion.

El resto de la muestra no realiza nada coherente, con lo que no cabe destacar nada.

CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha estudiado un problema descriptivo de fracciones sobre heren-
cias a través del analisis historico y epistemologico. Para la seleccion de los problemas se
han revisado libros de texto de distintas épocas 0 momentos historicos. Estos problemas
formaban parte sustancial de la ensefianza de las matematicas y se consideraron como
la culminacion del aprendizaje de la aritmética. Del estudio de las lecturas analiticas se
desprende que estos problemas se han resuelto a través de tres relaciones fundamentales
y dos métodos de resolucion, uno artmético y otro algebraico.

Al presentar este tipo de problemas a una muestra de 27 estudiantes, con alta forma-
cion matematica, se ha observado como traducian al lenguage matematico la relacion
entre las cantidades y qué métodos de resolucion utilizaban. Los resultados prelimina-
res muestran una prevalencia en el método algebraico sobre el aritmético, como era de
esperar dado la importancia que se otorga al método cartesiano en la enseanza actual, y
la relacion fundamental que marca que todas las personas tienen la misma cantidad. Re-
marcar que los estudiantes tenian problemas con un sintagma caracteristico de este pro-
blema ,,de lo que queda“ ya que les costaba la traduccion al lenguaje matematico.

El hecho de que los problemas descriptivos puedan resolverse facilmente y en gene-
ral con el método cartesiano, como se demuestra en el estudio empirico aqui realizado,
ha contribuido a perder de vista que estos problemas han servido para comunicar los
usos, las técnicas, enfoques, métodos y el razonamiento de las matematicas. Toda esta in-
formacion puede ser util para ensefiar a utilizar los problemas como un objeto de estudio
y no subproducto de otro tipo de aprendizaje. En la ensefianza tradicional, la resolucion
de problemas se presenta como ,,ejercicio y practica“ para consolidar o aplicar el cono-
cimiento previamente adquirido y no como estudio en si mismo. Ademas, también puede
ser util para el investigador, ya que proporciona un modelo de la historia epistemoldogica
para el estudio de los problemas clasicos, no como partes individuales de un contenido
matematico, sino en relacion con sus raices y analisis de la evolucion.

Por otra parte, el reto de los profesores e investigadores es mantener viva esta ri-
queza de conocimientos, para evitar que se caiga en el olvido. Se debe tener en cuenta el
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objetivo del plan de estudios, que considera la resolucion de problemas en una compe-
tencia basica y adaptarse a la enseflanza y las caracteristicas de los alumnos.
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Resumen: Desde hacia tiempo, el bajo nivel de alfabetizacion de la poblacion, repre-
sentaba una preocupacion para el gobierno portugués. De este modo, en el 1964, el Mi-
nistro de Educacion Galvao Teles, emitio el Decreto-Ley N ° 46135 que creo el Instituto
de Meios Audiovisuais, teniendo este como objetivo principal, motivar cambios en el sis-
tema de ensefianza con el uso de la tecnologia.

Después de la creacion de este instituto, el Decreto Ley N°46136, de diciembre del 1964,
define la organizacion, el funcionamiento y los objetivos de los diferentes cursos crea-
dos a continuacion. En este contexto, se destaca el programa “Ensefianza Telescuela”,
en el que los cursos fueron disefiados con el apoyo de la radio y la television. Este pro-
grama innovador, fue decisivo en la enserianza obligatoria en la poblacion portuguesa
durante décadas (en particular en las zonas mds rurales), lo que contribuyé al aumento
en el nivel de conocimientos en Portugal.

Este trabajo pretende caracterizar el tipo de formacion impartida a los maestros mo-
nitores de Ensefianza Telescuela, particularmente en el darea de las matematicas, deno-
minado “Formacion de maestros monitores” basado en materiales creados por el ex
orientador pedagogico de Telescuela, el Profesor Bernardino Sobral, que también fue
profesor supervisor. Para este estudio fueron llevadas a cabo algunas entrevistas que
nos permitieron complementar la informacion tomada de documentos.

Palabras Clave: Ensefianza de las Matemdticas, Matemdtica Moderna, Telescuela, for-
macion de profesores monitores, Orientador Pedagogico.
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Mathematics in the Telescuela de Portugal:
Formation of the professional and contribution
of the personal archive of Professor Bernardino

Goncalves Sobral

Abstract: The low level of literacy of the population had long been a concern for the Por-
tuguese government. Thus, in 1964, the Minister of Education Galvdo Teles, issued De-
cree-Law No. 46135 that created the Institute of Audiovisual Media, the main objective
being to motivate changes in the education system with the use of technology .

After the creation of this institute, Decree Law No. 46136, of December 1964, defines
the organization, operation and objectives of the different courses created below. In this
context, the “Teaching Telescuela” program is highlighted, in which the courses were
designed with the support of radio and television. This innovative program was instru-
mental in the compulsory education of the Portuguese population for decades (particu-
larly in the more rural areas), which contributed to the increase in the level of knowledge
in Portugal.

This work intends to characterize the type of training given to the teaching monitors of
Teaching Telescuela, particularly in the area of mathematics, denominated “Training
of teacher monitors” based on materials created by the former pedagogical advisor of
Telescuela, Professor Bernardino Sobral, who Was also a supervising teacher. Some in-
terviews were carried out for this study, which allowed us to complement information
gathered from documents.

Keywords: Teaching of Mathematics, Modern Mathematics, Telescuela, teacher trai-
ning monitors, Pedagogical Advisor

1. INTRODUCCION

En 1911 la Educacion primaria en Portugal, pasa a ser libre y obligatoria, constando
de tres niveles: elemental, complementaria y superior. Sin embargo, s6lo es obligatorio
el primer grado, con una duracion de tres afios. Con la reforma de la educacion en 1919,
la ensefianza obligatoria pasa de 3 a 5 afios, con el objetivo de que “el nifio tenga todos
los instrumentos fundamentales de las bases de conocimiento y de cultura general, pre-
parandose para la vida social” (Valente, 2010, p.1).

Segun Valente (2010) que cita Fernandes (1981, p. 167), quince afios mas tarde, con
el golpe de estado de 1926, la Ensefanza primaria elemental se redujo a cuatro afios, pero
centrada so6lo en tres afios, bajo el lema de ensefiar a leer; escribir y contar. El cuarto afio
adquiri6 un estatus de estudio adicional que proporciona el conocimiento esencial para
todos los estudiantes que no podian progresar en sus estudios. Sin embargo, la falta de
personal cualificado en los diferentes sectores econdmicos y la tecnologia del pais, hizo
que el Ministro de Educacion, Pinto Leite, decretara el aumento de la educacion obliga-
toria de tres a cuatro afios, pero en dos fases distintas. La primera para los hombres en
1956 y la segunda en 1960 para las mujeres.
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Mas tarde, el Ministro de Educacion, Galvao Teles, por el Decreto Ley N° 45810, de
julio del 1964 aument6 la ensefnanza obligatoria de cuatro a seis afios para ambos sexos.
Este incremento en la ensefianza obligatoria provocé una falta de escuelas en el pais, es-
pecialmente en el interior (de naturaleza esencialmente rural) y la escasez de maestros
cualificados para ejercer la practica docente.

En este contexto, en el 1964, el Ministro de Educacion Galvao Teles, cred bajo el Mi-
nisterio de Educacion Nacional, el Instituto de Medios Audiovisuales de Educacion con
autonomia administrativa y cuyo principal objetivo era promover el uso de técnicas au-
diovisuales, como medio auxiliar de la difusion de la ensefianza. (Decreto-Ley N° 46135
31 de diciembre de 1964, p.1970).

La concretizacion del objetivo principal dio lugar a un sistema educativo innovador
que hacia uso de la tecnologia de comunicacién mas avanzada existente en el momento,
la television, Asi nacid la Telescuela.

Este programa de ensefianza, inicialmente en forma provisional, iba a ser a lo largo
de los afos objeto de varias reformas, manteniéndose en funcionamiento durante mas de
cuatro décadas. La ensefanza de Telescuela fue estudiada por varios investigadores, en
particular, con respecto a las matematicas destacamos el trabajo de Costa (2010), Valente
(2010), Barros (2012), Almeida (2013), Esteves (2013).

Este trabajo se centrara en la caracterizacion de la formacion de maestros monito-
res de Telescuela en su perfil pedagdgico, en su proceso de formacion desde el principio
de su carrera y en las actividades de formacion que fueron ofertadas por el Ministerio
de Educacion sobre su carrera, en particular con respecto a las matematicas. Con este
fin se realizo6 un trabajo de busqueda documental, complementado con entrevistas al
Orientador Pedagogico Bernardino Gongalves Sobral, inspector, ahora retirado que tra-
bajé de forma continua en este tipo de enseflanza como maestro y como Orientador pe-
dagogico durante mas de 20 afios, lo que nos permitié conocer este tipo de ensefianza ,
adquiriendo conocimientos reales; de hecho, proporciona un estudio objetivo desde su
creacion a los cambios y transformaciones que ha sufrido, particularmente en el nivel
técnico y pedagogico.

2. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

En este trabajo de investigacion, los pasos de nuestro plan de trabajo siguieron la me-
todologia de la investigacion historica. El método historico consta de cuatro etapas: heu-
ristica, la critica, la hermenéutica y la exposicion (Ruiz Berrio, 1997).

En el tratamiento de fuentes impresas (documentos) y escritos a mano (notas del
Orientador Pedagogico Bernardino Sobral) se hizo una lectura, analisis y seleccion cri-
tica en el sentido de la identidad de quién las produjo, con qué intencion y cuales fueron
los criterios de seleccion de estos para la investigacion. Ademas de estas fuentes de re-
ferencia, se utilizo una fuente oral complementaria, entrevistas informales al Orientador
Pedagogico Bernardino Gongalves Sobral.

Las entrevistas permitieron confirmar lo que encontramos en documentos de otro
tipo, tales como las experiencias personales, informacion sobre documentos escritos y /
orales (Alberti, 2005, pp. 22-23).

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 19-32, ISSN: 2340-714X 21



Las Matematicas en la Telescuela de Portugal: Formacion del profesorado y contribucion...
Ana Maria Vieira y Ana Santiago

Para Almeida (2013) y citando a Camargo (1989) “la historia oral puede considerarse
una fuente legitima, ya que no induce mads errores que otras fuentes documentales e his-
toricas. La historia oral tiene el mérito de introducir al investigador en la construccion
de la propia historia, lo que permite una evaluacion constante del documento durante su
construccion” (pp. 13-14).

En nuestro estudio hemos optado por entrevistas no estructuradas propias de los estu-
dios historicos (Bogdan & Bilken,1994), es decir, conversaciones informales con Orien-
tador Pedagogico Bernardino Gongalves Sobral.

En nuestra investigacion, hemos localizado las anotaciones originales, escritas a
mano y impresas, folletos y también copias de otros documentos que formaban parte del
archivo personal del Orientador Pedagdgico Bernardino Gongalves Sobral, que contie-
nen fuentes primarias y secundarias, segin McCulloch (2004).

3. LAENSENANZA TELESCUELA

El Ministro de Educacion Galvao Teles creia profundamente en el papel que los me-
dios de comunicacion pueden desempenar en el aprendizaje, llevar la educacion obliga-
toria a mas personas, con un gasto minimo y rapidamente.

Para obtener beneficios econdmicos de los medios audiovisuales, como auxiliar fue
creado en el Ministerio de Educacion Nacional, el Instituto de Medios Audiovisuales de
Enseflanza cuyo principal objetivo era «promover la difusion de la ensefianza, que con-
tribuye de forma simultdnea a aumentar el nivel cultural de la poblacion” (Decreto Ley
N°® 46135, de 31 de diciembre de 1964).

Con la creacion de este Instituto y la promulgacion del Decreto Ley N° 46136, di-
ciembre de 1964, el Ministro de Educacion Galvao Teles implementa una ensefianza a
través de cursos de radiodifusion y television escolar - Telescuela.

Pronto la Telescuela se convirtid en la escuela mas difundida en el pais, ya que per-
mitia la posibilidad de que toda la poblacion asistiera a estos programas, proporcionando
asi un aumento en el nivel cultural de los portugueses, cumpliendo uno de los objetivos
recomendados por el Ministerio de Educacion.

Se crea asi una posibilidad, hasta ese momento inexistente, para reducir al minimo la
diferencia entre la escolarizacion de las zonas rurales y urbanas. El programa fue equiva-
lente al ciclo de la educacion técnica preparatoria, con la integracion de la disciplina de
francés, lo que permitid la continuacion de estudios.

Segundo Santos (2003) sefiala que en 1974 la Telescuela funcionaba de forma conso-
lidada llegando la O.C.D.E., en 1976, a elogiar este tipo de ensefianza, tanto por la cali-
dad como por los niveles de éxito que presentaba.

Este tipo de ensefianza se destinaba al 5° y 6° grado de escolaridad, las clases funcio-
naban normalmente en estabelecimientos de Educacién primaria, después del término de
estas y los maestros eran mayoritariamente oriundos, también del mismo ciclo.

Después de varias orientaciones y variantes de actuacion, la Telescuela cambi6 de
nombre por tres veces hasta su extincion: Curso Unificado da Telescuela de 1965 a 1968;
Ciclo Preparatorio TV de 1968 a 1990 y Ensenanza Basica Mediatizada de 1991 a 2006.
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En 1980, podia considerarse que la Telescuela funcionaba de forma solida y las emi-
siones pasaron a ser emitidas en color. Entre el archivo personal del Orientador Peda-
gbgico Bernardino Gongalves Sobral encontramos un documento, datado del 1980 que
resalta la preocupacion de la existencia o no de alternativa a la Ensefianza Telescuela.

La década de los ochenta marc6 el comienzo de la decadencia de la ensefianza Teles-
cuela debido a las divergentes corrientes de pensamiento. Hubo quienes frente a las difi-
cultades econdmicas y el aislamiento de algunos estudiantes, defendieron la continuidad
de este programa de educacion alternativa. Por otro lado, también hubo quienes pusie-
ron en duda la pertinencia de la Telescuela, tanto en lo referente a la calidad de la edu-
cacion, nivel de exigencia y preparacion, como a la creacion de una red de transporte
gratuito que permitiera a los estudiantes mas aislados, y / o desfavorecidos tener acceso
al sistema de educacion regular. En este contexto, por orden ministerial, se instituy6 un
grupo de Evaluacion Telescuela.

También los tutores se dividieron en opiniones. El libre acceso a la red de transporte
provoco que muchos padres / tutores aceptaran que los estudiantes viajaran para asistir a
las clases en la ensefanza regular. Sin embargo, hubo aquellos que por necesidad econo-
mica o necesidad de mano de obra libre para el trabajo agricola, se manifestaron contra
la extincion de Telescuela, ya que el tiempo de viaje y la espera para el transporte fueron
(a los ojos de padres / tutores) vistos como una pérdida de tiempo.

Ademas de todo lo anterior, todavia habia resistencia por parte de un gran nimero
de familias y / o tutores, debido a las grandes contingencias mas alla de los viajes de sus
estudiantes, también la incorporacion de los maestros demasiado tardia y factores eco-
némicos, a pesar de los alumnos tenian transporte gratuito garantizado. Los cambios en
la forma en que los estudiantes podian continuar sus estudios han dado Iugar a una des-
igualdad social marcada por una tasa de fracaso y un gran abandono escolar.

A pesar de que durante el afio escolar 2001/2002 hubo cerca de 5.200 estudiantes
matriculados en EBM, con una tasa de éxito de alrededor del noventa por ciento, la ex-
tincion de los Puestos de Telescuela continuaron siendo una realidad. En el afio escolar
2001/2002, mediante Orden conjunta N° 598/2001 de 10 de julio, comienza la extincion
gradual de la EBM y el afio escolar 2005/2006 el EBM estaria totalmente extinguido.

4. FUNCIONAMIENTO DE LA TELESCUELA Y AGENTES DE ENSENANZA

Era la Telescuela la que establecia las condiciones minimas especificas para que un
espacio pudiera ser adoptado como puesto de recepcion y las horas de trabajo semana-
les. Los puestos de recepcion, al inicio, fueron instalados en las escuelas primarias que
operaban en un sistema de division horaria (por la mafiana clases de primaria e por la
tarde clases de Telescuela) o bien en locales prestados por las autoridades locales (San-
tos, 2003). A finales de los afios sesenta y principios de los setenta, las emisiones de Te-
lescuela llegaron a San Tomé y Principe y, algin tiempo después, a la isla de Madeira y
las Azores.

Desde Lisboa y Vila Nova de Gaia se hacian las actividades de produccion y coordi-
nacion de todos los materiales y desde Vila Nova de Gaia se llevaba a cabo el control de
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las transmisiones televisivas. Por decreto, el Ministro de Educacion Galvao Teles, regulo
los cursos que podian ser impartidos en Telescuela.

Esta ensefianza era impartida por un profesor oficial apoyado por directores para los
distintos cursos. Preparaban todos los materiales necesarios para que los Profesores Mo-
nitores acompafiaran a los estudiantes en los Puestos de Recepcion. Los Orientadores
pedagdgicos / Inspectores hacian de puente entre los Profesores Transmisores que prepa-
raban los materiales para los Profesores Monitores.

Los estudiantes siempre estaban acompanados en el saloén de clases por ese profesor
monitor, que era responsable de hacer de puente entre el profesor transmisor y los estu-
diantes, durante el programa que duraba aproximadamente entre veinte y veinticinco mi-
nutos. Durante la emision, los estudiantes podian interactuar con el profesor transmisor
como si estuviese presente en la clase.

Los Profesores Presentadores debian usar un discurso oral y escrito coherente para
todas las materias y el nivel de exigencia en la evaluacion debia ser consensuada, para
que este tipo de ensefianza fuera lo mas justo posible, a nivel nacional. Se justifica, por
lo tanto, un plan de estudio y un programa de las diversas disciplinas de caracter unitario
(Preambulo del Decreto-Ley N © 47480 de 2 de enero de 1967).

Se llegd a comprobar més tarde que las clases transmitidas por television permitian
a los estudiantes un aprendizaje diferenciador, a su propio ritmo, lo que les permitia una
satisfaccion y bienestar en el aula. Las técnicas de transmision televisiva motivaban y es-
timulaban el aprendizaje de los estudiantes, sin embargo, eran reducidas con respecto al
nivel de actividad fisica, aunque se considera que estimulaban la comprension y la ima-
ginacién (Gomes',1967).

Este tipo de ensefnanza, mientras estuvo en vigor, , fue adaptandose a los avances tec-
noldgicos innovando metodologias de ensefianza, tratando de sacar provecho de ellas.
En 1975 la sede se traslado sus instalaciones y R.T.P. sdlo se utilizaba para la difusion
de programas. En el afio académico 1988/89 las emisiones en directo fueron sustituidas
por las cintas de video, esta enmienda se consideré una innovacion en el sistema por-
tugués (Santos, (2003), Barros (2012)). Se consolidd en una época en la que las clases
fueron preparadas con antelacion en video y se introdujeron nuevas estrategias de ense-
flanza, especialmente en Matematicas, que dieron los primeros pasos en el uso de calcu-
ladoras en el aula.

5. LOS MATERIALES UTILIZADOS EN LA TELESCUELA

Segun Barros (2012) todos los materiales utilizados en la Telescuela fueron desa-
rrollados por equipos multidisciplinares que luego hacian llegar a los Profesores Moni-
tores. Al comienzo de la implementacion del sistema, los materiales eran fichas sueltas
simples. Estas eran consideradas de buena calidad y eran enviadas a los Puestos de re-
cepcion, mensualmente. Estaban equipados con todos los materiales necesarios para la

1. Ejercio el cargo de Director de la Telescola a partir de 1965. Hasta el 25 de abril ejercio el cargo de Di-
rector General del Ministerio de Esducacion y continud, por la voluntad de los trabajadores. Ejercio sus fun-
ciones durante dos legislaturad, ademas de ser Inspector General de Educacion.
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ensefianza y si habia algo dafiado, inmediatamente era sustituido. En cada sesion, todos
los dias, dicha hoja era distribuida por el Monitor y el estudiante al final de la sesion la
dejaba archivada en el dosier. Las hojas estaban en blanco y negro, sin fotos. Hay que
tener en cuenta que muchos Profesores Monitores se preocupaban en crear algunos ma-
teriales, en particular manipulativos, con el proposito de que el estudiante comprendiera
mejor lo que seria transmitido durante la sesion. En algunas disciplinas los estudian-
tes no manipulaban materiales, pero las experiencias presentadas en las emisiones eran
detalladas, apelativas y podian captar su atencion, como por ejemplo en el caso de la
geometria.

Segun Almeida (2013) y citando Antonio Augusto Lopes la coleccion de sdlidos
geométricos incluia modelos de papel y modelos de alambre, cada estudiante debia cons-
truir su propia coleccion. Si no era posible, el Puesto de Recepcion debia tener al menos
una coleccién de modelos suficientes para que cada estudiante pudiera en cualquier mo-
mento. Las colecciones de figuras planas estaban realizadas en carton fuerte o plastico
laminado, incluidos varios ejemplos de formas geométricas comunes (poligonos y cir-
culo) de diversas dimensiones. (IMAVE, 1965, p.85). En algunos Puestos de Recepcion,
los Profesores Monitores, en la ensehanza de la geometria, construyeron con sus estu-
diantes solidos geométricos.

Barros (2012) establece que, al final de los afios sesenta, la Telescuela lanz6 los pri-
meros libros de texto, sustituyendo las fichas de trabajo. Estos libros de texto se edita-
ron en blanco y negro, con pocas imagenes y poco formales, tal vez, para que pudieran
ser vendidos a precios mas asequibles, aunque muchos estudiantes los adquirieran
gratuitamente.

En los servicios centrales, los equipos técnicos y pedagogicos trabajaban juntos en la
produccion y ejecucion de los recursos didacticos, asi como en las grabaciones necesa-
rias para la concepcion de los mismos, por eso eran responsables del desarrollo, la pro-
duccién y presentacion de todos los materiales de apoyo del sistema de visualizacion y
ofrecieron su imagen en la television para explicar el contenido. Ademas, les competia
también preparar material especifico como la planificacion de lecciones, directrices cien-
tificas y sugerencias pedagogicas, que eran publicadas con antelacion en los folletos, Bo-
letines de Profesores Monitores.

Les competia también hacer las pruebas de evaluacion. Durante cada afio escolar
se elaboraron seis pruebas de evaluacion de preguntas de eleccion multiple (O.C.D.E.,
1977). Estos equipos pedagogicos evaluaban los resultados obtenidos en las diversas dis-
ciplinas, los analizaban y trataban de encontrar justificaciones para obtener buenos resul-
tados. Proponian soluciones para mejorar el aprendizaje del estudiante.

Los Orientadores / Inspectores pedagogicos eran el enlace entre los equipos educa-
tivos y monitores. Su objetivo era controlar todas las actividades, orientar y asesorar a
los Profesores Monitores (Vieira, 2014). Su actividad se amplia ademas, a establecer
contactos con las autoridades locales a nivel de parroquia y Ayuntamientos con el fin de
satisfacer todo tipo de escasez, que pudiera poner en peligro el cumplimiento de funcio-
namiento /rendimiento escolar.
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6. LA DISCIPLINA DE MATEMATICAS EN LA TELESCUELA

Aunque los programas de disciplinas de la Telescuela fueron disefiados para que fue-
ran semejantes a los del ciclo inicial de la Escuela Técnica, no fue asi en el caso de las
matematicas. Fue la Telescuela la que introdujo la matematica moderna, ya que en Por-
tugal, en los afios sesenta, se estaban iniciando las experiencias curriculares y uno de los
miembros de la Comision de Estudio sobre Modernizacion de la Ensefianza de la Ma-
tematica fue el profesor Antonio Augusto Lopes, Profesor Presentador de la Ensefianza
Telescuela.

En los boletines de Orientacion de Monitores del IMAVE, distribuidos trimestral-
mente cada afio escolar, podemos encontrar los objetivos de la disciplina de las matema-
ticas, bibliografia, notas e informacion cientifica.

La matematica moderna llega a Portugal en 1963 con el nombramiento por el go-
bierno de una Comision de Estudio para la Modernizacion de la Ensefianza Matematica
de revision del programa de tltimo ciclo de la ensenanza secundaria y presidido por Se-
bastido e Silva (Almeida, 2013).

Cabe sefalar que José Sebastido e Silva contribuy6 a una profunda renovacion en los
programas que llevaba a nuevas pedagogias. Tuvo siempre como objetivo principal fo-
mentar el gusto por la investigacion, la profundizacion de los conocimientos cientificos,
y el estudio de la historia del pensamiento matematico. Utiliz6 el llamado método heu-
ristico, recorriendo de lo particular a lo general, de lo concreto a lo abstracto, para lograr
un resultado preciso con las definiciones y las demostraciones logicas.

También contribuyeron los profesores Anténio Augusto Lopes y Antdénio de Almeida
Costa, ambos profesores, presentadores en la Ensefianza Telescuela, para la introduccion
de la Matematica Moderna en ese tipo de enseflanza que se consider6 una innovacion en
Portugal, ya que ambos integraban este movimiento y eran colaboradores de Sebastido
e Silva. Ademas, presentaban semanalmente una clase sobre la Matematica Moderna y
también otros programas en directo a través de TV. Estos programas de television, mas
que la difusion de la disciplina, se dirigieron a los profesores en formacion de matemati-
cas, afirmado por ellos mismos y citadas por Esteves (2013).

La Matematica Moderna se implemento6 por primera vez en los programas de Ense-
flanza Telescuela siendo considerado una innovacion en Portugal. Entre las disciplinas
que se impartian en la Telescuela era, tal vez, la que exigia por parte del Profesor Monitor
mas atencion en la exploracion de contenidos. Entre el archivo personal del Orientador
Pedagogico Profesor Bernardino Gongalves Sobral, en sus notas personales manuscri-
tas, se expresa su preocupacion con respecto a las dificultades presentadas por los alum-
nos a la disciplina de Matematicas (Vieira, 2014).

Casi todos los textos usados en las clases de matematicas llevan un esquema estruc-
tural bien disefiado: resumen, esquema descriptivo, con el guion televisivo, indicaciones
metodologicas para la explotacion de los contenidos y en algunas ocasiones se incluyen
ejercicios practicos.

Antdénio Augusto Lopes, segun Almeida (2013), afirma que el programa de matemati-
cas se define por la secuencia logica de materias, y que, a pesar de utilizar los contenidos
del programa del Ciclo Preparatorio de Telescuela, hay un ordenamiento nuevo, inte-
grando contenidos de la teoria de conjuntos. Por lo tanto, hay un entendimiento de que las
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Tenho o direito de sentir e ver as necessidades e os efeitos do meu
estudo em Matematica.

Tenho o direito de nao compreender.

Tenho o direito de dizer que nao compreendo.

Tenho o direito de nao gostar de Matematica.

Tenho o direito de dizer que nao gosto de Matematica.

direito de ser considerado como capaz de aprender Matematica.

o
Tenho o direito de aprender a gostar de Matemitica.
Tenho ¢

o

Tenho o direito de ''fazer'' e nao de ''ver fazer' a Matematica.

Tenho o direito de contar com a criatividade do Professor para que também
eu seja criativo em Matematica.

Tenho o direito de aprender de acordo com o meu ritmo de trabalho.

Tenho o direito de nao concordar que a Matematica seja um mero instrumento
de selecgao.

Tenho o direito de nao julgar o meu valor em Matematica apenas pelas minha

notas.

Fig. 1 - Declaracion de los derechos del alumno de Matematicas

unidades de programa pueden ser los mismos, pero tratados de una manera diferente y en
este sentido, se trata de un nuevo programa, sin embargo, esto no se admite oficialmente
por escrito. Se considera que el papel del Profesor Monitor es esencial para el aprendizaje
y es el responsable de asegurar el pleno desarrollo de la actividad del estudiante.

Se entendia que la ensefanza de las matematicas debe permitir que el estudiante
pueda entenderlas y utilizarlas no so6lo en la escuela, sino en la vida profesional y en la
promocion del desarrollo cientifico y tecnoldgico.

Localizamos entre el archivo personal del Orientador Pedagdgico Profesor Bernar-
dino Gongalves Sobral, documentos dirigidos a todas las disciplinas, en relacion con la
disciplina de matematicas encontramos el documento “Bases para una metodologia ade-
cuada” y textos de apoyo que lo acompafian, por ejemplo un extracto de “Matematicas
en la leyenda y en la historia” de Malba Tahan y consideraciones “ ;Cémo hacer mate-
maticas antes de los 11 afios si la matematica es un pensamiento abstracto?” y conside-
raciones sobre el “Método didactico” con las etapas/razonamientos: “Estadio sensorio
motor”, “Estadio preoperatorio”, “Estadio operatorio concreto”, “Estadio operatorio for-
mal”, “razonamiento operatorio-concreto” y “razonamiento operatorio-formal” y, ade-
mas, una de las paginas de los derechos de los estudiantes “Declaracion de Matematicas™:

7. FORMACION DE PROFESORES MONITORES
El Profesor Monitor, independientemente del uso de la television como herramienta

de ensefianza, adaptaba su plan de clase para satisfacer la naturaleza cognitiva, emocio-
nal y / o psicomotoras de sus estudiantes, para proporcionarles un buen aprendizaje.
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De la lectura hecha a los documentos del Orientador Pedagogico Profesor Bernardino
Gongalves Sobral, en particular, los folletos “ Orientacion de Profesores Monitores”,
por ejemplo, una de octubre de 1978, vemos la preocupacion existente de que la funcion
del Profesor Monitor no s6lo se resuma a un vehiculo intermedio entre el conocimiento
transmitido por la television y el estudiante; ademas, el profesor, realizar funciones de
educador y buscar la cooperacion de la familia, de los padres, con el fin de mejorar la
educacién / formacion integral del estudiante. En conclusion, el profesor monitor tiene
un papel diferente pero nunca pasivay / o ausente.

7.1. Orientacion de Profesores Monitores

La Ensenanza Telescuela tuvo como principal preocupacion que los contenidos del
programa fueran muy similares a la escuela regular que se impartia en los centros de po-
blacion no rurales. Un Profesor Monitor para contestar a las preguntas de sus estudiantes
de cualquier contenido del programa transmitido ya sea a través de Televisa y / o video,
exigia, de su parte una formacioén/preparacion muy completa por lo que la Ensefianza Te-
lescuela no descuido la formacion de los monitores de maestros Profesores Monitores.

Segun Vieira (2014), al inicio del afio escolar se distribuia a los Profesores Monito-
res guias de trabajo, resumenes pedagogicos, con la preocupacion y la prioridad de abor-
dar los aspectos para los que se pensaba que los Profesores Monitores estarian menos
dispuestos o capaces. En este tipo de formacion les era aconsejado algunas referencias
como complemento. El Orientador Pedagdgico Profesor Bernardino Gongalves Sobral
afirma que:

(...)No habia ningun tipo de ensefianza que acompaiiara el profesor como este. El profesor
era supervisando por el lado positivo. Era ayudado, se iba a la escuela no para vigiar el pro-
fesor. Si el profesor decia que no tenia ninguna duda, se le preguntaba: ha leido su Boletin de
Orientacion? En cuanto al programa, hay que pensar en la forma de abordar este o aquel con-
tenido (...) siempre una perspectiva de guia, sensibilizacion (...)

También Costa (2010) y Almeida y Matos (2010) son de opinion que la Telescuela
proporcionaba a los Profesores Monitores sesiones de formacion de preparacion pedago-
gica y didactica impartidas por los profesores de las materias respectivas en el curso de
preparacion para el afio escolar.

Con el fin de superar algunas lagunas, tanto en el nivel cientifico / educativo o nivel
técnico / administrativo que los Profesores Monitores podian encontrar en su practica
docente, eran proporcionadas emisiones de television como aclaracion. Estas lecciones
eran generales, o sobre una disciplina especifica, que se procesa en dos etapas: progra-
mas diarios, generalmente relacionadas con dos tipos de materias, durante los quince
dias anteriores al inicio del afo escolar; hasta ¢l final del afo escolar, solo se emiticron
dos programas semanales para el primer afio (uno por televisién y uno por radio), y un
programa de television semanal para el segundo afio.

Desde 1967/1968, este tipo de entrenamiento pasé a tener una duracion de una se-
mana, con seis horas al dia al inicio del afio escolar para que los Profesores Monitores se
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sintieran comodos pedagdgica y cientificamente. Las emisiones de “Orientacion de Pro-
fesores Monitores” constituian en si, una tutoria didactica para la aclaracion de dudas y
/ o procesos de razonamiento para evitar problemas en las sesiones con los estudiantes
en el aula.

El Instituto de Tecnologia Educativa enviaba a los Puestos de Recepcion de los Profe-
sores Monitores a lo largo del afio escolar, los documentos de orientacidén y procedimien-
tos, no sdlo de naturaleza pedagogica, sino también administrativa, que debian cumplir.

Segun Vieira (2014), los Profesores Monitores eran durante el afio escolar supervisa-
dos por los Orientadores Pedagdgicos y de acuerdo con el Orientador Pedagogico Profe-
sor Bernardino Gongalves Sobral:

Cualquier profesor que ejercia en esta via educativa fue objeto de una evaluacion conti-
nua de su desempefio. De esta evaluacion dependia su reeleccion o no a continuar con la en-
sefianza. Hubo muchas situaciones de no renovacion. La no renovacion estaba vinculada a la
falta de adaptacion a esta via de ensefianza y al perfil singularizado de la Ensefianza Telescuela
que era guiada por la competencia cientifica, junto con su capacidad y disponibilidad activa.

7.2. La Formacion de Profesores Monitores con base en el archivo personal del
Orientador Pedagogico Profesor Bernardino Gongalves Sobral

Paralelamente a la lucha contra la analfabetismo de la poblacion general, era necesa-
rio que el Ministerio de Educacion se dotase de un cuerpo docente preparado para este
tipo de educacion. De este modo se formaron grupos de profesores que se llamaban equi-
pos pedagogicos basados en Vila Nova de Gaia y Lisboa, que tuvo como uno de sus ob-
jetivos, apoyar a los Profesores Monitores, en su mayoria fueron profesores de la escuela
primaria, que en las zonas rurales estarian en clase con los estudiantes.

Como se ha mencionado, nos fijamos en el archivo personal del Orientador Peda-
gbgico Profesor Bernardino Sobral, con el fin de profundizar en la caracterizacion de
la formacion de Profesores Monitores. En este encontramos una serie de documentos
relativos a la formacion de Profesores Monitores, la correspondencia oficial (circular),
documentos manuscritos personales, textos de apoyo a las acciones de formacion, bo-
letines informativos anuales y trimestrales de orientacion para los Profesores Monito-
res (Vieira, 2014).

La circular con respecto a la formacion de Profesores Monitores del inicio del curso
escolar 1987/1988, de 28 de agosto de 1987, estaba acompafiada de tres documentos: ca-
lendarizacion, textos de apoyo para los temas que debian abordarse y temas de reflexion.
Las actividades propuestas constituian un conjunto seleccionado y muy bien organizado
de sugerencias para que los Profesores Monitores las pudieran utilizar en sus planes de
clase con el fin de conocer mejor a sus estudiantes en cuanto a su comportamiento y el
conocimiento.

En este tipo de accion formativa los Profesores Monitores recibian textos de apoyo,
complementados con actividades que permitian comprender mejor al estudiante princi-
palmente, dentro de la evaluacidon de diagndstico. Sugerian algunos juegos, con el fin de
mirar a los estudiantes en las siguientes areas: desinhibicion; socializacion, capacidad
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de atencion; capacidad de memorizacion; reaccion a los estimulos: visuales y auditivos
(Vieira, 2014).

También de acuerdo con Vieira (2014), en algunas reuniones entre los Equipos Edu-
cativos y Orientadores Pedagdgicos, con objetivo de preparar el proximo afio escolar
eran programadas las sesiones de formacion tal como figura en las notas personales de
Orientador Pedagogico. Estas sesiones de formacion se llevan a cabo, durante al menos
tres dias, cada dia estaba destinado a un grupo de disciplinas. Por ejemplo, el 13 de sep-
tiembre de 1989, estaba dirigida a la disciplina de las matematicas y otra.

Nota: Va a seguir habiendo actividades presenciales para Profesores Monitores:
6-7/11 — letras

8-9/11 — ciencias

13/9/89 — Matematicas — el problema en la Matematica

Las notas tomadas de otra reunion en la que el Orientador Pedagogico Profesor Ber-
nardino Gongalves Sobral estaba presente se trataban las metodologias para cada una de
las disciplinas, incluyendo la disciplina de las matematicas:

Nota: en general a los estudiantes no les gusta esta disciplina — razones diversas contribu-
yen a eso.- Por lo tanto el Profesor Monitor tiene que motivar fuertemente la frecuencia puesto
que las matematicas se utilizan por los ciudadanos en el dia a dia.

Nota: La situacion de los alumnos que aprobaban en el ler ciclo con deficiencias graves
de aprendizaje debe ser remediada en cuanto sea posible, utilizando el tiempo académico de
apoyo u otras al alcance del profesor.

Nota: Los profesores deben leer cuidadosamente los contenidos del manual y los objetivos
establecidos en el mismo - ya sea el libro del profesor o el libro de disciplina.

Nota: La programacion de 5° y 6° afio no se puede cambiar porque es el resultado de una
orientacion superior .

En la parte posterior de la nota se hace referencia a la preocupacion del uso de la cal-
culadora como instrumento de trabajo, excepto en la resolucion de ejercicios escritos y
pruebas de evaluacion. La preocupacion por la aprendizaje de alumno y los planes del
Profesor Monitor se pone de relieve en estas notas. Ademas, el Profesor Monitor debia
definir las estrategias de motivacion para que los estudiantes vieran las matematicas de
una manera diferente.

Por fin, destacamos que también identificamos en el mismo archivo personal algu-
nos libros: Boletines de Informacion para Profesores Monitores, Boletin de Orientacion
de Profesores Monitores, Apoyo Cientifico a los Profesores Monitores, Guias de Trabajo
y Guia Administrativo. Estos no seran analizados en este texto una vez que estan fuera
de su ambito.

CONCLUSION

Era el propdsito de este trabajo de investigacion lograr aclarar qué tipo de formacion
proporcionaba el Ministerio de Educacion a los Profesores Monitores de la Ensefianza
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Telescuela a lo largo de todo el afio escolar y poder situarlo dentro de la historia de la en-
sefianza de la matematica.

A principios de este tipo de ensefianza los Profesores Monitores estaban sujetos a un
programa de television al dia de treinta minutos en el que se les dio informacién educa-
tiva, técnica y didactica. Durante el periodo de nuestro estudio se evidencia que encon-
tramos documentacion de las actividades de formacion de la que hemos retirado que al
comienzo de cada afio escolar habia acciones de formacion general y formacion espe-
cifica de cada una de las disciplinas. Esta formacion fue impulsada por un profesor que
pertenecia a los equipos pedagogicos. Las actividades se preparaban minuciosamente
para que el Profesor Monitor no tuviera ninguna duda de cualquier nivel.

Al mismo tiempo se distribuyeron diversas actividades en el ambito de cada disci-
plina para desarrollar con los estudiantes mientras el profesor monitor estaba en periodo
de formacion.

La evaluacién de los estudiantes en Matematicas fueron temas privilegiados en las
sesiones de formacion, sin embargo, también se observo para las otras disciplinas, mas
en particular con respecto a la lengua materna.

Fueron distribuidos a los Profesores Monitores, al afio y al trimestre, documentacion
encuadernada y/o conjunto de hojas que contenian informacién muy precisa de institu-
ciones educativas, cientificas, administrativas y sociabilidad, mas alla de los planes de
estudio y los respectivos resimenes.

Los planes de clase obedecian instrucciones detalladas sobre como explorar las con-
tenidos durante la clase después de la transmision. Acompafiando a estos boletines de
apoyo los monitores, boletines de informacion y Boletines de Apoyo Administrativo,
habia también un Boletin de apoyo cientifico para Profesores Monitores para cada una
de las disciplinas.

Este trabajo también fue muy importante porque nos permite profundizar en el cono-
cimiento de formacion de los Profesores Monitores y desarrollar/mejorar las capacida-
des de buisqueda, seleccion, organizacion e informacion.
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RESUMEN: Este trabajo presenta un estudio sobre las actitudes hacia las matematicas
y su ensefianza que poseen los estudiantes de primer curso del grado de Educacion Pri-
maria de la Universidad de Cordoba. Para ello, se ha utilizado un cuestionario abierto
que se ha pasado a 53 estudiantes de primer curso de la Universidad de Cordoba. Se
ha encontrado que todos los estudiantes valoran en mayor o menos medida la utilidad
de las matemdaticas centrandose fundamentalmente en su aplicacion a la vida cotidiana.
Pese a ello algunos no estan interesados en impartir esta asignatura en su futuro como
docentes, no conocen qué conocimientos deben poseerse para impartirla y sin embargo
son plenamente conscientes de algunos de los diferentes obstaculos a los que se enfrenta
un maestro de matematicos.

PALABRAS CLAVE: ACTITUDES, FORMACION DEL PROFESORADO, GRADO
DE EDUCACION PRIMARIA, MATEMATICAS.

Attitudes towards mathematics of teachers in
training: a vision about their future as teachers

Abstract: This paper presents a study about the attitudes towards mathematics and its
teaching which students who are in the first year of the degree in Primary Education
from the University of Cordoba have. For this, it has been used an open test which was
carried out by 53 first-year students of this university. The results of this research showed
that these students value the usefulness of mathematics, although some of them consider
it more relevant than others. Moreover, they focus mainly on its application to every-
day life. Despite this, some of them are not interested in teaching this subject in their fu-
ture career and they do not know what knowledge they need to have to be able to teach
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it. However, they are fully aware of some of the different obstacles that a mathematics
teacher has to face.
Keywords: Attitudes, teacher training, Degree in Primary Education, mathematics,

INTRODUCCION

La Ley Orgénica 2/2006 de Educacién en su articulo 93 afirma que para impartir las
ensefianzas de educacion primaria es necesario tener el titulo de Maestro de educacion
primaria o el titulo de Grado equivalente. Esto indica que un elevado nimero de los es-
tudiantes del Grado de Educacion Primaria encaminan su futuro laboral a la docencia en
este nivel, por ello es relevante que adquieran no solo los conocimientos necesarios para
ejercer su futura labor docente sino también que sean capaces de adoptar actitudes ade-
cuadas ante determinadas asignaturas o contenidos, ya que éstas pueden influir en su ma-
nera de impartir clases (Madrid, Leén-Mantero y Maz-Machado, 2015).

Durante las ultimas décadas se ha extendido la preocupacion por la calidad y la can-
tidad de matematicas que se ensefian a las nuevas generaciones, pero también por los fu-
turos profesores de matemaéticas, considerando no sélo como impartiran sus clases sino
si poseeran otras cualidades que permitan inspirar y motivar a sus alumnos (Galbraith,
1984). Asi mismo, se ha desarrollado un creciente interés hacia la formacion del profe-
sorado de matematicas, debido, entre distintas razones, al fracaso escolar, a la conse-
cuente insatisfaccion de muchos profesores y a las diferentes reformas curriculares, que
exigen al profesorado una labor de continuo reciclaje en ciertas materias (Estrada, Bata-
nero y Fortuny, 2004).

Las actitudes son un fenomeno de dificil definicion ya que no se trata de entidades
observables si no de concepciones tedricas que se infieren de comportamientos externos
(Estrada, 2007). Ente las diversas definiciones existentes de actitud; Gil, Blanco y Gue-
rrero (2005) consideran la actitud hacia las matematicas o la estadistica como la pre-
disposicion de los estudiantes a actuar de manera positiva o negativa respecto a ellas,
lo cual determina su intencién e influye en su comportamiento ante la asignatura. Ana-
logamente, McLeod y Ortega (1993) consideran que se refiere a las respuestas de los
estudiantes, que impliquen sentimientos tanto positivos como negativos y que sean rela-
tivamente invariables. Hidalgo, Maroto y Palacios (2004) definen las actitudes hacia las
Matematicas como la valoracion y el aprecio de esta disciplina y el interés por esta mate-
ria y por su aprendizaje, y subrayan mas la componente afectiva que la cognitiva, la cual
se manifiesta en términos de interés, satisfaccion, curiosidad, valoracion, etc.

Estrada (2007) considera que las actitudes hacia una materia de estudio son bastante
estables, de distinta intensidad y se expresan de forma positiva o negativa (agrado/desa-
grado, gusto/disgusto). Ademas, estas actitudes pueden también representar sentimientos
vinculados a cuestiones externas a la materia (profesor, actividad, libro, etc.).

Durante las ultimas décadas, el analisis de las actitudes hacia las matematicas y la es-
tadistica de los futuros maestros y profesores es una linea de investigacion ampliamente
estudiada tanto a nivel nacional como internacional.

Existen diversos estudios relacionados con las actitudes de los futuros maestros y pro-
fesores, por ejemplo de estudiantes de matematicas y futuros profesores de matematicas
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de Educacion Secundaria (Camacho, Socas y Hernandez, 1998); de estudiantes para
maestro de Educacion Primaria (Estrada, 2007; Fernandez y Aguirre, 2010; Galbraith,
1984; Nortes y Martinez, 1992), o la comparacion entre la actitud hacia la estadistica de
profesores en formacion y en ejercicio (Estrada, Batanero y Fortuny, 2004).

El Real Decreto 126/2014 por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
Primaria incluye entre las areas del bloque de asignaturas troncales en cada uno de los
cursos de la Educacion Primaria las Matematicas y entre las competencias del curriculo
la competencia matematica, por tanto muchos de estos futuros maestros en formacion,
pueden encontrarse en un futuro impartiendo esta asignatura o realizando actividades
para favorecer el desarrollo de esta competencia junto con el resto.

Esto se corrobora en la Ley Organica 2/2006 de Educacion que expone que la educa-
cion primaria sera impartida por maestros, que tendran competencia en todas las areas de
este nivel. Por eso, el objetivo de este estudio es analizar las actitudes de los maestros en
formacion hacia las matematicas y hacia su papel en la ensefianza de estas.

METODOLOGIA

Este estudio es exploratorio y descriptivo. Para el estudio fue seleccionada una mues-
tra de 53 alumnos del Grado de Educacion Primaria de la Universidad de Cordoba que
cursaban la asignatura de primer curso Matematicas durante el afio académico 2015-
2016. Esta formada por 15 hombres y 38 mujeres cuyas edades oscilan entre los 18 y los
41 afios.

Se aplico un cuestionario de nueve preguntas abiertas que se disefid ad hoc y se va-
lidé mediante triangulacion con tres expertos del area de Didactica de la Matematica de
la Universidad de Cordoba. Los participantes cumplimentaron el cuestionario de forma
anonima y voluntaria, por tanto, se trata de una muestra intencional y a conveniencia,
que refleja la poblacion a la cual queremos destinar nuestro estudio.

La informacién se volcod a una base de datos y luego se realizé un analisis de con-
tenido. Se agruparon las respuestas y se categorizaron. Las preguntas tenidas en cuenta
para este analisis fueron:

1) ;Consideras que las matematicas son utiles en la Educacion Primaria? Justifica tu

respuesta.

2) (Qué conocimientos se necesitan para ser profesor de matematicas en Educacion

Primaria?

3) (Te gustaria impartir matematicas en Educacion Primaria? Justifica tu respuesta.

4) ;Cual consideras que es la parte mas dificil a la que se enfrenta un profesor de ma-

tematicas al ensefiar en Ed. Primaria?

RESULTADOS

Al preguntar si consideran las matematicas ttiles en la Educacion Primaria, todos los
futuros maestros respondieron que si, aunque algunos especificaron que solo considera-
ban ttiles las matematicas basicas y otros incluso indicaron que no todos los conteni-
dos que se imparten lo son, poniendo entre otros ejemplos de estos las raices cuadradas.
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Entre las justificaciones que dieron a dicha utilidad se encontraron varios motivos:
aplicaciones a la vida real, futuro uso escolar, futuro laboral y pensamiento matematico.
Las explicaciones dadas por los maestros en formacion lo justificaban de la siguiente
forma.

* Aplicaciones a la vida real: Un 83% considera las matemadticas presentes en as-
pectos cotidianos, mencionando situaciones de compras, de repartos, de ofertas,
incluso la posibilidad de evitar estafas, y de ello deriva su utilidad en la Educa-
cion Primaria.

* Futuro uso escolar: El 22,65% de los maestros en formacion dicen que es una
asignatura que se cursa a lo largo de los distintos niveles escolares, por lo tanto es
importante poseer una buena base que se obtiene en la Educacion Primaria.

*  Pensamiento matematico: El 13,2% menciona entre las utilidades de las ma-
tematicas en la Educacion Primaria favorecer el desarrollo del pensamiento ma-
tematico en los nifios, su razonamiento logico, su capacidad de abstraccion, etc.

*  Futuro uso laboral: El 3,8% consideran que las matematicas pueden ser necesa-
rias en el futuro laboral de algunos alumnos y de ahi su utilidad ya desde la Edu-
cacion Primaria.

Como se puede observar aunque todos consideran las matematicas, o al menos parte
de ellas utiles, la gran mayoria de alumnos centran la utilidad en su aplicacion a la vida
cotidiana y las operaciones elementales que se realizan en el dia a dia y solo un pequefio
numero de ellos consideran la importancia de otras cuestiones como el desarrollo del
pensamiento matematico y logico.

Esto coincide con los resultados obtenidos en otros estudios como el realizado por
Madrid, Maz-Machado y Ledn-Mantero (2015) a maestros en formacién de Educacion
Primaria aplicando una escala de actitudes, tipo Likert, hacia las matematicas y que va-
loraron las matematicas como Ttiles.

Un aspecto que interesaba conocer es qué conocimientos consideran los futuros
maestros en formacion que se necesitan para ser profesor de matematicas en Educacion
Primaria. Sefalaron los siguientes:

* Conocimientos matematicos: El 98,1% de los alumnos considera necesario po-
seer conocimientos matematicos para poder impartir esta asignatura en primaria,
sin embargo se encuentran diferencias con respecto al nivel que deben alcanzar
estos conocimientos.

Algunos consideran que basta con poseer unos conocimientos matematicos basi-
cos, otros concuerdan con esta teoria especificando que es suficiente poseer los
mismos conocimientos que se van a impartir, es decir conocimientos matemati-
cos a un nivel de primaria.

Sin embargo, casi la mitad de los encuestados consideran que es necesario po-
seer conocimientos matematicos superiores a los que se van a impartir. En esta ul-
tima linea, los argumentos a favor se basan en que el profesor debe poseer soltura
en el calculo y comprender las razones matematicas detras de los contenidos que
explica, porque solo de esta forma podra responder correctamente a las dudas y
dificultades del alumnado y podra plantear cuestiones a alumnado que esté muy
interesado en la materia y quiera saber mas al respecto.
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Figura 1. Relacion entre las respuestas de los alumnos.

* Conocimientos didacticos: En cuanto a los conocimientos didécticos si bien al-
gunos mencionan conocimientos de tipo pedagdgico y psicologico la gran ma-
yoria se centra en saber como explicar la asignatura, conocer métodos para le
ensefianza, recursos y materiales para el aula, etc.

* Actitud hacia las matematicas: Algunos consideran que una actitud adecuada
hacia las matematicas es mas importante que los propios conocimientos que posea
el profesor.

e Trato con el alumnado: Andlogamente, algunos alumnos consideran que los co-
nocimientos matematicos y didacticos no son suficientes sino que juega una labor
fundamental el trato adecuado con el alumnado.

Lo mas destacado de sus respuestas es que pese a tratarse de futuros docentes estu-
diando una titulacion centrada en los aspectos educativos y que les habilita precisamente
para la docencia, solo un 34% considerara los conocimientos de tipo didactico como ne-
cesarios para ser profesor de matematicas. Esto puede deberse a que se trata de alumnos
en su mayoria de primer curso y que por tanto no valoran aun en profundidad la impor-
tancia de los conocimientos didécticos.

La Figura 1 muestra la relacion entre las respuestas de los alumnos a la pregunta ;Qué
conocimientos se necesitan para ser profesor de matematicas en Educacion Primaria?

En cuanto a si les gustaria impartir matematicas en Educacion Primaria el 71,7% con-
testo que si, el 15,1 % dijeron que lo harian solo si no les quedaba otro remedio, el 11,3%
dijo que no les gustaria y el 1,9% contestd que atin no lo sabia.

Entre las razones para el si, destacan el gusto por la asignatura y las buenas califi-
caciones en etapas académicas previas, considerarla una asignatura basica e importante
para la formacion de los alumnos. Algunos destacaron que es una asignatura interesante,
dindmica, entretenida, etc. y que eso abre un amplio abanico de posibilidades a la hora
de impartirla.
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Figura 2. Diagrama de sectores con los resultados obtenidos para el gusto por impartir la
asignatura.

Se encuentran también entre los motivos para querer impartirla el haber tenido bue-
nas experiencias docentes previas, pero en el lado opuesto también aportaron como
razoén para el si el haber tenido malas experiencias docentes previas que les motivan a
ser ellos diferentes en su futuro profesional. Andlogamente, aunque algunos consideran
la asignatura complicada y dificil de impartir esto les resulta un reto a superar en su fu-
turo como docentes. Si bien destacar que pese a decir que si les gustaria, varios dejaron
claro tener otras preferencias.

Entre los que dijeron que no o que solo si no les quedaba otro remedio la princi-
pal razén es tener otras preferencias. Algunos consideran la asignatura dificil y ade-
mas dificil de impartir, otros comentaron que se sentirian inseguros explicandola por
falta de conocimientos propios e incluso mencionaron sus malas calificaciones en la
etapa de la educacion obligatoria. Un ultimo motivo para no impartirlas es que les pro-
ducen poco agrado.

La figura 3 muestra los tipos de razones que dieron los alumnos para contestar si 0 no
a la pregunta sobre impartir clases en Educacion Primaria.

Finalmente, los resultados sobre que parte consideran mas dificil para un profesor de
matematicas muestran algunas de sus dudas e inquietudes respectos a su propia practica
docente, se diferencian entre las inquietudes relativas a la practica docente de cualquier
asignatura y las propias de las matematicas.

Entre las propias de las matematicas, a un 56,6% les preocupa como explicar los con-
tenidos matematicos para conseguir que los alumnos los entiendan, manifestando in-
seguridades a la hora de plantear la exposicion de contenidos de una forma clara y que
evite dificultades a los alumnos. El 11, 3% considera dificil encontrar una metodologia
adecuada para explicar los distintos contenidos matematicos.
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Figura 3. Relacion entre la respuesta y la razon dada.

Incluso un 18,9% considera dificil encontrar una forma de explicar dindmica, entre-
tenida y capaz de motivar a los alumnos. Y esto coincide con otra de sus preocupaciones,
como conseguir que aquellos alumnos que o bien no valoran la asignatura, o no estan
motivados, interesados o incluso tienen “miedo” a las matematicas o la consideran una
asignatura aburrida, cambien su punto de vista.

Un 37,8% afirman que se trata de una asignatura dificil y eso mismo les supone un
reto a la hora de explicarla. Entre los contenidos que mas dificiles consideran mencionan
la geometria y la resolucion de problemas. En este sentido, también manifiestan miedo
ante la incapacidad de resolver las dudas que les planteen los alumnos por falta de cono-
cimientos matematicos.

Finalmente, aparecen otras preocupaciones menos especificas como el no poder dar
todo el temario establecido por la normativa legal, tratar con alumnos que tengan dificul-
tades, captar la atencion de sus alumnos sobre todo en los cursos inferiores y adaptarse a
los distintos niveles del alumnado.

En definitiva, son diversas las cuestiones que ellos consideran dificiles para un pro-
fesor de matematicas pero destacan principalmente las dudas sobre como explicar esta
asignatura de la mejor forma posible, sobre todo cuando ellos mismos no se sienten se-
guros sobre su propio conocimiento matematico.

Si se comparan los resultados obtenidos en este estudio con los obtenidos también para
los alumnos de primer curso del grado de Educacion Primaria de la Universidad de Cérdoba
(Madrid, Le6n-Mantero, Maz-Machado, 2015), este estudio mostraba que a los alumnos las
matematicas les generan ansiedad, inseguridad y poco agrado. Esto coincide con las respues-
tas obtenidas en el cuestionario abierto aplicado, mostrando que a algunos alumnos sus expe-
riencias previas en sus estudios sobre matematicas les generan inseguridad en su futuro como
docentes y les hacen plantearse si ellos estan o no capacitados para impartir la asignatura.
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CONCLUSIONES

Las matematicas son una de las asignaturas troncales de la Educacion Primaria, con-
siderando que los actuales maestros en formacioén pueden en un futuro ser profesores de
educacion primaria, un gran nimero de ellos puede en un futuro tener que impartir esta
asignatura.

Los resultados muestran que los maestros en formacion consideran en su mayoria
unicamente las matematicas utiles para aspectos sencillos de la vida real, dejando en ge-
neral de lado otras cuestiones. En este mismo sentido, a la hora de ensefarlas la gran ma-
yoria considera necesarios Unicamente unos conocimientos matematicos basicos y en
menor medida conocimientos didécticos.

Si se les pregunta cudles son para ellos las cuestiones mas dificiles a las que se en-
frenta un profesor de matematicas, plantean grandes conflictos relacionados con la difi-
cultad de la propia asignatura y sobre todo de como explicarla. Pese a esto a casi las tres
cuartas partes de los encuestados les gustaria impartir matematicas en su futuro como
docentes.

Como linea de investigacion futura, queda por plantear si al avanzar en su forma-
cion didactica durante los siguientes cursos estas actitudes y esta vision sobre su futuro
desempefio como docentes se modifica o permanece inalterable independientemente del
tiempo, asi como comparar los resultados con sujetos de de caracteristicas similares en
otras instituciones universitarias.
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RESUMEN: Muchas veces nos encontramos con alumnos que se despistan o no termi-
nan de integrarse en el aula, y en especial en la materia de matematicas. Esto puede ser
debido a como les mostramos las matematicas desde el punto de vista académico, y casi
siempre sin llevarlas a la vida cotidiana.

Esta experiencia que venimos desarrollando los ultimos cursos, sirve para involucrar
a todo el alumnado, independientemente del nivel académico, en la adquisicion de los
conceptos matemdticos bdsicos.

Ademas, con esta metodologia pretendemos homogeneizar el grupo, y crear colabora-
cion entre todos los alumnos y alumnas.

Palabras Clave: Secundaria, Primer Ciclo, Diversidad, Inclusion.

Between mathematics and books

Abstract: Many times we find students who do not finish mislead or integrated into the
classroom, especially in the field of mathematics. This may be because of how we show
mathematics from the academic point of view, and almost always without putting them
into daily life.

This experience we developed the last years, serves to engage all students, regardless of
academic level, in the acquisition of basic mathematical concepts.

Furthermore, this methodology we intend to homogenize the group and create collabo-
ration among all students.

Keywords: Secondary, First Level, Diversity.
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1. INTRODUCCION

Queremos presentar la experiencia que esta siendo realizada por los departamentos de
Matematicas y Orientacion del LE.S. Jesus del Gran Poder de la localidad de Dos Hermanas.
Esta experiencia, fundamentalmente ha consistido en la inclusion periddica de la profesora
de pedagogia terapéutica en dos grupos de matematicas de primer curso de E.S.O., para co-
laborar con el profesor responsable de la asignatura en la adquisicion de los contenidos ba-
sicos, y el refuerzo especifico de algunos alumnos, sin necesidad de salir del aula ordinaria.

El centro I.LE.S. Jests del Gran Poder tiene 15 unidades, de las cuales cinco corres-
ponden al primer curso de E.S.O. La experiencia ha sido llevada a cabo con dos grupos
de primer curso, con 30 alumnos en cada unidad.

En cada uno de los grupos en los que se ha llevado a cabo el trabajo, existen alumnos
con necesidades educativas especiales, entre lo que cabe destacar:

* TDHA.

* Dificultades de aprendizaje con desfase curricular:

—  Por causas socioculturales.
- Déficit visual.
—  Déficit cognitivo.

También disponemos de algunos alumnos que, sin llegar a pensar que poseen cualida-
des extraordinarias para las matematicas, si es cierto que adquieren de forma mas rapida
los conceptos, y a los cuales, en pos de la atencion a la diversidad, también debemos pre-
parar un material complementario que trabajamos individualmente.

2. METODOLOGIA DE TRABAJO
2.1. JusTIFICACION TEORICA

Las bases teoricas fundamentales estan en la filosofia del “aula inclusiva” y en el de-
sarrollo de “competencias clave”.

Desde la inclusion se trata de sensibilizar al alumnado y hacer crecer en ¢él la viven-
cia de los valores implicitos a la inclusion asi como la satisfaccion por vivir estos valo-
res. Trabajar con los alumnos “lemas” parecidos a los siguientes:

e “Todos aprendemos de todos”

*  “Aqui cabe todo el mundo”

e “Tengo derecho a aprender de acuerdo con mi capacidad.”

En cuanto al desarrollo de las competencias clave nos centramos fundamentalmente en:
* Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia

e Competencia digital

* Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor

* Aprender a aprender

» Competencia en comunicacion lingiiistica

* Competencias sociales y civicas.
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Dentro de la competencia matematica en:

e El conocimiento y manejo de los elementos matematicos basicos en situaciones
reales o simuladas.

e Seguir procesos de pensamiento (induccion y deduccion), aplicar algunos algorit-
mos de célculo o elementos de la 16gica que conduzcan a identificar la validez de
los razonamientos y a valorar el grado de certeza asociado a los resultados deriva-
dos de los razonamientos validos.

e Utilizar espontaneamente, en lo personal y en lo social, los elementos y razona-
mientos matematicos para interpretar y producir informacion, para resolver pro-
blemas y para tomar decisiones.

e Aplicar destrezas y actitudes que permitan razonar matematicamente y expresarse
y comunicarse en el lenguaje matematico.

La resolucion de problemas debe contribuir a introducir y aplicar los contenidos de
forma contextualizada, a conectarlos con otras areas de conocimiento contribuyendo a su
afianzamiento, a la educacion en valores y al desarrollo de destrezas en el &mbito lingiiis-
tico, ya que previamente al planteamiento y resolucion de cualquier problema se requiere
la traduccion del lenguaje verbal al matematico y, mas tarde, sera necesaria la expresion
oral o escrita del procedimiento empleado en la resolucion y el andlisis de los resultados.
Por todo ello resulta fundamental en todo el proceso la precision en los lenguajes y el de-
sarrollo de competencias de expresion oral y escrita.

Segun las Instrucciones de 22 de junio de 2015 por las que se establece el Proto-
colo de deteccion, identificacion del alumnado con necesidades especificas de apoyo
educativo y organizacidn de la respuesta educativa, en base al punto referido a la or-
ganizacion de la respuesta educativa, se consideran Medidas generales de atencion a
la diversidad:

*  Metodologias basadas en el trabajo cooperativo en grupos heterogéneos, tutoria
entre iguales, aprendizaje por proyectos y otras que promuevan el principio de
inclusion.

* Apoyo en grupos ordinarios mediante un segundo profesor o profesora dentro del
aula para reforzar los aprendizajes instrumentales basicos del alumnado.

En cuanto al trabajo cooperativo nos unimos a estas palabras de Johnson y Johnson:

Ser capaz de realizar habilidades técnicas como leer, hablar, escuchar, escribir, calcu-
lar y resolver problemas es algo valioso pero poco ttil si la persona no puede aplicar estas
habilidades en una interaccion cooperativa con las otras personas en el trabajo, en la fa-
milia y en los entornos comunitarios. La manera mas logica de enfatizar el uso del co-
nocimiento y las habilidades de los alumnos dentro de un marco cooperativo, tal como
deberan hacer cuando sean miembros adultos de la sociedad, es dedicar mucho tiempo al
aprendizaje de estas habilidades en relaciones cooperativas con los demas.(Johnson y Jo-
hnson, 1997, p. 62-63)
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2.2. Nuestro proyecto

Partiendo de recursos accesibles por el alumnado, bien en prensa local o nacional,
medios audiovisuales o digitales que presentan datos de actualidad y relacionados muy
directamente con la realidad, establecemos distintas actividades transversales.

El trabajo estara organizado en grupos colaborativos heterogéneos, como explicamos en
el apartado anterior, donde los distintos roles se irdn cambiando en las distintas sesiones de
trabajo, con idea de que todos los estudiantes puedan experimentar las distintas funciones.

Las sesiones estan disefiadas para una duracion de una hora, si bien, es posible que no
todos los grupos necesiten agotar la misma, o incluso que algin grupo tenga que necesi-
tar de tiempo adicional para completar el trabajo de una sesion en concreto, con lo cual,
al inicio de cada una de las sesiones, se prevé un tiempo dedicado a completar la sesion
anterior si fuese necesario.

Estas actividades estan confeccionadas con distintos grados de dificultad, con el obje-
tivo, ya mencionado, de obtener un alto porcentaje de éxito en todos los grupos.

La evaluacion de la actividad tiene dos aspectos a considerar. Por una parte el trabajo
en grupo, es decir, como se han desarrollado los distintos roles de cada uno de los miem-
bros del equipo siendo necesaria una posterior autoevaluacion del mismo. Por otro lado,
el nivel de adquisicion de los conceptos y contenidos matematicos trabajados, que seran
revisados en el momento de la correccion de las actividades.

Ademas, esta evaluacidon no conlleva una calificacion cuantitativa en los resultados
académicos de los alumnos en la asignatura de matematicas, pero si cualitativa, en el
sentido de la actitud e interés por la asignatura, asi como en el desarrollo de las compe-
tencias clave.

3. PUESTA EN ESCENA

Para este ejemplo, tomamos como referencia el articulo aparecido en un semanal local
donde aparece un articulo relacionado con las bibliotecas municipales, donde aparecen
distintos datos estadisticos, a partir de los cuales se desarrollan las siguientes actividades.

El articulo que hemos tomos como referencia, esta disponible en In-
ternet a través del siguiente enlace:  http://www.periodicoelnazareno.es/
las-bibliotecas-municipales-espacios-que-albergan-mucho-mas-que-palabras/

3.1. Primera Sesion

En la primera sesion, ademds de establecer los grupos, comentaremos las normas y

funciones de cada uno de los roles que desempefiaran los distintos alumnos.

Estas funciones son:

* Responsable: Coordina el trabajo del equipo. Anima a los miembros del grupo a
avanzar en su aprendizaje. Procura que no se pierda el tiempo. Controla el tono
de voz. Tiene muy claro lo que el profesor quiere que aprendan. Determina quién
debe hacerse cargo de las tareas y las organiza.
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Figura 1. Alumnado realizando la experiencia.

Secretario: Se hace cargo del Cuaderno del equipo y lo rellena.

Responsable del material: Cuida el material comun del equipo. Se asegura que
todos los miembros del equipo mantengan limpia su zona de trabajo.

Portavoz: Es el encargado de exponer las ideas y los trabajos que se estén reali-
zando en esa sesion.

Al inicio de cada sesion, los profesores eligen a los distintos responsables, quienes a
su vez también reparten el resto de cargos. De esta forma, aseguramos que al menos el
puesto de responsable vaya rotando.

3.2. Sesiones sucesivas

En las sesiones sucesivas, ya comenzamos a trabajar los distintos aspectos, ofrecién-
doles distintos tipos de actividades, con una graduacion en su dificultad. Estos son algu-
nos ejemplos de las actividades, todas ellas pensadas para una sesion.

Actividad 1: Las bibliotecas en cifras. Datos 2015

(Cuantos visitantes han faltado para llegar al millon?

Redondea el numero de socios acercandolo al millar, decenas de millar y cente-
nas de millar.

Localiza el numero de fondos (libros y otros documentos que tienen las biblio-
tecas nazarenas) de 2015 y el numero de fondos que han adquirido en este afo.
(Cuantos documentos habia entonces en el 2014? Si en los proximos afios se si-
guen adquiriendo el mismo numero de documentos ;Qué fondo habra al finali-
zar el 20207

(Cuantas actividades han sobrepasado el millar?

Si todos los socios hubieran hecho al menos un préstamo en el aflo pasado ;Cuéan-
tos libros habrian retirado cada uno?

LY sisolo lo hubieran hecho la mitad de los socios?
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Actividad 2: Ricardo y Sofia son alumnos de 1° de ESO del IES Jesus del Gran
Poder. Son socios de la biblioteca de Dos Hermanas. El I de marzo visitan la biblioteca
y realizan estos préstamos:

* Ricardo necesita un libro de biologia para un trabajo y le gustaria llevarse una

novela de ciencia-ficcion

o Sofia se quiere llevar dos comics y un libro de acertijos matematicos curiosos.

*  /Pueden llevarse todo lo que quieren? ;Por qué?

*  /Qué dia deben devolverlos?

* /Si Ricardo no hubiera terminado el trabajo de biologia? ;Qué debe hacer?

¢ Cuando lo entregaria entonces?

* El numero de socio de Ricardo es el 48837 y el de Sofia 47505. ;Cudntos socios

se han hecho después de cada uno?

e Si convencieran a un tercio de cada curso de 1°del instituto para hacerse socios

de la biblioteca, ;Cuantos socios nuevos habria?

Actividad 3: Busca en la siguiente direccion:

http://www.bibliotecaspublicas.es/doshermanas/proyectos.htm.

Alli encontramos un historico de los datos de una de las bibliotecas de la ciudad. Con

ayuda de un ordenador, busca los siguientes datos:

* Fondos en la biblioteca desde 2005.

* Actividades llevadas a cabo desde 2005.

* Realiza una grafica descriptiva de los fondos existentes en la biblioteca desde el
afio 2005.

* Realiza una grafica descriptiva de las actividades realizadas en la biblioteca desde
el afio 2005.

Estos son solo unos ejemplo, en los cuales, tratamos diferentes conceptos y conteni-
dos, pero que por supuesto, estd en constante cambio, en funcion de grupos, tiempos y
posibles nuevos temas.

CONCLUSIONES

En relacion a los objetivos propuestos en este proyecto, las conclusiones a las que lle-
gamos son en general satisfactorias, detallandose de la siguiente manera:

Los objetivos que se consiguieron en mayor grado:

e Laintegracion del alumnado.

* Lamejora del clima de aula y de la solidaridad entre los compafieros

e Lamotivacion

El alumnado fue consciente de la dificultad del trabajo en grupo: el reparto de tareas,

la responsabilidad de cada uno y del grupo en los resultados, la regulacion de sus con-
ductas, el control del tiempo etc.
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Fue importante la autoevaluacion que hicimos al final, tanto del trabajo en equipo
como de los resultados. Cada miembro evaluaba cuantitativamente al resto de los com-
pafieros. Tuvieron una actitud asertiva, aceptando la evaluacion de los demas.

Se vieron diferencias entre las dos clases en que se desarrollo el proyecto. En una de
ellas se pudo avanzar mas en los contenidos y tareas asignadas porque la cohesion era mejor.

La competencia mas desarrollada fue la de “Aprender a aprender”, aunque se traba-
jaron todas dependiendo de la tarea a ejecutar.

En cuanto al area matematica lo mas llamativo fue observar como estos objetivos se
fueron desarrollando poco a poco con naturalidad, integrando el célculo, la estimacion y
el debate sobre los resultados de forma mas positiva que si fueran meras actividades del
libro de texto. Principalmente se afianzaron estos objetivos:

e Seguir procesos de pensamiento (induccion y deduccion), aplicar algunos algo-
ritmos de célculo o elementos de la logica que conduzcan a identificar la validez
de los razonamientos y a valorar el grado de certeza asociado a los resultados de-
rivados de los razonamientos validos.

e Utilizar espontaneamente, en lo personal y en lo social, los elementos y razona-
mientos matematicos para interpretar y producir informacion, para resolver pro-
blemas y para tomar decisiones.

Al utilizar un material cotidiano, el peridédico local, el alumnado lo manej6 con fa-
miliaridad, incorporando aprendizajes significativos, e intercambiando experiencias de
forma espontanea.

El alumnado NEAE se incorpord al trabajo por tareas sin plantear una dificultad es-
pecial. Los profesores estuvimos atentos a su participacion, al ritmo de realizacion de las
tareas y a facilitar estrategias concretas si era necesario.

A nivel de motivacion, lo que mas nos sorprendi6 en cuanto al trabajo y las sesiones,
fue el interés que se tomaban por ello, si alguna semana por algiin motivo no podiamos
llevar a cabo la sesion, se mostraban bastante contrariados y molestos, y proponian otros
dias 0 momentos para realizar la sesion.

Otro aspecto muy interesante fueron los cambios de personalidad en los diferentes
cambios de rol que se dieron, donde los alumnos que solian ser mas distraidos, cuando
tenian la responsabilidad de liderar el grupo, en muchas ocasiones buscaban delegar en
compaiieros pero en otras ocasiones aprovechaban la ocasion para hacerse oir y expresar
sus puntos de vistas que en otros momentos no se veian capaces de ser oidos.

Sin dudar, es una experiencia que repetiremos en cursos sucesivos, pues seguro que
tanto los alumnos como nosotros hemos aprendido mucho.
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Resumen: La enserianza del teorema de Pitdgoras pretende tanto su comprension como
su aplicacion. Este articulo profundiza en el teorema de Pitagoras a partir del Anali-
sis Diddctico, y plantea una tarea para la comprension del teorema. Hemos llevado esta
tarea a una clase de secundaria y analizado la forma en que los alumnos comprenden el
teorema de Pitdagoras, apreciandose que esta muy ligada a la formula.

Palabras Clave: Teorema de Pitdtoras, tareas, percepcion, educacion secundaria.

Students’ perception of the Pythagorean theorem

Abstract: The teaching of the Pythagorean theorem seeks both its understanding and
its application. This article delves into Pythagorean theorem of didactic analysis, and
shows a task for the understanding of the theorem. We have taken this task to a high
school class and analyzed how students understand the Pythagorean theorem, appreci-
ating that it is closely linked to the formula.

Keywords: Pythagorean theorem, tasks, perception, secondary education.

INTRODUCCION

El teorema de Pitagoras es un contenido habitual de las matematicas de secundaria,
que todo el mundo parece conocer, identificaindose mas con la féormula que por el sig-
nificado. Los criterios de evaluacion y los estandares de aprendizaje del curriculo de
matematicas de secundaria (MECD, 2015), proponen en esta etapa la comprension del
teorema y su utilizacion para obtener medidas y resolver problemas. Es dificil ensefiar
el teorema de Pitdgoras para que lo comprendan, identifiquen cuando pueden emplearlo,
y lo apliquen.

Se necesita profundizar en qué significa este teorema para seleccionar tareas matema-
ticas con que ensefiarlo. En este articulo relatamos una experiencia que hemos realizado
en este sentido. Comenzamos por profundizar en el significado del teorema empleando
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el Analisis Didactico (Rico, 2009). Posteriormente presentamos una tarea matematica
escolar encaminada a que los alumnos comprendan mejor dicho teorema. Ponemos en
practica la tarea y examinamos las respuestas de los alumnos, para apreciar como lo
comprenden y a qué profundidad llegan. Cerramos con algunas conclusiones sobre la
experiencia realizada.

SIGNIFICADO DEL TEOREMA DE PITAGORAS

Para ensefiar a comprender un concepto matematico el profesor tiene que dis-
poner de una idea completa del mismo, para ello es importante realizar un anali-
sis didactico. Una forma de anélisis con intencion didéctica la propone Rico (2009),
dividiendo la profundizacioén en cuatro analisis parciales: contenido, cognitivo, de
instruccidon y de actuacion. En nuestra experiencia hemos realizado los tres andlisis
primeros, que describimos.

El andlisis de contenido pretende apreciar los significados del concepto matematico,
que tiene una naturaleza abstracta, y examina tres componentes: estructura conceptual,
fenomenologia y formas de representacion (Gémez, 2002).

La estructura conceptual de un tema matematico es la forma en que se organiza en los
textos, preferentemente matematicos (que suministran elementos, organizacion y focos
de contenido) y textos legales, que establecen como hay que contemplarlo en la ense-
flanza. Realizando esta busqueda sobre el teorema de Pitdgoras apreciamos los conteni-
dos especificados en el curriculo de matematicas de secundaria (MECD, 2015): triangulos
rectangulos, teorema de Pitagoras, justificacion geométrica y aplicaciones. Los libros de
texto suelen comenzar enunciando el teorema, su formula y llegan a la demostracion
geométrica con areas. A continuacion, se identifican tridngulos con el teorema de Pitago-
ras, enunciandose como el reciproco de este teorema. Finalmente aparecen las aplicacio-
nes del teorema para calcular distancias desconocidas (diagonal de un rectangulo, altura
de un triangulo isdsceles, entre otras).

Los contenidos muestran diferencias cognitivas entre los aprendizajes que debemos
lograr, diferenciando contenidos conceptuales y procedimentales. De los contenidos an-
teriores destacamos como focos conceptuales los triangulos rectangulos, enunciado del
teorema de Pitagoras y justificacion geométrica. Estos focos distinguen aspectos métricos
(como longitud y area), formas geométricas (cuadrado, triangulo rectangulo), elementos
de las figuras (catetos, hipotenusa), relaciones (igualdad, desigualdad), y clasificaciones
(de tridangulos segun sus angulos), entre otras. Entre los procedimientos son importan-
tes destrezas para aplicar el teorema al resolver problemas relacionados con tridngulos.

El teorema de Pitdgoras no puede reducirse a una frase del tipo suma de los cuadra-
dos de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, que es una de las expresiones

del teorema, que puede representarse de forma simbolica (h* = ¢ ? + ¢3). Los conceptos

matematicos no pueden confundirse con la forma de representarlos. Apreciar el significado
de los conceptos requiere examinar los sistemas de representacion que se emplean para
expresarlos, y cobran especial relevancia en su comprension. Las representaciones de un
objeto, concepto o idea, son todas las formas de hacerlo presente (Rico, 2009).
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La representacion grafica del teorema de Pitdgoras aparece con la diversidad de de-
mostraciones graficas que se han hecho sobre el mismo (Cafadas, 2001), especialmente
con cuadrados sobre los lados de tridngulos rectangulos. Materializar estas represen-
taciones facilita su expresion fisica, bien mediante puzles o construcciones con otros
materiales.

Por tltimo, el analisis de contenido examina los problemas, fenomenos y situacio-
nes en que se aplica el teorema de Pitagoras (Rico, 2009). Examinadas estas dimensio-
nes distinguimos significados del teorema muy relacionados entre si:

* Relacion métrica entre las superficies de los cuadrados construidos sobre los lados
del triangulo rectangulo (el area del cuadrado de lado la hipotenusa es igual a la
suma de las areas de los cuadrados de lados los catetos).

e Relacion métrica entre longitudes de lados del triangulo rectangulo (el cuadrado
de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las lon-
gitudes de los catetos). Util para determinar longitudes empleando triangulos
rectangulos.

e Condicién necesaria y suficiente para que un tridngulo sea rectangulo (Un trian-
gulo es rectangulo si, y solo si, verifica las condiciones anteriores). Util para cons-
truir angulos rectos, segmentos perpendiculares.

El analisis cognitivo organiza las capacidades que pretende que los alumnos desarro-
llen sobre el tema, partiendo del analisis de contenido (Lupiafiez y Rico, 2008). Este ana-
lisis examina las expectativas, limitaciones y oportunidades de aprendizaje (Rico, 2009,
Lupiafiez y Rico, 2008).

Expectativas son los objetivos que se pretenden alcanzar. En los documentos curri-
culares identificamos los siguientes objetivos acerca del teorema de Pitagoras (MECD,
2015): Reconocer y construir triangulos rectangulos; Aplicar correctamente el teorema
de Pitadgoras para calcular longitudes desconocidas; Construir cuadrados sobre los lados
de un triangulo; Determinar la relacion entre el area de los cuadrados construidos sobre
los lados de un triangulo; Asociar la relacion entre el area de los cuadrados a la relacion
entre los lados del triangulo; Deducir y enunciar el teorema.

Entre las dificultades de aprendizaje, las investigaciones muestran que es complejo
apreciar la doble implicacion entre condiciones y relaciones numéricas, las dificultades
para identificar triangulos rectangulos cuando sus catetos no son paralelos a los bordes
del papel, y la de relacionar los enunciados analiticos y geométricos del teorema de Pi-
tagoras (Cafiadas, 2001).

Como consecuencia de estas dificultades surgen errores como son, aplicar el teorema
de Pitagoras en cualquier tipo de triangulo o construir cuadrados sobre los lados de un
tridangulo sin que sus lados sean perpendiculares o tengan la misma longitud. Otros erro-
res son aplicar el teorema de forma incorrecta, sin diferenciar los catetos y la hipotenusa.
Son frecuentes los errores de calculo al despejar.

Hemos revisado materiales didécticos para la ensefianza del teorema de Pitagoras, es-
pecialmente los dirigidos a alcanzar objetivos conceptuales de comprension. Entre ellos
estd el papel cuadriculado o el geoplano, los materiales fisicos (puzles u otros objetos,
para construir cuadrados sobre la hipotenusa con cuadrados sobre los catetos), y otros re-
cursos, como el programa geogebra.
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Estudiar materiales y otras oportunidades, nos ha llevado a plantear una tarea, que se
presentara a continuacion, para contribuir al logro de algunos objetivos y atendiendo a
dificultades y errores. Esto ha constituido el analisis de instruccion, que es la parte del
analisis didactico en la que se identifican los procesos de modelizacion y de resolucion
de problemas, asi como los materiales y recursos disponibles (Gomez, 2002).

Tareas dirigidas a comprension no pueden limitarse a promover la reproduccion, sino
que requieren establecer relaciones y buscar regularidades, correspondiendo a los grados
de complejidad de conexion y reflexion, segun el estudio PISA (Rico, 2009). La tarea
propuesta en este articulo promueve la reflexion, relacionar conocimientos y generalizar
y justificar resultados obtenidos.

TAREA MATEMATICA ESCOLAR PARA COMPRENDER EL TEOREMA DE
PITAGORAS

La experiencia realizada analiza como los alumnos comprenden el teorema de Pita-
goras, cuando van construyendo el teorema, comprobando propiedades métricas ligadas
a tipos de tridngulos, formulando el teorema de Pitagoras de varias formas.

Comprende dos partes. La primera consiste en obtener las medidas de lados y areas
de cuadrados construidos sobre tridngulos, identificando el tipo de triangulo, llegando
a una regularidad que generaliza el teorema de Pitagoras. La segunda es inversa, a par-
tir de dibujar y calcular longitudes y areas segun el tipo de tridngulo, para terminar estu-
diando tipos de triangulos de lados conocidos y formulando de varias formas el teorema
de Pitagoras (figura 1).
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Ejercicio 1: Completa la siguiente tabla:

1 11 il v \% VI VII VIII
1 Pequeiio
=30
5 T | Mediano
& =
,3 Grande
° Lado
g Pequeiio
F
S £ |Lado
o L
3 2 | Mediano
]
e Lado
< Grande
Clase Triangulo

Ejercicio 2: Expresa la propiedad que haya obtenido, que expresa la relacion que existe
entre las areas de los cuadrados construidos sobre los lados de los triangulos.

Ejercicio 3: Empleando papel cuadriculado, dibuja cada triangulo, los cuadrados sobre sus
lados y completa la siguiente tabla:

A B C D
3 Cateto Pequeiio 1 2
=
£ T | Cateto Mediano 2
&0 S
=
S Hipotenusa 6
= Cateto Pequeiio 36
«<
"E , | Cateto Mediano 64 24
=
S S |Hipotenusa 81
<
<
e
<
Clase Triangulo RECTANGULO | RECTANGULO | RECTANGULO | RECTANGULO

Ejercicio 4: Averigua cual de los siguientes tridngulos es rectangulo:
a)lados: 9, 12y 15

b) lados: 2,2y 3

c)lados: 4,5y 6

Ejercicio 5: Enuncia de varias formas el Teorema de Pitagoras.

Figura 1: Enunciado de la tarea
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Se espera que los alumnos calculen el
TN area de los cuadrados construidos sobre
r4 N los lados de los tridngulos contando cua-
/ o T dritos, aprovechando el papel cuadricu-
lado. Pueden emplear diversos métodos,
/ como contar cuadritos completamente
interiores al cuadrado y apreciar como y
cudles de los demds se complementan, o
bien descomponer cuadrados en diversas
figuras, como triangulos rectangulos apro-
vechando las lineas de la cuadricula, y
contando los cuadritos interiores, bien por
el método anterior o determinando el nu-
mero de cuadrados del rectangulo que lo
contiene y dividiendo por dos (Figura 2).
Figura 2: Forma de determinar el 4rea de los Una vez obtenidas las areas, apli-
cuadrados. cando la formula del drea del cuadrado
obtienen la longitud de los lados. Esto es
relativamente facil en figuras con vértices en la cuadricula, pero notablemente mas difi-
cil si no tiene todos los vértices en la cuadricula (figura V).

Las figuras usadas son tridngulos rectangulos (I, IV, V y VIII), con vértices en cuadri-
cula (I, IV y VIII), catetos en lineas de la cuadricula (I y IV), hipotenusa sobre la cuadri-
cula (V y VIII). Dos acutangulos (III y VII) y obtuséangulos (Il y VI).

La tarea pretende que los alumnos hagan los siguientes razonamientos:

e Si la suma de areas de cuadrados sobre dos lados es igual al area del cuadrado

sobre el tercero, entonces el tridngulo es rectangulo (especialmente interesante en
VIII, que no deja claro el angulo recto; y el V, mas dificil de obtener longitud de
catetos).

e Silasuma de areas de los cuadrados sobre dos lados es mayor que el area del cua-

drado sobre el tercero, entonces el tridngulo es acutangulo (agrupando figuras 111
y VII).

* Si la suma de areas de cuadrados sobre dos lados es menor que el area del cua-

drado sobre el tercero, entonces el triangulo es obtusangulo (demas casos).

.
~

/

\
\

Experiencia de ensefianza

La experiencia se ha llevado a cabo en un I.E.S. de Granada, durante el periodo de
practicas del Master de Formacion Profesional de Profesorado de Matematicas, propo-
niéndola en una clase de 3° E.S.O., de 33 alumnos con buen rendimiento en Matematicas
(s6lo 6 suspendieron la segunda evaluacion y un repetidor), trabajadores y con muchas
ganas de aprender. Se propuso en el tercer trimestre, al comienzo de la unidad, sin ense-
flanza previa, resuelta en grupos de tres durante 50 minutos.

Para analizar la comprension se utilizan anotaciones tomadas durante la ensefianza
(razonamientos de alumnos, dudas, etc.), y respuestas de los alumnos.
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Se organizan los datos mirando los siguientes aspectos:
i. Medicion de lados de cuadrados.
ii. Relacion entre areas de cuadrados y tipo de triangulo.
ili. Construccion de cuadrados sobre lados de triangulos.
iv. Diversidad de enunciados del teorema de Pitagoras.

Medicion de la longitud de lados de cuadrados

Cuando los lados de los cuadrados estan en la cuadricula obtienen su longitud con-
tando los cuadritos. Los otros lados los obtienen aplicando la version métrica de longi-
tudes del teorema de Pitagoras, buscando tridngulos rectangulos que los tengan como
hipotenusas, como en la figura V. Con ello han pasado a figuras diferentes de las dadas,
mediante aproximaciones.

Algunos alumnos empezaron a resolver la tarea a partir de la determinacion del area,
para determinar longitudes de lados que no estan en las lineas de la cuadricula, y con ello
obtener la longitud aplicando la féormula del area del cuadrado. Pero al comparar con sus
compaifieros y ver que ellos obtenian el mismo resultado de manera mas rapida, acabaron
buscando también triangulos rectdngulos sobre los que aplicar la forma métrica de lon-
gitudes del teorema de Pitdgoras.

La forma en la que los alumnos han resuelto la tarea denota que tienen muy asentada
la formula aritmética del teorema de Pitagoras y ya la dan por supuesta, para ellos es solo
una férmula que les permite calcular el lado desconocido de un triangulo rectangulo. Por
tanto, el teorema de Pitdgoras de longitudes, se ha convertido en la herramienta principal
para obtener los datos, dejando de lado otras formulaciones.

Aun teniendo en cuenta que la tarea no ha sido resuelta por el método esperado, la
mayoria de los alumnos han medido de forma correcta los lados de los cuadrados, ex-
ceptuando el caso de la figura V, cuyas medidas no han sido tomadas adecuadamente por
ninguno de los alumnos.

Relacion entre las dreas de los cuadrados y tipo de triangulo

Son muy pocos los alumnos que han expresado perfectamente esta relacion. Atn asi,
podriamos decir que aproximadamente la mitad de los alumnos han obtenido la relacion
entre las areas, siempre en el caso del triangulo rectdngulo, aunque no todos la han ex-
presado correctamente, debido a imprecisiones en el lenguaje matematico. Por ejemplo,
una de las respuestas ha sido: “En un triangulo rectangulo, la suma de las dreas de los
lados pequerios es igual al area del lado mayor”.

Se observa que los alumnos se contentan con descubrir la relacion entre las areas en
el triangulo rectangulo, no sienten la necesidad de expresar esta relacion para otro tipo
de tridngulos, y por tanto no discuten la relacion entre las areas en funcion de la ampli-
tud de los angulos de los tridangulos. Algunos alumnos han afirmado que la suma de las
areas de los cuadrados pequefios es igual al area del cuadrado grande, pero no han espe-
cificado que esto ocurre sélo en el caso de que el tridngulo sea rectangulo.
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Otros alumnos han escrito que cuando los tridngulos son rectangulos se verifica el
teorema de Pitagoras, pero no hacen referencia al area de los cuadrados. Se pone de ma-
nifiesto lo interiorizada que tienen los alumnos la formula aritmética entre las longitudes
de los lados, para el teorema de Pitdgoras, pero en este caso se han obligado a afiadir la
condicion de que el triangulo debe ser rectangulo.

Construccion de los cuadrados sobre los lados de los triangulos

En el gjercicio 3 de la tarea se dan informaciones directas, a partir de las medidas de
las longitudes de dos de los lados (dos catetos A, o un cateto y la hipotenusa, C), o me-
diante las areas de los cuadrados construidos sobre estos elementos (dos catetos, B; o
un cateto y la hipotenusa, D). Los dos primeros pueden construirlos con facilidad, dibu-
jando los catetos sobre las lineas de la cuadricula, bien directamente los catetos (1 y 2,
en A), o determinando esta longitud de catetos, a partir del area del cuadrado (6 y 8 en B,
que ademas forman parte de una terna pitagorica). La construccion de los otros dos re-
sulta muy complicada (para hacerla precisa hay que dibujar la hipotenusa sobre una linea
de la cuadricula y el “arco capaz”, o determinando antes la longitud del otro cateto), lo
que se complica, al tener los catetos longitudes irracionales.

Este ha sido el ejercicio en el que los alumnos han tenido mas errores. Aquellos que
han resuelto esta cuestion como se esperaba, han procedido de forma similar a la primera
pregunta, esto es, han construido los lados de los cuadrados trazando previamente los ca-
tetos que junto al lado buscado forman un tridngulo rectangulo.

Diversidad de enunciados del teorema de Pitagoras

Al enunciar el teorema de Pitagoras, la forma mas frecuente ha sido la formula arit-
mética del teorema, en longitudes de hipotenusa y catetos, aunque también ha sido ma-
yoritario el enunciado que hace referencia a las areas de los cuadrados.

Un ejemplo de un enunciado dado por uno de los alumnos es el siguiente: “La suma
de los catetos al cuadrado es igual a la hipotenusa al cuadrado, en los triangulos rec-
tangulos”. Aplica perfectamente el teorema de Pitagoras, pero expresa de manera inco-
rrecta la relacion métrica entre longitudes.

En general, los alumnos no son precisos en la formulacion, y s6lo unos pocos men-
cionan la condicion de que el tridngulo debe ser rectangulo. Ninguno menciona la doble
implicacion del teorema de Pitagoras entre tipo de tridngulo y relacion métrica.

CONCLUSIONES

Como se mencionaba al principio de este escrito, en esta etapa educativa se pretende
que los alumnos comprendan el teorema de Pitagoras y que ello les lleve a aplicar para
resolver problemas. Con esta experiencia hemos podido comprobar que los alumnos tie-
nen mucho mas trabajado e interiorizado la aplicacion, menos la comprension.
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En general, la tarea ha contribuido a ampliar algo la comprension del teorema de Pi-
tagoras por parte de los alumnos, pese a que les ha obligado a afrontarlo de una manera
mas completa. Hubiera sido interesante llevar a cabo una sesion de reflexion y puesta
en comun de los resultados, tanto para favorecer que algiin grupo expusiera otra forma
de actuar que ha sido menos frecuente, como para obligarlos a que expresen los razo-
namientos matematicos, percatandose asi de la necesidad de las hipotesis. Desgraciada-
mente la tarea planteada no ha favorecido apreciar la doble implicacion del teorema, lo
que nos obliga a revisar su formulaciéon matematica o la forma de aplicarla.
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Resumen: Presentamos ideas para la utilizacion de dlbumes ilustrados en la ensefianza
de las matematicas en las primeras edades. Las ilustraciones pueden facilitar el apren-
dizaje de contenidos matematicos como la relacion parte-todo, la relacion uno a muchos
o los patrones. También las usamos para mostrar representaciones de cantidades, accio-
nes, situaciones de compra y venta, matrices, cuadriculas o mapas, a partir de las cuales
proponemos tareas contextualizadas en el album. En la segunda parte, mostramos ejem-
plos de actividad matemdtica en las primeras edades (de 5 a 7 arios) enfatizando la re-
lacion entre dicha actividad y las caracteristicas de las ilustraciones.

Palabras clave: Educacion Infantil, Educacion Primaria, imdgenes, literatura, mate-
maticas, resolucion de problemas.

Using picture books to enhance mathematics
learning in the early years

Abstract: We present ideas for the use of picture books in the teaching of mathematics
in the early ages. Illustrations can facilitate learning of mathematical concepts as part-
whole relationship, the one-to-many relationship, or patterns. We also use them to show
representations of quantities, actions, shopping situations, matrices, grids or maps, that
we use to propose tasks contextualized with the album. In the second part, we show ex-
amples of mathematical activity in the early ages (from 5 to 7 years) emphasizing rela-
tions between this activity and characteristics of ilustrations.

Keywords: Primary Education, Early Years Education, images, literature, mathema-
tics, problem solving.
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LOS ALBUMES ILUSTRADOS EN EL AULA DE MATEMATICAS

Presentamos unas ideas sobre la ensefianza de las matematicas en las que tratamos
de integrar las matematicas con la literatura infantil, a través del uso de lbumes ilustra-
dos, para potenciar el pensamiento matematico. Al igual que en el caso de los materiales
manipulativos, o de los enfoques constructivistas, no se trata de ideas nuevas, pero si de
ideas cada vez mas experimentadas y mas solidamente fundamentadas en resultados de
investigacion, de las que tratamos de mostrar una perspectiva diferente.

Una de las ideas clave para articular matematicas y literatura infantil es la necesidad
que ambeas tienen de la imaginacion. Alsina (2007) define la imaginacion como la habili-
dad de crear imagenes mentales y plantea que la capacidad de imaginar, en matematicas,
debe desarrollarse potenciando en el aula la visualizacién de objetos matematicos (figu-
ras, graficos) y a través del uso de dibujos y materiales manipulativos. La imaginacion,
segun este autor, favorece también los procesos matematicos de razonamiento y resolu-
cion de problemas. Uno de los ambitos de encuentro en que conviven la imaginacion,
la visualizacidn, el aprendizaje infantil y las matematicas, es el universo de los dlbumes
ilustrados. La profesora Margarita Marin, experta espafiola en matematicas y literatura
infantil, escribia:

La narracion o lectura de un cuento estimula la capacidad de pensar y razonar, como nos
confirman las interrupciones de los pequerios con sus preguntas sobre el relato, un cuento en
soporte papel con correctas ilustraciones estimula el pensamiento visual y el aprendizaje de
la lectura de dibujos e imagenes, siempre que ayudemos al nifio las primeras veces a analizar
la imagen en global, lo que significa y después a analizar los detalles que presenta, lo esta-
mos preparando para comprender y analizar representaciones matemdticas mdas especificas.
(Marin, 2007a)

En esta misma linea, Van den Heuvel-Panhuizen (2008), en su descripcion del mo-
vimiento didactico de la Educacion Matematica Realista, aclara que el realismo —en ese
contexto— evoca aquello que el nifio es capaz de imaginar, haciendo referencia explicita
a los cuentos como contexto para el aprendizaje matematico:

En cuanto a los problemas que se presentan a los estudiantes, esto significa que el con-
texto puede provenir del mundo real, pero ello no es siempre necesario. El mundo de fantasia
de los cuentos de hadas, ..., aportan contextos idoneos para un problema en tanto éstos sean
reales en la mente del estudiante. (Van den Heuvel-Panhuizen, 2008, p. 27)

Hay consenso en los antecedentes sobre literatura y matematicas en que, para que
un cuento ilustrado sea adecuado para la ensefianza de las matematicas, no es en abso-
luto necesario que haya sido elaborado con este fin (Van den Heuvel-Panhuizen, Van den
Boogaard, y Doig, 2009), pues como indica Marin (2007b):

... la clave no radica tanto en el cuento como en la lectura matemdtica del mismo por parte
del docente. Esta lectura con ojos matematicos nos conduce a encontrar las conexiones mate-
maticas del mismo, las ideas soportadas por el contexto de la narracion, los conceptos expli-
citos e implicitos presentes en el relato. (Marin, 2007b, p. 14)
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Ademas, McGrath (2014) advierte del riesgo de utilizar cuentos especificamente di-
sefiados para ensefiar matematicas. Debe existir armonia entre la historia que se cuenta
y el contenido matematico. Algunos cuentos resultan forzados, demasiado elaborados y
estilizados, a fin de servir a un prop6sito matematico. En el extremo contrario, un ejem-
plo paradigmatico de cuento ilustrado no escrito para ensefiar matemadticas, pero amplia-
mente empleado para potenciar su aprendizaje es “Ser quinto” (Jandl y Junge, 2005).
Marin (2007b) ensalza el valor de sus ilustraciones en los siguientes términos:

... sus magnificas ilustraciones no tienen desperdicio matematico. Ademds del orden descen-
dente que se establece, las nociones topologicas de dentro/fuera estan presentes en texto e
ilustracion, igualmente el concepto de sustraccion, pues el nifio observa la perfecta corres-
pondencia biyectiva inicial paciente/silla y como segun entran en consulta se van quedando
vacias una a una las sillas. (Marin, 2007, p. 16)

Con este mismo cuento, Van den Heuvel-Panhuizen y Van den Boogaard (2008) reali-
zaron una investigacion en que analizaban los comentarios espontaneos de nifios de 5 afios
durante la lectura y visionado del cuento. Al categorizar las respuestas encontraron, con
cierta sorpresa respecto a sus expectativas previas, que mas del 50% de los comentarios in-
fantiles tenian un contenido matematico. Por ¢l contrario, Elia, Van den Heuvel-Panhuizen
y Georgiou (2010) registran los comentarios que realizan 4 nifios sobre las ilustraciones de
un cuento disefiado para aprender matematicas (un cuento de conteo regresivo) al leerlo
con su maestro, sin que este intervenga. Solo un 27% de las expresiones infantiles sugie-
ren la presencia de un contenido matematico. Los autores concluyen que no basta con que
un cuento esté disefiado para aprender matematicas, sino que es necesario que al nifio lo
acompaiie en su lectura un maestro con una formacion adecuada que le permita formular
preguntas al nifio que estimulen la aparicion y el desarrollo del pensamiento matematico.

A todo lo anterior se puede afnadir que vincular matematicas y literatura infantil
parece haber demostrado ser provechoso para el aprendizaje de las matematicas y el
desarrollo de actitudes positivas hacia esta materia. Hong (1996) realiz6 un estudio ex-
perimental en que el grupo de control utilizaba literatura infantil y matematicas de tipo
manipulativo sin conexion entre ellas, mientras que en el grupo experimental, ambas es-
taban relacionadas. En la investigacion se encontrd que el grupo experimental obtuvo un
mayor rendimiento en varias tareas matematicas y que los alumnos mostraron una mayor
preferencia por ir al rincén de matematicas.

Resumiendo, vemos que cualquier cuento ilustrado podria servir para estimular el
pensamiento matematico, siempre que el maestro o la maestra sepan verlo con “ojos
matematicos” y consigan indirectamente, a través de preguntas, guiar al nifio en la ad-
quisicion de esta “mirada matematica”. También sabemos de los beneficios de conectar
matematicas y literatura infantil. El siguiente paso es volver la mirada hacia los maes-
tros, para valorar sus necesidades formativas de cara a aventurarse con los pequefios en
este tipo de experiencias en el aula. Ya contamos con procesos de formacion para maes-
tros con esta finalidad. Por ejemplo, Noda y Plasencia (2002) propusieron a estudiantes
de magisterio que confeccionaran un cuento para enseflar matematicas usando como re-
curso el recortado de papel. El siguiente apartado intenta contribuir a la formacion de los
maestros en su adquisicion de la “mirada matematica”.
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LECTURA DE LAS IMAGENES DESDE LA EDUCACION MATEMATICA

En este apartado, vamos a describir caracteristicas de ilustraciones de albumes in-
cluidas intencionalmente para potenciar la actividad matematica de nifios de 4 a 7 afios.
Después, propondremos ejemplos de la actividad matematica desarrollada por nifias
y nifios en el aula, mostrando la relacion de esta actividad con las ilustraciones. Casi
todas las imagenes que se incluyen en este apartado estan tomadas de la adaptacion del
cuento de L. Frank Baum “El hipopdtamo sonriente”, ilustrado por Mar Ferrero para el
proyecto “jA contar! Matematicas para pensar”, de la editorial Santillana (De Castro y
Hernandez, 2015).

La relaciéon parte-todo

La relacion parte-todo tiene un papel
central en el aprendizaje de las matema-
ticas en los primeros afios. En aritmética,
la relacion parte-todo aditiva se establece
entre dos cantidades cuando una de ellas
(la parte) estd incluida fisica o mental-
mente en la otra (el todo). Esta relacion
da lugar a otra cantidad: la complemen-
taria de la parte con respecto al todo. La
comprension de la relacion parte-todo es
basica para la resolucion de problemas
de estructura aditiva de combinacion, y
para el aprendizaje de la suma y la resta
(Castro-Rodriguez, Castro, 2013). Ad-

Figura 1. La relacién parte-todo. vertimos que, cuando en este trabajo apa-

recen expresiones del tipo “problemas de

sumar”, no queremos decir en absoluto que los nifios de educacion infantil deban apren-
der a “hacer sumas”. Los pequefios resuelven estos problemas mediante estrategias infor-
males, representando las cantidades con objetos, realizando acciones con ellos (afiadir,
juntar) y contando el resultado de estas acciones. Mas adelante, ya en la educacion pri-
maria, la relacion parte-todo sirve para iniciar al alumnado en el estudio de las fracciones.

En la Figura 1 podemos considerar el total de los hipop6tamos, los cinco, separados
en dos partes: tres que estan sentados, y dos “de pie”. Alternativamente, una parte podria
estar formada por los que tienen la boca cerrada, y otra por el que tiene la boca abierta (o
los grandes y los pequefios).

En una situacion en que aparece representada la relacion parte-todo, se pueden plan-
tear (con nifios de 4 a 6 afios) problemas de combinacion (de suma y de resta) y problemas
de descomposicion. Un ejemplo de cada uno de estos problemas serian los siguientes:

e Si hay 4 hipop6tamos con la boca cerrada y 1 con la boca abierta, ;cuantos hi-

pop6tamos hay? (Problema de combinacion, con incdgnita en el total, de suma).
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e Si hay 5 hipop6tamos y 2 de ellos son pequefios, /cuantos hipopdtamos grandes
hay? (Problema de combinacidn, con incognita en una parte, de resta).

e Sihay 5 hipopdtamos y algunos estan sentados y otros de pie, ;cuantos hipopdtamos
puede haber sentados? ;Cuantos de pie? (Problema de descomposicion aditiva).

En cualquiera de estos casos, la funcion de la imagen (desde el punto de vista didactico-
matematico) es facilitar que el nifio pueda imaginar la situacion descrita en el enunciado del
problema, asociandola a la situacion relatada en el cuento y presente en la ilustracion. Imagi-
nar la situacion permite comprender el problema y elaborar una representacion con dibujos o
materiales manipulativos que servira de soporte para el proceso de resolucion del problema.

La representacion de acciones

Las acciones fisicas que se realizan
con colecciones de objetos y cantida-
des (como afadir, quitar, separar, combi-
nar, repartir, agrupar) tienen un estrecho
vinculo con las operaciones aritméticas
que se efectiian con numeros. Las opera-
ciones aritméticas toman su significado
basico, y lo amplian y enriquecen poste-
riormente, al irse asociando con diversas
acciones, relaciones y situaciones de la
vida diaria. Asi, la operacion aritmética
de restar adopta un significado inicial de
“quitar”, pero después complementa este
significado con otros, como los de “en-
contrar la parte complementaria de una
parte con respecto a un todo”, o “hallar la Figura 2. Accién de afiadir.
diferencia entre dos cantidades”. Esta co-
rrespondencia entre acciones con objetos
y operaciones con nimeros aparece bien reflejada en la teoria desarrollada por Resnick
(1992) sobre los tipos de pensamiento matematico: las matematicas de las protocantida-
des, de las cantidades, de los numeros y de los operadores. En la Tabla 1 se resumen las
caracteristicas principales de los tres primeros tipos, que son los que interesan en las pri-
meras edades (ver tabla 1).

La representacion de cantidades indefinidas
En el Diccionario de la Lengua Espafola se define “cantidad”, en sus dos primeras

acepciones, como: “Porcion de una magnitud” y “Cierto nimero de unidades”. Cuando
hablamos de cantidades podemos utilizar la cuantificacion indefinida, que “indica la
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cantidad de sustancia en una orientacion aproximativa, sin la aparente concritud de la
cuantificacion numeral” (Lamiquiz, 1991, p. 52) o la cuantificacién numeral.

. Objetos de P RSP .
Matematicas de: J . Términos lingiiisticos Operaciones
razonamiento
Protocantidades | Material fisico | Mucho, muchos, mas, Aumentar, disminuir,
menos, pequeio, combinar, separar, comparar,
grande, etc. ordenar.
Cantidades Material fisico | n objetos, n metros, n Aumentar o disminuir
medido kilos, afiadir, quitar, una cantidad afadiendo o
repartir. quitando otra cantidad.
Repartir una cantidad en
partes iguales.
Numeros Numeros n mas que, n veces, mas | Suma, resta, multiplicacion,
n, Veces n, n mas m, n division, aplicadas a numeros
dividido por m.
Tabla 1. Tres tipos de pensamiento
matematico (Resnick, 1992)

Cuando aparecen representadas canti-
dades en ilustraciones, podemos tener in-
terés en que se vea un numero concreto
de objetos, o que la cantidad quede in-
definida. En la Figura 3, pueden verse
varios hipopotamos. Dos de ellos estan
parcial, o casi totalmente, sumergidos
en el agua, mientras que de otro de ellos
solo se ve una pequefia parte. Podemos
decir que hay algunos hipopdtamos en la
zona, pero la ilustracion sugiere que po-
siblemente haya algunos mas, totalmente

Figura 3. Representacion de una cantidad sumergidos, o que queden fuera de Ila

indefinida. imagen.

Los dos ingredientes (que haya una
cantidad y que esta sea indefinida) tienen
interés desde el punto de vista matematico. Basandonos en esta ilustracion podemos
plantear el problema: “Si hay 10 hipopdtamos, y dos estan en el agua, ;cuantos hipo-
potamos hay fuera del agua?” La ilustracién permite a los nifios imaginarse la situacion
y comprender la relacion parte-todo (el total de hipopdtamos dividido en los que estan
en el agua y fuera de ella). Sin embargo, si queremos poner niumeros diferentes, con el

mismo escenario y la misma relacion, no habra ningtin problema.

Cuando la cantidad que aparece es una cantidad numeral concreta, como en la Figura
1 en la que se ven claramente 5 hipopdtamos, algunos nifios suelen protestar si cambia-
mos el nimero con respecto al que aparece en el cuento. Las cantidades nos permiten
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plantear problemas, y que estas sean indefinidas nos facilita cambiar los datos ajustando-
los, si fuera necesario, a las capacidades de conteo de los alumnos.

La relacion de uno-a-muchos

La relacion uno-a-muchos es un tipo
especial de correspondencia en que a cada
objeto de una coleccion le corresponde
una coleccion equivalente de objetos. Por
ejemplo, a cada caja le corresponden 6
madalenas, o a cada paquete de yogures
le corresponden 12 yogures. Asi, si hay
dos cajas, tendremos 12 madalenas; en 3
paquetes de yogures, 36 yogures. Segliin
Castro y Castro-Rodriguez (2010), hay
una linea de estudios en educacion mate-
matica que sustentan la idea de que la re-
lacion uno-a-muchos esta en el origen del
pensamiento multiplicativo.

En la Figura 4, hay varios ejemplos
de relacion uno a muchos: Cada hipopo- Figura 4. La relacion uno-a-muchos.
tamo lleva tres nifios, cada hipopotamo
tiene dos sillas (o dos mantas), cada hipopdtamo tiene 4 patas, y en uno de los arbo-
les hay dos hojas en cada rama. En este caso, la relacion que sirve de base para el
planteamiento de problemas es la que hay entre hipop6tamos y nifios, que puede dar
lugar a tres tipos de problemas diferentes, que los nifios resuelven ya desde la Educa-
cion Infantil:

* Si hay tres hipop6tamos, y cada uno lleva a tres nifios, ;cuantos nifios transporta-

ran entre los tres? (Problema de multiplicacion)

e Siun hipopdtamo transporta a 12 nifios, y puede llevar a 3 en cada viaje, /cuantos

viajes tendra que hacer? (Problema de division agrupamiento)

e Siun hipopétamo transporta a 12 niflos en 4 viajes, llevando los mismos en cada

viaje, ;cuantos tendra que llevar en cada viaje? (Problema de division reparto)

Representaciones con forma de matriz

Dentro de los problemas aritméticos verbales de estructura multiplicativa, estan los
problemas de matrices. Se trata de problemas en los que se describe una situacion en la
que hay una coleccion de objetos dispuestos en filas y columnas (Carpenter, Fennema,
Franke, Levi, y Empson, 1999). Estos problemas pueden ser de multiplicacion o divi-
sion. Por ejemplo:

e Si hay 3 filas, y en cada fila van 4 ratones, ;cudntos ratones marchan detras del

flautista? (Multiplicacion).
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Figura 5. Representaciones con forma de matriz en las ilustraciones de Mar Ferrero de El
Flautista de Hamelin (Santillana, 2015).

e Si marchan 18 nifios detras del flautista en tres filas iguales, ;cudntos niflos van
en cada fila? (Division)

En la Figura 5, observamos las dos imagenes que sirven de soporte para el plantea-
miento de los enunciados anteriores. Para la comprension, es crucial que los pequefios
puedan imaginar la situacion descrita en el enunciado, y esto se hace a través del vinculo
del enunciado con las imagenes de matrices, que se repiten a lo largo del cuento.

Los problemas de matrices tienen una gran importancia en las primeras edades, pues
facilitan una aproximacién informal al aprendizaje de la multiplicacion, a través de la re-
lacion uno a muchos entre las filas y los elementos de cada fila, y ademas proporcionan
un tipo de representacion de una gran riqueza matematica. Incluir este tipo de proble-
mas hace que el futuro aprendizaje de la multiplicacion pueda conectarse con situacio-
nes complementarias a la de suma reiterada, que faciliten el paso del pensamiento aditivo
al multiplicativo, que se produce al final de la educacion primaria (Castro y Castro-Ro-
driguez, 2010).

Tiendas en el aula de infantil

Una actividad tipica que suele plantearse en educacion infantil, bien en el rincon de juego
simbdlico o en formato de proyecto, es hacer una tienda en clase. De Castro, Gonzalez y
Escorial (2009) describen el proyecto de elaboracion de un mercado medieval que surge,
con niflos y nifias de 3 afios, a raiz de la construccion de un castillo medieval en el aula.
Edo y Masoliver (2008), con nifios de 5 afios, muestran otro proyecto en que los nifios de-
ciden crear una panaderia en clase. Desde el punto de vista matematico, una tienda en clase
constituye una oportunidad de realizar multiples aprendizajes matematicos significativos,
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basados en la experiencia que suelen tener
los pequefios de ir a hacer la compra con
sus padres. Entre estos aprendizajes, pode-
mos destacar el uso del dinero como me-
dida, la clasificacion y organizacion de los
productos, la elaboracion de una lista de la
compra, la aparicion de los numerales en
los precios, el uso de instrumentos de cal-
culo (como la calculadora y la caja regis-
tradora), las sumas y las restas (al pagar
varios productos y devolver el cambio),
etc. En este contexto, la funcion que tienen
imagenes como la de la Figura 6 es la de
activar los conocimientos previos infanti-
les sobre las tiendas para entrar de forma
significativa en la actividad matematica
implicita en estas situaciones.

Las formas geométricas en el entorno

El aprendizaje de las formas geomé-
tricas basicas es uno de los objetivos ma-
tematicos de la educacion infantil. Este
aprendizaje no se reduce a la identifica-
cion de formas y el aprendizaje de sus
nombres. También implica el juego de
construccion de formas complejas par-
tiendo de otras mas simples, asi como el
analisis de formas a través de su descom-
posicion (De Castro, 2015). En la geo-
metria plana, el tangram es un recurso
didactico que permite este doble trabajo
de composicion, con el que trabajamos la
creatividad sometida a unas reglas, y de
descomposicion, que implica mas el ana-

Figura 7. Imagen de “Valentina la costurera”,
ilustrado por Mar Villar (Santillana, 2015).

lisis de las caracteristicas de la figura (longitudes, amplitudes angulares, superficies, etc.).
Un problema, que nos hemos encontrado en experiencias geométricas en el aula de infan-
til, es que las figuras compuestas con las siete piezas del tangram resultan excesivamente
estilizadas o esquematizadas, y aparecen descontextualizadas, lo que permite a muchos
nifios resolver el puzle que plantea la figura sin que esta evoque para ellos un objeto de la
vida cotidiana. Asi, el aprendizaje matematico resulta parcial, al perderse el valor de las fi-
guras geomeétricas como modelos matematicos para comprender el mundo de los contor-

nos de los objetos.

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 61-80, ISSN: 2340-714X 69



El uso de albumes ilustrados para potenciar el aprendizaje matematico en las primeras edades
Carlos de Castro H. y Monica Ramirez G.

En la Figura 7, procedente del cua-
derno de actividades del alumno, se esta-
blece la relacion entre la forma compuesta
por las 7 formas geométricas del tangram
y la figura del cuento que pretende evocar
la composicion. Esta relacion, que habia-
mos Visto en experiencias anteriores que
no es en absoluto obvia para nifios de 4 y
5 afios, forma parte del aprendizaje infan-
til del proceso de matematizacion.

Usando mapas en las primeras edades

Otro aspecto importante de la geome-
tria en las primeras edades (mas alla de
Figura 8. Ejemplo de mapa. las formas geométricas basicas) es el de
la orientacién, cuyo aprendizaje requiere
moverse dentro de un entorno familiar, observarlo y describirlo. Actividades tipicas
dentro de este ambito son la descripcion del camino de la escuela a casa, cuando este se
realiza andando y es muy familiar para el niflo, explicar como puede venir la mascota
de la clase desde la sala de psicomotricidad al aula de los pequefios (Van den Heuvel-
Panhuizen, Veltman, Janssen y Hochstenbach, 2012), o dibujar el plano del aula o de
una zona conocida del patio del colegio y utilizarlo como “mapa del tesoro” para loca-
lizar un objeto (Ruiz-Higueras, Garcia, y Lendinez, 2013).

La Figura 8 presenta un mapa parecido al que pueden realizar nifios de educacion in-
fantil. No es un mapa “adulto”, pero tampoco es un dibujo libre. Es una representacion
intermedia que sirve a los nifios para iniciarse en la representacion del espacio a través de
dibujos que tratan de evocar un espacio familiar con fidelidad, mostrando en la represen-
tacion puntos de referencia, y respetando sus posiciones relativas, de forma que se pue-
dan localizar objetos en el espacio partiendo de su inclusion en el mapa.

Cuadriculas

Profundizando en la representacion espacial, una cuadricula puede pensarse como un
sistema de referencia para localizar un objeto en el plano en funcion del nimero de fila y
de columna. Las cuadriculas, desde este punto de vista, son antecedentes de los sistemas
de coordenadas cartesianos que aparecen en la educacion primaria y en secundaria. Hay
juegos, como las guerras de barcos, en que la conexion entre la cuadricula y las coorde-
nadas se hace explicita. En la Figura 9, vemos que se presenta al rey una tela de cuadros
en la que, para ubicar correctamente los cuadrados coloreados, debe tenerse en cuenta el
numero de fila y columna (en el fondo, las coordenadas).
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Patrones

En el marco teorico de PISA 2012
(OCDE, 2013), la competencia matema-
tica supone la capacidad de identificar
situaciones de la vida cotidiana en las
que se pueden utilizar las matematicas
para, después, dar estructura matema-
tica a dicha situacion. Estamos en el am-
bito de lo que Van de Heuvel-Panhuizen
(2008) llama “matematizacion horizon-
tal”, que supone la creacion de herra-
mientas matematicas para organizar y
resolver un problema planteado en una
situaciéon de la vida real (p. 26) y una
de cuyas actividades caracteristicas es el
descubrimiento de regularidades, rela-
ciones y patrones (OCDE, 2013, p. 13).
Devlin (2003) considera la matematica
como “la ciencia de los patrones”. En un
sentido muy amplio, como el que da al
término este autor, podriamos identificar
el patréon con el modelo matematico que
nos sirve para explicar una situacion,
predecir que va a ocurrir, etc., dentro del
proceso de matematizacion.

En la educacion infantil, la busqueda
de patrones aparece continuamente. Fle-
cha (2013) explica cémo el horario de
un aula de 2-3 afios estd compuesto por
una sucesion de rutinas (acogida, corro/
asamblea, almuerzo, taller, jardin, etc.).
La repeticion diaria de estas rutinas per-
mite a los nifios descubrir el patron (la
regla) que siguen sus actividades y an-
ticiparse y prever lo que va a ocurrir a
continuacion: “Después del taller, vamos
al jardin”.

Figura 9. Imagen del cuento “Valentina la
costurera”, ilustrado por Mar Villar
(Santillana, 2015).

Figura 10. Patrones en las ilustraciones.

En la Figura 10, vemos varios elementos en los que podemos descubrir patrones. El
ejemplo tipico es el de los collares, en que aparece una serie del tipo: hueso largo, hueso
mediano, hueso corto, hueso largo, etc. Es decir, un patrén de repeticiéon con una uni-
dad ABC que genera una serie del tipo ABCABCABC. El descubrimiento en estas series
del patrén, o unidad que se repite, es un elemento importante en el desarrollo del razo-
namiento inductivo. Por esta razon, mas alla de las actividades puntuales que podamos
plantear en el aula, las ilustraciones de este cuento constituyen una continua invitacion a
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la busqueda de regularidades y patrones. Estos pueden detectarse en la disposicion que
presentan las hojas en el tallo de las plantas (Figura 2), en la ropa de los personajes (Fi-
gura 6), en la decoracion de las casas (Figura 5), etc.

LA ACTIVIDAD MATEMATICA POTENCIADA POR LAS ILUSTRACIONES

La literatura infantil ha demostrado, en numerosas investigaciones y experiencias,
tener un gran valor para el desarrollo de la competencia matematica. Con el recurso de
los albumes ilustrados, hemos propuesto a pequefios de 5 y 6 afios problemas de multi-
plicacion y division (De Castro, Molina, Gutiérrez, Martinez, Escorial, 2012), problemas
de descomposicion factorial en los que hay que disponer una cantidad de 24 objetos en
filas iguales (De Castro y Hernandez, 2014), o situaciones que implican para los nifios
el calculo de dobles y mitades (De Castro, Walsh, Del Coso, Gonzalez, Escorial, 2009).
También en primer curso de primaria (6-7 afios) trabajamos con problemas de estructura
multiplicativa, con agrupamientos de diez, orientados a la comprension de las decenas
(Ramirez y De Castro, 2014).

Otros autores han llegado a resultados similares en otras areas de las matematicas distin-
tas del pensamiento numérico, como la medicion, la geometria, o el analisis de datos (Van
den Heuvel-Panhuizen y Elia, 2011). A continuacion, vamos a ofrecer muestras de activi-
dad matematica potenciada a través de imagenes. Comenzamos con situaciones conocidas
como “juego de peticiones” (Aguilar, Ciudad, Lainez y Tobaruela, 2010; Ruiz-Higueras,
2005), experimentadas en el aula de 4 afios. Seguimos con problemas de descomposicion
aditiva de cantidades en la clase de 5 afios. Todas estas actividades estan tomadas del pro-
yecto “jA contar! Matematicas para pensar” (De Castro y Hernandez, 2015). Finalizamos
con ejemplos de resolucion de problemas aritméticos en primer curso de primaria.

Los juegos de peticiones (4 afios)

Un tipo de actividad desarrollada en clases de 4 afios son los “juegos de peticiones”.
Consisten en presentar al alumno una figura modelo decorada con formas geométricas. El
alumno tiene una figura igual, sin decorar, y debe solicitar en su cuaderno (escribiendo,
dibujando, pero sin comunicacion oral) las pegatinas que necesita para reproducir el mo-
delo original. Esta actividad tiene una gran riqueza matematica. Para resolverla, el nifio
tiene que poner en juego conocimientos numéricos utilizando la correspondencia uno a
uno o el conteo para cuantificar la coleccion de pegatinas que necesita. También debe re-
presentar dos cantidades discretas, para hacer la peticion en el papel. Por ultimo, debe
ubicar correctamente las pegatinas en el modelo vacio, copiando la posicion de los cua-
drados coloreados en el modelo original, utilizando las filas y columnas de la cuadricula
de la camisa como sistema de referencia (ver Figura 9).

En la Figura 11 vemos, en el cuaderno de un alumno, como ha intentado resolver esta
actividad cometiendo dos errores. El primero de ellos esta en la propia peticion. Como
vemos a la derecha, en el recuadro donde se hacen las anotaciones, el alumno ha pedido
solo cuatro pegatinas cuadradas azules y cuatro rojas, pues el nifio explicod al maestro que
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Figura 11. Planteamiento y resolucion con errores en un juego de peticiones

Figura 12. Resoluciones correctas en un juego de peticiones.

la pegatina coloreada en rojo y azul debia ser roja. Asi, en la peticion faltan dos pegatinas
azules, lo que implica un fallo en la cuantificacion (bien sea este en el conteo o en la co-
rrespondencia uno a uno). Por otro lado, el trabajo también presenta un error de tipo es-
pacial, que se pone de manifiesto al pegar las 4 pegatinas rojas, y las dos pegatinas azules

superiores, en lugares incorrectos.
En la Figura 12, vemos otras dos producciones de alumnos de 4 afios. A la izquierda,

la produccion de Candela refleja un conocimiento espacial adecuado. Ademas, escribe
“azules” y “rojos” con mayusculas, aunque después rectifica y representa las pegati-
nas que necesita con puntos, copiando aproximadamente la disposicion de las mismas.
A la derecha, el alumno ha utilizado numerales escritos con cifras. Este es un objetivo
a largo plazo, para los nifios de 5 afios. La actividad puede resolverse perfectamente a
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través de dibujos o con numerales. Esto permite que cada alumno vaya evolucionando
en su nivel de simbolizacion, pasando de representaciones iconicas a simbolicas, si-
guiendo su propio ritmo.

Problemas verbales de descomposicion aditiva en tltimo curso de infantil

A continuacién, mostramos cémo resuelven nifios de 5 afos el problema: “En el
arroyo habia 10 cerdos negros y rosados. ¢Cuantos cerditos negros crees que habia? ;Y
cuantos cerditos rosados?”. Se trata de un problema de descomposicion aditiva con va-
rias soluciones. Tras resolver el problema con materiales manipulativos, los nifios deben
escribir las soluciones en su cuaderno de
trabajo. Este problema esta basado en la
Figura 13, en la que se representa una
cantidad indefinida de cerdos y, a la vez,
la relacion parte-todo, pues el total de los
cerdos se puede dividir en dos partes: los
cerdos rosas y los negros.

En la Figura 14, observamos el tra-
bajo de dos alumnos. El de la izquierda
ha dado 5 soluciones correctas (de las 11
soluciones posibles, desde 0 cerdos ne-
gros a 10). Aspectos interesantes en su
representacion son el uso del cero en una
solucidn, lo cual no es habitual al empe-
zar a resolver este tipo de problemas, o
que da la impresion de tener en cuenta
intuitivamente la propiedad conmutativa
Figura 13. Tlustracion en la que se basa el de la suma, pues pone algunas parejas de

problema de descomposicion.
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Figura 14. Soluciones a los problemas de descomposicion.
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Figura 15. Ilustracion para la resolucion de un problema de combinacion con parte desconocida.
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Figura 16. Proceso de resolucion imitando el conteo regresivo de “Once damas atrevidas”.

soluciones ligadas por esta propiedad. En su trabajo, predomina la representacion ico-
nica (mediante un dibujo) del tipo de objeto (los cerdos). Mientras tanto, a la derecha,
el alumno da también 5 soluciones al problema y destaca el uso de palabras para indi-
car el color de los cerdos, lo cual muestra un nivel més avanzado de simbolizacion que
el de su compaiiero.

Problemas aritméticos verbales en primero de primaria

Con nifios de primer curso de educacion primaria (6-7 afios), planteamos un pro-
blema aritmético verbal de combinacion con una parte desconocida: “Si en total hay 35
personas y 18 de ellas estan arriba, ;cudntas estan abajo?”. Este problema se basa en el
cuento “Los de arriba y los de abajo” (Valdivia, 2009) en el que la autora e ilustradora
presenta un mundo dividido en dos partes: la de arriba y la de abajo. En las ilustracio-
nes se muestran personas, animales, edificios y otros elementos orientados hacia arriba
o hacia abajo, a ambos lados de una linea horizontal que divide en dos partes cada una
de las paginas. En los dibujos de los alumnos de primer curso, se observa que la orien-
tacion de los dibujos esquematizados de personas reproduce la de las ilustraciones del
cuento (Figura 15). Para la resolucion del problema, el alumno dibuja la parte conocida:
las 18 personas que hay en el mundo de arriba. A continuacion, completa el total de 35,
afiadiendo personas en el mundo de abajo, la parte desconocida. Para terminar, cuenta
las personas afiadidas abajo. Asi, el nifio ha podido calcular el complementario de los de
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arriba respecto del total de los habitantes. La ilustracion estimula el dibujo que modeliza
la relacion parte-todo permitiendo alcanzar la solucion.

También en primer curso de primaria hemos leido el cuento “Once damas atrevi-
das” (Thomassen, 2002), que narra un conteo regresivo, comenzando con once damas
y acabando con una sola dama al final. Cada nueva escena del cuento describe la dismi-
nucion del nimero de damas en una unidad: “Diez damas atrevidas siguieron a un bere-
bere, una se cayo6 en las dunas y quedaron s6lo nueve”. Tanto el texto, como la imagen
que lo acompafia, muestran una situacion de cambio decreciente ideal para contextuali-
zar una sustraccion (10 - 1 =9) en la “vida real”. Utilizando este cuento, planteamos el
problema: “Al principio habia once damas atrevidas. ;Cuantas quedaban cuando se ha-
bian ido seis?”. Una nifia dibuja once “bolas” numeradas del 1 al 11 (Figura 16). La re-
presentacion de las sucesivas acciones de quitar se puede observar en las bolas tachadas.
Ademas, el tipo de conteo decreciente que describe el cuento, desde el once hacia atras,
puede haber influido en que la nifia co-
mience a tachar desde la bola ntimero 11
hasta la nimero 6 un total de 6 numerales.

Otra idea matematica importante re-
flejada en ilustraciones de albumes es
el agrupamiento de cantidades en gru-
pos iguales. Esta idea es fundamental en
el principio de agrupamiento propio de
los sistemas de numeracion y del pensa-
miento multiplicativo. En primero de pri-
maria, la multiplicacién y divisiéon no se
introducen formalmente, pero los nifios
resuelven problemas multiplicativos de
agrupamiento y reparto utilizando estra-
tegias informales (Ramirez, 2015).

Figura 17. Ilustraciones para la resolucion de
un problema reparto.

Figura 18. Procesos de resolucion de un problema de multiplicacion.
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Figura 19. Ilustracion para la resolucion de un problema de division medida.

Para ilustrar los agrupamientos, utilizamos el cuento “365 pingiliinos” (Fromental,
2007), en el que el ilustrador, Jo€lle Jolivet, plasma en las imagenes grandes cantidades de
pingiiinos “almacenados” en cajas y cajones. Planteamos un problema de division reparto
en primer curso de primaria: “Cuando llegaron a tener 60 pingiiinos, decidieron poner los
pingiiinos en 4 grupos iguales. ;Cuantos pingiiinos pusieron en cada grupo?”. En la Figura
17 se observa que una nifia dibuja “bolas” numeradas representando todos los pingiiinos
(saltandose la década de los cincuenta) y cuatro cajas. Representa la accion de repartir, dibu-
jando una bola en cada caja a la vez que la marca con un puntito para saber que ya ha sido re-
partida. Para terminar, cuenta los pingiiinos de cada caja, comprobando que en todas hay la
misma cantidad. Esta situacion de grupos iguales forma parte de la estructura multiplicativa.

En la misma linea, en el cuento “Diez patitos de goma” (Carle, 2006) las ilustracio-
nes muestran como se van introduciendo patitos de goma en cajas que viajan por el mar
en un barco. La Figura 18 muestra las producciones de dos alumnos para resolver el si-
guiente problema con agrupamientos de 10: “Si tenemos 2 cajas llenas de patitos con 10
patitos en cada caja y 3 patitos sueltos. ;Cudntos patitos tenemos en total?”. Los nifios
han representado cajas con 10 patos en cada una de ellas, como se puede ver en la Figura
18, en la imagen de la derecha. Las ilustraciones del autor, en las que se observa la intro-
duccion de los patos en cajas, puede favorecer la formacion de agrupamientos en las re-
presentaciones infantiles (Ramirez, 2015).

Hemos planteado también problemas de division medida con resto con alumnos de 6
y 7 afios, por ejemplo: “Si tenemos 34 patitos y queremos guardarlos en caja de 10 pati-
tos cada una. ;Cudntas cajas podemos llenar? ;Cudntos patitos quedaran sueltos?”. Los
nifios completan las cajas de 10 hasta que en la tltima solo introducen 4 (Figura 19, ima-
gen de la izquierda). Para saber cuantas cajas han llenado, cuentan las cajas completas,
lo que implica considerar cada grupo de 10 como una unidad a contar. Esto requiere un
proceso de unitizacion de las colecciones. El término unitizacion consiste en el “proceso
de detectar o crear una unidad” (Fuson, Clements y Beckman, 2009, p. 65) y es una de
las ideas centrales en el desarrollo inicial del pensamiento matematico numérico.
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La 0ltima caja no completa provoca que algunos nifios calculen los patitos que fal-
tan para llenarla, alcanzando la siguiente decena. Asi, completan una decena para tener
un grupo mas, una caja mas. Otros alumnos han mostrado la relacion uno a muchos que
existe entre las cajas y los patitos, como se puede ver en la Figura 19 en la imagen de la
derecha. Tras dibujar una caja y las treinta y cuatro bolas numeradas que representan a
los patitos, el niflo traza lineas que unen las bolas con la caja, mostrando asi la relacion
entre un grupo y sus elementos.

CONCLUSIONES

Las ilustraciones de un album pueden contener caracteristicas que las hagan especial-
mente aptas para potenciar la actividad matematica. Para ello, no basta con las ilustracio-
nes, son las tareas matematicas las que deben evocar en su planteamiento la situacion del
cuento con su correspondiente ilustracion, de modo que ésta pueda contribuir a dar sen-
tido y facilitar la comprension del contenido matematico. En este articulo, hemos visto
ejemplos de producciones sorprendentes por su alto nivel matematico en relacion con la
edad. En ellas reconocemos el papel potenciador de la actividad matematica que juegan
las ilustraciones.

Los nifios de 4 a 7 afios con los que trabajamos resuelven situaciones aritméticas
basadas en los cuentos, apoyandose en imagenes que muestran ideas sobre contenidos
matematicos como la relacion parte-todo de la estructura aditiva y el agrupamiento/re-
parto de la estructura multiplicativa. Ademas, los nifios reflejan en sus dibujos aspectos
geométricos como la orientacion y situacion de los objetos o individuos, como hemos
visto en el problema del cuento “Los de arriba y los de abajo”.

Los problemas que hemos planteado son complejos y no se suelen proponer en las
primeras edades. Una de las implicaciones de nuestras experiencias de cara al trabajo en
el aula es que la contextualizacion de una situacion matematica, a través del cuento y sus
ilustraciones, conduce a convertir la situacion en familiar, lo que facilita que los alumnos
puedan desarrollar al maximo sus capacidades matematicas.

Este trabajo pretende invitar a los maestros y maestras a completar su formacion, a
través del estudio de las fecundas relaciones que podemos establecer entre matematicas
e imagenes, a fin de poder proporcionar mejores oportunidades de aprendizaje a las nifias
y niflos a los que acompafiamos en su proceso educativo.
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Resumen: Hay una tendencia a tratar de
asociar o encontrar en todo aquello que
es bello la proporcion aurea o divina o a
construir objetos a partir de esta razon
porque se presuponen serdn apreciados
como bellos por el simple hecho de seguir
dicha pauta. Esto, como no, también ha
acontecido con la modelacion matemdtica de la concha del Nautilus pompilius sobre la que
suele afirmarse que su forma y crecimiento es dureo. Sin embargo, en este articulo se mues-
tra y se analiza en detalle como dicha concha lo que realmente sigue es un patron ubicado
en la denominada proporcion cordobesa o humana. Con apoyo en un recurso interac-
tivo desarrollado con la herramienta Descartes se motiva el andlisis y comportamiento y
se procede a partir de la yocto-yotta realidad observada a construir el modelo matematico.
Palabras clave: Proporcion cordobesa, numero cordobés, espiral logaritmica, Nautilus
pompilius, crecimiento gnomonico.

On the form and the Cordovan growth Nautilus
pompilius

Abstract: There is a tendency to try to
associate or to find the golden ratio or
the divine proportion in everything that
is beautiful, or to try to create objects
according to this ratio or proportion
because it is assumed that they will be ap-
preciated as beautiful objects due to the
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Fig. 2 Seccion de la concha del Nautilus
pompilius (fuente imagexia).

Fig. 3 Radiografia de la concha del Nautilus
Pompilius.(fuente: (Thompson, 1945)

procedente de Green and Gardiner, in
Proc. Malacol. Soc. ii, 1897).

simple fact that they follow that pattern.
This, of course, has also occurred with
the mathematical modeling of the shell of
Nautilus pompilius, which is said to have
a golden shape and growth. Nevertheless,
in this article it is shown and analysed in
detail how this shell really follows a pat-
tern that lies in the so-called Cordovan
ratio or human proportion. With the help
of an interactive resource developed with
the Descartes tool, we motivate the anal-
ysis and behaviour and we proceed to
create the mathematical model from the
previously observed yocto-yotta reality.
Keywords: Cordovan proportion, Cor-
dovan number, logarithmic spiral, Nauti-
lus pompilius, gnomonic growth.

INTRODUCCION

(La Naturaleza es matematica o ma-
tematizamos la Naturaleza? Indepen-
dientemente de cudl fuera la alternativa
cierta —si alguna lo es, o si no lo fuera
ninguna de ellas, o si lo son ambas— lo
que si parece obvio es que basta observar
nuestro entorno para reconocer atractivas
formas naturales y asimilarlas a mode-
los matematicos que reciprocamente se
mimetizan, estableciendo un hipertunel
entre la concrecion y la abstraccion, entre
el mundo real y el virtual, que permite
observar lo que en otras ocasiones hemos
ubicado o definido con la frase “Las Ma-
tematicas en la belleza y la belleza de las
Matematicas” (Galo Sanchez J. , 2004).

El Nautilus pompilius (Fig. 1), cefa-
lopodo del género Nautilus, es un ejem-
plo de esa belleza matematica-natural.
Una belleza que parcialmente se oculta
en el interior de su concha y que queda
puesta de manifiesto efectuando una sec-
cion (Fig. 2) o bien mediante una radio-
grafia (Fig. 3).
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Un cefalopodo del orden de los nautilidos (Nautilida) que lleva haciendo matematicas
desde el periodo Devonico —hace mas de 400 millones de afios— hasta nuestra actuali-
dad, y que nos invita a matematizar. Y esto es el objeto y el fin de este estudio: ;Qué forma
tiene la seccion de la concha y sus camaras? ;jPor qué adopta ese patrén y como se generan?

El estudio morfologico de los seres vivos es algo intrinseco a la Biologia, pero pen-
samos que cuando se introduce una vision cientifica global, interdisciplinar, es cuando se
consigue un salto cualitativo esencial al aportarse no sélo la parte descriptiva —el qué—
sino también la explicativa o justificativa —el por qué—. En esa linea, y centrados en el
contexto aqui contemplado, podemos sefialar el trabajo de D’ Arcy Wentworth Thompson
“On Growth and Form” (Thompson, 1945) y también, como referencia a la introduccion
del ordenador como medio para el analisis y la representacion, indiquemos el trabajo de
Raup “Computer as Aid in Describing Form in Gastropod Shells” (Raup, 1962).

En este articulo, nuestro centro de interés se ubica en la modelacion matematica del
Nautilus pompilius y para ello partiendo de la realidad de nuestro mundo fisico tratamos
de trasladar éste al mundo matematico virtual, es decir, entendemos que nuestro mundo
0 “yocto-yotta realidad™! es una proyeccion discreta del mundo matematico o “continuo
virtual”. De manera que considerando la belleza concreta tratamos de realizar una subli-
macién o cambio de estado que nos permita admirar la belleza abstracta y a través de ésta
tratar de comprender el por qué acontece la primera.

Hay una tendencia a tratar de asociar o encontrar en todo aquello que es bello la pro-
porcion aurea o divina

q>=”2—@:1,618033..., (1)

0 a construir a partir de esta razon objetos que, por usar esta proporcion, se presupone o
se estima que seran apreciados como bellos. Y ello, como no, también ha acontecido con
el Nautilus pompilius (Peterson, 2005), si bien sin éxito (Fig. 4) porque como se dice co-
loquialmente “la realidad es tozuda”. Aqui? (Fig. 5) mostraremos que la proporciéon por
la que se rige el Nautilus es la denominada proporcion cordobesa o humana’:

_ 1
=

Y no s6lo observaremos que el perfil de esta concha sigue el patron de la espiral loga-
ritmica cordobesa, sino que todo su interior, el sifinculo y septos siguen el mismo patron
de crecimiento humano-cordobés. Asi pues, en este caso, vemos como la empecinada

~1,306562..., )

1. En longitud, el orden de magnitud de aquello que es fisicamente apreciable o medible en nuestro en-
torno se ubica actualmente en el rango determinado por el intervalo [10-*, 10%°] metros, es decir, desde la lon-
gitud de Planck al tamafo del universo observable. Pero en el Sistema Internacional el rango de prefijos para
multiplos y divisores se sitta en el intervalo [yocto, yotta], es decir, [1024, 10>*], y de ahi surge nuestra deno-
minacion de yocto-yotta realidad.

2. En la seccion primera de este articulo, “La espiral logaritmica”, se detalla por qué estas espirales loga-
ritmicas son denominadas aurea y cordobesa.

3. El término proporcion cordobesa o humana es debido a Rafael de la Hoz Arderius, quien introdujo ésta
en su articulo (Hoz Arderius, La proporcion cordobesa, 1973). Puede también consultarse en este documento
(Hoz Arderius, La proporcion cordobesa, 1996).

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 81-110, ISSN: 2340-714X 83



Sobre la forma y el crecimiento cordobés del Nautilus pompilius
José R. Galo S., Angel Cabezudo B.e Ildefonso Fernandez T.

Varia el valor de b¥sara ajustar la concha Varia el valor de b para ajustar la concha  Espiral logaritmica cordobesa
B @ @ T RO |

Fig. 4. Ajuste por una espiral logaritmica Fig. 5. Ajuste por una espiral logaritmica
aurea o divina. cordobesa o humana.

esperanza de encontrar el ideal de belleza divino se ve trastocada y lo que aparece es el
ideal de belleza humano en nuestra “yocto-yotta realidad”.

1. LA ESPIRAL LOGARITMICA

En nuestro trabajo “El grillo y la espiral logaritmica” (Galo Sanchez, Cabezudo
Bueno, & Fernandez Trujillo, 2016) sintetizamos la construccion dindmica de la deno-
minada espiral logaritmica —o también equiangular, geométrica 0 como mas poética-
mente Bernouilli la denominé: “spira mirabilis” o espiral maravillosa—, desglosamos
las propiedades de esta espiral maravillosa e iniciamos nuestro estudio de modelizacion
matematica del Nautilus pompilius. Incluimos aqui un resumen de todo ello, dado que
utilizaremos estas propiedades y datos en el desarrollo del modelo global.

La espiral logaritmica es una curva plana que en coordenadas polares se puede repre-
sentar mediante la ecuacion:

r=ab’conae R, be R, 3)
o bien estandarizandola tomando como base el nimero :
r=ae 4)

En las espirales logaritmicas podemos detallar:
a) El analisis de la curva de ecuacion (3) puede reducirse a los casos en que a € R*

yb>1.
a) Sia =0, la ecuacion (3) determina un Unico punto que es el origen de
coordenadas.

b) Sia <0 laespiral (3) es la curva simétrica, respecto al polo, de la espiral co-
rrespondiente a la ecuacion r = |a| b°.

¢) Sib=1,laecuacion (3) queda reducida a » = @ que es una circunferencia de
radio |a].

d) Si0<bh<1,laespiral (3) equivale a la espiral simétrica, respecto al eje polar
6 = 0y por tanto con inversion de giro, de la espiral » = a ¢ con ¢ > 1, pues

basta reescribir b = L.

C
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b) La ecuacion (3) puede reescribirse usando cualquier otra base ¢ sin mas que con-
siderar la expresion de b como una potencia

b=c? 5)
y de ahi se obtiene
r=ac®. (6)

Es en particular lo realizado en (4).
¢) El coeficiente a en (3) es un factor de escala o también puede interpretarse como
un giro respecto a la espiral de ecuacion r = b?. Basta reescribir

a= b, (7)
Es decir,
6,=1log, a )

y (3) equivale a r = "%, es decir un giro de angulo —#,. Asi pues, todas las espi-
rales (3) que comparten la misma base b son coincidentes, son la misma espiral
solo que girada. O también puede interpretarse que comparativamente la espiral
r = a bPtiene un angulo de retardo* 6, en su crecimiento respecto a la » = b%, es
decir, si representamos esta tltima en el intervalo (—oo, f], entonces r = a b%es esta
misma espiral s6lo que representada en el intervalo (—oo, f— 6,].

d) La espiral de ecuacion (3) es geométrica en el sentido de que las distancias al polo
de todos los puntos de ella ubicados en una misma semirrecta § = ¢ estan en pro-
gresion geométrica de razon H?*. Ello es debido a que todos esos puntos se corres-
ponden con r,, = a b**?™ y por tanto

L= por 9)
T'n
Este valor b>* se dice que es el factor de crecimiento de la espiral (3).

e) La espiral de ecuacion (3) es equiangular®, es decir, en todo punto de ella el an-
gulo que forma el radio vector (segmento que une el polo con ese punto) y la tan-
gente en ¢l es siempre constante. Ese angulo viene dado por:

Inb
N1+n?b

Para determinarlo, por ejemplo, basta considerar las ecuaciones cartesianas del
radio vector y del vector tangente

cosy = (10)

x=ab’cos b {x'=ab”lnbcost9—ab”sen9 (11)
{y:ab”senﬁ y'=ab’lnbsen+ab’cosl

4. Esté término es el usado por (Thompson, 1945) en la p. 799.

5. Es bien conocido que la circunferencia es una curva equiangular, es decir, que en cualquier punto de
la misma, el angulo que forma el radio con la tangente es siempre constante e igual a un angulo recto. René
Descartes (1596-1650) fue quien se planted la determinacion de una curva que también fuera equiangular,
pero que el angulo fuera el que previamente se deseara, es decir, una generalizacion de lo que acontece en la
circunferencia. Jakob Bernoulli (1654-1705) la analizé y la denominé “Spira mirabilis” o espiral maravillosa.
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y calcular cos y a través del producto
escalar.
Si se considera la expresion (4) enton-
ces ahi

k = cotg(y). (12)

f) Por el caradcter equiangular, fijado
un punto M de la espiral de ecuacion (3)
(ver Fig. 6), ésta puede inscribirse en un
rectangulo de médulo o proporcion

b5 (13)

Para los detalles puede consultarse nues-

tro recurso “El grillo y la espiral logarit-

Fig. 6 Rectangulo circunscrito a la espiral. mica” (Galo Sanchez, Cabezudo Bueno,

& Fernandez Trujillo, 2016).

Como consecuencia de esta propiedad denominaremos:

a)

b)

86

Espiral logaritmica aurea a aquella que su rectangulo circunscrito asociado
es aureo, es decir, que el modulo o proporcion de este rectangulo se corres-
ponde con el niimero 4ureo (1). Por tanto, dado que ha de ser 52 = @, o bien
b=0 %, tenemos que:

1) Su ecuacion es:

2 60
r=a(®r) =a(1,358456..)°% (14)
i1) El factor de crecimignto (9) es:
2 271
(dr) = o* =6,854104 ... (15)
iii) El angulo caracteristico (10) de la espiral es:
¥ = 72,97, (16)
iv) El angulo caracteristico del rectingulo aureo (2CAD en la Fig. 6)
aproximadamente:
31,72 (17)

Espiral logaritmica cordobesa a aquella que su rectangulo circunscrito aso-
ciado es cordobés, es decir, que su proporcion es la proporcion dada por el ni-
mero cordobés ¢ (2). Para ello ha de ser b2 = ¢ 0 lo que es equivalente b =¢ 2.
i) Su ecuacion es:
2 6
r=a(c7) =a(1,185580..)° (18)

i1) El factor de crecimiento (9) es:

227‘[

(¢m) =¢*=2914214 .. (19)
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Fig. 7 Crecimiento gnomonico de paso %

ii1) El angulo caracteristico (10) de la espiral es:
P =8032", (20)

iv) El angulo caracteristico del rectangulo cordobés ( £CAD en la Fig. 6) es
aproximadamente:

37,43° (20

g) La region plana delimitada por la espiral de ecuacion (3) puede aproximarse por
hexagonos construidos en base a los rectangulos circunscritos asociados a ella.
En la figura Fig. 7 el hexdgono CKLMED es el gnomon del hexdgono CDFHIK,
pues al afadirlo a éste el hexagono EFHJLM obtenido es semejante al CDFHJK
con razén de semejanza b2 . Analogamente un nuevo gnomon es EMNPGF y ade-
mas esos dos gnomones son a su vez semejantes, con igual razén. Asi pues, de
manera similar a (9), el factor de crecimiento en cada paso de esta aproximacion
discreta seria b2
De manera general puede aproximarse mediante gnomones obtenidos con paso

2T conne N y n >3,y con factor de crecimiento en cada paso b (ver Fig. 8).
n
21
Y en el caso limite en el que n—oo el factor de crecimiento seria lim b» =1, €s
n—-oo
decir que el factor de crecimiento instantdneo es la unidad. Esto puede conside-
rarse como una explicacion al emblema empleado por Jakob Bernoulli en relacion
a la espiral logaritmica: “Eadem mutato resurgo” (Mutante y permanente, vuelvo

a resurgir siendo la misma).
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2
Fig. 8. Crecimiento gnomonico de paso 77: conn € Nyn>3.Caso en que n=16.

A la izquierda aproximacion gnomonica y a la derecha la misma aproximacion y
la espiral aproximada en rojo.

h) La longitud del arco de la espiral de ecuacion (3) comprendido entre el polo y el
punto correspondiente a r = a b¥ es
| = Yitin’b g (22)

Inb

o bien teniendo en cuenta (10) tenemos que
T

l=— v (23)

Para su calculo basta aplicar que para la curva en polares r = (), la longitud de

arco entre dos puntos de argumento 6,y 6, respectivamente es
I = fe"l NF(0) +f (0 dOy considerar f(0) = a b’y 6,=—0y 0,=p.
0

Consecuentemente la longitud del arco de espiral (3) comprendido entre los pun-
tos Py Q correspondientes a r = a b’ y r = a b respectivamente es:

V1+n?b
lpg =5 —a (bY — bF) (24)

2. MODELIZACION DEL NAUTILUS POMPILIUS
2.1. Consideraciones generales

La superficie tridimensional de cualquier concha puede considerarse que esta generada
por la revolucion alrededor de un eje fijo de una curva cerrada, la generatriz, la cual incre-
menta sus dimensiones pero manteniendo la semejanza. Si seleccionamos un punto de esa
generatriz, o bien un punto de la region que delimita, y unimos todos los puntos homologos
a él obtenemos otra curva que traza la direccion de crecimiento. Si esta traza esta ubicada
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Fig. 9. Vision frontal Fig. 10. La concha como deformacion topoldgica de un cono.
de la concha del

Nautilus pompilius
donde se observa su
boca (generatriz).

en un plano perpendicular al eje de giro entonces se dice que la concha es discoidal —que
es lo que acontece en el Nautilus— y si por el contrario tiene forma de una hélice conica se
dice que la concha es turbinada o helico-espiral. Como generatriz puede considerarse cual-
quier seccion de la concha, sea paralela, normal o con cualquier inclinacion respecto al eje
de giro. Usualmente se considera la seccion transversal obtenida por el corte con un plano
que contenga al eje de giro y suele coincidir con la forma de la boca de la concha siempre
que ésta se ubique en un plano (ver Fig. 9), pero se detectan diferencias®.

De manera muy resumida, en la imagen de la seccion de la concha del Nautilus pom-
pilius (Fig. 2), podemos observar diferentes detalles’” morfologicos que caracterizan la
concha de estos y otros animales.

a) La concha en si, cuya seccidn a simple vista se observa que adopta una forma es-

piral. En ella podemos contabilizar el ntimero de ciclos o verticilos.

b) La protoconcha o camara inicial formada en la vida embrionaria y larvaria. Y la
teleoconcha o concha que se construye durante el crecimiento desde la forma ju-
venil a la adulta.

¢) La parte que presenta camaras llamada fragmocono.

d) Los septos o tabiques que conforman las cadmaras y que se intersecan con la pared
del fragmocono en la sutura.

6. En una nota al pie en (Thompson, 1945) p. 813 se especifica: “En el Nautilus la «capuchay tiene di-
mensiones algo diferentes en los dos sexos, y estas diferencias quedan impresas sobre la concha, es decir,
sobre su «curva generatriz». Esta tltima constituye una elipse algo mas ancha en el macho que en la hembra.
Sin embargo, esta diferencia no es detectable en los ejemplares jovenes; en otras palabras, la forma de la curva
generatriz se altera perceptiblemente al avanzar en edad.”

7. Consultar la ficha de la Dra. Villasefior (Villasefior, 2007) sobre los Ammonoideos que son cefalopo-
dos fosiles coetaneos del Nautilus hasta el Paledgeno.
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e) Los restos del canal en el que se ubica el sifunculo® o tubo sifonal que une las ca-
maras del fragmocono.

f) La altima camara, que no tiene sifon, que es la zona donde reside el organismo,
su habitacion.

Del analisis realizado por Thompson (Thompson, 1945) para conchas discoidales’® se

pueden establecer dos parametros que son determinantes del crecimiento y de la forma:
a) El angulo caracteristico de la espiral logaritmica.

b) El angulo de retardo o diferencia entre el crecimiento de la parte interior y exte-

rior de cada verticilo, dado que la concha se puede asimilar a un cono enrollado

sobre si mismo (Fig. 10) —la imagen se ha tomado del libro de (Ghyca, 1983)—.

Si se desea abordar el modelo espacial es necesario considerar como tercer parame-
tro su curva generatriz.

2.2. Iniciando la modelizacion

En el apéndice I se aborda un reconocimiento visual de la seccioén de la concha del
Nautilus pompilius. Efectuando un recuento de los verticilos, nos encontramos que
las camaras ocupan aproximadamente dos verticilos y medio y la camara habitacional

comprende un sector de amplitud 34—n (Fig. 12), lo que totaliza Zin , es decir, tres vueltas

Fig. 11. Recuento de verticilos y Fig. 12. Amplitud de la camara habitacional.

camaras en el Nautilus.

8. Este enlace: https://en.wikipedia.org/wiki/Siphuncle aporta una descripcion funcional del sifunculo y
de las camaras.

9. Para conchas turbinadas o helico-espirales puede consultarse el libro de Thompson citado y las varia-
ciones que introduce Raup en “The geometry of coiling in gastropods” (Raup, 1961)
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Fig. 13. Espiral logaritmica con
factor de crecimiento 3,00 y su

Varia el valor de b para ajustar la cO

comparacion con la seccion de la  fu Y - s :
(ol SNISSEY FSUPRI R i | |
concha del Nautilus pompilius.. &- byt 191” s C

menos un octavo. En el primer verticilo se contabilizan ocho cdmaras, dieciséis en el se-
gundo y ocho en la siguiente mitad.

Segtin lo especificado en (9), para determinar si la espiral de la seccion de la concha es
logaritmica basta verificar que el crecimiento sea geométrico determinando la razén o fac-
tor de crecimiento. Para ello, la modelizacion tradicional se basa esencialmente en la medi-
cidn, pero en nuestro caso, este analisis ha sido sustituido por la utilizacién de una escena
desarrollada con la herramienta Descartes titulada “Sobre el crecimiento cordobés del Nau-
tilus pompilius”'°, en la que podemos dibujar diferentes espirales logaritmicas, superpo-
niéndolas con la imagen, y entre ellas seleccionar aquella que mejor se ajusta'’. En la escena
citada se puede seleccionar la base de la potencia que caracteriza a la espiral logaritmica » =
b"y determinar qué valor es el que conduce a ese mejor ajuste. Puede observarse (ver Fig. 5
o interactuar con la escena) que esa mejor aproximacion se alcanza cuando b = 1,186 y este
valor se corresponde con la espiral logaritmica cordobesa (18), es decir, de base'*:

k=1,18558... (25)

Surge nuestra primera asociacion entre el Nautilus y la proporcion cordobesa, pero
adelantemos que todo girard alrededor de ella —lo cual a priori es lo 16gico, pues es de
esperar un unico patron de crecimiento, y es lo que confirmaremos a posteriori—.

Asi pues, en base a esta observacion, el factor de crecimiento que asignamos al Nau-
tilus pompilius es 2,914214... que es el factor correspondiente a la espiral logaritmica
cordobesa determinado en (19). Este factor ya indicamos que difiere bastante del co-
rrespondiente a la espiral logaritmica aurea 6,854104... indicado en (15) (ver Fig. 4).
Y también hemos de indicar que tampoco coincide con el factor de crecimiento de 3,00
que fue determinado por Moseley (Moseley, 1813) y referenciado en la pagina 770 de

10. Consultar la direccion: http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/
11. Hemos de sefalar que el procedimiento tradicional en base a mediciones puede decirse que es local
(basado en algunas mediciones puntuales), mientras que el uso de la escena es global al ser un ajuste com-
parativo entre dos curvas, una la correspondiente a la seccion de la concha y otra la aportada por la escena.
12. Dado que utilizaremos el valor 1,18558... reiteradamente asignamos el simbolo « a éste.
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(Thompson, 1945). Moseley'? indica en su articulo en las pp. 355-356 el procedimiento
seguido y detalla la dificultad para determinar y establecer la curva sobre la que medir y
consecuentemente los segmentos radiales que sirven de base en esa medida (ver Apén-
dice III), y sobre ello incide Thompson al sefialar:

«Observe also that Moseley gets a very good approximate result by his measurements
“upon a radius vector,” although he has to be content with a very rough determination of
the pole.»'.

Un factor de crecimiento 3,00 se corresponde con la espiral logaritmica de base

1
b =3 = 1,191067 ... (26)

y en la Fig. 13 puede observarse la diferencia existente entre ésta y la seccion de la con-
cha objeto de estudio.

Por tanto y en base a lo expuesto y observado nosotros marcamos, abogamos y defen-
demos el caracter cordobés del Nautilus pompilius.

2.3. Aproximacion gnomonica de las camaras (primera fase)

Ajustada la forma global de la seccion de la concha fijémonos en el rastro dejado
por el Nautilus en su crecimiento. Lo mas ostensible son las diferentes camaras que pre-
senta, delimitadas por los denominados septos, y la conexion entre ellas correspondiente
al paso del sifunculo. Centrémonos y analicemos inicialmente dichas camaras que, como
hemos indicado, en el ultimo verticilo se contabilizan en un nimero de dieciséis. Por
tanto, dentro del crecimiento continuo de la concha y, consecuentemente, de la seccion
antes estudiada podriamos decir que los septos surgen como consecuencia de un creci-
miento discreto de paso

2n _ @

== 27

16 8 @7)
que casualmente o mas bien por causalidad tiene una connotaciéon en la proporcion
cordobesa dado que el gnomon de un tridngulo cordobés es un triangulo escaleno de
angulos %, 2?” y %n Puede consultarse el articulo “La Geometria de los poligonos
cordobeses” (Redondo Buitrago & Reyes Iglesias, 2009)'3 y también observar las ima-
genes en la Fig. 14 y Fig. 15 que hemos tomado de ahi, retocando algunas etiquetas o
denominaciones.

13. Puede consultarse desde http://rstl.royalsocietypublishing.org/content/128/351.full.pdfthtml o bien
localmente desde http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales _didacticos/Nautilus-JS/referencias/
Phil.%20Trans.%20R.%20Soc.%20Lond.-1838-Moseley-rstl. 1838.0018.pdf

14. «Obsérvese también que Moseley consigue un resultado aproximado muy bueno mediante sus medi-
ciones “sobre un radio vector,” aunque tiene que contentarse con una determinacion muy aproximada del polo.»

15. Accesible desde esta direccion: http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/antonia2010/cord.pdf
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Fig. 14. Proporcion Fig. 15 Triangulo cordobés (naranja) y su gnomon (amarillo).
cordobesa en el octogono y El nimero cordobés ¢, el nimero de plata 0 y
triangulo cordobés. su relacion 6 = \2 ¢2.
fes 5 2n A A 2n A
Crecimiento gnoménico discreto de paso 5 ¥ Crecimiento gnomanico discreto de paso -

Espiral logaritmica cordobesa Espiral logaritmica cordobesa
Fig. 16 Aproximacion de las camaras con Fig. 17 Modelo de crecimiento gnomoénico
) 2 . . 2
hexagonos de paso 16" Comparativa. discreto de paso 16"

En la introduccion (ver Fig. 8) indicamos cémo se puede aproximar de manera dis-
creta la region de plano delimitada por cualquier espiral logaritmica mediante hexago-
nos, construidos en base a radios vectores y a las tangentes a la espiral, siguiendo un

. L. 2n . . . .,
crecimiento gnomonico de paso — con n > 3. En la Fig. 16 se refleja la aproximacion
n

. . 21 . .
de las camaras con gnomones de paso e Se tiene un primer modelo que muestra

el crecimiento del Nautilus. Obviamente como modelo discreto es una primera aproxi-
macién que esboza un patrén o pauta. Ademads, se observa como al abordar una apro-
ximacion discreta de las camaras, la espiral de la seccion de la concha se aproxima mal
dado que se esté realizando una aproximacién mediante una poligonal, mientras que el
crecimiento de la concha es continuo. Hemos pues de tratar de mejorar el modelo (Fig.
17) y asi mejorar la precision de la aproximacion.
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Fig. 18. Distincion de la capa interior y exterior en la seccion de concha. A la izquierda

fotografia (Thompson, 1945) p.843 y a la derecha modelacion matematica.

2.4. Aproximacion del sifiunculo

En los septos puede observarse los restos de los orificios que permiten el paso del
sifunculo por las camaras. Estos, visualmente, siguen un patron espiral y es de espe-
rar que sea una espiral logaritmica r = b?, pero si utilizamos el recurso interactivo para
su aproximacion, de manera andloga a como hemos hecho con la seccion de la concha,
podemos comprobar que no hay ninguna espiral que se ajuste bien al sifinculo. Con-
ceptualmente parece mas logico intuir que cualquier punto ubicado en el interior de la
concha habra surgido como consecuencia de un crecimiento analogo al de la concha,
si bien afectado por un factor de escala, es decir, todo punto deberia pertenecer a una
espiral logaritmica cordobesa de ecuacion r = a k. Ello se puede observar en la escena
sin mas que cambiar el valor de a, y comprobar que todos los puntos del interior de
la concha formarian parte de espirales cordobesas en las que 0,34 < a < 1. En particu-
lar podemos comprobar que los puntos del sifinculo estan ubicados en una espiral de
este tipo en la que aproximadamente toma valores en el intervalo: 0,65 <a <0,7.Y de
esta observacion surge la cuestion: A qué valores tedricos se corresponden esos va-
lores experimentales?

Aunque, en nuestro mundo matematico, hemos aproximado la seccion de la concha
como una Unica curva, realmente el crecimiento del Nautilus se produce siguiendo ese
cono que hemos reflejado en la Fig. 10 —pero en este caso curvandose lo suficiente para
que haya un solapamiento—, es decir, al crecer podemos ver como lo que era el exterior
de la concha pasa a ser el interior y ello acontece superponiéndose una nueva capa sobre
la anterior, una capa diferente'é. En la Fig. 18 se observa esa separacion en la fotografia
de la izquierda y en la imagen de la derecha se ha reflejado esa distincion utilizando dos

16. La necesaria distincion de estas capas, para poder abordar la medicion necesaria para deducir el fac-
tor de crecimiento, era manifestada por Moseley (Moseley, 1813), ver Apéndice 1.

94 Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n° 94, 81-110, ISSN: 2340-714X



Sobre la forma y el crecimiento cordobés del Nautilus pompilius
José R. Galo S., Angel Cabezudo B.e Ildefonso Fernandez T.

espirales logaritmicas cordobesas proximas y diferenciando con dos colores, azul y rojo,
ambas capas. Matematicamente podemos expresarlo como dos espirales de ecuaciones!'’:

r=x’ y r=x’"2 (28)
o bien

r=x’ y r=rx 7x’=0,3431...x" (29)
lo cual puede interpretarse como que la velocidad o razon de creci-
miento entre la capainterior y la exterior es de 0,3431.. a 1, o bien que la

capa exterior crece =2,914214... veces mas rapido que la interior (en definitiva

1
0,3431...
el factor de crecimiento), o bien segun lo indicado en (7) que la capa interior tiene un an-
gulo de retardo de 27.

Consecuentemente la seccion del Nautilus es una region del plano de ecuacion:

k¥7<a<l
r=ax’ {0<9527m (30)

donde remarcamos que k¥ = 1,1885580... es la base correspondiente a la espiral logarit-
mica cordobesa y n el nimeros de ciclos o verticilos. Siendo precisos podemos sefialar
que la region anterior se corresponde con la teleoconcha, mientras que la protoconcha se
ajustaria tedricamente con los valores

—0<0<0 (31)

(Cual de las espirales anteriores (30) se corresponde con el sifunculo? Si considera-
mos la espiral intermedia entre la interior y la exterior —lo cual seria consistente con
el hecho de que el sifunculo fuera el eje del cono citado— entonces tendria que ser que

k>r+1 _ 0,3431.. +1
2 2

=0,6715...

que esté en el rango aproximado de valores determinado en la escena. Consecuentemente

segun (8) el sifunculo tiene un angulo de retardo 6, = log, 0,6715... = —2,3394... =
3z .

1 frente a la concha exterior.

2.5. Aproximacion gnomonica de las camaras (segunda fase)

Ajustado el sifinculo, éste divide el interior de la seccion del Nautilus y cada una
de las camaras en dos regiones que pueden aproximarse gnomoénicamente con el paso
. . 2 . . . .
discreto indicado de T lo cual puede observarse en Fig. 19y Fig. 20. La aproximacion

17. Segun (8) la espiral correspondiente a la capa interior tiene un angulo de retardo de —2z, respecto a
la exterior.
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|4.>

e 4 2n A - 2x
Crecimiento gnomonico discreto de paso - - Crecimiento gnomdnico discreto de paso =

Fig. 19. Aproximacion de las camaras con Fig. 20. Modelo de crecimiento gnomonico
i 2n , . 2 .
hexagonos de paso T3 apoyandose en el discreto de paso % apoyandose en el
sifinculo. Comparativa. sifnculo.

543 i i 2 A s E § A
Crecimiento gnoménico discreto de pase —5z & Crecimiento gnoménico discreto de paso i—’; > ~

Fig. 21. Aproximacion de las caAmaras con Fig. 22. Modelo de crecimiento gnomoénico

. 2 , - . 2 , -
hexagonos de paso % apoyandose en familias  discreto de paso % apoyandose en familias

de espirales cordobesas. Comparativa. de espirales cordobesas.

mejora, si bien en la espiral exterior y el sifunculo, en los espacios entre cdmaras, sigue
denotandose esa aproximacion angulosa de las tangentes como consecuencia de la apro-

ximacion discreta.

2.6. Aproximacion gnomonica de las camaras (tercera fase)

Los pasos para abordar una mejora en la aproximacion se muestran obvios:
Ampliar el nlimero de espirales logaritmicas cordobesas intermedias (ver Fig. 21

y Fig. 22).
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5 A 2 2z A L = .
Crecimiento gnomonico discreto de paso <7 Crecimiento gnoménico discreto de paso

@
=%
[4]»

Fig. 23. Aproximacion de las cadmaras con Fig. 24. Modelo de crecimiento gnomonico

2n 2n
hexagonos de paso s 16 apoyandose en 15 discreto de paso S16 apoyandose en varias

espirales cordobesas. Comparativa. espirales cordobesas.

e Considerar un paso menor entre septos abordando una division de las camaras y
por tanto acercandose el modelo al crecimiento continuo (ver Fig. 23 y Fig. 24).

2.7. Hacia el modelo continuo

La proporcion cordobesa se ha manifestado como patrén unico en la morfologia y
crecimiento del Nautilus pompilius. Pero siguiendo la misma pauta, posiblemente no nos
equivocaremos si formulamos la conjetura de que los septos deberian seguir también un
patron cordobés. Para iniciar su verificacion podemos utilizar nuestro recurso interactivo
y abordar una comparacion de dichos septos, al igual que hicimos con la seccion de la
concha, con espirales logaritmicas y en particular con la espiral logaritmica cordobesa.
Como fruto de esa comparativa, en la que se puede desplazar el polo y la base de la po-
tencia que define a la espiral para ir cotejando, se observa que cuando la espiral es cordo-
besa (en concreto cuando aproximadamente'® » = 0,5 x?) los septos encajan, seglin puede
verse representado en la espiral gris de la Fig. 25. En concreto se observa que todos los
septos son arcos de esa espiral.

Es mas, en el proceso de cotejar con la espiral logaritmica cordobesa (ver espiral
amarilla en la Fig. 26) se puede observar como una vez encajado un septo, para enca-
jar el siguiente es necesario trasladar el polo de esa espiral y que la curva que describe
ese polo se asemeja a una espiral (la magenta en la Fig. 26) —analizando las coordena-
das se comprueba que es también una espiral logaritmica cordobesa—. Adicionalmente
al pasar de un septo a otro, el arco de la espiral con el que coteja es uno que se obtiene
como consecuencia de un desplazamiento en esa espiral, es decir, si al pasar de un septo

18. Posteriormente determinaremos el valor tedrico del factor de escala de esta espiral cordobesa. Ver (49).
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Fig. 25. Ajuste de los septos con
arcos de espirales logaritmicas y en

particular con la cordobesa (color gris).

Fig. 26. Espiral que aproxima los septos Fig. 27. Detalle de la espirales sobre las que se
(amarilla) y la que describe el polo (magenta). aproximan los septos.

otro equivale a incrementar el angulo en la espiral azul de la Fig. 26 en ?—2, el arco

del segundo septo es una traslacion en la espiral amarilla del septo anterior en ese mismo
angulo segin veremos mas adelante. Ver el detalle de las espirales citadas en la Fig. 27
e interactuando en el recurso.

En la Fig. 28 puede observarse la modelizacion de los septos donde se ha distinguido
cada uno de los arcos en los que queda dividido por el sifinculo con colores diferentes
(rojo y verde). En la Fig. 29 podemos ver una comparativa entre el modelo matematico
y la seccion de la concha, en €l puede observarse y sefialarse que en los ultimos septos
hay cierta discrepancia, situacion que concuerda con referencias bioldgicas en las que
indican diferentes estadios de crecimiento y marcan un estadio adulto caracterizado por
cambios morfologicos que afectan a los ultimos septos!®. En nuestro caso (Fig. 29) se

19. En (Villasefior, 2007) pueden consultarse los estadios de crecimiento de los Ammonoideos y en par-
ticular el estadio adulto.
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Fig. 28. Aproximacion de los septos. Modelo  Fig. 29. Comparacion del modelo matematico
matematico. con la seccion de la concha.

jﬂa matemdtico del Nautilus pompilius 1

Fig. 30. Modelo
matematico del

Nautilus pompilius.

muestra un aumento en el espacio real entre septos frente al tedrico esperado. No olvi-
demos, lo ya indicado, que un modelo matematico no es mas que una proyeccion idea-
lizada y de pautas fijas. No obstante aqui es fécil, si se desea, introducir en el modelo
matematico la simulacioén de ese cambio en el crecimiento adulto, pues basta hacer una

traslacion?® del polo y septo en un angulo aproximadamente de % Es mas puede

considerarse un modelo matematico mixto contemplando un tipo de crecimiento hasta
la fase juvenil e incluir esa traslacion en el comportamiento adulto, pero en lo que sigue
optamos porunmodelo matematico puro, sinincluirlos cambios sefialados en dicho estadio.

20. Enlas Fig. 21 y Fig. 23 hemos reflejado esa traslacion y ahi puede observarse como las camaras del
estadio adulto se ajustan muy bien y las del estadio juvenil son las que ahi presentan ese desfase.
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La pauta observada hasta ahora se prolonga y todo encaja en un patrén unico cimen-
tado en la proporcion cordobesa. Y esto nos permite establecer un modelo matematico
global que reproduce globalmente la morfologia y el crecimiento continuo del Nautilus
pompilius (Fig. 30). Modelo que puede observarse en una animacion del recurso interac-
tivo y que procederemos a describir y a analizar.

2.8. El modelo matematico

El modelo matematico tiene como patrén basico el crecimiento cordobés del Nauti-
lus pompilius. Por tanto, todo punto del interior y concha (Fig. 30) pertenece a la region
plana de ecuacion (30), en definitiva a una espiral de ecuacion r = a x? que denominare-
mos “longitudinal” y a su vez pertenece a un arco de una espiral logaritmica cordobesa?!
“transversal” (como parte de un septo o de un arco semejante) de ecuacion paramétrica:

— 0
R Laesn o< e G2
donde d ~ 0,5 en base a lo observado en el recurso interactivo y lo reflejado en la Fig. 25,y
tendremos que determinar para cada septo tanto el valor del polo (P,.P,) como el de a.y f5.
Asi pues, seglin lo analizado previamente, en el instante de crecimiento dado por un
angulo A:
* Los puntos de la concha exterior son los que verifican

r=x% 0<6<2 33)
* Los puntos de la concha interior pertenecen a
r=x?72" 0<h<i (34)
e Los puntos del sifinculo
r=k""F 0<0<2a (35)

Y las camaras siguen un crecimiento gnomonico.

2.8.1. Analisis de las camaras

Los puntos 4, A', A" reflejados en la Fig. 31 expresados segtin sus coordenadas en po-
lares de acuerdo con (27) y (33) serian:

21 21T
Ak, 0,), 4 (k°756,0, +22) 4" (k74755 0, + 225 (36)

y analogamente B, B', B" por (34) son:

21. Todos esos arcos no son mas que traslaciones de arcos de la espiral logaritmica cordobesa de ecua-
cion r =d «’.
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Fig. 31. Detalle de las camaras. Fig. 32. Desfase angular entre el punto inicial

y el final de un septo.

2n

27
B ng_zﬂ_—’ 0,), B'( K92—21T+16‘ 0, + i_z-') B"'( KBZ_ZTH—ZE, 0, + 2 i_Z) (37)

donde 0, y 0, y puede observarse en la Fig. 32 que son diferentes, hay un desfase angu-
lar entre el punto inicial de un septo y el punto final del mismo.

Por el crecimiento gnomonico la cdmara A’A"B"B' es semejante a la A4A"B'B,
consecuentemente:

dia',A")y _a@"B') _dB B) _ d4B) (38)
d(A',A) ~— d@',B) ~ d(B,B)  d(AB)

donde d (-, ) representa la longitud del arco de espiral correspondiente.
Aplicando (24)

T N Z 21 2m
d(A, A7) = Ly =50 (06— i) (39)
, VitinZk 21
A(4,A') = Ly = (%756 = kO) (40)
Y por tanto
da,a"y ¢ 41
d(AA) = Ko “1)

Analogamente de (37) y (24)

LEED) _ i (2)

Por lo que por (38)

= K16 (43)
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Dado que By 4 son puntos de un septo, segun (32), el arco BA puede representarse
mediante la ecuacion

x = C, +d k%cos(8)
{y =Cy,+d k%sen(0) 0 € (65,05 + A05] (44)

donde Af; representa un incremento del angulo 65 y (C,,C,) es el polo de la espiral a la
que pertenece ese arco. En la figura Fig. 33 es el arco de color verde que pertenece a la
espiral pintada con igual color, pero con menor grosor.

Analogamente para B'y 4’ tendriamos

x =C'y +dKcos(8)
{y =Cy,+d ksen(8) 0 € [64,04 + A0,] (45)

que en la figura Fig. 33 seria el arco de color rojo correspondiente a la espiral de igual color.
Por lo que por (24):

da' B _ kP4 h04—1

d(AB) kO3 kb3 (46)
Y por (43) ha de ser

K04 (hOa_q 2n

L 7

Yy por tanto 94 - 93 = ?_761: y A03 = A84
Es decir, dos septos consecutivos se corresponden con dos arcos de igual amplitud A
de la espiral de ecuacion (32), pero que se diferencian en un angulo de ?_Z. Asi pues, si

en (44) 0 € [a, B], entonces en (45) 6 €[a + ?_’6‘, p+2E].

2.8.2. Los septos

Utilizando el recurso interactivo, se observa que los polos C (C,. C,) y C'(C' . C") y
todos los analogos correspondientes al resto de septos son puntos pertenecientes a una
espiral cordobesa, la dibujada de color magenta en la Fig. 33, y que aproximadamente
es la de ecuacion:

r=20,5x’ (48)
Esta, quizas, realmente podria corresponderse con la espiral intermedia entre la de la
concha interior (34) y la del sifanculo (35), es decir, » = e k¥’ con

—21
K +1 —
STk TET gp2m

e=—1— =¥ 2 = 0507359 ... (49)

que es el valor tedrico que le asignaremos en nuestro modelo.

10

0,507359 ... = k12687821 ~ g T (50)
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Fig. 33 Ubicacion del polo en la
espiral de cada septo y arco de
cada uno de ellos.

Y de acuerdo a lo denotado en (36) y (37) las coordenadas polares de esos dos
polos serian

C(e k%, 065) (51)
2
C'(e 155,05 + = (52)

Es decir, hay un desplazamiento de ?_76‘ que se corresponde logicamente con el

crecimiento angular gnomoénico entre septos. Para justificar esto tltimo basta aplicar lo
realizado anteriormente con las camaras, por ejemplo, a los triangulos OAC y OA4'C".»

Con la escena interactiva hemos determinado que si denotamos por 7 la posicion del
n—€simo septo contabilizado en el sentido de crecimiento del Nautilus, entonces los an-
gulos antes citados se corresponden con los siguientes valores

91 = TLE (53)
6,=(n-DZ-Z (54)
2 3
63=(n—6)c+= (55)
_sm
06; == (56)
bs5=mn+1)=-= (57)

22. Todo esto puede considerarse que son excesivas coincidencias, pero muy al contrario no es mas que
consecuencia de las propiedades de esta espiral maravillosa, resumidas por Bernoulli en su “Eadem mutato
resurgo”. Ver en el Apendice I la propiedad basica que conduce a lo aqui obtenido e indicado.
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5 . EEREEEET
.3 Micras
Fig. 34. Protococha e inicio del fragmocono Fig. 35 Base inicial tedrica del fragmocono
en un ammonites (Villasefior, 2007). (tridangulo naranja) y gnomon del mismo

(tridAngulo amarillo).

Fig. 36. Simulacion del crecimiento discreto del Nautilus a partir del triangulo cordobés como

. . . 2 2
base tedrica del fragmocono. A la izquierda paso % y a la derecha con paso %

2.8.3. Base teorica del fragmocono

El fragmocono se configura como adiccion a la protoconcha. En la Fig. 34 se puede
observar una fotografia de la protoconcha y el inicio del fragmocono en un ammonites
y en la Fig. 35 hemos superpuesto lo que podria considerarse como la base inicial ted-
rica del fragmocono (tridangulo naranja) y de su gnomon (tridngulo amarillo) en el que se
ubica el primer septo.

La amplitud angular de los septos (56) es significativa porque nos aporta informacion
acerca de cual seria esa base inicial tedrica del fragmacono, pues en relacion a ella se es-
tablece el modelo de crecimiento de la concha y de los septos (ver Fig. 36). En el Nauti-
lus dicha base se corresponde con un triangulo semejante al triangulo cordobés dibujado
en la Fig. 37, el cual se obtiene a partir del tridngulo cordobés y de su gnomon . En esa
imagen se observa que el angulo

o~ T 2
- _ T 58
ABE P 16 (58)
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Fig. 37. Base
tedrica de
crecimiento del

fragmocono.

es el angulo de crecimiento gnomonico discreto interseptos el cual fue determinado
desde el principio del andlisis. Y el angulo

BEA =% (59)

que coincide con el ACB, es la amplitud del arco de espiral cordobesa que determina
cada septo. El triangulo cordobés y su gnomon se configuran como la base del creci-
miento del Nautilus pompilius, es el germen a partir del cual el Nautilus muestra la razén
primigenia de su forma y de su crecimiento.

3. CONCLUSIONES

A través del detallado y progresivo andlisis realizado en este articulo hemos ido cons-
truyendo la base tedrica o modelo matematico que soporta a la bella morfologia del Nau-
tilus Pompilius y hemos tratado del encontrar el modelo de crecimiento que conduce a
poder explicar y a comprender por qué adquiere esa forma. Desde su inicio la espiral lo-
garitmica cordobesa tomo presencia y a medida que la mirada se deslizaba hacia algun
nuevo detalle esta espiral ha vuelto a imponer su presencia marcandonos y alumbrandonos
el camino del descubrimiento y de la adquisicion del conocimiento. La belleza del Nauti-
lus pompilius se sustenta en la proporcion cordobesa o humana y todo punto de su concha
o del interior ha quedado determinado por la interseccion de dos espirales cordobesas. El
germen o base inicial matematica que explica el por qué acontece todo lo observado se ha

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 81-110, ISSN: 2340-714X 105



Sobre la forma y el crecimiento cordobés del Nautilus pompilius
José R. Galo S., Angel Cabezudo B.e Ildefonso Fernandez T.

ubicado en el crecimiento gnomodnico de un triangulo cordobés, las propiedades de €ste se
trasladan al desarrollo y comportamiento global detectado y modelado.
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bellezaNautilus pompilius: https.//es.wikipedia.org/wiki/Nautilus _pompilius

iv.  Nautilus: https://en.wikipedia.org/wiki/Nautilus
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viii. yocto-yotta: https://es.wikipedia.org/wiki/Yocto
ix. también ha acontecido: https://www.sciencenews.org/article/sea-shell-spirals

X. el orden de magnitud: https://es.wikipedia.org/
wiki/%C3%93rdenes _de magnitud (longitud)
xi. Sistema Internacional: https://es.wikipedia.org/wiki/

Prefijos_del Sistema_Internacional

xii. El grillo y la espiral logaritmica: http.//proyectodescartes.org/descartescms/
blog/difusion/item/1978-el-grillo-y-la-espiral-logaritmica

xiii. Rafael de la Hoz Arderius: https://es.wikipedia.org/wiki/
Rafael de La-Hoz Arderius

xiv. su articulo: http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/
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XV. este documento: http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacti-
cos/Nautilus-JS/referencias/VIIJAEMproporcioncordobesa.pdf

xvi. Jakob Bernoulli: https://es.wikipedia.org/wiki/Jakob Bernoulli
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wiki/H%C3%A9lice_(geometr%C3%ADa)

xviii. Teleoconcha: https://books.google.es/books?id=dG9JgajDIJsC&pg=PA275
&Ipg=PA275&dg=teleoconcha&source=bl&ots=BauirynlQl&sig=cdBIDIk
SpS09bUSRESCNKw_AuN-g&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwjlmLCboJPOAh
WBThoKHVbsBTAQG6AEIITAB#v=onepage&q=teleoconcha&f=false

xix. Sifunculo: https://en.wikipedia.org/wiki/Siphuncle

XX. Ammonoideos: http://www.geologia.unam.mx/igl/deptos/paleo/villasenor/
ammonoideos/

xxi. recuentodelosverticiloshttps://en.wikipedia.org/wiki/Whorl %28mollusc%29

xxii. The geometry of coiling in gastropods: http://www.pnas.org/content/47/4/602

xxiii. Descartes: http://reddescartes.org/

APENDICE I

Un reconocimiento visual de la seccion de la concha del Nautilus pompilius nos per-

mite ubicar los elementos que la componen y caracterizan.

1. El perfil sigue la pauta de una espiral, es decir, una linea curva que es descrita por
un punto que se va alejando progresivamente de otro punto fijo (el polo) a medida
que va girando alrededor de él.

2. En el interior de la concha se observan tres zonas diferenciadas:

a) Elnucleo inicial correspondiente al estado embrionario o protoconcha (Fig. 38).

b) Una segunda zona que esta dividida en camaras por los septos (tabiques de se-
paracion), los cuales en su parte central presentan restos del sifunculo.

¢) Lacamara habitacional del animal que se sitia en la parte final (Fig. 39).
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Fig. 38. Protoconcha. Fig. 39. Camara habitacional.

3. Las camaras interseptos, ver Fig. 11, comprenden dos vueltas (verticilos) y media
y podemos contabilizar:
a) Ocho camaras en el primer verticilo.
b) En el segundo dieciséis.
¢) Otras ocho camaras en la media vuelta final.

4. La camara habitacional que abarca aproximadamente un angulo de 37.
4
En la literatura bioldgica estan documentadas diferentes fases de crecimiento postem-

brionario distinguiendo un estadio neanico, uno juvenil y otro adulto lo cual puede aso-
ciarse en este caso respectivamente a las primeras ocho camaras —que tienen una

amplitud angular de paso % —, a las dieciséis siguientes —con paso % — vy a las ocho

y1.s . T Lye . L, .
ultimas —en las que el paso es algo superior a 5 El analisis matematico realizado en

este articulo permite reproducir sin dificultad este comportamiento diferenciado, sin em-
bargo nuestro objetivo principal es la obtencion del modelo matemaético a partir de lo ob-
servado en la yocto-yotta realidad, pero sin necesidad de proyectarlo de nuevo en ésta.

Asi pues, el paso entre septos lo consideraremos constante e igual a =, que como se
8

detalla en este documento tiene un fundamento teorico en todo el modelo.

APENDICE 11

Procedimiento seguido por Mosley para determinar el factor de crecimiento del Nau-
tilus pompilius.

“These conclusions were directly verified by the following observations. A shell of the

Nautilus pompilius was cut through the middle in a direction perpendicular to its axis, and a
tracing was taken of the section of its spiral surface; this tracing is copied in Fig. 40.
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Fig. 40. Determinacion empirica del factor de crecimiento.

It was made from the dark line which shows, on the section of the internal whorls of the
shell, the line of that pearly surface which the animal deposits as a covering to its completed
portion, as it advances in the construction of it. It is important to make this observation, be-
cause as it extends one whorl of'its shell over another, the animal deposits continually upon the
pearly surface of this last a new coating of shell, and thickens it; and it is in the centre of this
thickened section that is to be found that section of the pearly surface, of which the edge of the
external whorl is a continuation, and from which this tracing was taken.

It will be found that the distance of any two of its whorls measured upon the same radius
vector. Thus
a b is one-third of b ¢,
d e is one-third of e f,
g h is one-third of /1 7,
[ k is one-third of / m.

The curve is therefore a logaritmic spiral.”

APENDICE 111

En la pagina 777 de (Thompson, 1945) se enuncia una propiedad de las espirales lo-
garitmicas de gran interés:
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ol

Fig. 41. Semejanza en

la espiral logaritmica.

Si sobre cualquier radio polar de una espiral logaritmica se dibuja un triangulo OPQ,
el lugar geométrico de los puntos Q correspondientes a triangulos semejantes a ¢l cons-
truidos sobre radios polares es una espiral semejante a la inicial. En la Fig. 41, Q, Q’, Q"
estan en una espiral semejante a la dibujada.

La demostracion es sencilla ya que al ser los tridngulos semejantes entonces:

OQ B OQ' _ OQN _
op ~op ~ op " (60)

De donde OQ = k OP, y dado que OP es el radio vector de una espiral logaritmica
r=a b’ entonces OP = a b’y por tanto OQ = k a b’, es decir los puntos Q pertenecen a
una espiral logaritmica de ecuacion r = k a b’ semejante a la anterior y con igual razéon
de semejanza que la existente entre los tridngulos.

Esta propiedad se puede generalizar a cualquier otra figura o curva construida sobre
un radio vector y asi se muestra evidente como se reproducen las mismas formas al cre-
cer la espiral.
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Si tuviéramos que recomendar una obra a cualquier estudiante de Bachillerato que
esté barruntando el matricularse en una Facultad de Educacion, sin duda, este libro po-
dria indicarle si dicha inclinacion es un bluf pasajero o una verdadera vocacion.

El estudio, realizado por la Dra. Maria Sotos Serrano, comienza poniendo al lec-
tor en antecedentes sobre la situacion en que se encontraba la educacion en el periodo
previo al que Maria Antonia se incorporaria a la docencia. Recoge la época en que la
Escuela Nueva se desarrolld en el primer tercio del siglo XX, el retroceso que sobre-
vino con la Guerra Civil Espafiola y la posterior situacion politica de posguerra. Sin
embargo, es paraddjico observar como, durante una etapa completamente adversa, los
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principios de la Escuela Nueva vuelven a hacer acto de presencia durante la dictadura
franquista, gracias a la labor desarrollada por un grupo de docentes entre los que se en-
contraba M. Antonia.

Maria Sotos hace un ejercicio titdnico de investigacion al navegar en las raices per-
sonales de Maria Antonia Canals, pues sin la vision familiar e intima no es posible com-
prender cudles fueron las razones que llevaron a tomar decisiones, tan poco habituales,
como rechazar una prometedora carrera en la Facultad de Ciencias Exactas o la de cam-
biar un colegio, sin problemas de financiacion econémica y alumnado bien situado so-
cialmente, por otro encuadrado en la marginalidad. La autora se sumerge por completo
en la historia e intrahistoria del personaje, no solo a través de toda la literatura y multi-
tud de materiales que M. A. Canals nos ha legado, también realiza un buen ntimero de
reveladoras entrevistas personales, tanto a ella como a una amplia coleccion de persona-
jes relevantes en su entorno profesional.

La investigacion se construye sobre un complejo entramado: la entrevistadora debe
adentrarse en los recuerdos de la entrevistada, pero al mismo tiempo tiene la obligacion
de no dejarse llevar por la proximidad y realizar una tarea seria, reflexiva y critica.

Nos imaginamos a la autora descubriendo caminos e hipotesis sobre las claves del
pensamiento de M. A. Canals a través de los distintos actores y circunstancias que la ro-
dearon, enumerando aquello que se considera esencial en su pensamiento: los juegos ma-
tematicos que compartié con su padre, fallecido cuando ella contaba tan solo con 8 afios,
las clases particulares durante la Guerra Civil en Lloret de Mar de su tia Dolors (quien
habia sido becada para viajar a Italia y conocer el método Montessori de primera mano),
la confirmacion de su inclinacion matematica, el respaldo materno a su decision de matri-
cularse en Ciencias Exactas, el profesor Botella y la significativa entrevista en la pizarra,
su brillante paso por la facultad, la renuncia a una carrera profesional de investigacion
matematica por un puesto de parvulista, los contactos con Marta Mata y sus primeras in-
formaciones sobre la historia de la renovacion pedagogica catalana, los afios de docente
en la escuela Talitha, que propicio el intercambio de ideas constante con figuras como M?
Teresa Codina, el descubrimiento de la filosofia del padre Foucauld que le lleva a una es-
piritualidad intensa en el compromiso evangélico y el servicio a los mas necesitados, las
criticas, sugerencias y definitivo espaldarazo a Ton i Guida, escuela fundada por Canals
en el popular barrio barcelonés de Verdum, de Alexandre Gali (contrario en algunos as-
pectos a Montessori y personaje clave en el renacimiento de la Escuela Nueva), la amar-
gura producida al ver coémo su proyecto de escuela se difumina casi por completo, el paso
como asesora en el Ayuntamiento de Barcelona y los primeros encontronazos politicos...

También es un requisito principal el reconocimiento y dominio de las bases teoricas
asociadas a las distintas escuelas pedagogicas que influyeron en M. A. Canals: el método
Montessori, crucial en el desarrollo de su labor educativa, la obra de Jean Piaget, de Zol-
tan P. Dienes... Todo ello unido a la consciencia de la dimensidon mas intima y personal,
asi como de la amplia e intensa interaccion social en la que se enmarca el itinerario pe-
dagogico de M. A. Canals.

Sin todo lo anterior esta obra no hubiera podido llevarse a buen término. El resul-
tado es completo y exhaustivo, a la vez que sintético en lo fundamental. Una monografia
sobre uno de los personajes mas destacados de la educacion en nuestro pais, donde se es-
tablecen cuales han sido los hitos fundamentales en la historia personal de M. A. Canals,
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como han influido en ella, cudl es su vision sobre la educacion en general y sobre la en-
sefianza de las matematicas en particular, y como el saber pedagdgico se construye a par-
tir de la reflexion compartida sobre la préctica escolar.

La autora plantea que esa forma de construir pedagogia permite integrar la practica y
la teoria en un mismo proceso, tan diferente al de quienes no se dignan a bajar a pie de
aula y observar qué es lo que realmente pasa en los procesos de ensefianza-aprendizaje.
Esto hace que la figura de M. A. Canals encuentre dificil acomodo en el plantel del Area
de Didactica de las Matematicas de la universidad espafiola, en algunos casos mas inte-
resado en formar parte de selectos grupos de investigacion y asi hacer carrera en las fa-
cultades, que de mejorar la ensefianza de las matematicas que tiene lugar en las aulas de
Educacion Infantil y Primaria. Ambas estrategias son legitimas, pero cada una obedece a
intereses diferentes, y esta critica, que sin duda no agradaré a todos los sectores educati-
vos, deberia ser un tema sobre el que desarrollar otro debate sosegado pero que, al menos
en este libro, queda claramente planteado.

Este trabajo es un justo reconocimiento a M. Antonia Canals, un homenaje a la al-
tura de su encomiable trayectoria. Es posible que no compartamos la totalidad del pensa-
miento de M. Antonia, asumir que hay un sector' que discrepa abiertamente de las fesis
logsianas que Canals apoy6 en su momento (aunque no estuviera de acuerdo en su to-
talidad, pues critico la forma en que se habia disefiado el acceso del profesorado a las
Facultades de Educacion sin pasar por la practica docente directa, queja que traslado per-
sonalmente al ministro de educacion Javier Solana Madariaga).

Sin embargo, es inverosimil no reconocer la labor desempefiada por M. Antonia, asi
como el valioso cuerpo de conocimiento y metodologia pedagdgica practica que nos
ha transmitido, en el que cualquier profesional de la educacion encontrard un excelente
aliado. M. A. Canals ha sabido promover, articular y coordinar una amplia red de do-
centes; comportamiento propio de aquellos que hacen de la educacion su proyecto vital,
tanto en el aspecto pedagogico como en la dimension humana mas amplia de la palabra,
pues no se concibe su itinerario educativo si lo separamos de esa faceta humanistica que
acompana toda su obra.

Una metodologia que presupone en todo escolar, por muy malos resultados académi-
cos que obtenga, una facultad que le hace especial, alguien que no podemos abandonar
a su suerte y sobre el que debe centrarse la labor docente, con la certeza, como dice Ca-
nals, de que todo el mundo sabe hacer algo muy bien. Sera por medio de la observacion
directa como seremos capaces de descubrir su potencial y asi, proporcionarle las herra-
mientas necesarias para que aflore y se desarrolle.

En resumen, una vida por y para la educacion que la Dra. Maria Sotos ha sabido des-
tilar en esta investigacion y que toda persona relacionada con el universo educativo de-
beria leer alguna vez.

Manuel Garcia Pigueras.
Profesor asociado de la Facultad de Educacion de Albacete.

1. MORENO CASTILLO, Ricardo (2016). La conjura de los ignorantes. De como los pedagogos han
destruido la ensefianza. Madrid: Pasos Perdidos.

Epsilon, 2016, Vol. 33 (3), n° 94, 111-114, ISSN: 2340-714X 113






Epsilon - Revista de Educacién Matemdtica 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 115-128

RINCON “SAPERE AUDE”...
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Escuela Técnica Superior de Ingenieria
Universidad de Huelva
sixto@uhu.es

Cuando me comprometi con la direccion de la revista en el periplo de colaboracion
con este rincon, pretendia comenzar una especie de expedicion a través del campo de
la Geometria y la Teoria de Numeros, inicialmente, sin abandonar la idea de trabajar en
otros estadios de las Matematicas.

Con respecto a la primera, se trata de un apasionado romance en torno a la ciencia
que es capaz de modelizar el espacio que percibimos. Permite también introducirnos en
estructuras de pensamiento avanzado: la Geometria trabaja con objetos mentales que no
dependen de lo que perciben nuestros sentidos. Ademas, este recorrido permite tener la
ocasion de conocer a una ciencia en la que, a partir de postulados y definiciones toma-
dos como verdaderos, se construye un compacto, firme y solido edificio de afirmaciones
cuya formalidad puede argumentarse.

Por el momento, hasta ahora hemos tratado y trataremos, ejemplos en los que se mues-
tra la Geometria como s6lo una de las representaciones del entorno, una manera de mode-
lizar el espacio. Sabemos que existen otras geometrias, que sobresalen del nivel para el que
estd concebida esta seccion, aunque no descarto la posibilidad de abordarlas. Particular-
mente plantearé ejemplos y figuras susceptibles de ser tratados en dos y tres dimensiones.

Como ya indiqué en trabajos anteriores, trato de incitar al docente a la reflexion rela-
tiva a toda la riqueza que gira alrededor de la ensefianza de la Geometria, que actualmente
ha levantado el vuelo, gracias entre otras cosas al empuje dado, fundamentalmente, por
el uso de las nuevas tecnologias. Iré tratando propiedades, teoremas,..., geométricos que
desgraciadamente, han sido junto a la Estadistica, campos muy mal tratados por los di-
sefios curriculares desde hace mucho tiempo. No se trata solo de una mera exposicion de
ejemplos mas o menos complicados si no que pretendo que se tome conciencia de que su
estudio en el aula no consiste solo en la transmision de los contenidos sino en adentrar al
alumno en todo un mundo de experiencias en el conocimiento del espacio que percibe y
en formas de pensamiento propias de la Geometria.

Con respecto a la segunda, la Teoria de Numeros, como la rama de las matematicas
puras que estudia las propiedades y de las relaciones de los nimeros, incluye gran parte
de las matematicas, en particular del analisis matematico. La mayoria de sus estudios se
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han referido y se refieren a ejemplos a los nimeros enteros y, en ocasiones, a otros con-
juntos de ntimeros con propiedades similares al conjunto de los enteros. Contiene una
gran cantidad de problemas que son “cémodamente” entendibles e interpretados por los
no matematicos. Una prueba de ello, son los dos ejercicios que hemos propuesto para su
resolucion en el nimero anterior.

SAPERE AUDE, GEOMETRiA

1. EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA (SOLUCION A LA PROPUESTA 1 DEL NU-
MERO ANTERIOR 93)

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

N
a) Sea ABC un triangulo de darea S. Demostrar que la relacion:

AB*+ AC?*+BC? > 4S

(Problema propuesto en las Olimpiadas Internacionales de Budapest de 1961)
SOLUCION

NOTA 1: Este es un bello ejemplo en el que aparecen propiedades de los triangulos que
no se tratan o no se estudian normalmente en los curricula en nuestro pais, salvo traba-
jos en profundidad que encarguen profesores interesados en la Geometria Euclidiana. Es
una buena oportunidad para incidir en algunas relaciones notables de los elementos de
un triangulo.

Las relaciones métricas en el tridngulo son aquellas que tratan los vinculos entre lados
o angulos, entre los cuales se destaca el Teorema de Pitagoras que es valido exclusiva-
mente en el triangulo rectangulo y se aplica sobre la longitud de los catetos, e hipotenusa,
la altura relativa a la hipotenusa y los segmentos determinados sobre ésta como proyec-
ciones de los catetos del triangulo en el teorema del cateto y el teorema de la altura.

Al estudiar las relaciones métricas en el tridngulo oblicuangulo Euclides vio incon-
venientes. En un tridngulo rectangulo, ¢*= a*+b? ;cudnto deberia valer numéricamente
el lado a en un triangulo oblicuangulo?
Euclides dio respuesta a estas cuestiones
con los dos teoremas:

1. El primer teorema de Euclides para
los tridangulos oblicuangulos:

“En cualquier triangulo el cuadrado
del lado opuesto a un angulo agudo equi-
vale a la suma de los cuadrados de los
a otros dos lados menos dos veces uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre
él”.

Fig.1. Triangulo Rectangulo.
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2. El segundo teorema de Euclides para triangulos obtusangulos:
“En cualquier triangulo obtusangulo, el lado opuesto al angulo obtuso al cua-
drado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos mas el doble de la base
por la proyeccion de la altura trazada desde uno de los angulos menores”.

A partir de los teoremas citados se pueden obtener formulas para el calculo de las li-
neas notables de un tridngulo, como por ejemplo el teorema de Apolonio, también lla-
mado teorema de la mediana, que relaciona la longitud de la mediana de un triangulo con
las longitudes de sus lados:

“En todo triangulo la suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera, es igual a la mitad
del cuadrado del tercer lado mas el doble del cuadrado de su mediana correspondiente”.

AB*AC?= (1/2)BCH2AM?

M

Fig.2. Triangulo Oblicuangulo.

PASO 1

AN
Sea este nuestro caso el tridngulo ABC de area S, en la Fig.2. Se tiene segtn el teo-
rema de Apolonio

ABAC= (1/2)BCH2AM?
Si se deja B et C fijos y se desplaza el punto A sobre una paralela al lado BC, enton-
ces el area S queda invariante y AB*+AC? es minimo para un valor minimo de AM, es

decir si A se encuentra en la mediatriz de BC.
Por lo tanto el problema se reduce a demostrar la desigualdad para los tridngulos que

yaN
sean isosceles en el angulo en “A>. Sea h ahora la altura, AM, del triangulo ABC,

tomada desde A, y sea a el lado BC.

PASO 2
Tenemos que demostrar que

AB*+ ACHBC2>413 S
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Podemos escribir AB>+AC?= (1/2)BC?*+2AM?*= (1/2)a*+2h?, Por lo tanto, la des-
igualdad AB*+ AC*+BC?>4 3 S se puede escribir asi (1/2)a?+2h>+a?> 4(1/2)ah ya que
el area del triangulo es S=(1/2)ah.

Es decir, (3/2)a*+2h? > 2 V3 ah. Realizando operaciones y pasando todo a un miem-
bro la desigualdad es equivalente a

3a2+4h>—4 V3 ah >0

PASO 3

Y esta desigualdad es cierta ya que siempre se cumple porque el primer miembro de
la desigualdad es (2h-\3 a)?, que evidentemente al tratarse de un cuadrado es siempre
mayor o igual que 0.

Se puede verificar que la igualdad a cero se cumple cuando y solo cuando h= V3 a/2
y esto corresponde a los tridngulos equilateros.

NOTA 2. Esta joyita puede ser enfocada de diferentes maneras utilizando la féormula de
Her6n, geometria analitica y trigonometria. jLanzo este reto para el lector interesado di-
rigiéndose para cualquier duda, si lo desea, al e-mail sapereaudethales@gmail.com.

AN
b) (Existe un triangulo ABC tal que la altura desde el vértice A, la bisectriz del

S ~
angulo BAC y la mediana relativa al lado BC dividan al angulo BAC en cuatro dn-
gulos con la misma medida?

SOLUCION
PASO 1

AN
Sea el triangulo ABC (ver figura 3).
Dibujemos el circulo circunscrito con centro en O , M el pie de la altura tomada
desde el vértice A sobre el lado BC, A’ la interseccion de la mediatriz de BC con el arco

BC, por lo tanto A" esta en el punto medio del arco BC. Entonces:

— PR RS
e Como AA' es la bisectriz del angulo BAA', entonces BAA' = A'AC.
°* AMy OA' son paralelos porque son perpendiculares al lado BC.
S PN PR PR
e MAA'=AA'O por ser angulos alternos-internos y AA'O =A'AO por ser angulos en la

N
base del triangulo isosceles AOA".

~ -~
En funcién de la propiedad transitiva MAA' = A'AO , de donde se deduce que AA'
A~
es la bisectriz del angulo MAO (ver figura 4).
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PASO 2

¢ Cudl sera la respuesta al problema ini-
cialmente planteado?

Para ello es necesario que AO se la
mediana relativa al lado BC, de modo
que O sea el punto medio de BC, por lo
tanto ha de ser el centro del circulo cir-

cunscrito al triangulo
N )
ABC, y consecuentemente este trian-

gulo debe ser rectangulo en el vértice A.
Es una condicion necesaria pero no sufi-
ciente (ver figura 5).

S /\ /\ . .

MAO = B - C ( Para cualquier trian-
gulo sea rectangulo o no).

Para un triangulo rectangulo:

~ T N\

MAO=45°= g C =0AC=225"=
T A\ ._ 3T
5 B =67.5="1.
PASO 3

A modo de conclusion, podemos

AN
afirmar que existe un triangulo ABC tal
que la altura trazada desde el vértice A,

. . /\ .

la bisectriz del angulo BAC y la mediana
/\

relativa al lado BC dividen a BAC en

cuatro angulos iguales. Se trata de un
triangulo rectangulo en el angulo A tal

que el angulo C es igual a 37;

NOTAS ORIENTATIVAS:

a) Como orientacion al alumno: ha-
cerle ver que otra solucion valida
y que se puede obtener, si se tra-
baja el planteamiento de que los
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Fig. 3. Triangulo Cualquiera.
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Fig .4. Triangulo ABC y Circulo Circunscrito.

A
mc
Bw
Al

Fig.5. Triangulo Rectangulo en el éngulo/A\.
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cuatro angulos iguales interceptardn cua-

tro arcos de la misma longitud sobre
AN
A el circulo circunscrito al tridngulo ABC

(ver figura 6).
b) Otra idea para obtener la solu-
cion consiste en demostrar que el

[ — )
paralelogramo ABA'C, siendo A'
el simétrico con relacion al punto
C medio del lado BC, es un rectangulo

\. (ver figura 7).

SAPERE AUDE, TEORIA DE
NUMEROS

AN
Fig. 6. Circulo Circunscrito al trisngulo ABC.
1. Ejercicios de aqui y alld (solucién a

la Propuesta 2 del niimero anterior 93)

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

Sabemos que la teoria de numeros fue
n una de las disciplinas de estudio favori-
- | tas entre los matematicos griegos de Ale-
jandria a partir del siglo Il a. C., quienes,
ya tenian conciencia, por ejemplo, del
concepto de ecuacion diofantica en sus
A casos particulares. Los niimeros son in-
creibles, tienen ciertas propiedades que
Fig. 7. Rectangulo ABA'C. nos asombran (o incluso que “nos enga-
fian”), pero todo tiene una explicacion.
Presentamos en este sapere aude estos dos ejercicios muy interesantes.

a) Demostrar que, para toda terna de tres numeros reales, {a,b,c} cualesquiera se
tiene que:

|at+b |+ |b+c|+|cta|<|a|+|b]|+|c|+]|at+th+c|

SOLUCION
PASO 1

Notemos en primer lugar que para la terna de nimeros reales a, b, ¢, p, ¢, 1 :
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a= (1/2)(p+q-1)
a+b=p; a+c=q; b+c=r se tiene que < b=(1/2)(p-q+r)
c=(1/2)(-p+q+r)
De ahi que:
|ath | +|btc|+|cta|<|a|+[b]|+]|c|+]|ath+c|
realizando operaciones, podamos escribir asi:

lpl+lq|+r|<U72) (|p-qtr|+|Cptrqtr)) |+ (1/72) (| prq-r |+ |ptqtr|)

PASO 2

Nuestro objetivo, a continuacion es demostrar esta tltima desigualdad. Para ello, uti-
lizaremos algunas propiedades de la funcion valor absoluto: f{x)=x.

a) Unadeellases: Vx,y€ R=|x—y|+|x+y =2 max(|a| |b]) se puede aplicar, por
lo que se deduce que en nuestro caso
Vp, g r € R, sillamamos H = (1/2) (| p—q+r | + [ (-p+q+r) [+ (1/2) (| p+q—r |
+ | ptq+r|) setiene que H=max (| r|, | p-q | )+ max (| r|, | p+q |). Por ello,
para todos los numeros reales p, g, r se cumple que:

’

>

H>|r|+|p-q]

()
H=|r[+[ptq]|

b) Utilizando otra propiedad de la funcion valor absoluto ¥ x, y € R:

-y
|x|+|y|={

|x+y

,8ig(x) = sig(y)
,81g(x) = sig(y)

para la expresion anterior (i) se tiene V' p,q,r € R:
Il + gl +Irl<H

quedando demostrada la desigualdad inicial.

PASO 3

Toda vez que ha sido demostrada esta propiedad se puede proponer al alumno que es-
tudie los casos de igualdad a partir de la expresion (i):
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*  Sisig(p) # sig(q) se tendra la igualdad si y solo si
[p+dl=l|<|p-d
* Sisig)p) = sig(q) se tendra la igualdad si y solo si
[p-dl=l|<|p+d
En definitiva, un resultado interesante en la teoria de nimeros donde la igualdad
se produce si y solo si |r| estd comprendido entre [p — q| y |p + q|, es decir, V a,b,c
e R, si |a + ¢| estd comprendido entre [b —¢|y |2a+ b + ¢|.
e También se puede insistir en que la igualdad es evidente si los tres nimeros son
del mismo signo o bien si uno de ellos es el cero.
* Eventualmente se podria profundizar si tratamos las permutaciones de las letras

(con signos incluidos) que designan genéricamente a los nimeros.

b) Los enteros positivos p y q verifican 3p* 8q*+3p? q*=2008. ;Cudl es el valor de
Pq?

SOLUCION
PASO 1

Escribamos el primer término de la igualdad 3p2- 8q*+3p? q>=2008 asi:

3p*- 8q*+3p? q*=(3p*-8)(q*+1)+8
De aqui se deduce que
3p?- 8q*+3p? >=2008<=(3p*-8)(q>+1)=2000.

Pero el nimero 2000 se puede descomponer factorialmente asi: 2000=24x53 .

Utilizando la férmula para saber cuantos factores tiene un niimero natural » sin la ne-
cesidad de conocer cuales son:

VnEN=n=p"pp;.....p," siendo

e p;, Vi=123,....t nimero primos tales que p# p; , i#f
* a,, lapotencia correspondiente al nimero primo p;

Se tiene que el numero D de divisores de n es D=(a,+1) (a,+1) (03+1)........ (o+1)

NOTA: En este momento, al alumno se le puede indicar que para calcular el nimero
de divisores también existe el método de la raiz cuadrada. A modo de recordatorio:
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1. Para obtener los divisores de un niimero n, se obtiene la raiz cuadrada del nu-
mero, \n, exacta (o truncada por defecto, de no ser exacta).

2. Se cuenta el numero de divisores que son menores o iguales que .

3. Multiplica esta cantidad por dos, y si es exacta la raiz se le resta la unidad

PASO 2

Aplicando lo citado ut-supra se tiene que el nimero 2000 posee, (4+1)x(3+1)=20 di-
visores que podemos reagruparlos de dos en dos, y por ello conseguimos los diez pares:

(1;2000)-(2;1000)-(4;500)-(5;400)-(8;250)9
(10;200)-(16;125)-(20;100)-(25;80)-(40;50)

Entre los 20 divisores de 2000, solo cuatro pueden escribirse de la forma q?+1 con q

natural, son los numeros:
2, 5,10 y 50 que corresponden respectivamente a los valores de q

vy

1,2,3y 7

PASO 3

Discutamos a continuacion los diferentes casos:
a) g=I1 = ¢g°+1=2, y por ello: 3p’—8=1000. De ahi que:.

3p°=1008= p= # = \/ﬁ =18,3303...No conduce a ninguna solucion
valida para p entero y por ende para pq.
b) g=2 = ¢°+1=3, y por ello: 3p’—8=400. De ahi que:
3p°=136=p= ? = \/ﬁ =11,6619.....No conduce a solucion valida

para p entero y por ende para pq.
¢) g=3 = ¢’+1=10, y por ello: 3p’—8=200. De ahi que:

3p*=208=p=, f% =69,3. No conduce a solucion vélida para p entero y por

ende para pq.
d) g=7 = ¢’+1=50, y por ello: 3p’—8=40. De ahi que: .
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PASO 4

Se ha obtenido solo los valores p=4 y ¢=7. Por lo tanto, la solucion tunica para pq es
pq=28.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS
Propuesta 1: dos joyitas geométricas

Deciamos en el numero anterior que la ensefianza de la Geometria, probablemente
sea una de las disciplinas donde mas desencuentros podemos encontrar entre ensefiantes
e investigadores en Educacion Matematica. En esta seccion quiero dejar patente que tra-
bajar en la geometria plana se presenta como un instrumento potente desarrollar el pen-
samiento deductivo, el cual implicitamente considera el desarrollo de la capacidad de
abstraccion. También considero que trabajando en este estadio se consigue que el alumno
se mueva en un espacio de erudicion en el que es viable alcanzar la idea de matematiza-
cién como reconocimiento de patrones, generalizaciones, elaboracion de conjeturas, de-
mostraciones, ... piezas claves en el proceso binomial de Ensefianza/Aprendizaje de las
Matematicas.

En este numero presentamos las dos joyitas siguientes:

a) Enuna hoja de papel se corta un agujero circular de 3cm. de diametro. ;Se puede

hacer pasar una pieza de 4 cm. de diametro?

b) Enrique quiere construir un jardin de forma triangular, MNO, limitado por un te-

rreno también de forma triangular ABC'y de drea S, segin aparece en la figura.
Se sabe que moviendo los puntos R, S'y T respectivamente sobre los lados BC, CA
v AB, va a conseguir construir el jardin MNO de la siguiente forma: las rectas
que pasan por Ay R, By S, y Cy T se cortan en los puntos M, Ny O. Si conoce-
mos el valor de las razones BR/BC, CS/CA y AT/AB, determinar el drea del jar-
din en forma triangular, MNO, que quiere construir Enrique en funcion del area
Sy las razones citadas.

Propuesta 2: cuatro joyitas
numéricas

En este Sapare Aude presen-
tamos cuatro curiosas joyitas con
diferentes grados de dificultad to-
cando distintos enfoques.

Esta en el espiritu del que estas
lineas suscribe presentar ejercicios
de la teoria elemental de nume-
ros, sin emplear técnicas de gran
dificultad procedentes de otros
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campos de las matematicas. Pertenecen a la teoria elemental de nlimeros las cuestiones
de divisibilidad, el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comun divisor, la fac-
torizacion de los enteros como producto de nimeros primos, la busqueda de los nimeros
perfectos y las congruencias.....

a) Demostrar que cada numero de la sucesion

49, 4489, 444889, 44448889, 4444488889........... es un cuadrado perfecto. Cada
numero de la sucesion estd formado por “n” numeros 4, “n-1" numeros 8 y solo
“un” 9.

(Propuesto en la competicion matematica de Slovenia en 1998).

b) Cada una de las cifras 1,2,3,4 y 5 es utilizada una sola vez para formar un nu-
mero de 5 cifras. ; Cudl es el valor de la suma de todos los numeros de cinco ci-
fras que de esta manera se pueden formar?

¢) Se dispone de monedas sin ser capaces de sumar solo 1 €, al tomar la totalidad o
tomar unas pocas. ;Cudl es la cantidad maxima que podemos juntar de estas mo-
nedas? (No hay ninguna valor superior a € 1)

d) Resolver el sistema de ecuaciones:

(a+b+c)d =420

(a+c+d)b=403

(a+b+d)c=363

(b+c+d)a=228

Ya,b,c,d EN
Nota: Este ultimo ejercicio no demasiado complicado pero que en un principio a
los alumnos de secundaria les puede chocar al no ser un sistema de ecuaciones li-
neales. Es tarea del profesor indicar la orientacion al alumno en las diferentes es-
trategias de resolucion del problema, como por ejemplo utilizar en este caso la

teoria de la divisibilidad y los nimeros primos.
NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccion electronica:

sapereaudethales@ gmail.com
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