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INVESTIGACIÓN

Tres enfoques históricos para la resolución del 
problema de los n herederos con reparto equitativo, 

desconociéndose la cantidad de herederos 
y el total a repartir

Maria T. Sanz y Bernardo Gómez
Dpto. de Didáctica de la Matemática. Universidad de Valencia

Resumen: En este trabajo se estudia un tipo de problemas descriptivos con fracciones 
que ha estado presente en los libros de texto desde tiempo inmemorial. El objetivo de este 
trabajo es presentar los tres métodos de resolución encontrados en los libros de texto 
históricos, así como sus lecturas analíticas, todo esto a través de un estudio histórico-
epistemológico. Se completa el trabajo con un estudio preliminar en el aula, con una 
muestra de 27 estudiantes con alta formación matemática que realizan un cuestionario 
con los problemas objeto de estudio. Con esto se determina que el método de resolución 
dominante es el algebraico, además de resaltar dificultades del alumnado en la traduc-
ción al lenguaje matemático, así como en algunos casos operatoria con fracciones.
Palabra Clave. Métodos de resolución, Lectura analíticas, Fracciones, Problemas 
descriptivos

Three historical approaches to solve the problem of 
n heirs with equal distribution, where the number 

of heirs and the total amount is unknown

Abstract: In this paper, a descriptive fraction problem, which has been presented in 
textbooks from time immemorial, is studied. The aim of this paper is to present three 
resolution methods, which have been found in historical textbooks, and their analytical 
readings, all through a historical and epistemological study. The work is completed with 
a preliminary study in the classroom, with a sample of 27 students with high mathemat-
ics level who made a questionnaire with the fraction problems that are analyzed in this 
work. The main conclusions with the preliminary study are the following: the method 
that prevails is the algebraic resolution and the students have difficulties with the trans-
lation to the mathematical language, and in some cases with fraction operations.
Keywords: Resolution methods, analytical reading, fractions, descriptive problems
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INTRODUCCIÓN

En la actualidad el currículum escolar propone la resolución de problemas como una 
destreza básica en el desarrollo del pensamiento aritmético y algebraico, y son los méto-
dos de resolución históricos los que permiten enriquecer y mostrar la diversidad de los 
mismos, siendo parte esencial en este desarrollo.

Para indagar sobre los distintos métodos de resolución de que son susceptibles los 
problemas escolares hay que acudir al análisis histórico y epistemológico de los libros de 
texto, en tanto análisis de la formación de los objetos matemáticos y de su enseñanza a 
lo largo de su historia. Este análisis necesita de una metodología de aproximación global 
basada en el análisis de contenido propio del análisis didáctico (Rico, Lupiáñez y Mo-
lina, 2013), ya que la metodología de estudiar textos aislados es insuficiente en la me-
dida en que ignora las raíces y evolución del objeto de estudio. En este sentido adquiere 
sentido situar las subunidades del análisis de contenido en una selección de libros y do-
cumentos representativos de las etapas principales en que se puede dividir la historia de 
las matemáticas. En el caso de los problemas descriptivos, la subunidad fundamental que 
centran el estudio es la lectura analítica.

La lectura analítica orienta y determina el método para resolver el problema. En ge-
neral, debe entenderse que la lectura analítica es la declaración de un problema reducido 
a una lista de números y la relación entre cantidades, de manera que puede conducir a 
una ecuación o una fórmula. La ecuación se obtiene como un resultado de búsqueda de 
dos expresiones algebraicas que representan la misma cantidad obtenida para describir 
las relaciones aritméticas, que una cantidad representada con expresiones algebraicas 
tiene con otros que han sido previamente representados por una letra o una expresión al-
gebraica (Puig, 2003). La fórmula se obtiene encontrando el valor de la incógnita se ex-
presa en términos generales, o lo que es lo mismo, las operaciones deben ser realizadas 
con la lista de datos. Las fórmulas traducidas al lenguaje ordinario dan lugar a reglas ge-
nerales de resolución.

Este trabajo se centra en los problemas de los n herederos con reparto equitativo 
donde se desconoce tanto la cantidad a repartir como el número de herederos. Se trata 
de problemas de fracciones, donde el reparto se va encadenando, es decir uno depende 
del anterior.

En los libros de texto hay una gran variedad de estos problemas de fracciones cuya 
historia se remonta a las antiguas culturas de Mesopotamia, las matemáticas, la egipcia, 
china e hindú. Las declaraciones de estos problemas han evolucionado con el tiempo para 
adaptarse a los cambios sociales, los desarrollos matemáticos, y las teorías educativas 
dominantes en todo momento, al tiempo que conserva un contenido común matemática.

Estos problemas fueron usados como una parte esencial de la enseñanza de las ma-
temáticas. Sin embargo, ya que estaba cambiando el modelo educativo, se disminuye 
la confianza en el poder educativo de estos problemas, hasta el punto de que muchos 
de ellos han desaparecido de los libros de texto actuales, o se han reducido a un mero 
entretenimiento.

Con la intención de recopilar evidencia histórica de los métodos de resolución de pro-
blemas descriptivos de fracciones, esta investigación se dirige, no sólo con el propósito 
de transmitir el conocimiento, sino con el objetivo de prestar atención a los aspectos de 
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la resolución de los problemas que tienen por objeto la producción de conocimiento sig-
nificativo para el alumno.

A partir de aquí el trabajo consta de las siguientes partes: Lecturas Analíticas del Pro-
blema. Metodología y Estudio Preliminar, dónde se explica la muestra escogida y la me-
todología a seguir. Resultados, se analiza con detalle las respuestas de los estudiantes y 
por último las Conclusiones del trabajo.

LECTURAS ANALÍTICAS DEL PROBLEMA

En este trabajo se analiza el problema titulado por Singmaster (1998) como “el pro-
blema de herencias dando 1+ 1/7 de lo que queda y todo se llevan la misma cantidad”. 
Se trata de problemas verbales de varias etapas donde el todo es desconocido y las par-
tes están relacionadas con el complemento aditivo.

Tal como dice Singmaster (1998) aparece este problema por primera vez en Fibo-
nacci (1202/2002):

El legado de la fortuna de un hombre. Un hombre en sus últimos días decide hacer testa-
mento entre sus hijos mayores de la forma siguiente. Al primero le dijo, te daré un bezante y 
un séptimo del resto, a otro le dijo, te daré 2 bezantes y un séptimo del resto, a un tercero le 
dijo, te daré 3 bezantes y un séptimo del resto, y así sucesivamente con todos sus hijos. Uno de 
los hijos dijo que el reparto no era justo. Pero el padre dijo que todos tenían el mismo dinero

La relación fundamental entre las cantidades para poder resolver estos problemas se 
puede plantear desde tres puntos de vista diferentes, y esto es lo que se va a analizar a lo 
largo de este apatado a través de lo que ha quedado reflejado en los libros de texto de di-
ferentes . Para la revisión de los libros de texto se ha hecho uso de tres momentos histó-
ricos: Edad Temprana, el período medieval y los tiempos modernos (libros impresos y 
de enseñanza) (Gómez, 2011).

1.  Todos se llevan la misma cantidad

En todos los problemas de este tipo se dice que el reparto es equitativo, así pues, todas 
las personas se llevarán la misma cantidad. A modo de ejemplo se presenta el problema 
escrito y resuelto por Aurel (1552)

Ducados y 1/10. También ducados. Un enfermo hace su testamento, y manda que su ha-
cienda sea partida entre sus hijos, igualmente, que tanto haya el uno como el otro. Muerto el 

padre, dan al hijo mayor un ducado, y 1
10

 de lo que queda; al segundo, 2 ducados y 1
10

 de la

resta; al tercero 3 ducados y 1
10

 de lo que quedó; así a cada hijo un ducado más que al otro y

1
10

 de la resta. De esta manera es satisfecha la voluntad del padre, porque vino a cada uno 

tanto como al otro. Demando, ¿cuántos ducados dejó, y cuántos hijos tenía?
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Pongo, que dejo x ducados de los cuales toma el mayor, o primer hijo 1 ducado, quedan 

x−1, el 1
10

 de esta resta es x−1
10

, lo cual junta con 1 ducado, y vendrán x+9
10

, tantos

ducados vienen al hijo primero. Estos quita de x, y quedará para los otros hijos 9x−9
10

ducados, de los cuales toma el segundo, 2 ducados, quedaran 9x−29
10

, cuyo 1
10

 es 

9x−29
100

 el cual junta con los 2 ducados que el 2º tomó, y vendrán 9x+171
100

  tantos ducados

vienen al 2º. Y pues el uno heredó tanto como el otro, conviene que los ducados del uno

sean iguales a los ducados del otro. Por lo cual digo que x+9
10

 ducados del primero son

iguales a 9x+171
100

 ducados del segundo. Reduce la igualación a entero (que es multiplicar 

en cruz) y vendrán 100x + 900 = 90x + 1710. Iguala y parte y vendrá x a valer 81. Tantos du-
cados dejó el padre. Ahora para saber cuántos hijos eran mira qué viene a cada uno de esta ma-
nera, toma 1 ducado de los 81, quedarán 80, cuyo 1/10 es 8, el cual junto con el 1, y serán 9 
ducado [que son los que] vienen a cada uno (Aurel, 1552, fo. 92)

Notar que en la solución escrita en este trabajo se usa la “x” en lugar del símbolo có-
sico utilizado por Marco Aurel.

Aurel resuelve el problema planteando una ecuación que representa que los dos pri-
meros hijos heredan la misma cantidad, Y debido a que cada uno heredaba tanto como el 
otro, ha acordado que los ducados de uno son iguales a los otros ducados

x+9 = 9x+171
10 100

El desarrollo de la resolución de la ecuación se realiza paso a paso a partir de este 
planteamiento (últimas cinco líneas del problema).

2.  La diferencia entre lo que se llevan dos es cero

Euler utiliza el método cartesiano, al igual que Aurel, pero en su lectura analítica 
plantea la condición crítica de este tipo de problemas en términos de la diferencia entre lo 
que se llevan los dos primeros hijos es cero. En este caso, la tabla que incorpora el autor 
en su solución explica el método de resolución.

Las libras. Un padre deja a su muerte varios hijos, quienes comparten sus bienes de la si-
guiente manera: el primero recibirá 100 libras y la décima parte del resto, el segundo reci-
birá 200 libras y la décima parte del resto, el tercero 300 libras y la décima parte del resto, el 
cuarto recibirá 400 libras y la décima parte del resto, así sucesivamente. Así se obtiene que la 
herencia queda dividida equitativamente entre sus hijos. Se requiere saber, cuántos hijos eran 
y cuánto recibió cada uno.
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Supondremos que el total de la fortuna sea z libras; y que cada hijo recibirá la misma

parte a la cual la llamamos x, con lo cual el número de niños vendrá determinado por z
x

.

Ahora pasamos a la resolución del problema. 

Suma o herencia 
que es dividida

Orden de 
los hijos

Parte de cada hijo Diferencias

z 1º
x = 100 + z −100

10

z-x 2º
x = 200 + z − x − 200

10
100 − x −100

10
 = 0

z-2x 3º
x = 300 + z − 2x − 300

10
100 − x −100

10
 = 0

z-3x 4º
x = 400 + z − 3x − 400

10
100 − x −100

10
 = 0

z-4x 5º
x = 500 + z − 4x − 500

10
100 − x −100

10
 = 0

z-5x 6º
x = 600 + z − 5x − 600

10
y así sucesivamente…

Hemos insertado en la última columna las diferencias, las cuales se han obtenido cada 
parte menos la anterior, dado que todas las partes son iguales esta diferencia es igual a 0. 

Con lo que resolviendo esta ecuación 100 − x−100
10  se obtiene que x=900.

Así pues ahora sabemos que cada hijo recibirá 900 libras, cogiendo cualquiera de las

fórmulas de la tercera columna obtenemos x = 100 + z − 100
10

  que z=8100 libras, y en 

consecuencia, el número de hijos 8100/900=9. (Euler, 1770/1821, p. 173).

3.  La diferencia entre la cantidad que queda antes de la última distribución y el úl-
timo reparto, es cero.

Solución del problema de Fibonacci, The Bequest of a Man’s Fortune

Por los séptimos que él da a cada hijo tienes 7 y le quitas 1, entonces el resto son 6 y estos son 
el número de hijos que multiplicados por si mismos da 36 que es el número total de bezantes. 
(Fibonacci, 1202/2002, p.399).
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Aunque, no hay nada en el texto que permita deducir cuál es la regla que utiliza Fibo-
nacci, se va a suponer que la relación fundamental que utiliza el autor es que la diferen-
cia entre la cantidad que queda antes del último reparto y este mismo es 0.

Esta relación se muestra con el lenguaje simbólico de la siguiente manera:

	 C  − (1 ∙ n + 1
7

 (C − 1 ∙ n)) = 0,	 (1)

donde 1 ∙ n + 1
7

 (C − 1 ∙ n), n≥2, es la cantidad que recibe el ultimo niño, y n es el 

número de hijos y C son los bezantes que quedan tras el penúltimo reparto. De la rela-
ción fundamental (1) se sigue,

	 7C − C − 7n + n = 0 → (7 − 1) C = (7 − 1) n ↔ C = n 	 (2)

Si C=N, la herencia, H, deber ser igual a n2 (n niños and n bezantes cada uno de ellos). 
Ahora se necesita encontrar el valor de n, que se puede hacer, por ejemplo, resolviendo 
la ecuación de lo que recibe el primer hijo:

	 1+ 1
7

(n2−1)=n → n =6.	 (3)

Se puede pensar que Fibonacci no hizo uso de las ecuaciones de segundo grado para 
obtener su resultado, pero tal vez si que usó un método basado en la factorización y pro-
porción, debido a que estos métodos eran más típico en aquellos tiempos. El siguiente 
ejemplo ayuda a ilustrar esta idea.

El mercader. Un mercader estando enfermo hizo testamento, dejando ciertos hijos, y cierta 
cantidad de hacienda, ordenando que al hijo primero le diesen la sexta parte de su hacienda, 
y 300 ducados más; al segundo la sexta parte del restante, y 600 ducados más; y al tercero la 
sexta parte del restante y 900 ducados más, y con este orden en los demás, dando siempre a 
cada uno la sexta parte del restante, y 300 ducados más al uno que al otro. Muerto el padre, 
partieron la hacienda, y hallaron que tanto vino al uno como al otro: pídese cuántos hijos dejó 
el padre, cuánta hacienda, y cuanto vino por cada uno

Quita el numerador del quebrado del denominador; esto es, 1 de 6 y quedaran 5 y tantos 
hijos dejó, luego multiplica los 300 ducados, que se dan de más a cada hijo, por 6, denomina-
dor del quebrado y montaran 1800 ducados y tantos ducados le tocaron a cada uno, los cuales 
multiplicados por los 5 hijos montaran 9000 ducados y tanta hacienda dejó el padre; pruébalo 
y hallarás ser verdad (Puig, 1715/2001, p. 209).

Razonando tal como se ha hecho con el problem anterior, con el lenguaje simbólico, 
lo que recibe el último niño,

	 300n + 1
6

C, n≥2	 (4)

donde n es el número de niños y C es lo que queda tras el penúltimo reparto,



13

Tres enfoques históricos para la resolución del problema de los n herederos con reparto equitativo…
Maria T. Sanz y Bernardo Gómez

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 7-18, ISSN: 2340-714X  

	 C − (300n + 1
6

 C )= 0, 	 (5)

	 6C − C = 6 × 300n, 	 (6)

	 (6 − 1) C = 6 × 300n,	 (7)

El número de niños y la cantidad heredada deben ser números enteros. Si se observa 
la igualdad anterior y se continúa pensando en términos de factorización y proporción,

la relación 6 × 300
6 − 1

 = C
N

 muestra que n = 6-1 y C=6×300, es una solución posible,

y esta es la idea de que tal vez Fibonacci aplicó.

ESTUDIO COGNITIVO

Una vez identificadas las lecturas analíticas “históricas”, interesa conocer cuáles son 
las formas de proceder de los estudiantes actuales en la resolución de este tipo de proble-
mas, ya que nunca antes se ha tenido ocasión de reflexionar propiamente sobre esto y su 
preparación es por tanto escasa. Así pues sería interesante para una posterior propuesta 
de enseñanza a los futuros profesores en la que se tengan en cuenta las dificultades, rigi-
deces o rutinas de los estudiantes en relación con la resolución de los problemas verba-
les de fracciones.

Para ello se les presenta un problema, similar a los anteriores pero con un texto más 
motivador, titulado “The Raja’s pearls” que se encuentra en “El hombre que calculaba” 
(Tahan, 1993),

Un rajá dejó a sus hijas cierto número de perlas y ordenó que el reparto se hiciese del si-
guiente modo: a la hija mayor correspondería una perla más un séptimo de las que quedasen; 
la segunda tomaría dos perlas y un séptimo de las restantes; la tercera recibiría tres perlas y un 
séptimo de las que quedasen. Y así sucesivamente, para las restantes hijas. Las hijas más jóve-
nes presentaron su queja a un juez, alegando que por ese sistema complicado ellas serían fatal-
mente perjudicadas. El juez –dice la tradición–, que era hábil en la resolución de problemas, 
respondió rápidamente que las demandantes estaban equivocadas, y que la división propuesta 
por el Rajá era justa y perfecta. El juez tenía razón. Hecha la división, cada una de las herma-
nas recibió el mismo número de perlas. Se pregunta: ¿Cuál es el número de perlas? ¿Cuántas 
las hijas del Rajá? (Tahan, 1993, p. 76)

La muestra de 27 alumnos pertenece a estudiantes del Máster en Educación Secunda-
ria, en adelante MES, procedentes de la Universidad de Valencia.

Los ítems que se estudian de las resoluciones de los alumnos son, el método de re-
solución y la relación fundamental entre cantidades que utilizan (1, 2 o 3 del apartado 
anterior).
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1 + 1
7

 (x − 1) = 2 + 1
7

 ( 6
7

 (x − 1) − 2

x = número de perlas al inicio
Solución. Hay 36 perlas y 6 hijas, cada una con 6 perlas.

Figura 1. Ejemplo de resolución algebraica con criterio fundamental 1.

Como se va dividiendo por 7, es de suponer que el número inicial menos una perla, será divisi-
ble por 7.
Empezamos suponiendo que hay 15. 15-1 = 14. 14/7=2. La primera hijatene 3, quedan 12, 
12-2=10, no es divisible por 7, seguimos.
El estudiante realiza pruebas hasta llegar a 36,
36-1=35, 37/5=5. La primera hija tiene 6 perlas, el resto es 30, 30-2=28, 28/7=4. La segunda 
hija vuelve a tener 6 perlas, y el resto es 24. 24-3=21, 21/7=3. La tercera hija tiene 6 per-
las y el resto son 18, 18-4=14, 14/7=2. La cuarta hija tiene 6 perlas y el resto es 12, 12-5=7, 
7/7=1. La quinta hija tiene 6 perlas y el resto es 6. La sexta hija tiene 6 perlas y el resto es 0.

Figura 2. Ejemplo de resolución aritmética.
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x = número de perlas al inicio
Se observan dos problemas:

−− El estudiante calcula de forma correcta lo que le toca a la primera hija, pero ya no lo 
hace bien para la segunda (círculo)

−− No es capaz de plantear una ecuación, correcta.
El estudiante escribe:
La última hija: n perlas+1/7 Ø perlas
La penúltima hija:
(n-1 perlas) +1/7 de las que queden.

(n − 1) + 1
7

 ( 7
6

 n) = n

n hijas, x perlas

1 + 1
7

 (x − 1) = n + Ø

1 + x − 1
7

= 7 + x − 1 = 7n

6 + x = n Se debe cumplir esta relación

Figura 3. Resolución con incorrecciones matemáticas. Círculo: Expresión de lo que queda.

RESULTADOS

El problema fue resuelto por 11 estudiantes (MES). Usaron el método algebraico, lla-
mando x a la cantidad inicial a repartir. Además escogieron la relación fundamental que 
indica que todas las partes son iguales. Así pues, todos realizan un primer reparto, un se-
gundo reparto, e igualan ambos, para obtenr la cantidad inicial. En la Figura 1 se incluye 
la solución de uno de los alumnos.

De entre las soluciones, se destaca la de dos estudiantes (MES) que lo resolvieron su-
poniendo que la cantidad total menos uno debía ser un múltiplo de siete, y resuelven el 
problema empezando desde el último reparto. Esto lleva a pensar que tal vez Fibonacci 
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pudiera haber realizado el mismo proceso, aunque no se asume debido a que se trata de 
ensayo y error. Ambos alumnos van realizando pruebas con múltiplos de siete hasta que 
llegan a la solución.

El resto de estudiantes de la muestra considerada no resolvieron con éxito el pro-
blema por diferentes razones. Siete de ellos (MES) no entendieron algunos términos es-
pecíficos del enunciado. Por un lado, no supieron traducir al lenguaje matemático la 
sentencia “de lo que queda” (círculo en la Figura 3). Por otro lado, existen otro alumnos 
de este grupo que no entendieron la frase “un bezante y un séptimo de lo que queda”, 
ellos traducen esto al lenguaje matemático como, 1+(1/7)x en vez de 1+(1/7)(x−1). Por 
último, hay estudiantes que tienen problemas con las operaciones aritméticas y con el 
planteamiento de la ecuación.

El resto de la muestra no realiza nada coherente, con lo que no cabe destacar nada.

CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha estudiado un problema descriptivo de fracciones sobre heren-
cias a través del análisis histórico y epistemológico. Para la selección de los problemas se 
han revisado libros de texto de distintas épocas o momentos históricos. Estos problemas 
formaban parte sustancial de la enseñanza de las matemáticas y se consideraron como 
la culminación del aprendizaje de la aritmética. Del estudio de las lecturas analíticas se 
desprende que estos problemas se han resuelto a través de tres relaciones fundamentales 
y dos métodos de resolución, uno artmético y otro algebraico.

Al presentar este tipo de problemas a una muestra de 27 estudiantes, con alta forma-
ción matemática, se ha observado como traducían al lenguage matemático la relación 
entre las cantidades y qué métodos de resolución utilizaban. Los resultados prelimina-
res muestran una prevalencia en el método algebraico sobre el aritmético, como era de 
esperar dado la importancia que se otorga al método cartesiano en la enseanza actual, y 
la relación fundamental que marca que todas las personas tienen la misma cantidad. Re-
marcar que los estudiantes tenían problemas con un sintagma característico de este pro-
blema „de lo que queda“ ya que les costaba la traducción al lenguaje matemático.

El hecho de que los problemas descriptivos puedan resolverse fácilmente y en gene-
ral con el método cartesiano, como se demuestra en el estudio empírico aquí realizado, 
ha contribuido a perder de vista que estos problemas han servido para comunicar los 
usos, las técnicas, enfoques, métodos y el razonamiento de las matemáticas. Toda esta in-
formación puede ser útil para enseñar a utilizar los problemas como un objeto de estudio 
y no subproducto de otro tipo de aprendizaje. En la enseñanza tradicional, la resolución 
de problemas se presenta como „ejercicio y práctica“ para consolidar o aplicar el cono-
cimiento previamente adquirido y no como estudio en si mismo. Además, también puede 
ser útil para el investigador, ya que proporciona un modelo de la historia epistemológica 
para el estudio de los problemas clásicos, no como partes individuales de un contenido 
matemático, sino en relación con sus raíces y análisis de la evolución.

Por otra parte, el reto de los profesores e investigadores es mantener viva esta ri-
queza de conocimientos, para evitar que se caiga en el olvido. Se debe tener en cuenta el 
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objetivo del plan de estudios, que considera la resolución de problemas en una compe-
tencia básica y adaptarse a la enseñanza y las características de los alumnos.
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Resumen: Desde hacía tiempo, el bajo nivel de alfabetización de la población, repre-
sentaba una preocupación para el gobierno portugués. De este modo, en el 1964, el Mi-
nistro de Educación Galvão Teles, emitió el Decreto-Ley N ° 46135 que creó el Instituto 
de Meios Audiovisuais, teniendo este como objetivo principal, motivar cambios en el sis-
tema de enseñanza con el uso de la tecnología.
Después de la creación de este instituto, el Decreto Ley Nº 46136, de diciembre del 1964, 
define la organización, el funcionamiento y los objetivos de los diferentes cursos crea-
dos a continuación. En este contexto, se destaca el programa “Enseñanza Telescuela”, 
en el que los cursos fueron diseñados con el apoyo de la radio y la televisión. Este pro-
grama innovador, fue decisivo en la enseñanza obligatoria en la población portuguesa 
durante décadas (en particular en las zonas más rurales), lo que contribuyó al aumento 
en el nivel de conocimientos en Portugal.
Este trabajo pretende caracterizar el tipo de formación impartida a los maestros mo-
nitores de Enseñanza Telescuela, particularmente en el área de las matemáticas, deno-
minado “Formación de maestros monitores” basado en materiales creados por el ex 
orientador pedagógico de Telescuela, el Profesor Bernardino Sobral, que también fue 
profesor supervisor. Para este estudio fueron llevadas a cabo algunas entrevistas que 
nos permitieron complementar la información tomada de documentos.
Palabras Clave: Enseñanza de las Matemáticas, Matemática Moderna, Telescuela, for-
mación de profesores monitores, Orientador Pedagógico.
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Mathematics in the Telescuela de Portugal: 
Formation of the professional and contribution 
of the personal archive of Professor Bernardino 

Gonçalves Sobral

Abstract: The low level of literacy of the population had long been a concern for the Por-
tuguese government. Thus, in 1964, the Minister of Education Galvão Teles, issued De-
cree-Law No. 46135 that created the Institute of Audiovisual Media, the main objective 
being to motivate changes in the education system with the use of technology .
After the creation of this institute, Decree Law No. 46136, of December 1964, defines 
the organization, operation and objectives of the different courses created below. In this 
context, the “Teaching Telescuela” program is highlighted, in which the courses were 
designed with the support of radio and television. This innovative program was instru-
mental in the compulsory education of the Portuguese population for decades (particu-
larly in the more rural areas), which contributed to the increase in the level of knowledge 
in Portugal.
This work intends to characterize the type of training given to the teaching monitors of 
Teaching Telescuela, particularly in the area of ​​mathematics, denominated “Training 
of teacher monitors” based on materials created by the former pedagogical advisor of 
Telescuela, Professor Bernardino Sobral, who Was also a supervising teacher. Some in-
terviews were carried out for this study, which allowed us to complement information 
gathered from documents.
Keywords: Teaching of Mathematics, Modern Mathematics, Telescuela, teacher trai-
ning monitors, Pedagogical Advisor

1.  INTRODUCCIÓN

En 1911 la Educación primaria en Portugal, pasa a ser libre y obligatoria, constando 
de tres niveles: elemental, complementaria y superior. Sin embargo, sólo es obligatorio 
el primer grado, con una duración de tres años. Con la reforma de la educación en 1919, 
la enseñanza obligatoria pasa de 3 a 5 años, con el objetivo de que “el niño tenga todos 
los instrumentos fundamentales de las bases de conocimiento y de cultura general, pre-
parándose para la vida social” (Valente, 2010, p.1).

Según Valente (2010) que cita Fernandes (1981, p. 167), quince años mas tarde, con 
el golpe de estado de 1926, la Enseñanza primaria elemental se redujo a cuatro años, pero 
centrada sólo en tres años, bajo el lema de enseñar a leer, escribir y contar. El cuarto año 
adquirió un estatus de estudio adicional que proporciona el conocimiento esencial para 
todos los estudiantes que no podían progresar en sus estudios. Sin embargo, la falta de 
personal cualificado en los diferentes sectores económicos y la tecnología del país, hizo 
que el Ministro de Educación, Pinto Leite, decretara el aumento de la educación obliga-
toria de tres a cuatro años, pero en dos fases distintas. La primera para los hombres en 
1956 y la segunda en 1960 para las mujeres.
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Más tarde, el Ministro de Educación, Galvão Teles, por el Decreto Ley Nº 45810, de 
julio del 1964 aumentó la enseñanza obligatoria de cuatro a seis años para ambos sexos. 
Este incremento en la enseñanza obligatoria provocó una falta de escuelas en el país, es-
pecialmente en el interior (de naturaleza esencialmente rural) y la escasez de maestros 
cualificados para ejercer la práctica docente.

En este contexto, en el 1964, el Ministro de Educación Galvão Teles, creó bajo el Mi-
nisterio de Educación Nacional, el Instituto de Medios Audiovisuales de Educación con 
autonomía administrativa y cuyo principal objetivo era promover el uso de técnicas au-
diovisuales, como medio auxiliar de la difusión de la enseñanza. (Decreto-Ley Nº 46135 
31 de diciembre de 1964, p.1970).

La concretización del objetivo principal dio lugar a un sistema educativo innovador 
que hacía uso de la tecnología de comunicación más avanzada existente en el momento, 
la televisión, Así nació la Telescuela.

Este programa de enseñanza, inicialmente en forma provisional, iba a ser a lo largo 
de los años objeto de varias reformas, manteniéndose en funcionamiento durante más de 
cuatro décadas. La enseñanza de Telescuela fue estudiada por varios investigadores, en 
particular, con respecto a las matemáticas destacamos el trabajo de Costa (2010), Valente 
(2010), Barros (2012), Almeida (2013), Esteves (2013).

Este trabajo se centrará en la caracterización de la formación de maestros monito-
res de Telescuela en su perfil pedagógico, en su proceso de formación desde el principio 
de su carrera y en las actividades de formación que fueron ofertadas por el Ministerio 
de Educación sobre su carrera, en particular con respecto a las matemáticas. Con este 
fin se realizó un trabajo de búsqueda documental, complementado con entrevistas al 
Orientador Pedagógico Bernardino Gonçalves Sobral, inspector, ahora retirado que tra-
bajó de forma continua en este tipo de enseñanza como maestro y como Orientador pe-
dagógico durante más de 20 años, lo que nos permitió conocer este tipo de enseñanza , 
adquiriendo conocimientos reales; de hecho, proporciona un estudio objetivo desde su 
creación a los cambios y transformaciones que ha sufrido, particularmente en el nivel 
técnico y pedagógico.

2.  METODOLOGÍA DE INVESTIGACIÓN

En este trabajo de investigación, los pasos de nuestro plan de trabajo siguieron la me-
todología de la investigación histórica. El método histórico consta de cuatro etapas: heu-
rística, la crítica, la hermenéutica y la exposición (Ruiz Berrio, 1997).

En el tratamiento de fuentes impresas (documentos) y escritos a mano (notas del 
Orientador Pedagógico Bernardino Sobral) se hizo una lectura, análisis y selección crí-
tica en el sentido de la identidad de quién las produjo, con qué intención y cuales fueron 
los criterios de selección de estos para la investigación. Además de estas fuentes de re-
ferencia, se utilizó una fuente oral complementaria, entrevistas informales al Orientador 
Pedagógico Bernardino Gonçalves Sobral.

Las entrevistas permitieron confirmar lo que encontramos en documentos de otro 
tipo, tales como las experiencias personales, información sobre documentos escritos y / 
orales (Alberti, 2005, pp. 22-23).
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Para Almeida (2013) y citando a Camargo (1989) “la historia oral puede considerarse 
una fuente legítima, ya que no induce más errores que otras fuentes documentales e his-
tóricas. La historia oral tiene el mérito de introducir al investigador en la construcción 
de la propia historia, lo que permite una evaluación constante del documento durante su 
construcción” (pp. 13-14).

En nuestro estudio hemos optado por entrevistas no estructuradas propias de los estu-
dios históricos (Bogdan & Bilken,1994), es decir, conversaciones informales con Orien-
tador Pedagógico Bernardino Gonçalves Sobral.

En nuestra investigación, hemos localizado las anotaciones originales, escritas a 
mano y impresas, folletos y también copias de otros documentos que formaban parte del 
archivo personal del Orientador Pedagógico Bernardino Gonçalves Sobral, que contie-
nen fuentes primarias y secundarias, según McCulloch (2004).

3.  LA ENSEÑANZA TELESCUELA

El Ministro de Educación Galvão Teles creía profundamente en el papel que los me-
dios de comunicación pueden desempeñar en el aprendizaje, llevar la educación obliga-
toria a más personas, con un gasto mínimo y rápidamente.

Para obtener beneficios económicos de los medios audiovisuales, como auxiliar fue 
creado en el Ministerio de Educación Nacional, el Instituto de Medios Audiovisuales de 
Enseñanza cuyo principal objetivo era «promover la difusión de la enseñanza, que con-
tribuye de forma simultánea a aumentar el nivel cultural de la población” (Decreto Ley 
Nº 46135, de 31 de diciembre de 1964).

Con la creación de este Instituto y la promulgación del Decreto Ley Nº 46136, di-
ciembre de 1964, el Ministro de Educación Galvão Teles implementa una enseñanza a 
través de cursos de radiodifusión y televisión escolar - Telescuela.

Pronto la Telescuela se convirtió en la escuela más difundida en el país, ya que per-
mitía la posibilidad de que toda la población asistiera a estos programas, proporcionando 
así un aumento en el nivel cultural de los portugueses, cumpliendo uno de los objetivos 
recomendados por el Ministerio de Educación.

Se crea así una posibilidad, hasta ese momento inexistente, para reducir al mínimo la 
diferencia entre la escolarización de las zonas rurales y urbanas. El programa fue equiva-
lente al ciclo de la educación técnica preparatoria, con la integración de la disciplina de 
francés, lo que permitió la continuación de estudios.

Segundo Santos (2003) señala que en 1974 la Telescuela funcionaba de forma conso-
lidada llegando la O.C.D.E., en 1976, a elogiar este tipo de enseñanza, tanto por la cali-
dad como por los niveles de éxito que presentaba.

Este tipo de enseñanza se destinaba al 5º y 6º grado de escolaridad, las clases funcio-
naban normalmente en estabelecimientos de Educación primaria, después del término de 
estas y los maestros eran mayoritariamente oriundos, también del mismo ciclo.

Después de varias orientaciones y variantes de actuación, la Telescuela cambió de 
nombre por tres veces hasta su extinción: Curso Unificado da Telescuela de 1965 a 1968; 
Ciclo Preparatorio TV de 1968 a 1990 y Enseñanza Básica Mediatizada de 1991 a 2006.
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En 1980, podía considerarse que la Telescuela funcionaba de forma sólida y las emi-
siones pasaron a ser emitidas en color. Entre el archivo personal del Orientador Peda-
gógico Bernardino Gonçalves Sobral encontramos un documento, datado del 1980 que 
resalta la preocupación de la existencia o no de alternativa a la Enseñanza Telescuela.

La década de los ochenta marcó el comienzo de la decadencia de la enseñanza Teles-
cuela debido a las divergentes corrientes de pensamiento. Hubo quienes frente a las difi-
cultades económicas y el aislamiento de algunos estudiantes, defendieron la continuidad 
de este programa de educación alternativa. Por otro lado, también hubo quienes pusie-
ron en duda la pertinencia de la Telescuela, tanto en lo referente a la calidad de la edu-
cación, nivel de exigencia y preparación, como a la creación de una red de transporte 
gratuito que permitiera a los estudiantes más aislados, y / o desfavorecidos tener acceso 
al sistema de educación regular. En este contexto, por orden ministerial, se instituyó un 
grupo de Evaluación Telescuela.

También los tutores se dividieron en opiniones. El libre acceso a la red de transporte 
provocó que muchos padres / tutores aceptaran que los estudiantes viajaran para asistir a 
las clases en la enseñanza regular. Sin embargo, hubo aquellos que por necesidad econó-
mica o necesidad de mano de obra libre para el trabajo agrícola, se manifestaron contra 
la extinción de Telescuela, ya que el tiempo de viaje y la espera para el transporte fueron 
(a los ojos de padres / tutores) vistos como una pérdida de tiempo.

Además de todo lo anterior, todavía había resistencia por parte de un gran número 
de familias y / o tutores, debido a las grandes contingencias más allá de los viajes de sus 
estudiantes, también la incorporación de los maestros demasiado tardía y factores eco-
nómicos, a pesar de los alumnos tenían transporte gratuito garantizado. Los cambios en 
la forma en que los estudiantes podían continuar sus estudios han dado lugar a una des-
igualdad social marcada por una tasa de fracaso y un gran abandono escolar.

A pesar de que durante el año escolar 2001/2002 hubo cerca de 5.200 estudiantes 
matriculados en EBM, con una tasa de éxito de alrededor del noventa por ciento, la ex-
tinción de los Puestos de Telescuela continuaron siendo una realidad. En el año escolar 
2001/2002, mediante Orden conjunta Nº 598/2001 de 10 de julio, comienza la extinción 
gradual de la EBM y el año escolar 2005/2006 el EBM estaría totalmente extinguido.

4.  FUNCIONAMIENTO DE LA TELESCUELA Y AGENTES DE ENSEÑANZA

Era la Telescuela la que establecía las condiciones mínimas específicas para que un 
espacio pudiera ser adoptado como puesto de recepción y las horas de trabajo semana-
les. Los puestos de recepción, al inicio, fueron instalados en las escuelas primarias que 
operaban en un sistema de división horaria (por la mañana clases de primaria e por la 
tarde clases de Telescuela) o bien en locales prestados por las autoridades locales (San-
tos, 2003). A finales de los años sesenta y principios de los setenta, las emisiones de Te-
lescuela llegaron a San Tomé y Príncipe y, algún tiempo después, a la isla de Madeira y 
las Azores.

Desde Lisboa y Vila Nova de Gaia se hacían las actividades de producción y coordi-
nación de todos los materiales y desde Vila Nova de Gaia se llevaba a cabo el control de 
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las transmisiones televisivas. Por decreto, el Ministro de Educación Galvão Teles, reguló 
los cursos que podían ser impartidos en Telescuela.

Esta enseñanza era impartida por un profesor oficial apoyado por directores para los 
distintos cursos. Preparaban todos los materiales necesarios para que los Profesores Mo-
nitores acompañaran a los estudiantes en los Puestos de Recepción. Los Orientadores 
pedagógicos / Inspectores hacían de puente entre los Profesores Transmisores que prepa-
raban los materiales para los Profesores Monitores.

Los estudiantes siempre estaban acompañados en el salón de clases por ese profesor 
monitor, que era responsable de hacer de puente entre el profesor transmisor y los estu-
diantes, durante el programa que duraba aproximadamente entre veinte y veinticinco mi-
nutos. Durante la emisión, los estudiantes podían interactuar con el profesor transmisor 
como si estuviese presente en la clase.

Los Profesores Presentadores debían usar un discurso oral y escrito coherente para 
todas las materias y el nivel de exigencia en la evaluación debía ser consensuada, para 
que este tipo de enseñanza fuera lo más justo posible, a nivel nacional. Se justifica, por 
lo tanto, un plan de estudio y un programa de las diversas disciplinas de carácter unitario 
(Preámbulo del Decreto-Ley N ° 47480 de 2 de enero de 1967).

Se llegó a comprobar más tarde que las clases transmitidas por televisión permitían 
a los estudiantes un aprendizaje diferenciador, a su propio ritmo, lo que les permitía una 
satisfacción y bienestar en el aula. Las técnicas de transmisión televisiva motivaban y es-
timulaban el aprendizaje de los estudiantes, sin embargo, eran reducidas con respecto al 
nivel de actividad física, aunque se considera que estimulaban la comprensión y la ima-
ginación (Gomes1,1967).

Este tipo de enseñanza, mientras estuvo en vigor, , fue adaptándose a los avances tec-
nológicos innovando metodologías de enseñanza, tratando de sacar provecho de ellas. 
En 1975 la sede se trasladó sus instalaciones y R.T.P. sólo se utilizaba para la difusión 
de programas. En el año académico 1988/89 las emisiones en directo fueron sustituidas 
por las cintas de vídeo, esta enmienda se consideró una innovación en el sistema por-
tugués (Santos, (2003), Barros (2012)). Se consolidó en una época en la que las clases 
fueron preparadas con antelación en vídeo y se introdujeron nuevas estrategias de ense-
ñanza, especialmente en Matemáticas, que dieron los primeros pasos en el uso de calcu-
ladoras en el aula.

5.  LOS MATERIALES UTILIZADOS EN LA TELESCUELA

Según Barros (2012) todos los materiales utilizados en la Telescuela fueron desa-
rrollados por equipos multidisciplinares que luego hacían llegar a los Profesores Moni-
tores. Al comienzo de la implementación del sistema, los materiales eran fichas sueltas 
simples. Estas eran consideradas de buena calidad y eran enviadas a los Puestos de re-
cepción, mensualmente. Estaban equipados con todos los materiales necesarios para la 

1.  Ejerció el cargo de Director de la Telescola a partir de 1965. Hasta el 25 de abril ejerció el cargo de Di-
rector General del Ministerio de Esducación y continuó, por la voluntad de los trabajadores. Ejerció sus fun-
ciones durante dos legislaturad, además de ser Inspector General de Educación.
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enseñanza y si había algo dañado, inmediatamente era sustituido. En cada sesión, todos 
los días, dicha hoja era distribuida por el Monitor y el estudiante al final de la sesión la 
dejaba archivada en el dosier. Las hojas estaban en blanco y negro, sin fotos. Hay que 
tener en cuenta que muchos Profesores Monitores se preocupaban en crear algunos ma-
teriales, en particular manipulativos, con el propósito de que el estudiante comprendiera 
mejor lo que sería transmitido durante la sesión. En algunas disciplinas los estudian-
tes no manipulaban materiales, pero las experiencias presentadas en las emisiones eran 
detalladas, apelativas y podían captar su atención, como por ejemplo en el caso de la 
geometría.

Según Almeida (2013) y citando António Augusto Lopes la colección de sólidos 
geométricos incluía modelos de papel y modelos de alambre, cada estudiante debía cons-
truir su propia colección. Si no era posible, el Puesto de Recepción debía tener al menos 
una colección de modelos suficientes para que cada estudiante pudiera en cualquier mo-
mento. Las colecciones de figuras planas estaban realizadas en cartón fuerte o plástico 
laminado, incluidos varios ejemplos de formas geométricas comunes (polígonos y cír-
culo) de diversas dimensiones. (IMAVE, 1965, p.85). En algunos Puestos de Recepción, 
los Profesores Monitores, en la enseñanza de la geometría, construyeron con sus estu-
diantes sólidos geométricos.

Barros (2012) establece que, al final de los años sesenta, la Telescuela lanzó los pri-
meros libros de texto, sustituyendo las fichas de trabajo. Estos libros de texto se edita-
ron en blanco y negro, con pocas imágenes y poco formales, tal vez, para que pudieran 
ser vendidos a precios más asequibles, aunque muchos estudiantes los adquirieran 
gratuitamente.

En los servicios centrales, los equipos técnicos y pedagógicos trabajaban juntos en la 
producción y ejecución de los recursos didácticos, así como en las grabaciones necesa-
rias para la concepción de los mismos, por eso eran responsables del desarrollo, la pro-
ducción y presentación de todos los materiales de apoyo del sistema de visualización y 
ofrecieron su imagen en la televisión para explicar el contenido. Además, les competía 
también preparar material específico como la planificación de lecciones, directrices cien-
tíficas y sugerencias pedagógicas, que eran publicadas con antelación en los folletos, Bo-
letines de Profesores Monitores.

Les competía también hacer las pruebas de evaluación. Durante cada año escolar 
se elaboraron seis pruebas de evaluación de preguntas de elección múltiple (O.C.D.E., 
1977). Estos equipos pedagógicos evaluaban los resultados obtenidos en las diversas dis-
ciplinas, los analizaban y trataban de encontrar justificaciones para obtener buenos resul-
tados. Proponían soluciones para mejorar el aprendizaje del estudiante.

Los Orientadores / Inspectores pedagógicos eran el enlace entre los equipos educa-
tivos y monitores. Su objetivo era controlar todas las actividades, orientar y asesorar a 
los Profesores Monitores (Vieira, 2014). Su actividad se amplía además, a establecer 
contactos con las autoridades locales a nivel de parroquia y Ayuntamientos con el fin de 
satisfacer todo tipo de escasez, que pudiera poner en peligro el cumplimiento de funcio-
namiento /rendimiento escolar.
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6. LA DISCIPLINA DE MATEMÁTICAS EN LA TELESCUELA

Aunque los programas de disciplinas de la Telescuela fueron diseñados para que fue-
ran semejantes a los del ciclo inicial de la Escuela Técnica, no fue así en el caso de las 
matemáticas. Fue la Telescuela la que introdujo la matemática moderna, ya que en Por-
tugal, en los años sesenta, se estaban iniciando las experiencias curriculares y uno de los 
miembros de la Comisión de Estudio sobre Modernización de la Enseñanza de la Ma-
temática fue el profesor Antonio Augusto Lopes, Profesor Presentador de la Enseñanza 
Telescuela.

En los boletines de Orientación de Monitores del IMAVE, distribuidos trimestral-
mente cada año escolar, podemos encontrar los objetivos de la disciplina de las matemá-
ticas, bibliografía, notas e información científica.

La matemática moderna llega a Portugal en 1963 con el nombramiento por el go-
bierno de una Comisión de Estudio para la Modernización de la Enseñanza Matemática 
de revisión del programa de último ciclo de la enseñanza secundaria y presidido por Se-
bastião e Silva (Almeida, 2013).

Cabe señalar que José Sebastião e Silva contribuyó a una profunda renovación en los 
programas que llevaba a nuevas pedagogías. Tuvo siempre como objetivo principal fo-
mentar el gusto por la investigación, la profundización de los conocimientos científicos, 
y el estudio de la historia del pensamiento matemático. Utilizó el llamado método heu-
rístico, recorriendo de lo particular a lo general, de lo concreto a lo abstracto, para lograr 
un resultado preciso con las definiciones y las demostraciones lógicas.

También contribuyeron los profesores António Augusto Lopes y António de Almeida 
Costa, ambos profesores, presentadores en la Enseñanza Telescuela, para la introducción 
de la Matemática Moderna en ese tipo de enseñanza que se consideró una innovación en 
Portugal, ya que ambos integraban este movimiento y eran colaboradores de Sebastião 
e Silva. Además, presentaban semanalmente una clase sobre la Matemática Moderna y 
también otros programas en directo a través de TV. Estos programas de televisión, más 
que la difusión de la disciplina, se dirigieron a los profesores en formación de matemáti-
cas, afirmado por ellos mismos y citadas por Esteves (2013).

La Matemática Moderna se implementó por primera vez en los programas de Ense-
ñanza Telescuela siendo considerado una innovación en Portugal. Entre las disciplinas 
que se impartían en la Telescuela era, tal vez, la que exigía por parte del Profesor Monitor 
más atención en la exploración de contenidos. Entre el archivo personal del Orientador 
Pedagógico Profesor Bernardino Gonçalves Sobral, en sus notas personales manuscri-
tas, se expresa su preocupación con respecto a las dificultades presentadas por los alum-
nos a la disciplina de Matemáticas (Vieira, 2014).

Casi todos los textos usados en las clases de matemáticas llevan un esquema estruc-
tural bien diseñado: resumen, esquema descriptivo, con el guión televisivo, indicaciones 
metodológicas para la explotación de los contenidos y en algunas ocasiones se incluyen 
ejercicios prácticos.

António Augusto Lopes, según Almeida (2013), afirma que el programa de matemáti-
cas se define por la secuencia lógica de materias, y que, a pesar de utilizar los contenidos 
del programa del Ciclo Preparatorio de Telescuela, hay un ordenamiento nuevo, inte-
grando contenidos de la teoría de conjuntos. Por lo tanto, hay un entendimiento de que las 



27

Las Matemáticas en la Telescuela de Portugal: Formación del profesorado y contribución…
Ana Maria Vieira y Ana Santiago

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 19-32, ISSN: 2340-714X  

unidades de programa pueden ser los mismos, pero tratados de una manera diferente y en 
este sentido, se trata de un nuevo programa, sin embargo, esto no se admite oficialmente 
por escrito. Se considera que el papel del Profesor Monitor es esencial para el aprendizaje 
y es el responsable de asegurar el pleno desarrollo de la actividad del estudiante.

Se entendía que la enseñanza de las matemáticas debe permitir que el estudiante 
pueda entenderlas y utilizarlas no sólo en la escuela, sino en la vida profesional y en la 
promoción del desarrollo científico y tecnológico.

Localizamos entre el archivo personal del Orientador Pedagógico Profesor Bernar-
dino Gonçalves Sobral, documentos dirigidos a todas las disciplinas, en relación con la 
disciplina de matemáticas encontramos el documento “Bases para una metodología ade-
cuada” y textos de apoyo que lo acompañan, por ejemplo un extracto de “Matemáticas 
en la leyenda y en la historia” de Malba Tahan y consideraciones “ ¿Cómo hacer mate-
máticas antes de los 11 años si la matemática es un pensamiento abstracto?” y conside-
raciones sobre el “Método didáctico” con las etapas/razonamientos: “Estadio sensorio 
motor”, “Estadio preoperatorio”, “Estadio operatorio concreto”, “Estadio operatorio for-
mal”, “razonamiento operatorio-concreto” y “razonamiento operatorio-formal” y, ade-
más, una de las páginas de los derechos de los estudiantes “Declaración de Matemáticas”:

7.  FORMACIÓN DE PROFESORES MONITORES

El Profesor Monitor, independientemente del uso de la televisión como herramienta 
de enseñanza, adaptaba su plan de clase para satisfacer la naturaleza cognitiva, emocio-
nal y / o psicomotoras de sus estudiantes, para proporcionarles un buen aprendizaje.

Fig. 1 - Declaración de los derechos del alumno de Matemáticas
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De la lectura hecha a los documentos del Orientador Pedagógico Profesor Bernardino 
Gonçalves Sobral, en particular, los folletos “ Orientación de Profesores Monitores”, 
por ejemplo, una de octubre de 1978, vemos la preocupación existente de que la función 
del Profesor Monitor no sólo se resuma a un vehículo intermedio entre el conocimiento 
transmitido por la televisión y el estudiante; además, el profesor, realizar funciones de 
educador y buscar la cooperación de la familia, de los padres, con el fin de mejorar la 
educación / formación integral del estudiante. En conclusión, el profesor monitor tiene 
un papel diferente pero nunca pasiva y / o ausente.

7.1.  Orientación de Profesores Monitores

La Enseñanza Telescuela tuvo como principal preocupación que los contenidos del 
programa fueran muy similares a la escuela regular que se impartía en los centros de po-
blación no rurales. Un Profesor Monitor para contestar a las preguntas de sus estudiantes 
de cualquier contenido del programa transmitido ya sea a través de Televisa y / o vídeo, 
exigía, de su parte una formación/preparación muy completa por lo que la Enseñanza Te-
lescuela no descuidó la formación de los monitores de maestros Profesores Monitores.

Según Vieira (2014), al inicio del año escolar se distribuía a los Profesores Monito-
res guías de trabajo, resúmenes pedagógicos, con la preocupación y la prioridad de abor-
dar los aspectos para los que se pensaba que los Profesores Monitores estarían menos 
dispuestos o capaces. En este tipo de formación les era aconsejado algunas referencias 
como complemento. El Orientador Pedagógico Profesor Bernardino Gonçalves Sobral 
afirma que:

(...)No había ningún tipo de enseñanza que acompañara el profesor como este. El profesor 
era supervisando por el lado positivo. Era ayudado, se iba a la escuela no para vigiar el pro-
fesor. Si el profesor decía que no tenía ninguna duda, se le preguntaba: ha leído su Boletín de 
Orientación? En cuanto al programa, hay que pensar en la forma de abordar este o aquel con-
tenido (...) siempre una perspectiva de guía, sensibilización (…)

También Costa (2010) y Almeida y Matos (2010) son de opinion que la Telescuela 
proporcionaba a los Profesores Monitores sesiones de formación de preparación pedagó-
gica y didáctica impartidas por los profesores de las materias respectivas en el curso de 
preparación para el año escolar.

Con el fin de superar algunas lagunas, tanto en el nivel científico / educativo o nivel 
técnico / administrativo que los Profesores Monitores podían encontrar en su práctica 
docente, eran proporcionadas emisiones de televisión como aclaración. Estas lecciones 
eran generales, o sobre una disciplina específica, que se procesa en dos etapas: progra-
mas diarios, generalmente relacionadas con dos tipos de materias, durante los quince 
días anteriores al inicio del año escolar; hasta el final del año escolar, sólo se emitieron 
dos programas semanales para el primer año (uno por televisión y uno por radio), y un 
programa de televisión semanal para el segundo año.

Desde 1967/1968, este tipo de entrenamiento pasó a tener una duración de una se-
mana, con seis horas al día al inicio del año escolar para que los Profesores Monitores se 
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sintieran cómodos pedagógica y científicamente. Las emisiones de “Orientación de Pro-
fesores Monitores” constituían en sí, una tutoría didáctica para la aclaración de dudas y 
/ o procesos de razonamiento para evitar problemas en las sesiones con los estudiantes 
en el aula.

El Instituto de Tecnología Educativa enviaba a los Puestos de Recepción de los Profe-
sores Monitores a lo largo del año escolar, los documentos de orientación y procedimien-
tos, no sólo de naturaleza pedagógica, sino también administrativa, que debían cumplir.

Según Vieira (2014), los Profesores Monitores eran durante el año escolar supervisa-
dos por los Orientadores Pedagógicos y de acuerdo con el Orientador Pedagógico Profe-
sor Bernardino Gonçalves Sobral:

Cualquier profesor que ejercía en esta vía educativa fue objeto de una evaluación conti-
nua de su desempeño. De esta evaluación dependía su reelección o no a continuar con la en-
señanza. Hubo muchas situaciones de no renovación. La no renovación estaba vinculada a la 
falta de adaptación a esta vía de enseñanza y al perfil singularizado de la Enseñanza Telescuela 
que era guiada por la competencia científica, junto con su capacidad y disponibilidad activa.

7.2.  La Formación de Profesores Monitores con base en el archivo personal del 
Orientador Pedagógico Profesor Bernardino Gonçalves Sobral

Paralelamente a la lucha contra la analfabetismo de la población general, era necesa-
rio que el Ministerio de Educación se dotase de un cuerpo docente preparado para este 
tipo de educación. De este modo se formaron grupos de profesores que se llamaban equi-
pos pedagógicos basados en Vila Nova de Gaia y Lisboa, que tuvo como uno de sus ob-
jetivos, apoyar a los Profesores Monitores, en su mayoría fueron profesores de la escuela 
primaria, que en las zonas rurales estarían en clase con los estudiantes.

Como se ha mencionado, nos fijamos en el archivo personal del Orientador Peda-
gógico Profesor Bernardino Sobral, con el fin de profundizar en la caracterización de 
la formación de Profesores Monitores. En este encontramos una serie de documentos 
relativos a la formación de Profesores Monitores, la correspondencia oficial (circular), 
documentos manuscritos personales, textos de apoyo a las acciones de formación, bo-
letines informativos anuales y trimestrales de orientación para los Profesores Monito-
res (Vieira, 2014).

La circular con respecto a la formación de Profesores Monitores del inicio del curso 
escolar 1987/1988, de 28 de agosto de 1987, estaba acompañada de tres documentos: ca-
lendarización, textos de apoyo para los temas que debían abordarse y temas de reflexión. 
Las actividades propuestas constituían un conjunto seleccionado y muy bien organizado 
de sugerencias para que los Profesores Monitores las pudieran utilizar en sus planes de 
clase con el fin de conocer mejor a sus estudiantes en cuanto a su comportamiento y el 
conocimiento.

En este tipo de acción formativa los Profesores Monitores recibían textos de apoyo, 
complementados con actividades que permitían comprender mejor al estudiante princi-
palmente, dentro de la evaluación de diagnóstico. Sugerían algunos juegos, con el fin de 
mirar a los estudiantes en las siguientes áreas: desinhibición; socialización, capacidad 
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de atención; capacidad de memorización; reacción a los estímulos: visuales y auditivos 
(Vieira, 2014).

También de acuerdo con Vieira (2014), en algunas reuniones entre los Equipos Edu-
cativos y Orientadores Pedagógicos, con objetivo de preparar el próximo año escolar 
eran programadas las sesiones de formación tal como figura en las notas personales de 
Orientador Pedagógico. Estas sesiones de formación se llevan a cabo, durante al menos 
tres días, cada día estaba destinado a un grupo de disciplinas. Por ejemplo, el 13 de sep-
tiembre de 1989, estaba dirigida a la disciplina de las matemáticas y otra.

Nota: Va a seguir habiendo actividades presenciales para Profesores Monitores:
6-7/11 – letras
8-9/11 – ciencias
13/9/89 – Matemáticas – el problema en la Matemática

Las notas tomadas de otra reunión en la que el Orientador Pedagógico Profesor Ber-
nardino Gonçalves Sobral estaba presente se trataban las metodologías para cada una de 
las disciplinas, incluyendo la disciplina de las matemáticas:

Nota: en general a los estudiantes no les gusta esta disciplina – razones diversas contribu-
yen a eso.- Por lo tanto el Profesor Monitor tiene que motivar fuertemente la frecuencia puesto 
que las matemáticas se utilizan por los ciudadanos en el día a día.

Nota: La situación de los alumnos que aprobaban en el 1er ciclo con deficiencias graves 
de aprendizaje debe ser remediada en cuanto sea posible, utilizando el tiempo académico de 
apoyo u otras al alcance del profesor.

Nota: Los profesores deben leer cuidadosamente los contenidos del manual y los objetivos 
establecidos en el mismo - ya sea el libro del profesor o el libro de disciplina.

Nota: La programación de 5º y 6º año no se puede cambiar porque es el resultado de una 
orientación superior .

En la parte posterior de la nota se hace referencia a la preocupación del uso de la cal-
culadora como instrumento de trabajo, excepto en la resolución de ejercicios escritos y 
pruebas de evaluación. La preocupación por la aprendizaje de alumno y los planes del 
Profesor Monitor se pone de relieve en estas notas. Además, el Profesor Monitor debía 
definir las estrategias de motivación para que los estudiantes vieran las matemáticas de 
una manera diferente.

Por fin, destacamos que también identificamos en el mismo archivo personal algu-
nos libros: Boletines de Información para Profesores Monitores, Boletín de Orientación 
de Profesores Monitores, Apoyo Científico a los Profesores Monitores, Guías de Trabajo 
y Guía Administrativo. Estos no serán analizados en este texto una vez que están fuera 
de su ámbito.

CONCLUSIÓN

Era el propósito de este trabajo de investigación lograr aclarar qué tipo de formación 
proporcionaba el Ministerio de Educación a los Profesores Monitores de la Enseñanza 
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Telescuela a lo largo de todo el año escolar y poder situarlo dentro de la historia de la en-
señanza de la matemática.

A principios de este tipo de enseñanza los Profesores Monitores estaban sujetos a un 
programa de televisión al día de treinta minutos en el que se les dio información educa-
tiva, técnica y didáctica. Durante el período de nuestro estudio se evidencia que encon-
tramos documentación de las actividades de formación de la que hemos retirado que al 
comienzo de cada año escolar había acciones de formación general y formación espe-
cífica de cada una de las disciplinas. Esta formación fue impulsada por un profesor que 
pertenecía a los equipos pedagógicos. Las actividades se preparaban minuciosamente 
para que el Profesor Monitor no tuviera ninguna duda de cualquier nivel.

Al mismo tiempo se distribuyeron diversas actividades en el ámbito de cada disci-
plina para desarrollar con los estudiantes mientras el profesor monitor estaba en periodo 
de formación.

La evaluación de los estudiantes en Matemáticas fueron temas privilegiados en las 
sesiones de formación, sin embargo, también se observó para las otras disciplinas, más 
en particular con respecto a la lengua materna.

Fueron distribuidos a los Profesores Monitores, al año y al trimestre, documentación 
encuadernada y/o conjunto de hojas que contenían información muy precisa de institu-
ciones educativas, científicas, administrativas y sociabilidad, más allá de los planes de 
estudio y los respectivos resúmenes.

Los planes de clase obedecían instrucciones detalladas sobre cómo explorar las con-
tenidos durante la clase después de la transmisión. Acompañando a estos boletines de 
apoyo los monitores, boletines de información y Boletines de Apoyo Administrativo, 
había también un Boletín de apoyo científico para Profesores Monitores para cada una 
de las disciplinas.

Este trabajo también fue muy importante porque nos permite profundizar en el cono-
cimiento de formación de los Profesores Monitores y desarrollar/mejorar las capacida-
des de búsqueda, selección, organización e información.
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RESUMEN: Este trabajo presenta un estudio sobre las actitudes hacia las matemáticas 
y su enseñanza que poseen los estudiantes de primer curso del grado de Educación Pri-
maria de la Universidad de Córdoba. Para ello, se ha utilizado un cuestionario abierto 
que se ha pasado a 53 estudiantes de primer curso de la Universidad de Córdoba. Se 
ha encontrado que todos los estudiantes valoran en mayor o menos medida la utilidad 
de las matemáticas centrándose fundamentalmente en su aplicación a la vida cotidiana. 
Pese a ello algunos no están interesados en impartir esta asignatura en su futuro como 
docentes, no conocen qué conocimientos deben poseerse para impartirla y sin embargo 
son plenamente conscientes de algunos de los diferentes obstáculos a los que se enfrenta 
un maestro de matemáticos.
PALABRAS CLAVE: ACTITUDES, FORMACIÓN DEL PROFESORADO, GRADO 
DE EDUCACIÓN PRIMARIA, MATEMÁTICAS.

Attitudes towards mathematics of teachers in 
training: a vision about their future as teachers

Abstract: This paper presents a study about the attitudes towards mathematics and its 
teaching which students who are in the first year of the degree in Primary Education 
from the University of Cordoba have. For this, it has been used an open test which was 
carried out by 53 first-year students of this university. The results of this research showed 
that these students value the usefulness of mathematics, although some of them consider 
it more relevant than others. Moreover, they focus mainly on its application to every-
day life. Despite this, some of them are not interested in teaching this subject in their fu-
ture career and they do not know what knowledge they need to have to be able to teach 
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it. However, they are fully aware of some of the different obstacles that a mathematics 
teacher has to face.
Keywords: Attitudes, teacher training, Degree in Primary Education, mathematics,

INTRODUCCIÓN

La Ley Orgánica 2/2006 de Educación en su artículo 93 afirma que para impartir las 
enseñanzas de educación primaria es necesario tener el título de Maestro de educación 
primaria o el título de Grado equivalente. Esto indica que un elevado número de los es-
tudiantes del Grado de Educación Primaria encaminan su futuro laboral a la docencia en 
este nivel, por ello es relevante que adquieran no solo los conocimientos necesarios para 
ejercer su futura labor docente sino también que sean capaces de adoptar actitudes ade-
cuadas ante determinadas asignaturas o contenidos, ya que éstas pueden influir en su ma-
nera de impartir clases (Madrid, León-Mantero y Maz-Machado, 2015).

Durante las últimas décadas se ha extendido la preocupación por la calidad y la can-
tidad de matemáticas que se enseñan a las nuevas generaciones, pero también por los fu-
turos profesores de matemáticas, considerando no sólo cómo impartirán sus clases sino 
si poseerán otras cualidades que permitan inspirar y motivar a sus alumnos (Galbraith, 
1984). Así mismo, se ha desarrollado un creciente interés hacia la formación del profe-
sorado de matemáticas, debido, entre distintas razones, al fracaso escolar, a la conse-
cuente insatisfacción de muchos profesores y a las diferentes reformas curriculares, que 
exigen al profesorado una labor de continuo reciclaje en ciertas materias (Estrada, Bata-
nero y Fortuny, 2004).

Las actitudes son un fenómeno de difícil definición ya que no se trata de entidades 
observables si no de concepciones teóricas que se infieren de comportamientos externos 
(Estrada, 2007). Ente las diversas definiciones existentes de actitud; Gil, Blanco y Gue-
rrero (2005) consideran la actitud hacia las matemáticas o la estadística como la pre-
disposición de los estudiantes a actuar de manera positiva o negativa respecto a ellas, 
lo cual determina su intención e influye en su comportamiento ante la asignatura. Aná-
logamente, McLeod y Ortega (1993) consideran que se refiere a las respuestas de los 
estudiantes, que impliquen sentimientos tanto positivos como negativos y que sean rela-
tivamente invariables. Hidalgo, Maroto y Palacios (2004) definen las actitudes hacia las 
Matemáticas como la valoración y el aprecio de esta disciplina y el interés por esta mate-
ria y por su aprendizaje, y subrayan más la componente afectiva que la cognitiva, la cual 
se manifiesta en términos de interés, satisfacción, curiosidad, valoración, etc.

Estrada (2007) considera que las actitudes hacia una materia de estudio son bastante 
estables, de distinta intensidad y se expresan de forma positiva o negativa (agrado/desa-
grado, gusto/disgusto). Además, estas actitudes pueden también representar sentimientos 
vinculados a cuestiones externas a la materia (profesor, actividad, libro, etc.).

Durante las últimas décadas, el análisis de las actitudes hacia las matemáticas y la es-
tadística de los futuros maestros y profesores es una línea de investigación ampliamente 
estudiada tanto a nivel nacional como internacional.

Existen diversos estudios relacionados con las actitudes de los futuros maestros y pro-
fesores, por ejemplo de estudiantes de matemáticas y futuros profesores de matemáticas 
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de Educación Secundaria (Camacho, Socas y Hernández, 1998); de estudiantes para 
maestro de Educación Primaria (Estrada, 2007; Fernández y Aguirre, 2010; Galbraith, 
1984; Nortes y Martínez, 1992), o la comparación entre la actitud hacia la estadística de 
profesores en formación y en ejercicio (Estrada, Batanero y Fortuny, 2004).

El Real Decreto 126/2014 por el que se establece el currículo básico de la Educación 
Primaria incluye entre las áreas del bloque de asignaturas troncales en cada uno de los 
cursos de la Educación Primaria las Matemáticas y entre las competencias del currículo 
la competencia matemática, por tanto muchos de estos futuros maestros en formación, 
pueden encontrarse en un futuro impartiendo esta asignatura o realizando actividades 
para favorecer el desarrollo de esta competencia junto con el resto.

Esto se corrobora en la Ley Orgánica 2/2006 de Educación que expone que la educa-
ción primaria será impartida por maestros, que tendrán competencia en todas las áreas de 
este nivel. Por eso, el objetivo de este estudio es analizar las actitudes de los maestros en 
formación hacia las matemáticas y hacia su papel en la enseñanza de estas.

METODOLOGÍA

Este estudio es exploratorio y descriptivo. Para el estudio fue seleccionada una mues-
tra de 53 alumnos del Grado de Educación Primaria de la Universidad de Córdoba que 
cursaban la asignatura de primer curso Matemáticas durante el año académico 2015-
2016. Está formada por 15 hombres y 38 mujeres cuyas edades oscilan entre los 18 y los 
41 años.

Se aplicó un cuestionario de nueve preguntas abiertas que se diseñó ad hoc y se va-
lidó mediante triangulación con tres expertos del área de Didáctica de la Matemática de 
la Universidad de Córdoba. Los participantes cumplimentaron el cuestionario de forma 
anónima y voluntaria, por tanto, se trata de una muestra intencional y a conveniencia, 
que refleja la población a la cual queremos destinar nuestro estudio.

La información se volcó a una base de datos y luego se realizó un análisis de con-
tenido. Se agruparon las respuestas y se categorizaron. Las preguntas tenidas en cuenta 
para este análisis fueron:

1)  ¿Consideras que las matemáticas son útiles en la Educación Primaria? Justifica tu 
respuesta.

2)  ¿Qué conocimientos se necesitan para ser profesor de matemáticas en Educación 
Primaria?

3)  ¿Te gustaría impartir matemáticas en Educación Primaria? Justifica tu respuesta.
4)  ¿Cuál consideras que es la parte más difícil a la que se enfrenta un profesor de ma-

temáticas al enseñar en Ed. Primaria?

RESULTADOS

Al preguntar si consideran las matemáticas útiles en la Educación Primaria, todos los 
futuros maestros respondieron que sí, aunque algunos especificaron que solo considera-
ban útiles las matemáticas básicas y otros incluso indicaron que no todos los conteni-
dos que se imparten lo son, poniendo entre otros ejemplos de estos las raíces cuadradas.
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Entre las justificaciones que dieron a dicha utilidad se encontraron varios motivos: 
aplicaciones a la vida real, futuro uso escolar, futuro laboral y pensamiento matemático. 
Las explicaciones dadas por los maestros en formación lo justificaban de la siguiente 
forma.

•	 Aplicaciones a la vida real: Un 83% considera las matemáticas presentes en as-
pectos cotidianos, mencionando situaciones de compras, de repartos, de ofertas, 
incluso la posibilidad de evitar estafas, y de ello deriva su utilidad en la Educa-
ción Primaria.

•	 Futuro uso escolar: El 22,65% de los maestros en formación dicen que es una 
asignatura que se cursa a lo largo de los distintos niveles escolares, por lo tanto es 
importante poseer una buena base que se obtiene en la Educación Primaria.

•	 Pensamiento matemático: El 13,2% menciona entre las utilidades de las ma-
temáticas en la Educación Primaria favorecer el desarrollo del pensamiento ma-
temático en los niños, su razonamiento lógico, su capacidad de abstracción, etc.

•	 Futuro uso laboral: El 3,8% consideran que las matemáticas pueden ser necesa-
rias en el futuro laboral de algunos alumnos y de ahí su utilidad ya desde la Edu-
cación Primaria.

Como se puede observar aunque todos consideran las matemáticas, o al menos parte 
de ellas útiles, la gran mayoría de alumnos centran la utilidad en su aplicación a la vida 
cotidiana y las operaciones elementales que se realizan en el día a día y solo un pequeño 
número de ellos consideran la importancia de otras cuestiones como el desarrollo del 
pensamiento matemático y lógico.

Esto coincide con los resultados obtenidos en otros estudios como el realizado por 
Madrid, Maz-Machado y León-Mantero (2015) a maestros en formación de Educación 
Primaria aplicando una escala de actitudes, tipo Likert, hacia las matemáticas y que va-
loraron las matemáticas como útiles.

Un aspecto que interesaba conocer es qué conocimientos consideran los futuros 
maestros en formación que se necesitan para ser profesor de matemáticas en Educación 
Primaria. Señalaron los siguientes:

•	 Conocimientos matemáticos: El 98,1% de los alumnos considera necesario po-
seer conocimientos matemáticos para poder impartir esta asignatura en primaria, 
sin embargo se encuentran diferencias con respecto al nivel que deben alcanzar 
estos conocimientos.
Algunos consideran que basta con poseer unos conocimientos matemáticos bási-
cos, otros concuerdan con esta teoría especificando que es suficiente poseer los 
mismos conocimientos que se van a impartir, es decir conocimientos matemáti-
cos a un nivel de primaria.
Sin embargo, casi la mitad de los encuestados consideran que es necesario po-
seer conocimientos matemáticos superiores a los que se van a impartir. En esta úl-
tima línea, los argumentos a favor se basan en que el profesor debe poseer soltura 
en el cálculo y comprender las razones matemáticas detrás de los contenidos que 
explica, porque solo de esta forma podrá responder correctamente a las dudas y 
dificultades del alumnado y podrá plantear cuestiones a alumnado que esté muy 
interesado en la materia y quiera saber más al respecto.
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Figura 1. Relación entre las respuestas de los alumnos.

•	 Conocimientos didácticos: En cuanto a los conocimientos didácticos si bien al-
gunos mencionan conocimientos de tipo pedagógico y psicológico la gran ma-
yoría se centra en saber cómo explicar la asignatura, conocer métodos para le 
enseñanza, recursos y materiales para el aula, etc.

•	 Actitud hacia las matemáticas: Algunos consideran que una actitud adecuada 
hacia las matemáticas es más importante que los propios conocimientos que posea 
el profesor.

•	 Trato con el alumnado: Análogamente, algunos alumnos consideran que los co-
nocimientos matemáticos y didácticos no son suficientes sino que juega una labor 
fundamental el trato adecuado con el alumnado.

Lo más destacado de sus respuestas es que pese a tratarse de futuros docentes estu-
diando una titulación centrada en los aspectos educativos y que les habilita precisamente 
para la docencia, solo un 34% considerará los conocimientos de tipo didáctico como ne-
cesarios para ser profesor de matemáticas. Esto puede deberse a que se trata de alumnos 
en su mayoría de primer curso y que por tanto no valoran aún en profundidad la impor-
tancia de los conocimientos didácticos.

La Figura 1 muestra la relación entre las respuestas de los alumnos a la pregunta ¿Qué 
conocimientos se necesitan para ser profesor de matemáticas en Educación Primaria?

En cuanto a si les gustaría impartir matemáticas en Educación Primaria el 71,7% con-
testó que sí, el 15,1 % dijeron que lo harían solo si no les quedaba otro remedio, el 11,3% 
dijo que no les gustaría y el 1,9% contestó que aún no lo sabía.

Entre las razones para el sí, destacan el gusto por la asignatura y las buenas califi-
caciones en etapas académicas previas, considerarla una asignatura básica e importante 
para la formación de los alumnos. Algunos destacaron que es una asignatura interesante, 
dinámica, entretenida, etc. y que eso abre un amplio abanico de posibilidades a la hora 
de impartirla.
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¿Te gustaría impartir matemáticas en Educación 
Primaria?

SÍ

NO

NS

Si no queda alternativa

Figura 2. Diagrama de sectores con los resultados obtenidos para el gusto por impartir la 
asignatura.

Se encuentran también entre los motivos para querer impartirla el haber tenido bue-
nas experiencias docentes previas, pero en el lado opuesto también aportaron como 
razón para el sí el haber tenido malas experiencias docentes previas que les motivan a 
ser ellos diferentes en su futuro profesional. Análogamente, aunque algunos consideran 
la asignatura complicada y difícil de impartir esto les resulta un reto a superar en su fu-
turo como docentes. Si bien destacar que pese a decir que si les gustaría, varios dejaron 
claro tener otras preferencias.

Entre los que dijeron que no o que solo si no les quedaba otro remedio la princi-
pal razón es tener otras preferencias. Algunos consideran la asignatura difícil y ade-
más difícil de impartir, otros comentaron que se sentirían inseguros explicándola por 
falta de conocimientos propios e incluso mencionaron sus malas calificaciones en la 
etapa de la educación obligatoria. Un último motivo para no impartirlas es que les pro-
ducen poco agrado.

La figura 3 muestra los tipos de razones que dieron los alumnos para contestar si o no 
a la pregunta sobre impartir clases en Educación Primaria.

Finalmente, los resultados sobre que parte consideran más difícil para un profesor de 
matemáticas muestran algunas de sus dudas e inquietudes respectos a su propia práctica 
docente, se diferencian entre las inquietudes relativas a la práctica docente de cualquier 
asignatura y las propias de las matemáticas.

Entre las propias de las matemáticas, a un 56,6% les preocupa cómo explicar los con-
tenidos matemáticos para conseguir que los alumnos los entiendan, manifestando in-
seguridades a la hora de plantear la exposición de contenidos de una forma clara y que 
evite dificultades a los alumnos. El 11, 3% considera difícil encontrar una metodología 
adecuada para explicar los distintos contenidos matemáticos.
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Figura 3. Relación entre la respuesta y la razón dada.

Incluso un 18,9% considera difícil encontrar una forma de explicar dinámica, entre-
tenida y capaz de motivar a los alumnos. Y esto coincide con otra de sus preocupaciones, 
como conseguir que aquellos alumnos que o bien no valoran la asignatura, o no están 
motivados, interesados o incluso tienen “miedo” a las matemáticas o la consideran una 
asignatura aburrida, cambien su punto de vista.

Un 37,8% afirman que se trata de una asignatura difícil y eso mismo les supone un 
reto a la hora de explicarla. Entre los contenidos que más difíciles consideran mencionan 
la geometría y la resolución de problemas. En este sentido, también manifiestan miedo 
ante la incapacidad de resolver las dudas que les planteen los alumnos por falta de cono-
cimientos matemáticos.

Finalmente, aparecen otras preocupaciones menos específicas como el no poder dar 
todo el temario establecido por la normativa legal, tratar con alumnos que tengan dificul-
tades, captar la atención de sus alumnos sobre todo en los cursos inferiores y adaptarse a 
los distintos niveles del alumnado.

En definitiva, son diversas las cuestiones que ellos consideran difíciles para un pro-
fesor de matemáticas pero destacan principalmente las dudas sobre cómo explicar esta 
asignatura de la mejor forma posible, sobre todo cuando ellos mismos no se sienten se-
guros sobre su propio conocimiento matemático.

Si se comparan los resultados obtenidos en este estudio con los obtenidos también para 
los alumnos de primer curso del grado de Educación Primaria de la Universidad de Córdoba 
(Madrid, León-Mantero, Maz-Machado, 2015), este estudio mostraba que a los alumnos las 
matemáticas les generan ansiedad, inseguridad y poco agrado. Esto coincide con las respues-
tas obtenidas en el cuestionario abierto aplicado, mostrando que a algunos alumnos sus expe-
riencias previas en sus estudios sobre matemáticas les generan inseguridad en su futuro como 
docentes y les hacen plantearse si ellos están o no capacitados para impartir la asignatura.
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CONCLUSIONES

Las matemáticas son una de las asignaturas troncales de la Educación Primaria, con-
siderando que los actuales maestros en formación pueden en un futuro ser profesores de 
educación primaria, un gran número de ellos puede en un futuro tener que impartir esta 
asignatura.

Los resultados muestran que los maestros en formación consideran en su mayoría 
únicamente las matemáticas útiles para aspectos sencillos de la vida real, dejando en ge-
neral de lado otras cuestiones. En este mismo sentido, a la hora de enseñarlas la gran ma-
yoría considera necesarios únicamente unos conocimientos matemáticos básicos y en 
menor medida conocimientos didácticos.

Si se les pregunta cuáles son para ellos las cuestiones más difíciles a las que se en-
frenta un profesor de matemáticas, plantean grandes conflictos relacionados con la difi-
cultad de la propia asignatura y sobre todo de cómo explicarla. Pese a esto a casi las tres 
cuartas partes de los encuestados les gustaría impartir matemáticas en su futuro como 
docentes.

Como línea de investigación futura, queda por plantear si al avanzar en su forma-
ción didáctica durante los siguientes cursos estas actitudes y esta visión sobre su futuro 
desempeño como docentes se modifica o permanece inalterable independientemente del 
tiempo, así como comparar los resultados con sujetos de de características similares en 
otras instituciones universitarias.
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EXPERIENCIAS

Entre matemáticas y libros

Isabel María Eugenio Tinoco
I.E.S. Jesús del Gran Poder, Dos Hermanas (Sevilla)

José Manuel Jiménez Cobano
I.E.S. Jesús del Gran Poder, Dos Hermanas (Sevilla)

RESUMEN: Muchas veces nos encontramos con alumnos que se despistan o no termi-
nan de integrarse en el aula, y en especial en la materia de matemáticas. Esto puede ser 
debido a cómo les mostramos las matemáticas desde el punto de vista académico, y casi 
siempre sin llevarlas a la vida cotidiana.
Esta experiencia que venimos desarrollando los últimos cursos, sirve para involucrar 
a todo el alumnado, independientemente del nivel académico, en la adquisición de los 
conceptos matemáticos básicos.
Además, con esta metodología pretendemos homogeneizar el grupo, y crear colabora-
ción entre todos los alumnos y alumnas.
Palabras Clave: Secundaria, Primer Ciclo, Diversidad, Inclusión.

Between mathematics and books

Abstract: Many times we find students who do not finish mislead or integrated into the 
classroom, especially in the field of mathematics. This may be because of how we show 
mathematics from the academic point of view, and almost always without putting them 
into daily life.
This experience we developed the last years, serves to engage all students, regardless of 
academic level, in the acquisition of basic mathematical concepts.
Furthermore, this methodology we intend to homogenize the group and create collabo-
ration among all students.
Keywords: Secondary, First Level, Diversity.
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1.  INTRODUCCIÓN

Queremos presentar la experiencia que está siendo realizada por los departamentos de 
Matemáticas y Orientación del I.E.S. Jesús del Gran Poder de la localidad de Dos Hermanas. 
Esta experiencia, fundamentalmente ha consistido en la inclusión periódica de la profesora 
de pedagogía terapéutica en dos grupos de matemáticas de primer curso de E.S.O., para co-
laborar con el profesor responsable de la asignatura en la adquisición de los contenidos bá-
sicos, y el refuerzo especifico de algunos alumnos, sin necesidad de salir del aula ordinaria.

El centro I.E.S. Jesús del Gran Poder tiene 15 unidades, de las cuales cinco corres-
ponden al primer curso de E.S.O. La experiencia ha sido llevada a cabo con dos grupos 
de primer curso, con 30 alumnos en cada unidad.

En cada uno de los grupos en los que se ha llevado a cabo el trabajo, existen alumnos 
con necesidades educativas especiales, entre lo que cabe destacar:

•	 TDHA.
•	 Dificultades de aprendizaje con desfase curricular:

–	 Por causas socioculturales.
–	 Déficit visual.
–	 Déficit cognitivo.

También disponemos de algunos alumnos que, sin llegar a pensar que poseen cualida-
des extraordinarias para las matemáticas, si es cierto que adquieren de forma más rápida 
los conceptos, y a los cuales, en pos de la atención a la diversidad, también debemos pre-
parar un material complementario que trabajamos individualmente.

2.  METODOLOGIA DE TRABAJO

2.1. Justificación Teórica

Las bases teóricas fundamentales están en la filosofía del “aula inclusiva” y en el de-
sarrollo de “competencias clave”.

Desde la inclusión se trata de sensibilizar al alumnado y hacer crecer en él la viven-
cia de los valores implícitos a la inclusión así como la satisfacción por vivir estos valo-
res. Trabajar con los alumnos “lemas” parecidos a los siguientes:

•	 “Todos aprendemos de todos”
•	 “Aquí cabe todo el mundo”
•	 “Tengo derecho a aprender de acuerdo con mi capacidad.”

En cuanto al desarrollo de las competencias clave nos centramos fundamentalmente en:
•	 Competencia matemática y competencias básicas en ciencia y tecnología
•	 Competencia digital
•	 Sentido de iniciativa y espíritu emprendedor
•	 Aprender a aprender
•	 Competencia en comunicación lingüística
•	 Competencias sociales y cívicas.
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Dentro de la competencia matemática en:
•	 El conocimiento y manejo de los elementos matemáticos básicos en situaciones 

reales o simuladas.
•	 Seguir procesos de pensamiento (inducción y deducción), aplicar algunos algorit-

mos de cálculo o elementos de la lógica que conduzcan a identificar la validez de 
los razonamientos y a valorar el grado de certeza asociado a los resultados deriva-
dos de los razonamientos válidos.

•	 Utilizar espontáneamente, en lo personal y en lo social, los elementos y razona-
mientos matemáticos para interpretar y producir información, para resolver pro-
blemas y para tomar decisiones.

•	 Aplicar destrezas y actitudes que permitan razonar matemáticamente y expresarse 
y comunicarse en el lenguaje matemático.

La resolución de problemas debe contribuir a introducir y aplicar los contenidos de 
forma contextualizada, a conectarlos con otras áreas de conocimiento contribuyendo a su 
afianzamiento, a la educación en valores y al desarrollo de destrezas en el ámbito lingüís-
tico, ya que previamente al planteamiento y resolución de cualquier problema se requiere 
la traducción del lenguaje verbal al matemático y, más tarde, será necesaria la expresión 
oral o escrita del procedimiento empleado en la resolución y el análisis de los resultados. 
Por todo ello resulta fundamental en todo el proceso la precisión en los lenguajes y el de-
sarrollo de competencias de expresión oral y escrita.

Según las Instrucciones de 22 de junio de 2015 por las que se establece el Proto-
colo de detección, identificación del alumnado con necesidades específicas de apoyo 
educativo y organización de la respuesta educativa, en base al punto referido a la or-
ganización de la respuesta educativa, se consideran Medidas generales de atención a 
la diversidad:

•	 Metodologías basadas en el trabajo cooperativo en grupos heterogéneos, tutoría 
entre iguales, aprendizaje por proyectos y otras que promuevan el principio de 
inclusión.

•	 Apoyo en grupos ordinarios mediante un segundo profesor o profesora dentro del 
aula para reforzar los aprendizajes instrumentales básicos del alumnado.

En cuanto al trabajo cooperativo nos unimos a estas palabras de Johnson y Johnson:

Ser capaz de realizar habilidades técnicas como leer, hablar, escuchar, escribir, calcu-
lar y resolver problemas es algo valioso pero poco útil si la persona no puede aplicar estas 
habilidades en una interacción cooperativa con las otras personas en el trabajo, en la fa-
milia y en los entornos comunitarios. La manera más lógica de enfatizar el uso del co-
nocimiento y las habilidades de los alumnos dentro de un marco cooperativo, tal como 
deberán hacer cuando sean miembros adultos de la sociedad, es dedicar mucho tiempo al 
aprendizaje de estas habilidades en relaciones cooperativas con los demás.(Johnson y Jo-
hnson, 1997, p. 62-63)



46

Entre matemáticas y libros
Isabel María Eugenio T. y José Manuel Jiménez C.

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 43-50, ISSN: 2340-714X  

2.2.  Nuestro proyecto

Partiendo de recursos accesibles por el alumnado, bien en prensa local o nacional, 
medios audiovisuales o digitales que presentan datos de actualidad y relacionados muy 
directamente con la realidad, establecemos distintas actividades transversales.

El trabajo estará organizado en grupos colaborativos heterogéneos, como explicamos en 
el apartado anterior, donde los distintos roles se irán cambiando en las distintas sesiones de 
trabajo, con idea de que todos los estudiantes puedan experimentar las distintas funciones.

Las sesiones están diseñadas para una duración de una hora, si bien, es posible que no 
todos los grupos necesiten agotar la misma, o incluso que algún grupo tenga que necesi-
tar de tiempo adicional para completar el trabajo de una sesión en concreto, con lo cual, 
al inicio de cada una de las sesiones, se prevé un tiempo dedicado a completar la sesión 
anterior si fuese necesario.

Estas actividades están confeccionadas con distintos grados de dificultad, con el obje-
tivo, ya mencionado, de obtener un alto porcentaje de éxito en todos los grupos.

La evaluación de la actividad tiene dos aspectos a considerar. Por una parte el trabajo 
en grupo, es decir, cómo se han desarrollado los distintos roles de cada uno de los miem-
bros del equipo siendo necesaria una posterior autoevaluación del mismo. Por otro lado, 
el nivel de adquisición de los conceptos y contenidos matemáticos trabajados, que serán 
revisados en el momento de la corrección de las actividades.

Además, esta evaluación no conlleva una calificación cuantitativa en los resultados 
académicos de los alumnos en la asignatura de matemáticas, pero sí cualitativa, en el 
sentido de la actitud e interés por la asignatura, así como en el desarrollo de las compe-
tencias clave.

3.  PUESTA EN ESCENA

Para este ejemplo, tomamos como referencia el artículo aparecido en un semanal local 
donde aparece un artículo relacionado con las bibliotecas municipales, donde aparecen 
distintos datos estadísticos, a partir de los cuales se desarrollan las siguientes actividades.

El artículo que hemos tomos como referencia, está disponible en In-
ternet a través del siguiente enlace: http://www.periodicoelnazareno.es/
las-bibliotecas-municipales-espacios-que-albergan-mucho-mas-que-palabras/

3.1. Primera Sesión

En la primera sesión, además de establecer los grupos, comentaremos las normas y 
funciones de cada uno de los roles que desempeñaran los distintos alumnos.

Estas funciones son:
•	 Responsable: Coordina el trabajo del equipo. Anima a los miembros del grupo a 

avanzar en su aprendizaje. Procura que no se pierda el tiempo. Controla el tono 
de voz. Tiene muy claro lo que el profesor quiere que aprendan. Determina quién 
debe hacerse cargo de las tareas y las organiza.
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•	 Secretario: Se hace cargo del Cuaderno del equipo y lo rellena.
•	 Responsable del material: Cuida el material común del equipo. Se asegura que 

todos los miembros del equipo mantengan limpia su zona de trabajo.
•	 Portavoz: Es el encargado de exponer las ideas y los trabajos que se estén reali-

zando en esa sesión.

Al inicio de cada sesión, los profesores eligen a los distintos responsables, quienes a 
su vez también reparten el resto de cargos. De esta forma, aseguramos que al menos el 
puesto de responsable vaya rotando.

3.2.  Sesiones sucesivas

En las sesiones sucesivas, ya comenzamos a trabajar los distintos aspectos, ofrecién-
doles distintos tipos de actividades, con una graduación en su dificultad. Estos son algu-
nos ejemplos de las actividades, todas ellas pensadas para una sesión.

Actividad 1: Las bibliotecas en cifras. Datos 2015
•	 ¿Cuántos visitantes han faltado para llegar al millón?
•	 Redondea el número de socios acercándolo al millar, decenas de millar y cente-

nas de millar.
•	 Localiza el número de fondos (libros y otros documentos que tienen las biblio-

tecas nazarenas) de 2015 y el número de fondos que han adquirido en este año. 
¿Cuántos documentos había entonces en el 2014? Si en los próximos años se si-
guen adquiriendo el mismo número de documentos ¿Qué fondo habrá al finali-
zar el 2020?

•	 ¿Cuántas actividades han sobrepasado el millar?
•	 Si todos los socios hubieran hecho al menos un préstamo en el año pasado ¿Cuán-

tos libros habrían retirado cada uno?
•	 ¿Y si sólo lo hubieran hecho la mitad de los socios?

Figura 1. Alumnado realizando la experiencia.
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Actividad 2: Ricardo y Sofía son alumnos de 1º de ESO del IES Jesús del Gran 
Poder. Son socios de la biblioteca de Dos Hermanas. El 1 de marzo visitan la biblioteca 
y realizan estos préstamos:

•	 Ricardo necesita un libro de biología para un trabajo y le gustaría llevarse una 
novela de ciencia-ficción

•	 Sofía se quiere llevar dos cómics y un libro de acertijos matemáticos curiosos.
•	 ¿Pueden llevarse todo lo que quieren? ¿Por qué?
•	 ¿Qué día deben devolverlos?
•	 ¿Si Ricardo no hubiera terminado el trabajo de biología? ¿Qué debe hacer? 

¿Cuándo lo entregaría entonces?
•	 El número de socio de Ricardo es el 48837 y el de Sofía 47505. ¿Cuántos socios 

se han hecho después de cada uno?
•	 Si convencieran a un tercio de cada curso de 1º del instituto para hacerse socios 

de la biblioteca, ¿Cuántos socios nuevos habría?

Actividad 3: Busca en la siguiente dirección:
http://www.bibliotecaspublicas.es/doshermanas/proyectos.htm.
Allí encontramos un histórico de los datos de una de las bibliotecas de la ciudad. Con 

ayuda de un ordenador, busca los siguientes datos:
•	 Fondos en la biblioteca desde 2005.
•	 Actividades llevadas a cabo desde 2005.
•	 Realiza una gráfica descriptiva de los fondos existentes en la biblioteca desde el 

año 2005.
•	 Realiza una gráfica descriptiva de las actividades realizadas en la biblioteca desde 

el año 2005.

Estos son solo unos ejemplo, en los cuales, tratamos diferentes conceptos y conteni-
dos, pero que por supuesto, está en constante cambio, en función de grupos, tiempos y 
posibles nuevos temas.

CONCLUSIONES

En relación a los objetivos propuestos en este proyecto, las conclusiones a las que lle-
gamos son en general satisfactorias, detallándose de la siguiente manera:

Los objetivos que se consiguieron en mayor grado:
•	 La integración del alumnado.
•	 La mejora del clima de aula y de la solidaridad entre los compañeros
•	 La motivación

El alumnado fue consciente de la dificultad del trabajo en grupo: el reparto de tareas, 
la responsabilidad de cada uno y del grupo en los resultados, la regulación de sus con-
ductas, el control del tiempo etc.
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Fue importante la autoevaluación que hicimos al final, tanto del trabajo en equipo 
como de los resultados. Cada miembro evaluaba cuantitativamente al resto de los com-
pañeros. Tuvieron una actitud asertiva, aceptando la evaluación de los demás.

Se vieron diferencias entre las dos clases en que se desarrolló el proyecto. En una de 
ellas se pudo avanzar más en los contenidos y tareas asignadas porque la cohesión era mejor.

La competencia más desarrollada fue la de “Aprender a aprender”, aunque se traba-
jaron todas dependiendo de la tarea a ejecutar.

En cuanto al área matemática lo más llamativo fue observar como estos objetivos se 
fueron desarrollando poco a poco con naturalidad, integrando el cálculo, la estimación y 
el debate sobre los resultados de forma más positiva que si fueran meras actividades del 
libro de texto. Principalmente se afianzaron estos objetivos:

•	 Seguir procesos de pensamiento (inducción y deducción), aplicar algunos algo-
ritmos de cálculo o elementos de la lógica que conduzcan a identificar la validez 
de los razonamientos y a valorar el grado de certeza asociado a los resultados de-
rivados de los razonamientos válidos.

•	 Utilizar espontáneamente, en lo personal y en lo social, los elementos y razona-
mientos matemáticos para interpretar y producir información, para resolver pro-
blemas y para tomar decisiones.

Al utilizar un material cotidiano, el periódico local, el alumnado lo manejó con fa-
miliaridad, incorporando aprendizajes significativos, e intercambiando experiencias de 
forma espontánea.

El alumnado NEAE se incorporó al trabajo por tareas sin plantear una dificultad es-
pecial. Los profesores estuvimos atentos a su participación, al ritmo de realización de las 
tareas y a facilitar estrategias concretas si era necesario.

A nivel de motivación, lo que más nos sorprendió en cuanto al trabajo y las sesiones, 
fue el interés que se tomaban por ello, si alguna semana por algún motivo no podíamos 
llevar a cabo la sesión, se mostraban bastante contrariados y molestos, y proponían otros 
días o momentos para realizar la sesión.

Otro aspecto muy interesante fueron los cambios de personalidad en los diferentes 
cambios de rol que se dieron, donde los alumnos que solían ser más distraídos, cuando 
tenían la responsabilidad de liderar el grupo, en muchas ocasiones buscaban delegar en 
compañeros pero en otras ocasiones aprovechaban la ocasión para hacerse oír y expresar 
sus puntos de vistas que en otros momentos no se veían capaces de ser oídos.

Sin dudar, es una experiencia que repetiremos en cursos sucesivos, pues seguro que 
tanto los alumnos como nosotros hemos aprendido mucho.
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Resumen: La enseñanza del teorema de Pitágoras pretende tanto su comprensión como 
su aplicación. Este artículo profundiza en el teorema de Pitágoras a partir del Análi-
sis Didáctico, y plantea una tarea para la comprensión del teorema. Hemos llevado esta 
tarea a una clase de secundaria y analizado la forma en que los alumnos comprenden el 
teorema de Pitágoras, apreciándose que está muy ligada a la fórmula.
Palabras Clave: Teorema de Pitátoras, tareas, percepción, educación secundaria.

Students’ perception of the Pythagorean theorem

Abstract: The teaching of the Pythagorean theorem seeks both its understanding and 
its application. This article delves into Pythagorean theorem of didactic analysis, and 
shows a task for the understanding of the theorem. We have taken this task to a high 
school class and analyzed how students understand the Pythagorean theorem, appreci-
ating that it is closely linked to the formula.
Keywords: Pythagorean theorem, tasks, perception, secondary education.

INTRODUCCIÓN

El teorema de Pitágoras es un contenido habitual de las matemáticas de secundaria, 
que todo el mundo parece conocer, identificándose más con la fórmula que por el sig-
nificado. Los criterios de evaluación y los estándares de aprendizaje del currículo de 
matemáticas de secundaria (MECD, 2015), proponen en esta etapa la comprensión del 
teorema y su utilización para obtener medidas y resolver problemas. Es difícil enseñar 
el teorema de Pitágoras para que lo comprendan, identifiquen cuándo pueden emplearlo, 
y lo apliquen.

Se necesita profundizar en qué significa este teorema para seleccionar tareas matemá-
ticas con que enseñarlo. En este artículo relatamos una experiencia que hemos realizado 
en este sentido. Comenzamos por profundizar en el significado del teorema empleando 
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el Análisis Didáctico (Rico, 2009). Posteriormente presentamos una tarea matemática 
escolar encaminada a que los alumnos comprendan mejor dicho teorema. Ponemos en 
práctica la tarea y examinamos las respuestas de los alumnos, para apreciar cómo lo 
comprenden y a qué profundidad llegan. Cerramos con algunas conclusiones sobre la 
experiencia realizada.

SIGNIFICADO DEL TEOREMA DE PITÁGORAS

Para enseñar a comprender un concepto matemático el profesor tiene que dis-
poner de una idea completa del mismo, para ello es importante realizar un análi-
sis didáctico. Una forma de análisis con intención didáctica la propone Rico (2009), 
dividiendo la profundización en cuatro análisis parciales: contenido, cognitivo, de 
instrucción y de actuación. En nuestra experiencia hemos realizado los tres análisis 
primeros, que describimos.

El análisis de contenido pretende apreciar los significados del concepto matemático, 
que tiene una naturaleza abstracta, y examina tres componentes: estructura conceptual, 
fenomenología y formas de representación (Gómez, 2002).

La estructura conceptual de un tema matemático es la forma en que se organiza en los 
textos, preferentemente matemáticos (que suministran elementos, organización y focos 
de contenido) y textos legales, que establecen cómo hay que contemplarlo en la ense-
ñanza. Realizando esta búsqueda sobre el teorema de Pitágoras apreciamos los conteni-
dos especificados en el currículo de matemáticas de secundaria (MECD, 2015): triángulos 
rectángulos, teorema de Pitágoras, justificación geométrica y aplicaciones. Los libros de 
texto suelen comenzar enunciando el teorema, su fórmula y llegan a la demostración 
geométrica con áreas. A continuación, se identifican triángulos con el teorema de Pitágo-
ras, enunciándose como el recíproco de este teorema. Finalmente aparecen las aplicacio-
nes del teorema para calcular distancias desconocidas (diagonal de un rectángulo, altura 
de un triángulo isósceles, entre otras).

Los contenidos muestran diferencias cognitivas entre los aprendizajes que debemos 
lograr, diferenciando contenidos conceptuales y procedimentales. De los contenidos an-
teriores destacamos como focos conceptuales los triángulos rectángulos, enunciado del 
teorema de Pitágoras y justificación geométrica. Estos focos distinguen aspectos métricos 
(como longitud y área), formas geométricas (cuadrado, triángulo rectángulo), elementos 
de las figuras (catetos, hipotenusa), relaciones (igualdad, desigualdad), y clasificaciones 
(de triángulos según sus ángulos), entre otras. Entre los procedimientos son importan-
tes destrezas para aplicar el teorema al resolver problemas relacionados con triángulos.

El teorema de Pitágoras no puede reducirse a una frase del tipo suma de los cuadra-
dos de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, que es una de las expresiones

del teorema, que puede representarse de forma simbólica . Los conceptos

matemáticos no pueden confundirse con la forma de representarlos. Apreciar el significado 
de los conceptos requiere examinar los sistemas de representación que se emplean para 
expresarlos, y cobran especial relevancia en su comprensión. Las representaciones de un 
objeto, concepto o idea, son todas las formas de hacerlo presente (Rico, 2009).
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La representación gráfica del teorema de Pitágoras aparece con la diversidad de de-
mostraciones gráficas que se han hecho sobre el mismo (Cañadas, 2001), especialmente 
con cuadrados sobre los lados de triángulos rectángulos. Materializar estas represen-
taciones facilita su expresión física, bien mediante puzles o construcciones con otros 
materiales.

Por último, el análisis de contenido examina los problemas, fenómenos y situacio-
nes en que se aplica el teorema de Pitágoras (Rico, 2009). Examinadas estas dimensio-
nes distinguimos significados del teorema muy relacionados entre sí:

•	 Relación métrica entre las superficies de los cuadrados construidos sobre los lados 
del triángulo rectángulo (el área del cuadrado de lado la hipotenusa es igual a la 
suma de las áreas de los cuadrados de lados los catetos).

•	 Relación métrica entre longitudes de lados del triángulo rectángulo (el cuadrado 
de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las lon-
gitudes de los catetos). Útil para determinar longitudes empleando triángulos 
rectángulos.

•	 Condición necesaria y suficiente para que un triángulo sea rectángulo (Un trián-
gulo es rectángulo sí, y sólo sí, verifica las condiciones anteriores). Útil para cons-
truir ángulos rectos, segmentos perpendiculares.

El análisis cognitivo organiza las capacidades que pretende que los alumnos desarro-
llen sobre el tema, partiendo del análisis de contenido (Lupiáñez y Rico, 2008). Este aná-
lisis examina las expectativas, limitaciones y oportunidades de aprendizaje (Rico, 2009, 
Lupiáñez y Rico, 2008).

Expectativas son los objetivos que se pretenden alcanzar. En los documentos curri-
culares identificamos los siguientes objetivos acerca del teorema de Pitágoras (MECD, 
2015): Reconocer y construir triángulos rectángulos; Aplicar correctamente el teorema 
de Pitágoras para calcular longitudes desconocidas; Construir cuadrados sobre los lados 
de un triángulo; Determinar la relación entre el área de los cuadrados construidos sobre 
los lados de un triángulo; Asociar la relación entre el área de los cuadrados a la relación 
entre los lados del triángulo; Deducir y enunciar el teorema.

Entre las dificultades de aprendizaje, las investigaciones muestran que es complejo 
apreciar la doble implicación entre condiciones y relaciones numéricas, las dificultades 
para identificar triángulos rectángulos cuando sus catetos no son paralelos a los bordes 
del papel, y la de relacionar los enunciados analíticos y geométricos del teorema de Pi-
tágoras (Cañadas, 2001).

Como consecuencia de estas dificultades surgen errores como son, aplicar el teorema 
de Pitágoras en cualquier tipo de triángulo o construir cuadrados sobre los lados de un 
triángulo sin que sus lados sean perpendiculares o tengan la misma longitud. Otros erro-
res son aplicar el teorema de forma incorrecta, sin diferenciar los catetos y la hipotenusa. 
Son frecuentes los errores de cálculo al despejar.

Hemos revisado materiales didácticos para la enseñanza del teorema de Pitágoras, es-
pecialmente los dirigidos a alcanzar objetivos conceptuales de comprensión. Entre ellos 
está el papel cuadriculado o el geoplano, los materiales físicos (puzles u otros objetos, 
para construir cuadrados sobre la hipotenusa con cuadrados sobre los catetos), y otros re-
cursos, como el programa geogebra.
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Estudiar materiales y otras oportunidades, nos ha llevado a plantear una tarea, que se 
presentará a continuación, para contribuir al logro de algunos objetivos y atendiendo a 
dificultades y errores. Esto ha constituido el análisis de instrucción, que es la parte del 
análisis didáctico en la que se identifican los procesos de modelización y de resolución 
de problemas, así como los materiales y recursos disponibles (Gómez, 2002).

Tareas dirigidas a comprensión no pueden limitarse a promover la reproducción, sino 
que requieren establecer relaciones y buscar regularidades, correspondiendo a los grados 
de complejidad de conexión y reflexión, según el estudio PISA (Rico, 2009). La tarea 
propuesta en este artículo promueve la reflexión, relacionar conocimientos y generalizar 
y justificar resultados obtenidos.

TAREA MATEMÁTICA ESCOLAR PARA COMPRENDER EL TEOREMA DE 
PITÁGORAS

La experiencia realizada analiza cómo los alumnos comprenden el teorema de Pitá-
goras, cuando van construyendo el teorema, comprobando propiedades métricas ligadas 
a tipos de triángulos, formulando el teorema de Pitágoras de varias formas.

Comprende dos partes. La primera consiste en obtener las medidas de lados y áreas 
de cuadrados construidos sobre triángulos, identificando el tipo de triángulo, llegando 
a una regularidad que generaliza el teorema de Pitágoras. La segunda es inversa, a par-
tir de dibujar y calcular longitudes y áreas según el tipo de triángulo, para terminar estu-
diando tipos de triángulos de lados conocidos y formulando de varias formas el teorema 
de Pitágoras (figura 1).
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 Figura 1: Enunciado de la tarea

Ejercicio 1: Completa la siguiente tabla:

I II III IV V VI VII VIII

L
on

gi
tu

d 
de

 
la

do

Pequeño

Mediano

Grande

Á
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e

Lado 
Pequeño

Lado 
Mediano

Lado 
Grande

Clase Triángulo

Ejercicio 2: Expresa la propiedad que haya obtenido, que expresa la relación que existe 
entre las áreas de los cuadrados construidos sobre los lados de los triángulos.

Ejercicio 3: Empleando papel cuadriculado, dibuja cada triángulo, los cuadrados sobre sus 
lados y completa la siguiente tabla:

A B C D

L
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Cateto Pequeño 1 2

Cateto Mediano 2

Hipotenusa 6

Á
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e

Cateto Pequeño 36

Cateto Mediano 64 24

Hipotenusa 81

Clase Triángulo RECTÁNGULO RECTÁNGULO RECTÁNGULO RECTÁNGULO

Ejercicio 4: Averigua cuál de los siguientes triángulos es rectángulo:
a) lados: 9, 12 y 15	 b) lados: 2, 2 y 3	 c) lados: 4, 5 y 6

Ejercicio 5: Enuncia de varias formas el Teorema de Pitágoras.
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Se espera que los alumnos calculen el 
área de los cuadrados construidos sobre 
los lados de los triángulos contando cua-
dritos, aprovechando el papel cuadricu-
lado. Pueden emplear diversos métodos, 
como contar cuadritos completamente 
interiores al cuadrado y apreciar cómo y 
cuáles de los demás se complementan, o 
bien descomponer cuadrados en diversas 
figuras, como triángulos rectángulos apro-
vechando las líneas de la cuadrícula, y 
contando los cuadritos interiores, bien por 
el método anterior o determinando el nú-
mero de cuadrados del rectángulo que lo 
contiene y dividiendo por dos (Figura 2).

Una vez obtenidas las áreas, apli-
cando la fórmula del área del cuadrado 
obtienen la longitud de los lados. Esto es 

relativamente fácil en figuras con vértices en la cuadrícula, pero notablemente más difí-
cil si no tiene todos los vértices en la cuadrícula (figura V).

Las figuras usadas son triángulos rectángulos (I, IV, V y VIII), con vértices en cuadrí-
cula (I, IV y VIII), catetos en líneas de la cuadrícula (I y IV), hipotenusa sobre la cuadrí-
cula (V y VIII). Dos acutángulos (III y VII) y obtusángulos (II y VI).

La tarea pretende que los alumnos hagan los siguientes razonamientos:
•	 Si la suma de áreas de cuadrados sobre dos lados es igual al área del cuadrado 

sobre el tercero, entonces el triángulo es rectángulo (especialmente interesante en 
VIII, que no deja claro el ángulo recto; y el V, más difícil de obtener longitud de 
catetos).

•	 Si la suma de áreas de los cuadrados sobre dos lados es mayor que el área del cua-
drado sobre el tercero, entonces el triángulo es acutángulo (agrupando figuras III 
y VII).

•	 Si la suma de áreas de cuadrados sobre dos lados es menor que el área del cua-
drado sobre el tercero, entonces el triángulo es obtusángulo (demás casos).

Experiencia de enseñanza

La experiencia se ha llevado a cabo en un I.E.S. de Granada, durante el período de 
prácticas del Máster de Formación Profesional de Profesorado de Matemáticas, propo-
niéndola en una clase de 3º E.S.O., de 33 alumnos con buen rendimiento en Matemáticas 
(sólo 6 suspendieron la segunda evaluación y un repetidor), trabajadores y con muchas 
ganas de aprender. Se propuso en el tercer trimestre, al comienzo de la unidad, sin ense-
ñanza previa, resuelta en grupos de tres durante 50 minutos.

Para analizar la comprensión se utilizan anotaciones tomadas durante la enseñanza 
(razonamientos de alumnos, dudas, etc.), y respuestas de los alumnos.

Figura 2: Forma de determinar el área de los 
cuadrados.
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Se organizan los datos mirando los siguientes aspectos:
i.	 Medición de lados de cuadrados.

ii.	 Relación entre áreas de cuadrados y tipo de triángulo.
iii.	 Construcción de cuadrados sobre lados de triángulos.
iv.	 Diversidad de enunciados del teorema de Pitágoras.

Medición de la longitud de lados de cuadrados

Cuando los lados de los cuadrados están en la cuadrícula obtienen su longitud con-
tando los cuadritos. Los otros lados los obtienen aplicando la versión métrica de longi-
tudes del teorema de Pitágoras, buscando triángulos rectángulos que los tengan como 
hipotenusas, como en la figura V. Con ello han pasado a figuras diferentes de las dadas, 
mediante aproximaciones.

Algunos alumnos empezaron a resolver la tarea a partir de la determinación del área, 
para determinar longitudes de lados que no están en las líneas de la cuadrícula, y con ello 
obtener la longitud aplicando la fórmula del área del cuadrado. Pero al comparar con sus 
compañeros y ver que ellos obtenían el mismo resultado de manera más rápida, acabaron 
buscando también triángulos rectángulos sobre los que aplicar la forma métrica de lon-
gitudes del teorema de Pitágoras.

La forma en la que los alumnos han resuelto la tarea denota que tienen muy asentada 
la fórmula aritmética del teorema de Pitágoras y ya la dan por supuesta, para ellos es sólo 
una fórmula que les permite calcular el lado desconocido de un triángulo rectángulo. Por 
tanto, el teorema de Pitágoras de longitudes, se ha convertido en la herramienta principal 
para obtener los datos, dejando de lado otras formulaciones.

Aun teniendo en cuenta que la tarea no ha sido resuelta por el método esperado, la 
mayoría de los alumnos han medido de forma correcta los lados de los cuadrados, ex-
ceptuando el caso de la figura V, cuyas medidas no han sido tomadas adecuadamente por 
ninguno de los alumnos.

Relación entre las áreas de los cuadrados y tipo de triángulo

Son muy pocos los alumnos que han expresado perfectamente esta relación. Aún así, 
podríamos decir que aproximadamente la mitad de los alumnos han obtenido la relación 
entre las áreas, siempre en el caso del triángulo rectángulo, aunque no todos la han ex-
presado correctamente, debido a imprecisiones en el lenguaje matemático. Por ejemplo, 
una de las respuestas ha sido: “En un triángulo rectángulo, la suma de las áreas de los 
lados pequeños es igual al área del lado mayor”.

Se observa que los alumnos se contentan con descubrir la relación entre las áreas en 
el triángulo rectángulo, no sienten la necesidad de expresar esta relación para otro tipo 
de triángulos, y por tanto no discuten la relación entre las áreas en función de la ampli-
tud de los ángulos de los triángulos. Algunos alumnos han afirmado que la suma de las 
áreas de los cuadrados pequeños es igual al área del cuadrado grande, pero no han espe-
cificado que esto ocurre sólo en el caso de que el triángulo sea rectángulo.
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Otros alumnos han escrito que cuando los triángulos son rectángulos se verifica el 
teorema de Pitágoras, pero no hacen referencia al área de los cuadrados. Se pone de ma-
nifiesto lo interiorizada que tienen los alumnos la fórmula aritmética entre las longitudes 
de los lados, para el teorema de Pitágoras, pero en este caso se han obligado a añadir la 
condición de que el triángulo debe ser rectángulo.

Construcción de los cuadrados sobre los lados de los triángulos

En el ejercicio 3 de la tarea se dan informaciones directas, a partir de las medidas de 
las longitudes de dos de los lados (dos catetos A, o un cateto y la hipotenusa, C), o me-
diante las áreas de los cuadrados construidos sobre estos elementos (dos catetos, B; o 
un cateto y la hipotenusa, D). Los dos primeros pueden construirlos con facilidad, dibu-
jando los catetos sobre las líneas de la cuadrícula, bien directamente los catetos (1 y 2, 
en A), o determinando esta longitud de catetos, a partir del área del cuadrado (6 y 8 en B, 
que además forman parte de una terna pitagórica). La construcción de los otros dos re-
sulta muy complicada (para hacerla precisa hay que dibujar la hipotenusa sobre una línea 
de la cuadrícula y el “arco capaz”, o determinando antes la longitud del otro cateto), lo 
que se complica, al tener los catetos longitudes irracionales.

Éste ha sido el ejercicio en el que los alumnos han tenido más errores. Aquellos que 
han resuelto esta cuestión como se esperaba, han procedido de forma similar a la primera 
pregunta, esto es, han construido los lados de los cuadrados trazando previamente los ca-
tetos que junto al lado buscado forman un triángulo rectángulo.

Diversidad de enunciados del teorema de Pitágoras

Al enunciar el teorema de Pitágoras, la forma más frecuente ha sido la fórmula arit-
mética del teorema, en longitudes de hipotenusa y catetos, aunque también ha sido ma-
yoritario el enunciado que hace referencia a las áreas de los cuadrados.

Un ejemplo de un enunciado dado por uno de los alumnos es el siguiente: “La suma 
de los catetos al cuadrado es igual a la hipotenusa al cuadrado, en los triángulos rec-
tángulos”. Aplica perfectamente el teorema de Pitágoras, pero expresa de manera inco-
rrecta la relación métrica entre longitudes.

En general, los alumnos no son precisos en la formulación, y sólo unos pocos men-
cionan la condición de que el triángulo debe ser rectángulo. Ninguno menciona la doble 
implicación del teorema de Pitágoras entre tipo de triángulo y relación métrica.

CONCLUSIONES

Como se mencionaba al principio de este escrito, en esta etapa educativa se pretende 
que los alumnos comprendan el teorema de Pitágoras y que ello les lleve a aplicar para 
resolver problemas. Con esta experiencia hemos podido comprobar que los alumnos tie-
nen mucho más trabajado e interiorizado la aplicación, menos la comprensión.
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En general, la tarea ha contribuido a ampliar algo la comprensión del teorema de Pi-
tágoras por parte de los alumnos, pese a que les ha obligado a afrontarlo de una manera 
más completa. Hubiera sido interesante llevar a cabo una sesión de reflexión y puesta 
en común de los resultados, tanto para favorecer que algún grupo expusiera otra forma 
de actuar que ha sido menos frecuente, como para obligarlos a que expresen los razo-
namientos matemáticos, percatándose así de la necesidad de las hipótesis. Desgraciada-
mente la tarea planteada no ha favorecido apreciar la doble implicación del teorema, lo 
que nos obliga a revisar su formulación matemática o la forma de aplicarla.
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IDEAS PARA EL AULA

El uso de álbumes ilustrados para potenciar el 
aprendizaje matemático en las primeras edades

Carlos de Castro Hernández
Universidad Autónoma de Madrid

Mónica Ramírez García
Universidad Complutense de Madrid

Resumen: Presentamos ideas para la utilización de álbumes ilustrados en la enseñanza 
de las matemáticas en las primeras edades. Las ilustraciones pueden facilitar el apren-
dizaje de contenidos matemáticos como la relación parte-todo, la relación uno a muchos 
o los patrones. También las usamos para mostrar representaciones de cantidades, accio-
nes, situaciones de compra y venta, matrices, cuadrículas o mapas, a partir de las cuales 
proponemos tareas contextualizadas en el álbum. En la segunda parte, mostramos ejem-
plos de actividad matemática en las primeras edades (de 5 a 7 años) enfatizando la re-
lación entre dicha actividad y las características de las ilustraciones.
Palabras clave: Educación Infantil, Educación Primaria, imágenes, literatura, mate-
máticas, resolución de problemas.

Using picture books to enhance mathematics 
learning in the early years

Abstract: We present ideas for the use of picture books in the teaching of mathematics 
in the early ages. Illustrations can facilitate learning of mathematical concepts as part-
whole relationship, the one-to-many relationship, or patterns. We also use them to show 
representations of quantities, actions, shopping situations, matrices, grids or maps, that 
we use to propose tasks contextualized with the album. In the second part, we show ex-
amples of mathematical activity in the early ages (from 5 to 7 years) emphasizing rela-
tions between this activity and characteristics of ilustrations.
Keywords: Primary Education, Early Years Education, images, literature, mathema-
tics, problem solving.
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LOS ÁLBUMES ILUSTRADOS EN EL AULA DE MATEMÁTICAS

Presentamos unas ideas sobre la enseñanza de las matemáticas en las que tratamos 
de integrar las matemáticas con la literatura infantil, a través del uso de álbumes ilustra-
dos, para potenciar el pensamiento matemático. Al igual que en el caso de los materiales 
manipulativos, o de los enfoques constructivistas, no se trata de ideas nuevas, pero sí de 
ideas cada vez más experimentadas y más sólidamente fundamentadas en resultados de 
investigación, de las que tratamos de mostrar una perspectiva diferente.

Una de las ideas clave para articular matemáticas y literatura infantil es la necesidad 
que ambas tienen de la imaginación. Alsina (2007) define la imaginación como la habili-
dad de crear imágenes mentales y plantea que la capacidad de imaginar, en matemáticas, 
debe desarrollarse potenciando en el aula la visualización de objetos matemáticos (figu-
ras, gráficos) y a través del uso de dibujos y materiales manipulativos. La imaginación, 
según este autor, favorece también los procesos matemáticos de razonamiento y resolu-
ción de problemas. Uno de los ámbitos de encuentro en que conviven la imaginación, 
la visualización, el aprendizaje infantil y las matemáticas, es el universo de los álbumes 
ilustrados. La profesora Margarita Marín, experta española en matemáticas y literatura 
infantil, escribía:

La narración o lectura de un cuento estimula la capacidad de pensar y razonar, como nos 
confirman las interrupciones de los pequeños con sus preguntas sobre el relato; un cuento en 
soporte papel con correctas ilustraciones estimula el pensamiento visual y el aprendizaje de 
la lectura de dibujos e imágenes, siempre que ayudemos al niño las primeras veces a analizar 
la imagen en global, lo que significa y después a analizar los detalles que presenta; lo esta-
mos preparando para comprender y analizar representaciones matemáticas más específicas. 
(Marín, 2007a)

En esta misma línea, Van den Heuvel-Panhuizen (2008), en su descripción del mo-
vimiento didáctico de la Educación Matemática Realista, aclara que el realismo –en ese 
contexto– evoca aquello que el niño es capaz de imaginar, haciendo referencia explícita 
a los cuentos como contexto para el aprendizaje matemático:

En cuanto a los problemas que se presentan a los estudiantes, esto significa que el con-
texto puede provenir del mundo real, pero ello no es siempre necesario. El mundo de fantasía 
de los cuentos de hadas,…, aportan contextos idóneos para un problema en tanto éstos sean 
reales en la mente del estudiante. (Van den Heuvel-Panhuizen, 2008, p. 27)

Hay consenso en los antecedentes sobre literatura y matemáticas en que, para que 
un cuento ilustrado sea adecuado para la enseñanza de las matemáticas, no es en abso-
luto necesario que haya sido elaborado con este fin (Van den Heuvel-Panhuizen, Van den 
Boogaard, y Doig, 2009), pues como indica Marín (2007b):

… la clave no radica tanto en el cuento como en la lectura matemática del mismo por parte 
del docente. Esta lectura con ojos matemáticos nos conduce a encontrar las conexiones mate-
máticas del mismo, las ideas soportadas por el contexto de la narración, los conceptos explí-
citos e implícitos presentes en el relato. (Marín, 2007b, p. 14)
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Además, McGrath (2014) advierte del riesgo de utilizar cuentos específicamente di-
señados para enseñar matemáticas. Debe existir armonía entre la historia que se cuenta 
y el contenido matemático. Algunos cuentos resultan forzados, demasiado elaborados y 
estilizados, a fin de servir a un propósito matemático. En el extremo contrario, un ejem-
plo paradigmático de cuento ilustrado no escrito para enseñar matemáticas, pero amplia-
mente empleado para potenciar su aprendizaje es “Ser quinto” (Jandl y Junge, 2005). 
Marín (2007b) ensalza el valor de sus ilustraciones en los siguientes términos:

… sus magníficas ilustraciones no tienen desperdicio matemático. Además del orden descen-
dente que se establece, las nociones topológicas de dentro/fuera están presentes en texto e 
ilustración; igualmente el concepto de sustracción, pues el niño observa la perfecta corres-
pondencia biyectiva inicial paciente/silla y cómo según entran en consulta se van quedando 
vacías una a una las sillas. (Marín, 2007, p. 16)

Con este mismo cuento, Van den Heuvel-Panhuizen y Van den Boogaard (2008) reali-
zaron una investigación en que analizaban los comentarios espontáneos de niños de 5 años 
durante la lectura y visionado del cuento. Al categorizar las respuestas encontraron, con 
cierta sorpresa respecto a sus expectativas previas, que más del 50% de los comentarios in-
fantiles tenían un contenido matemático. Por el contrario, Elia, Van den Heuvel-Panhuizen 
y Georgiou (2010) registran los comentarios que realizan 4 niños sobre las ilustraciones de 
un cuento diseñado para aprender matemáticas (un cuento de conteo regresivo) al leerlo 
con su maestro, sin que este intervenga. Solo un 27% de las expresiones infantiles sugie-
ren la presencia de un contenido matemático. Los autores concluyen que no basta con que 
un cuento esté diseñado para aprender matemáticas, sino que es necesario que al niño lo 
acompañe en su lectura un maestro con una formación adecuada que le permita formular 
preguntas al niño que estimulen la aparición y el desarrollo del pensamiento matemático.

A todo lo anterior se puede añadir que vincular matemáticas y literatura infantil 
parece haber demostrado ser provechoso para el aprendizaje de las matemáticas y el 
desarrollo de actitudes positivas hacia esta materia. Hong (1996) realizó un estudio ex-
perimental en que el grupo de control utilizaba literatura infantil y matemáticas de tipo 
manipulativo sin conexión entre ellas, mientras que en el grupo experimental, ambas es-
taban relacionadas. En la investigación se encontró que el grupo experimental obtuvo un 
mayor rendimiento en varias tareas matemáticas y que los alumnos mostraron una mayor 
preferencia por ir al rincón de matemáticas.

Resumiendo, vemos que cualquier cuento ilustrado podría servir para estimular el 
pensamiento matemático, siempre que el maestro o la maestra sepan verlo con “ojos 
matemáticos” y consigan indirectamente, a través de preguntas, guiar al niño en la ad-
quisición de esta “mirada matemática”. También sabemos de los beneficios de conectar 
matemáticas y literatura infantil. El siguiente paso es volver la mirada hacia los maes-
tros, para valorar sus necesidades formativas de cara a aventurarse con los pequeños en 
este tipo de experiencias en el aula. Ya contamos con procesos de formación para maes-
tros con esta finalidad. Por ejemplo, Noda y Plasencia (2002) propusieron a estudiantes 
de magisterio que confeccionaran un cuento para enseñar matemáticas usando como re-
curso el recortado de papel. El siguiente apartado intenta contribuir a la formación de los 
maestros en su adquisición de la “mirada matemática”.
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LECTURA DE LAS IMÁGENES DESDE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

En este apartado, vamos a describir características de ilustraciones de álbumes in-
cluidas intencionalmente para potenciar la actividad matemática de niños de 4 a 7 años. 
Después, propondremos ejemplos de la actividad matemática desarrollada por niñas 
y niños en el aula, mostrando la relación de esta actividad con las ilustraciones. Casi 
todas las imágenes que se incluyen en este apartado están tomadas de la adaptación del 
cuento de L. Frank Baum “El hipopótamo sonriente”, ilustrado por Mar Ferrero para el 
proyecto “¡A contar! Matemáticas para pensar”, de la editorial Santillana (De Castro y 
Hernández, 2015).

La relación parte-todo

La relación parte-todo tiene un papel 
central en el aprendizaje de las matemá-
ticas en los primeros años. En aritmética, 
la relación parte-todo aditiva se establece 
entre dos cantidades cuando una de ellas 
(la parte) está incluida física o mental-
mente en la otra (el todo). Esta relación 
da lugar a otra cantidad: la complemen-
taria de la parte con respecto al todo. La 
comprensión de la relación parte-todo es 
básica para la resolución de problemas 
de estructura aditiva de combinación, y 
para el aprendizaje de la suma y la resta 
(Castro-Rodríguez, Castro, 2013). Ad-
vertimos que, cuando en este trabajo apa-
recen expresiones del tipo “problemas de 

sumar”, no queremos decir en absoluto que los niños de educación infantil deban apren-
der a “hacer sumas”. Los pequeños resuelven estos problemas mediante estrategias infor-
males, representando las cantidades con objetos, realizando acciones con ellos (añadir, 
juntar) y contando el resultado de estas acciones. Más adelante, ya en la educación pri-
maria, la relación parte-todo sirve para iniciar al alumnado en el estudio de las fracciones.

En la Figura 1 podemos considerar el total de los hipopótamos, los cinco, separados 
en dos partes: tres que están sentados, y dos “de pie”. Alternativamente, una parte podría 
estar formada por los que tienen la boca cerrada, y otra por el que tiene la boca abierta (o 
los grandes y los pequeños).

En una situación en que aparece representada la relación parte-todo, se pueden plan-
tear (con niños de 4 a 6 años) problemas de combinación (de suma y de resta) y problemas 
de descomposición. Un ejemplo de cada uno de estos problemas serían los siguientes:

•	 Si hay 4 hipopótamos con la boca cerrada y 1 con la boca abierta, ¿cuántos hi-
popótamos hay? (Problema de combinación, con incógnita en el total, de suma).

Figura 1. La relación parte-todo.
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•	 Si hay 5 hipopótamos y 2 de ellos son pequeños, ¿cuántos hipopótamos grandes 
hay? (Problema de combinación, con incógnita en una parte, de resta).

•	 Si hay 5 hipopótamos y algunos están sentados y otros de pie, ¿cuántos hipopótamos 
puede haber sentados? ¿Cuántos de pie? (Problema de descomposición aditiva).

En cualquiera de estos casos, la función de la imagen (desde el punto de vista didáctico-
matemático) es facilitar que el niño pueda imaginar la situación descrita en el enunciado del 
problema, asociándola a la situación relatada en el cuento y presente en la ilustración. Imagi-
nar la situación permite comprender el problema y elaborar una representación con dibujos o 
materiales manipulativos que servirá de soporte para el proceso de resolución del problema.

La representación de acciones

Las acciones físicas que se realizan 
con colecciones de objetos y cantida-
des (como añadir, quitar, separar, combi-
nar, repartir, agrupar) tienen un estrecho 
vínculo con las operaciones aritméticas 
que se efectúan con números. Las opera-
ciones aritméticas toman su significado 
básico, y lo amplían y enriquecen poste-
riormente, al irse asociando con diversas 
acciones, relaciones y situaciones de la 
vida diaria. Así, la operación aritmética 
de restar adopta un significado inicial de 
“quitar”, pero después complementa este 
significado con otros, como los de “en-
contrar la parte complementaria de una 
parte con respecto a un todo”, o “hallar la 
diferencia entre dos cantidades”. Esta co-
rrespondencia entre acciones con objetos 
y operaciones con números aparece bien reflejada en la teoría desarrollada por Resnick 
(1992) sobre los tipos de pensamiento matemático: las matemáticas de las protocantida-
des, de las cantidades, de los números y de los operadores. En la Tabla 1 se resumen las 
características principales de los tres primeros tipos, que son los que interesan en las pri-
meras edades (ver tabla 1).

La representación de cantidades indefinidas

En el Diccionario de la Lengua Española se define “cantidad”, en sus dos primeras 
acepciones, como: “Porción de una magnitud” y “Cierto número de unidades”. Cuando 
hablamos de cantidades podemos utilizar la cuantificación indefinida, que “indica la 

Figura 2. Acción de añadir.
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cantidad de sustancia en una orientación aproximativa, sin la aparente concritud de la 
cuantificación numeral” (Lamíquiz, 1991, p. 52) o la cuantificación numeral.

Matemáticas de: Objetos de 
razonamiento Términos lingüísticos Operaciones

Protocantidades Material físico Mucho, muchos, más, 
menos, pequeño, 
grande, etc.

Aumentar, disminuir, 
combinar, separar, comparar, 
ordenar.

Cantidades Material físico 
medido

n objetos, n metros, n 
kilos, añadir, quitar, 
repartir.

Aumentar o disminuir 
una cantidad añadiendo o 
quitando otra cantidad.
Repartir una cantidad en 
partes iguales.

Números Números n más que, n veces, más 
n, veces n, n más m, n 
dividido por m.

Suma, resta, multiplicación, 
división, aplicadas a números

Tabla 1. Tres tipos de pensamiento 
matemático (Resnick, 1992) 

Cuando aparecen representadas canti-
dades en ilustraciones, podemos tener in-
terés en que se vea un número concreto 
de objetos, o que la cantidad quede in-
definida. En la Figura 3, pueden verse 
varios hipopótamos. Dos de ellos están 
parcial, o casi totalmente, sumergidos 
en el agua, mientras que de otro de ellos 
solo se ve una pequeña parte. Podemos 
decir que hay algunos hipopótamos en la 
zona, pero la ilustración sugiere que po-
siblemente haya algunos más, totalmente 
sumergidos, o que queden fuera de la 
imagen.

Los dos ingredientes (que haya una 
cantidad y que esta sea indefinida) tienen 

interés desde el punto de vista matemático. Basándonos en esta ilustración podemos 
plantear el problema: “Si hay 10 hipopótamos, y dos están en el agua, ¿cuántos hipo-
pótamos hay fuera del agua?” La ilustración permite a los niños imaginarse la situación 
y comprender la relación parte-todo (el total de hipopótamos dividido en los que están 
en el agua y fuera de ella). Sin embargo, si queremos poner números diferentes, con el 
mismo escenario y la misma relación, no habrá ningún problema.

Cuando la cantidad que aparece es una cantidad numeral concreta, como en la Figura 
1 en la que se ven claramente 5 hipopótamos, algunos niños suelen protestar si cambia-
mos el número con respecto al que aparece en el cuento. Las cantidades nos permiten 

Figura 3. Representación de una cantidad 
indefinida.
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plantear problemas, y que estas sean indefinidas nos facilita cambiar los datos ajustándo-
los, si fuera necesario, a las capacidades de conteo de los alumnos.

La relación de uno-a-muchos

La relación uno-a-muchos es un tipo 
especial de correspondencia en que a cada 
objeto de una colección le corresponde 
una colección equivalente de objetos. Por 
ejemplo, a cada caja le corresponden 6 
madalenas, o a cada paquete de yogures 
le corresponden 12 yogures. Así, si hay 
dos cajas, tendremos 12 madalenas; en 3 
paquetes de yogures, 36 yogures. Según 
Castro y Castro-Rodríguez (2010), hay 
una línea de estudios en educación mate-
mática que sustentan la idea de que la re-
lación uno-a-muchos está en el origen del 
pensamiento multiplicativo.

En la Figura 4, hay varios ejemplos 
de relación uno a muchos: Cada hipopó-
tamo lleva tres niños, cada hipopótamo 
tiene dos sillas (o dos mantas), cada hipopótamo tiene 4 patas, y en uno de los árbo-
les hay dos hojas en cada rama. En este caso, la relación que sirve de base para el 
planteamiento de problemas es la que hay entre hipopótamos y niños, que puede dar 
lugar a tres tipos de problemas diferentes, que los niños resuelven ya desde la Educa-
ción Infantil:

•	 Si hay tres hipopótamos, y cada uno lleva a tres niños, ¿cuántos niños transporta-
rán entre los tres? (Problema de multiplicación)

•	 Si un hipopótamo transporta a 12 niños, y puede llevar a 3 en cada viaje, ¿cuántos 
viajes tendrá que hacer? (Problema de división agrupamiento)

•	 Si un hipopótamo transporta a 12 niños en 4 viajes, llevando los mismos en cada 
viaje, ¿cuántos tendrá que llevar en cada viaje? (Problema de división reparto)

Representaciones con forma de matriz

Dentro de los problemas aritméticos verbales de estructura multiplicativa, están los 
problemas de matrices. Se trata de problemas en los que se describe una situación en la 
que hay una colección de objetos dispuestos en filas y columnas (Carpenter, Fennema, 
Franke, Levi, y Empson, 1999). Estos problemas pueden ser de multiplicación o divi-
sión. Por ejemplo:

•	 Si hay 3 filas, y en cada fila van 4 ratones, ¿cuántos ratones marchan detrás del 
flautista? (Multiplicación).

Figura 4. La relación uno-a-muchos.



68

El uso de álbumes ilustrados para potenciar el aprendizaje matemático en las primeras edades
Carlos de Castro H. y Mónica Ramírez G.

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 61-80, ISSN: 2340-714X  

•	 Si marchan 18 niños detrás del flautista en tres filas iguales, ¿cuántos niños van 
en cada fila? (División)

En la Figura 5, observamos las dos imágenes que sirven de soporte para el plantea-
miento de los enunciados anteriores. Para la comprensión, es crucial que los pequeños 
puedan imaginar la situación descrita en el enunciado, y esto se hace a través del vínculo 
del enunciado con las imágenes de matrices, que se repiten a lo largo del cuento.

Los problemas de matrices tienen una gran importancia en las primeras edades, pues 
facilitan una aproximación informal al aprendizaje de la multiplicación, a través de la re-
lación uno a muchos entre las filas y los elementos de cada fila, y además proporcionan 
un tipo de representación de una gran riqueza matemática. Incluir este tipo de proble-
mas hace que el futuro aprendizaje de la multiplicación pueda conectarse con situacio-
nes complementarias a la de suma reiterada, que faciliten el paso del pensamiento aditivo 
al multiplicativo, que se produce al final de la educación primaria (Castro y Castro-Ro-
dríguez, 2010).

Tiendas en el aula de infantil

Una actividad típica que suele plantearse en educación infantil, bien en el rincón de juego 
simbólico o en formato de proyecto, es hacer una tienda en clase. De Castro, González y 
Escorial (2009) describen el proyecto de elaboración de un mercado medieval que surge, 
con niños y niñas de 3 años, a raíz de la construcción de un castillo medieval en el aula. 
Edo y Masoliver (2008), con niños de 5 años, muestran otro proyecto en que los niños de-
ciden crear una panadería en clase. Desde el punto de vista matemático, una tienda en clase 
constituye una oportunidad de realizar múltiples aprendizajes matemáticos significativos, 

Figura 5. Representaciones con forma de matriz en las ilustraciones de Mar Ferrero de El 
Flautista de Hamelín (Santillana, 2015).
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basados en la experiencia que suelen tener 
los pequeños de ir a hacer la compra con 
sus padres. Entre estos aprendizajes, pode-
mos destacar el uso del dinero como me-
dida, la clasificación y organización de los 
productos, la elaboración de una lista de la 
compra, la aparición de los numerales en 
los precios, el uso de instrumentos de cál-
culo (como la calculadora y la caja regis-
tradora), las sumas y las restas (al pagar 
varios productos y devolver el cambio), 
etc. En este contexto, la función que tienen 
imágenes como la de la Figura 6 es la de 
activar los conocimientos previos infanti-
les sobre las tiendas para entrar de forma 
significativa en la actividad matemática 
implícita en estas situaciones.

Las formas geométricas en el entorno

El aprendizaje de las formas geomé-
tricas básicas es uno de los objetivos ma-
temáticos de la educación infantil. Este 
aprendizaje no se reduce a la identifica-
ción de formas y el aprendizaje de sus 
nombres. También implica el juego de 
construcción de formas complejas par-
tiendo de otras más simples, así como el 
análisis de formas a través de su descom-
posición (De Castro, 2015). En la geo-
metría plana, el tangram es un recurso 
didáctico que permite este doble trabajo 
de composición, con el que trabajamos la 
creatividad sometida a unas reglas, y de 
descomposición, que implica más el aná-
lisis de las características de la figura (longitudes, amplitudes angulares, superficies, etc.). 
Un problema, que nos hemos encontrado en experiencias geométricas en el aula de infan-
til, es que las figuras compuestas con las siete piezas del tangram resultan excesivamente 
estilizadas o esquematizadas, y aparecen descontextualizadas, lo que permite a muchos 
niños resolver el puzle que plantea la figura sin que esta evoque para ellos un objeto de la 
vida cotidiana. Así, el aprendizaje matemático resulta parcial, al perderse el valor de las fi-
guras geométricas como modelos matemáticos para comprender el mundo de los contor-
nos de los objetos.

Figura 6. Tiendas.

Figura 7. Imagen de “Valentina la costurera”, 
ilustrado por Mar Villar (Santillana, 2015).
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En la Figura 7, procedente del cua-
derno de actividades del alumno, se esta-
blece la relación entre la forma compuesta 
por las 7 formas geométricas del tangram 
y la figura del cuento que pretende evocar 
la composición. Esta relación, que había-
mos visto en experiencias anteriores que 
no es en absoluto obvia para niños de 4 y 
5 años, forma parte del aprendizaje infan-
til del proceso de matematización.

Usando mapas en las primeras edades

Otro aspecto importante de la geome-
tría en las primeras edades (más allá de 
las formas geométricas básicas) es el de 
la orientación, cuyo aprendizaje requiere 

moverse dentro de un entorno familiar, observarlo y describirlo. Actividades típicas 
dentro de este ámbito son la descripción del camino de la escuela a casa, cuando este se 
realiza andando y es muy familiar para el niño, explicar cómo puede venir la mascota 
de la clase desde la sala de psicomotricidad al aula de los pequeños (Van den Heuvel-
Panhuizen, Veltman, Janssen y Hochstenbach, 2012), o dibujar el plano del aula o de 
una zona conocida del patio del colegio y utilizarlo como “mapa del tesoro” para loca-
lizar un objeto (Ruiz-Higueras, García, y Lendínez, 2013).

La Figura 8 presenta un mapa parecido al que pueden realizar niños de educación in-
fantil. No es un mapa “adulto”, pero tampoco es un dibujo libre. Es una representación 
intermedia que sirve a los niños para iniciarse en la representación del espacio a través de 
dibujos que tratan de evocar un espacio familiar con fidelidad, mostrando en la represen-
tación puntos de referencia, y respetando sus posiciones relativas, de forma que se pue-
dan localizar objetos en el espacio partiendo de su inclusión en el mapa.

Cuadrículas

Profundizando en la representación espacial, una cuadrícula puede pensarse como un 
sistema de referencia para localizar un objeto en el plano en función del número de fila y 
de columna. Las cuadrículas, desde este punto de vista, son antecedentes de los sistemas 
de coordenadas cartesianos que aparecen en la educación primaria y en secundaria. Hay 
juegos, como las guerras de barcos, en que la conexión entre la cuadrícula y las coorde-
nadas se hace explícita. En la Figura 9, vemos que se presenta al rey una tela de cuadros 
en la que, para ubicar correctamente los cuadrados coloreados, debe tenerse en cuenta el 
número de fila y columna (en el fondo, las coordenadas).

Figura 8. Ejemplo de mapa.



71

El uso de álbumes ilustrados para potenciar el aprendizaje matemático en las primeras edades
Carlos de Castro H. y Mónica Ramírez G.

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 61-80, ISSN: 2340-714X  

Patrones

En el marco teórico de PISA 2012 
(OCDE, 2013), la competencia matemá-
tica supone la capacidad de identificar 
situaciones de la vida cotidiana en las 
que se pueden utilizar las matemáticas 
para, después, dar estructura matemá-
tica a dicha situación. Estamos en el ám-
bito de lo que Van de Heuvel-Panhuizen 
(2008) llama “matematización horizon-
tal”, que supone la creación de herra-
mientas matemáticas para organizar y 
resolver un problema planteado en una 
situación de la vida real (p. 26) y una 
de cuyas actividades características es el 
descubrimiento de regularidades, rela-
ciones y patrones (OCDE, 2013, p. 13). 
Devlin (2003) considera la matemática 
como “la ciencia de los patrones”. En un 
sentido muy amplio, como el que da al 
término este autor, podríamos identificar 
el patrón con el modelo matemático que 
nos sirve para explicar una situación, 
predecir que va a ocurrir, etc., dentro del 
proceso de matematización.

En la educación infantil, la búsqueda 
de patrones aparece continuamente. Fle-
cha (2013) explica cómo el horario de 
un aula de 2-3 años está compuesto por 
una sucesión de rutinas (acogida, corro/
asamblea, almuerzo, taller, jardín, etc.). 
La repetición diaria de estas rutinas per-
mite a los niños descubrir el patrón (la 
regla) que siguen sus actividades y an-
ticiparse y prever lo que va a ocurrir a 
continuación: “Después del taller, vamos 
al jardín”.

En la Figura 10, vemos varios elementos en los que podemos descubrir patrones. El 
ejemplo típico es el de los collares, en que aparece una serie del tipo: hueso largo, hueso 
mediano, hueso corto, hueso largo, etc. Es decir, un patrón de repetición con una uni-
dad ABC que genera una serie del tipo ABCABCABC. El descubrimiento en estas series 
del patrón, o unidad que se repite, es un elemento importante en el desarrollo del razo-
namiento inductivo. Por esta razón, más allá de las actividades puntuales que podamos 
plantear en el aula, las ilustraciones de este cuento constituyen una continua invitación a 

Figura 9. Imagen del cuento “Valentina la 
costurera”, ilustrado por Mar Villar 

(Santillana, 2015).

Figura 10. Patrones en las ilustraciones.
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la búsqueda de regularidades y patrones. Estos pueden detectarse en la disposición que 
presentan las hojas en el tallo de las plantas (Figura 2), en la ropa de los personajes (Fi-
gura 6), en la decoración de las casas (Figura 5), etc.

LA ACTIVIDAD MATEMÁTICA POTENCIADA POR LAS ILUSTRACIONES

La literatura infantil ha demostrado, en numerosas investigaciones y experiencias, 
tener un gran valor para el desarrollo de la competencia matemática. Con el recurso de 
los álbumes ilustrados, hemos propuesto a pequeños de 5 y 6 años problemas de multi-
plicación y división (De Castro, Molina, Gutiérrez, Martínez, Escorial, 2012), problemas 
de descomposición factorial en los que hay que disponer una cantidad de 24 objetos en 
filas iguales (De Castro y Hernández, 2014), o situaciones que implican para los niños 
el cálculo de dobles y mitades (De Castro, Walsh, Del Coso, González, Escorial, 2009). 
También en primer curso de primaria (6-7 años) trabajamos con problemas de estructura 
multiplicativa, con agrupamientos de diez, orientados a la comprensión de las decenas 
(Ramírez y De Castro, 2014).

Otros autores han llegado a resultados similares en otras áreas de las matemáticas distin-
tas del pensamiento numérico, como la medición, la geometría, o el análisis de datos (Van 
den Heuvel-Panhuizen y Elia, 2011). A continuación, vamos a ofrecer muestras de activi-
dad matemática potenciada a través de imágenes. Comenzamos con situaciones conocidas 
como “juego de peticiones” (Aguilar, Ciudad, Láinez y Tobaruela, 2010; Ruiz-Higueras, 
2005), experimentadas en el aula de 4 años. Seguimos con problemas de descomposición 
aditiva de cantidades en la clase de 5 años. Todas estas actividades están tomadas del pro-
yecto “¡A contar! Matemáticas para pensar” (De Castro y Hernández, 2015). Finalizamos 
con ejemplos de resolución de problemas aritméticos en primer curso de primaria.

Los juegos de peticiones (4 años)

Un tipo de actividad desarrollada en clases de 4 años son los “juegos de peticiones”. 
Consisten en presentar al alumno una figura modelo decorada con formas geométricas. El 
alumno tiene una figura igual, sin decorar, y debe solicitar en su cuaderno (escribiendo, 
dibujando, pero sin comunicación oral) las pegatinas que necesita para reproducir el mo-
delo original. Esta actividad tiene una gran riqueza matemática. Para resolverla, el niño 
tiene que poner en juego conocimientos numéricos utilizando la correspondencia uno a 
uno o el conteo para cuantificar la colección de pegatinas que necesita. También debe re-
presentar dos cantidades discretas, para hacer la petición en el papel. Por último, debe 
ubicar correctamente las pegatinas en el modelo vacío, copiando la posición de los cua-
drados coloreados en el modelo original, utilizando las filas y columnas de la cuadrícula 
de la camisa como sistema de referencia (ver Figura 9).

En la Figura 11 vemos, en el cuaderno de un alumno, cómo ha intentado resolver esta 
actividad cometiendo dos errores. El primero de ellos está en la propia petición. Como 
vemos a la derecha, en el recuadro donde se hacen las anotaciones, el alumno ha pedido 
solo cuatro pegatinas cuadradas azules y cuatro rojas, pues el niño explicó al maestro que 
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la pegatina coloreada en rojo y azul debía ser roja. Así, en la petición faltan dos pegatinas 
azules, lo que implica un fallo en la cuantificación (bien sea este en el conteo o en la co-
rrespondencia uno a uno). Por otro lado, el trabajo también presenta un error de tipo es-
pacial, que se pone de manifiesto al pegar las 4 pegatinas rojas, y las dos pegatinas azules 
superiores, en lugares incorrectos.

En la Figura 12, vemos otras dos producciones de alumnos de 4 años. A la izquierda, 
la producción de Candela refleja un conocimiento espacial adecuado. Además, escribe 
“azules” y “rojos” con mayúsculas, aunque después rectifica y representa las pegati-
nas que necesita con puntos, copiando aproximadamente la disposición de las mismas. 
A la derecha, el alumno ha utilizado numerales escritos con cifras. Este es un objetivo 
a largo plazo, para los niños de 5 años. La actividad puede resolverse perfectamente a 

Figura 11. Planteamiento y resolución con errores en un juego de peticiones.

Figura 12. Resoluciones correctas en un juego de peticiones.
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través de dibujos o con numerales. Esto permite que cada alumno vaya evolucionando 
en su nivel de simbolización, pasando de representaciones icónicas a simbólicas, si-
guiendo su propio ritmo.

Problemas verbales de descomposición aditiva en último curso de infantil

A continuación, mostramos cómo resuelven niños de 5 años el problema: “En el 
arroyo había 10 cerdos negros y rosados. ¿Cuántos cerditos negros crees que había? ¿Y 
cuántos cerditos rosados?”. Se trata de un problema de descomposición aditiva con va-
rias soluciones. Tras resolver el problema con materiales manipulativos, los niños deben 

escribir las soluciones en su cuaderno de 
trabajo. Este problema está basado en la 
Figura 13, en la que se representa una 
cantidad indefinida de cerdos y, a la vez, 
la relación parte-todo, pues el total de los 
cerdos se puede dividir en dos partes: los 
cerdos rosas y los negros.

En la Figura 14, observamos el tra-
bajo de dos alumnos. El de la izquierda 
ha dado 5 soluciones correctas (de las 11 
soluciones posibles, desde 0 cerdos ne-
gros a 10). Aspectos interesantes en su 
representación son el uso del cero en una 
solución, lo cual no es habitual al empe-
zar a resolver este tipo de problemas, o 
que da la impresión de tener en cuenta 
intuitivamente la propiedad conmutativa 
de la suma, pues pone algunas parejas de Figura 13. Ilustración en la que se basa el 

problema de descomposición.

Figura 14. Soluciones a los problemas de descomposición.
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soluciones ligadas por esta propiedad. En su trabajo, predomina la representación icó-
nica (mediante un dibujo) del tipo de objeto (los cerdos). Mientras tanto, a la derecha, 
el alumno da también 5 soluciones al problema y destaca el uso de palabras para indi-
car el color de los cerdos, lo cual muestra un nivel más avanzado de simbolización que 
el de su compañero.

Problemas aritméticos verbales en primero de primaria

Con niños de primer curso de educación primaria (6-7 años), planteamos un pro-
blema aritmético verbal de combinación con una parte desconocida: “Si en total hay 35 
personas y 18 de ellas están arriba, ¿cuántas están abajo?”. Este problema se basa en el 
cuento “Los de arriba y los de abajo” (Valdivia, 2009) en el que la autora e ilustradora 
presenta un mundo dividido en dos partes: la de arriba y la de abajo. En las ilustracio-
nes se muestran personas, animales, edificios y otros elementos orientados hacia arriba 
o hacia abajo, a ambos lados de una línea horizontal que divide en dos partes cada una 
de las páginas. En los dibujos de los alumnos de primer curso, se observa que la orien-
tación de los dibujos esquematizados de personas reproduce la de las ilustraciones del 
cuento (Figura 15). Para la resolución del problema, el alumno dibuja la parte conocida: 
las 18 personas que hay en el mundo de arriba. A continuación, completa el total de 35, 
añadiendo personas en el mundo de abajo, la parte desconocida. Para terminar, cuenta 
las personas añadidas abajo. Así, el niño ha podido calcular el complementario de los de 

Figura 15. Ilustración para la resolución de un problema de combinación con parte desconocida.

Figura 16. Proceso de resolución imitando el conteo regresivo de “Once damas atrevidas”.
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arriba respecto del total de los habitantes. La ilustración estimula el dibujo que modeliza 
la relación parte-todo permitiendo alcanzar la solución.

También en primer curso de primaria hemos leído el cuento “Once damas atrevi-
das” (Thomassen, 2002), que narra un conteo regresivo, comenzando con once damas 
y acabando con una sola dama al final. Cada nueva escena del cuento describe la dismi-
nución del número de damas en una unidad: “Diez damas atrevidas siguieron a un bere-
bere, una se cayó en las dunas y quedaron sólo nueve”. Tanto el texto, como la imagen 
que lo acompaña, muestran una situación de cambio decreciente ideal para contextuali-
zar una sustracción (10 - 1 = 9) en la “vida real”. Utilizando este cuento, planteamos el 
problema: “Al principio había once damas atrevidas. ¿Cuántas quedaban cuando se ha-
bían ido seis?”. Una niña dibuja once “bolas” numeradas del 1 al 11 (Figura 16). La re-
presentación de las sucesivas acciones de quitar se puede observar en las bolas tachadas. 
Además, el tipo de conteo decreciente que describe el cuento, desde el once hacia atrás, 

puede haber influido en que la niña co-
mience a tachar desde la bola número 11 
hasta la número 6 un total de 6 numerales.

Otra idea matemática importante re-
flejada en ilustraciones de álbumes es 
el agrupamiento de cantidades en gru-
pos iguales. Esta idea es fundamental en 
el principio de agrupamiento propio de 
los sistemas de numeración y del pensa-
miento multiplicativo. En primero de pri-
maria, la multiplicación y división no se 
introducen formalmente, pero los niños 
resuelven problemas multiplicativos de 
agrupamiento y reparto utilizando estra-
tegias informales (Ramírez, 2015).

Figura 17. Ilustraciones para la resolución de 
un problema reparto.

Figura 18. Procesos de resolución de un problema de multiplicación.
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Para ilustrar los agrupamientos, utilizamos el cuento “365 pingüinos” (Fromental, 
2007), en el que el ilustrador, Joëlle Jolivet, plasma en las imágenes grandes cantidades de 
pingüinos “almacenados” en cajas y cajones. Planteamos un problema de división reparto 
en primer curso de primaria: “Cuando llegaron a tener 60 pingüinos, decidieron poner los 
pingüinos en 4 grupos iguales. ¿Cuántos pingüinos pusieron en cada grupo?”. En la Figura 
17 se observa que una niña dibuja “bolas” numeradas representando todos los pingüinos 
(saltándose la década de los cincuenta) y cuatro cajas. Representa la acción de repartir, dibu-
jando una bola en cada caja a la vez que la marca con un puntito para saber que ya ha sido re-
partida. Para terminar, cuenta los pingüinos de cada caja, comprobando que en todas hay la 
misma cantidad. Esta situación de grupos iguales forma parte de la estructura multiplicativa.

En la misma línea, en el cuento “Diez patitos de goma” (Carle, 2006) las ilustracio-
nes muestran cómo se van introduciendo patitos de goma en cajas que viajan por el mar 
en un barco. La Figura 18 muestra las producciones de dos alumnos para resolver el si-
guiente problema con agrupamientos de 10: “Si tenemos 2 cajas llenas de patitos con 10 
patitos en cada caja y 3 patitos sueltos. ¿Cuántos patitos tenemos en total?”. Los niños 
han representado cajas con 10 patos en cada una de ellas, como se puede ver en la Figura 
18, en la imagen de la derecha. Las ilustraciones del autor, en las que se observa la intro-
ducción de los patos en cajas, puede favorecer la formación de agrupamientos en las re-
presentaciones infantiles (Ramírez, 2015).

Hemos planteado también problemas de división medida con resto con alumnos de 6 
y 7 años, por ejemplo: “Si tenemos 34 patitos y queremos guardarlos en caja de 10 pati-
tos cada una. ¿Cuántas cajas podemos llenar? ¿Cuántos patitos quedarán sueltos?”. Los 
niños completan las cajas de 10 hasta que en la última solo introducen 4 (Figura 19, ima-
gen de la izquierda). Para saber cuántas cajas han llenado, cuentan las cajas completas, 
lo que implica considerar cada grupo de 10 como una unidad a contar. Esto requiere un 
proceso de unitización de las colecciones. El término unitización consiste en el “proceso 
de detectar o crear una unidad” (Fuson, Clements y Beckman, 2009, p. 65) y es una de 
las ideas centrales en el desarrollo inicial del pensamiento matemático numérico.

Figura 19. Ilustración para la resolución de un problema de división medida.
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La última caja no completa provoca que algunos niños calculen los patitos que fal-
tan para llenarla, alcanzando la siguiente decena. Así, completan una decena para tener 
un grupo más, una caja más. Otros alumnos han mostrado la relación uno a muchos que 
existe entre las cajas y los patitos, como se puede ver en la Figura 19 en la imagen de la 
derecha. Tras dibujar una caja y las treinta y cuatro bolas numeradas que representan a 
los patitos, el niño traza líneas que unen las bolas con la caja, mostrando así la relación 
entre un grupo y sus elementos.

CONCLUSIONES

Las ilustraciones de un álbum pueden contener características que las hagan especial-
mente aptas para potenciar la actividad matemática. Para ello, no basta con las ilustracio-
nes, son las tareas matemáticas las que deben evocar en su planteamiento la situación del 
cuento con su correspondiente ilustración, de modo que ésta pueda contribuir a dar sen-
tido y facilitar la comprensión del contenido matemático. En este artículo, hemos visto 
ejemplos de producciones sorprendentes por su alto nivel matemático en relación con la 
edad. En ellas reconocemos el papel potenciador de la actividad matemática que juegan 
las ilustraciones.

Los niños de 4 a 7 años con los que trabajamos resuelven situaciones aritméticas 
basadas en los cuentos, apoyándose en imágenes que muestran ideas sobre contenidos 
matemáticos como la relación parte-todo de la estructura aditiva y el agrupamiento/re-
parto de la estructura multiplicativa. Además, los niños reflejan en sus dibujos aspectos 
geométricos como la orientación y situación de los objetos o individuos, como hemos 
visto en el problema del cuento “Los de arriba y los de abajo”.

Los problemas que hemos planteado son complejos y no se suelen proponer en las 
primeras edades. Una de las implicaciones de nuestras experiencias de cara al trabajo en 
el aula es que la contextualización de una situación matemática, a través del cuento y sus 
ilustraciones, conduce a convertir la situación en familiar, lo que facilita que los alumnos 
puedan desarrollar al máximo sus capacidades matemáticas.

Este trabajo pretende invitar a los maestros y maestras a completar su formación, a 
través del estudio de las fecundas relaciones que podemos establecer entre matemáticas 
e imágenes, a fin de poder proporcionar mejores oportunidades de aprendizaje a las niñas 
y niños a los que acompañamos en su proceso educativo.
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Resumen: Hay una tendencia a tratar de 
asociar o encontrar en todo aquello que 
es bello la proporción áurea o divina o a 
construir objetos a partir de esta razón 
porque se presuponen serán apreciados 
como bellos por el simple hecho de seguir 
dicha pauta. Esto, como no, también ha 
acontecido con la modelación matemática de la concha del Nautilus pompilius sobre la que 
suele afirmarse que su forma y crecimiento es áureo. Sin embargo, en este artículo se mues-
tra y se analiza en detalle cómo dicha concha lo que realmente sigue es un patrón ubicado 
en la denominada proporción cordobesa o humana. Con apoyo en un recurso interac-
tivo desarrollado con la herramienta Descartes se motiva el análisis y comportamiento y 
se procede a partir de la yocto-yotta realidad observada a construir el modelo matemático.
Palabras clave: Proporción cordobesa, número cordobés, espiral logarítmica, Nautilus 
pompilius, crecimiento gnomónico.

On the form and the Cordovan growth Nautilus 
pompilius

Abstract: There is a tendency to try to 
associate or to find the golden ratio or 
the divine proportion in everything that 
is beautiful, or to try to create objects 
according to this ratio or proportion 
because it is assumed that they will be ap-
preciated as beautiful objects due to the 
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simple fact that they follow that pattern. 
This, of course, has also occurred with 
the mathematical modeling of the shell of 
Nautilus pompilius, which is said to have 
a golden shape and growth. Nevertheless, 
in this article it is shown and analysed in 
detail how this shell really follows a pat-
tern that lies in the so-called Cordovan 
ratio or human proportion. With the help 
of an interactive resource developed with 
the Descartes tool, we motivate the anal-
ysis and behaviour and we proceed to 
create the mathematical model from the 
previously observed yocto-yotta reality.
Keywords: Cordovan proportion, Cor-
dovan number, logarithmic spiral, Nauti-
lus pompilius, gnomonic growth.

INTRODUCCIÓN

¿La Naturaleza es matemática o ma-
tematizamos la Naturaleza? Indepen-
dientemente de cuál fuera la alternativa 
cierta –si alguna lo es, o si no lo fuera 
ninguna de ellas, o si lo son ambas– lo 
que sí parece obvio es que basta observar 
nuestro entorno para reconocer atractivas 
formas naturales y asimilarlas a mode-
los matemáticos que recíprocamente se 
mimetizan, estableciendo un hipertunel 
entre la concreción y la abstracción, entre 
el mundo real y el virtual, que permite 
observar lo que en otras ocasiones hemos 
ubicado o definido con la frase “Las Ma-
temáticas en la belleza y la belleza de las 
Matemáticas” (Galo Sánchez J. , 2004).

El Nautilus pompilius (Fig. 1), cefa-
lópodo del género Nautilus, es un ejem-
plo de esa belleza matemática-natural. 
Una belleza que parcialmente se oculta 
en el interior de su concha y que queda 
puesta de manifiesto efectuando una sec-
ción (Fig. 2) o bien mediante una radio-
grafía (Fig. 3).

Fig. 1 Nautilus pompilius (fuente wikipedia).

Fig. 2 Sección de la concha del Nautilus 
pompilius (fuente imagexia).

Fig. 3 Radiografía de la concha del Nautilus 
Pompilius.(fuente: (Thompson, 1945) 
procedente de Green and Gardiner, in 

Proc. Malacol. Soc. ii, 1897).
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Un cefalópodo del orden de los nautílidos (Nautilida) que lleva haciendo matemáticas 
desde el periodo Devónico ―hace más de 400 millones de años― hasta nuestra actuali-
dad, y que nos invita a matematizar. Y esto es el objeto y el fin de este estudio: ¿Qué forma 
tiene la sección de la concha y sus cámaras? ¿Por qué adopta ese patrón y cómo se generan?

El estudio morfológico de los seres vivos es algo intrínseco a la Biología, pero pen-
samos que cuando se introduce una visión científica global, interdisciplinar, es cuando se 
consigue un salto cualitativo esencial al aportarse no sólo la parte descriptiva ―el qué― 
sino también la explicativa o justificativa ―el por qué―. En esa línea, y centrados en el 
contexto aquí contemplado, podemos señalar el trabajo de D’Arcy Wentworth Thompson 
“On Growth and Form” (Thompson, 1945) y también, como referencia a la introducción 
del ordenador como medio para el análisis y la representación, indiquemos el trabajo de 
Raup “Computer as Aid in Describing Form in Gastropod Shells” (Raup, 1962).

En este artículo, nuestro centro de interés se ubica en la modelación matemática del 
Nautilus pompilius y para ello partiendo de la realidad de nuestro mundo físico tratamos 
de trasladar éste al mundo matemático virtual, es decir, entendemos que nuestro mundo 
o “yocto-yotta realidad”1 es una proyección discreta del mundo matemático o “continuo 
virtual”. De manera que considerando la belleza concreta tratamos de realizar una subli-
mación o cambio de estado que nos permita admirar la belleza abstracta y a través de ésta 
tratar de comprender el por qué acontece la primera.

Hay una tendencia a tratar de asociar o encontrar en todo aquello que es bello la pro-
porción aúrea o divina

	 Φ = 1+√5
2

 ~ 1,618033…,	 (1) 

o a construir a partir de esta razón objetos que, por usar esta proporción, se presupone o 
se estima que serán apreciados como bellos. Y ello, como no, también ha acontecido con 
el Nautilus pompilius (Peterson, 2005), si bien sin éxito (Fig. 4) porque como se dice co-
loquialmente “la realidad es tozuda”. Aquí2 (Fig. 5) mostraremos que la proporción por 
la que se rige el Nautilus es la denominada proporción cordobesa o humana3:

	 ς = 1
√2−√2

 ~ 1,306562…,	 (2)

Y no sólo observaremos que el perfil de esta concha sigue el patrón de la espiral loga-
rítmica cordobesa, sino que todo su interior, el sifúnculo y septos siguen el mismo patrón 
de crecimiento humano-cordobés. Así pues, en este caso, vemos cómo la empecinada 

1.  En longitud, el orden de magnitud de aquello que es físicamente apreciable o medible en nuestro en-
torno se ubica actualmente en el rango determinado por el intervalo [10-35, 1026] metros, es decir, desde la lon-
gitud de Planck al tamaño del universo observable. Pero en el Sistema Internacional el rango de prefijos para 
múltiplos y divisores se sitúa en el intervalo [yocto, yotta], es decir, [10-24, 1024], y de ahí surge nuestra deno-
minación de yocto-yotta realidad.

2.  En la sección primera de este artículo, “La espiral logarítmica”, se detalla por qué estas espirales loga-
rítmicas son denominadas áurea y cordobesa.

3.  El término proporción cordobesa o humana es debido a Rafael de la Hoz Arderius, quien introdujo ésta 
en su artículo (Hoz Arderius, La proporción cordobesa, 1973). Puede también consultarse en este documento 
(Hoz Arderius, La proporción cordobesa, 1996).
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esperanza de encontrar el ideal de belleza divino se ve trastocada y lo que aparece es el 
ideal de belleza humano en nuestra “yocto-yotta realidad”.

1.  LA ESPIRAL LOGARÍTMICA

En nuestro trabajo “El grillo y la espiral logarítmica” (Galo Sánchez, Cabezudo 
Bueno, & Fernández Trujillo, 2016) sintetizamos la construcción dinámica de la deno-
minada espiral logarítmica ―o también equiangular, geométrica o como más poética-
mente Bernouilli la denominó: “spira mirabilis” o espiral maravillosa―, desglosamos 
las propiedades de esta espiral maravillosa e iniciamos nuestro estudio de modelización 
matemática del Nautilus pompilius. Incluimos aquí un resumen de todo ello, dado que 
utilizaremos estas propiedades y datos en el desarrollo del modelo global.

La espiral logarítmica es una curva plana que en coordenadas polares se puede repre-
sentar mediante la ecuación:

	 r = a bθ con a ∈ , b ∈ +,	 (3)

o bien estandarizándola tomando como base el número :

	 r = a ekθ 	 (4)

En las espirales logarítmicas podemos detallar:
a)	 El análisis de la curva de ecuación (3) puede reducirse a los casos en que a ∈ + 

y b > 1.
a)	 Si a = 0, la ecuación (3) determina un único punto que es el origen de 

coordenadas.
b)	 Si a < 0 la espiral (3) es la curva simétrica, respecto al polo, de la espiral co-

rrespondiente a la ecuación r = |a| bθ.
c)	 Si b = 1, la ecuación (3) queda reducida a r = a que es una circunferencia de 

radio |a|.
d)	 Si 0 < b < 1, la espiral (3) equivale a la espiral simétrica, respecto al eje polar 

θ = 0 y por tanto con inversión de giro, de la espiral r = a c−θ con c > 1, pues 
basta reescribir b = 1

c
.

Fig. 4. Ajuste por una espiral logarítmica 
aúrea o divina. 

Fig. 5. Ajuste por una espiral logarítmica 
cordobesa o humana.
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b)	 La ecuación (3) puede reescribirse usando cualquier otra base c sin más que con-
siderar la expresión de b como una potencia

	 b = cd 	 (5)

y de ahí se obtiene

	 r = a cdθ.	 (6)

Es en particular lo realizado en (4).
c)	 El coeficiente a en (3) es un factor de escala o también puede interpretarse como 

un giro respecto a la espiral de ecuación r = bθ. Basta reescribir

	 a = bθº,	 (7)

Es decir,

	 θ0 = logb a	 (8)

y (3) equivale a r = bθ+θ0, es decir un giro de ángulo −θ0. Así pues, todas las espi-
rales (3) que comparten la misma base b son coincidentes, son la misma espiral 
sólo que girada. O también puede interpretarse que comparativamente la espiral 
r = a bθ tiene un ángulo de retardo4 θ0 en su crecimiento respecto a la r = bθ, es 
decir, si representamos está última en el intervalo (−∞, β], entonces r = a bθ es esta 
misma espiral sólo que representada en el intervalo (−∞, β− θ0].

d)	 La espiral de ecuación (3) es geométrica en el sentido de que las distancias al polo 
de todos los puntos de ella ubicados en una misma semirrecta θ = α están en pro-
gresión geométrica de razón b2π. Ello es debido a que todos esos puntos se corres-
ponden con rn = a bα+2πn y por tanto

	 rn+1

rn
 = b2π.	 (9)

Este valor b2π se dice que es el factor de crecimiento de la espiral (3).
e)	 La espiral de ecuación (3) es equiangular5, es decir, en todo punto de ella el án-

gulo que forma el radio vector (segmento que une el polo con ese punto) y la tan-
gente en él es siempre constante. Ese ángulo viene dado por:

	 cosψ = 1n b
√1+ln2b

.	 (10)

Para determinarlo, por ejemplo, basta considerar las ecuaciones cartesianas del 
radio vector y del vector tangente

	 { x = a bθ cos θ
y = a bθ sen θ 

	 { x' = a bθ ln b cos θ − a bθ sen θ
y' = a bθ ln b sen θ + a bθ cos θ

	 (11)

4.  Esté término es el usado por (Thompson, 1945) en la p. 799.
5.  Es bien conocido que la circunferencia es una curva equiangular, es decir, que en cualquier punto de 

la misma, el ángulo que forma el radio con la tangente es siempre constante e igual a un ángulo recto. René 
Descartes (1596-1650) fue quien se planteó la determinación de una curva que también fuera equiangular, 
pero que el ángulo fuera el que previamente se deseara, es decir, una generalización de lo que acontece en la 
circunferencia. Jakob Bernoulli (1654-1705) la analizó y la denominó “Spira mirabilis” o espiral maravillosa.
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y calcular cos ψ a través del producto 
escalar.
Si se considera la expresión (4) enton-
ces ahí

	 k = cotg(ψ).	 (12)

f)	 Por el carácter equiangular, fijado 
un punto M de la espiral de ecuación (3) 
(ver Fig. 6), ésta puede inscribirse en un 
rectángulo de módulo o proporción

	 b π
2 .	 (13)

Para los detalles puede consultarse nues-
tro recurso “El grillo y la espiral logarít-
mica” (Galo Sánchez, Cabezudo Bueno, 
& Fernández Trujillo, 2016).

Como consecuencia de esta propiedad denominaremos:
a)	 Espiral logarítmica áurea a aquella que su rectángulo circunscrito asociado 

es áureo, es decir, que el módulo o proporción de este rectángulo se corres-
ponde con el número áureo (1). Por tanto, dado que ha de ser b π

2  = Φ, o bien 
b = Φ 2

π , tenemos que:
i)	 Su ecuación es:

	 .	 (14)

ii)	 El factor de crecimiento (9) es:

	 	 (15)

iii)	 El ángulo característico (10) de la espiral es:

	 .	 (16)

iv)	 El ángulo característico del rectángulo áureo ( CAD en la Fig. 6) 
aproximadamente:

	 31,72º.	 (17)

b)	 Espiral logarítmica cordobesa a aquella que su rectángulo circunscrito aso-
ciado es cordobés, es decir, que su proporción es la proporción dada por el nú-
mero cordobés  (2). Para ello ha de ser b π

2  =  o lo que es equivalente b =  π
2 .

i)	 Su ecuación es:

	 .	 (18)

ii)	 El factor de crecimiento (9) es:

	 	 (19)

Fig. 6 Rectángulo circunscrito a la espiral.
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iii)	 El ángulo característico (10) de la espiral es:

	 .	 (20)

iv)	 El ángulo característico del rectángulo cordobés ( CAD en la Fig. 6) es 
aproximadamente:

	 37,43º	 (21)

g)	 La región plana delimitada por la espiral de ecuación (3) puede aproximarse por 
hexágonos construidos en base a los rectángulos circunscritos asociados a ella.
En la figura Fig. 7 el hexágono CKLMED es el gnomon del hexágono CDFHJK, 
pues al añadirlo a éste el hexágono EFHJLM obtenido es semejante al CDFHJK 
con razón de semejanza b π

2 . Análogamente un nuevo gnomon es EMNPGF y ade-
más esos dos gnómones son a su vez semejantes, con igual razón. Así pues, de 
manera similar a (9), el factor de crecimiento en cada paso de esta aproximación 
discreta sería b π

2 .
De manera general puede aproximarse mediante gnómones obtenidos con paso 
2π
n

 con n ∈  y n ≥ 3, y con factor de crecimiento en cada paso b 2π
n  (ver Fig. 8).

Y en el caso límite en el que n→∞ el factor de crecimiento sería , es

decir que el factor de crecimiento instantáneo es la unidad. Esto puede conside-
rarse como una explicación al emblema empleado por Jakob Bernoulli en relación 
a la espiral logarítmica: “Eadem mutato resurgo” (Mutante y permanente, vuelvo 
a resurgir siendo la misma).

Fig. 7 Crecimiento gnomónico de paso π
2
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h)	 La longitud del arco de la espiral de ecuación (3) comprendido entre el polo y el 
punto correspondiente a r = a bβ es

	 	 (22)

o bien teniendo en cuenta (10) tenemos que

	 .	 (23)

Para su cálculo basta aplicar que para la curva en polares r = f (θ), la longitud de 
arco entre dos puntos de argumento θ0 y θ1 respectivamente es

 √f (θ)2 + f'  (θ)2 dθ y considerar f (θ) = a bθ y θ0 = −∞ y θ1 = β.

Consecuentemente la longitud del arco de espiral (3) comprendido entre los pun-
tos P y Q correspondientes a r = a bβ y r = a bϒ respectivamente es:

	 	 (24)

2.  MODELIZACIÓN DEL NAUTILUS POMPILIUS

2.1.  Consideraciones generales

La superficie tridimensional de cualquier concha puede considerarse que está generada 
por la revolución alrededor de un eje fijo de una curva cerrada, la generatriz, la cual incre-
menta sus dimensiones pero manteniendo la semejanza. Si seleccionamos un punto de esa 
generatriz, o bien un punto de la región que delimita, y unimos todos los puntos homólogos 
a él obtenemos otra curva que traza la dirección de crecimiento. Si esta traza está ubicada 

Fig. 8. Crecimiento gnomónico de paso 2π
n  con n ∈  y n ≥ 3. Caso en que n=16. 

A la izquierda aproximación gnomónica y a la derecha la misma aproximación y 
la espiral aproximada en rojo.
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en un plano perpendicular al eje de giro entonces se dice que la concha es discoidal ―que 
es lo que acontece en el Nautilus― y si por el contrario tiene forma de una hélice cónica se 
dice que la concha es turbinada o helico-espiral. Como generatriz puede considerarse cual-
quier sección de la concha, sea paralela, normal o con cualquier inclinación respecto al eje 
de giro. Usualmente se considera la sección transversal obtenida por el corte con un plano 
que contenga al eje de giro y suele coincidir con la forma de la boca de la concha siempre 
que ésta se ubique en un plano (ver Fig. 9), pero se detectan diferencias6.

De manera muy resumida, en la imagen de la sección de la concha del Nautilus pom-
pilius (Fig. 2), podemos observar diferentes detalles7 morfológicos que caracterizan la 
concha de estos y otros animales.

a)	 La concha en sí, cuya sección a simple vista se observa que adopta una forma es-
piral. En ella podemos contabilizar el número de ciclos o verticilos.

b)	 La protoconcha o cámara inicial formada en la vida embrionaria y larvaria. Y la 
teleoconcha o concha que se construye durante el crecimiento desde la forma ju-
venil a la adulta.

c)	 La parte que presenta cámaras llamada fragmocono.
d)	 Los septos o tabiques que conforman las cámaras y que se intersecan con la pared 

del fragmocono en la sutura.

6.  En una nota al pie en (Thompson, 1945) p. 813 se especifica: “En el Nautilus la «capucha» tiene di-
mensiones algo diferentes en los dos sexos, y estas diferencias quedan impresas sobre la concha, es decir, 
sobre su «curva generatriz». Esta última constituye una elipse algo más ancha en el macho que en la hembra. 
Sin embargo, esta diferencia no es detectable en los ejemplares jóvenes; en otras palabras, la forma de la curva 
generatriz se altera perceptiblemente al avanzar en edad.”

7.  Consultar la ficha de la Dra. Villaseñor (Villaseñor, 2007) sobre los Ammonoideos que son cefalópo-
dos fósiles coetáneos del Nautilus hasta el Paleógeno.

Fig. 9. Visión frontal 
de la concha del 

Nautilus pompilius 
donde se observa su 
boca (generatriz).

Fig. 10. La concha como deformación topológica de un cono.
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e)	 Los restos del canal en el que se ubica el sifúnculo8 o tubo sifonal que une las cá-
maras del fragmocono.

f)	 La última cámara, que no tiene sifón, que es la zona donde reside el organismo, 
su habitación.

Del análisis realizado por Thompson (Thompson, 1945) para conchas discoidales9 se 
pueden establecer dos parámetros que son determinantes del crecimiento y de la forma:

a)	 El ángulo característico de la espiral logarítmica.
b)	 El ángulo de retardo o diferencia entre el crecimiento de la parte interior y exte-

rior de cada verticilo, dado que la concha se puede asimilar a un cono enrollado 
sobre sí mismo (Fig. 10) ―la imagen se ha tomado del libro de (Ghyca, 1983)―.

Si se desea abordar el modelo espacial es necesario considerar como tercer paráme-
tro su curva generatriz.

2.2.  Iniciando la modelización

En el apéndice I se aborda un reconocimiento visual de la sección de la concha del 
Nautilus pompilius. Efectuando un recuento de los verticilos, nos encontramos que 
las cámaras ocupan aproximadamente dos verticilos y medio y la cámara habitacional 

comprende un sector de amplitud 3π
4

 (Fig. 12), lo que totaliza 23π
4

, es decir, tres vueltas 

8.  Este enlace: https://en.wikipedia.org/wiki/Siphuncle aporta una descripción funcional del sifúnculo y 
de las cámaras.

9.  Para conchas turbinadas o helico-espirales puede consultarse el libro de Thompson citado y las varia-
ciones que introduce Raup en “The geometry of coiling in gastropods” (Raup, 1961)

Fig. 11. Recuento de verticilos y 
cámaras en el Nautilus.

Fig. 12. Amplitud de la cámara habitacional.



91

Sobre la forma y el crecimiento cordobés del Nautilus pompilius
José R. Galo S., Ángel Cabezudo B.e Ildefonso Fernández T.

Épsilon, 2016, Vol. 33 (3), nº 94, 81-110, ISSN: 2340-714X  

menos un octavo. En el primer verticilo se contabilizan ocho cámaras, dieciséis en el se-
gundo y ocho en la siguiente mitad.

Según lo especificado en (9), para determinar si la espiral de la sección de la concha es 
logarítmica basta verificar que el crecimiento sea geométrico determinando la razón o fac-
tor de crecimiento. Para ello, la modelización tradicional se basa esencialmente en la medi-
ción, pero en nuestro caso, este análisis ha sido sustituido por la utilización de una escena 
desarrollada con la herramienta Descartes titulada “Sobre el crecimiento cordobés del Nau-
tilus pompilius”10, en la que podemos dibujar diferentes espirales logarítmicas, superpo-
niéndolas con la imagen, y entre ellas seleccionar aquella que mejor se ajusta11. En la escena 
citada se puede seleccionar la base de la potencia que caracteriza a la espiral logarítmica r = 
bθ y determinar qué valor es el que conduce a ese mejor ajuste. Puede observarse (ver Fig. 5 
o interactuar con la escena) que esa mejor aproximación se alcanza cuando b ∼ 1,186 y este 
valor se corresponde con la espiral logarítmica cordobesa (18), es decir, de base12:

	 κ = 1,18558…	 (25)

Surge nuestra primera asociación entre el Nautilus y la proporción cordobesa, pero 
adelantemos que todo girará alrededor de ella ―lo cual a priori es lo lógico, pues es de 
esperar un único patrón de crecimiento, y es lo que confirmaremos a posteriori―.

Así pues, en base a esta observación, el factor de crecimiento que asignamos al Nau-
tilus pompilius es 2,914214… que es el factor correspondiente a la espiral logarítmica 
cordobesa determinado en (19). Este factor ya indicamos que difiere bastante del co-
rrespondiente a la espiral logarítmica áurea 6,854104… indicado en (15) (ver Fig. 4). 
Y también hemos de indicar que tampoco coincide con el factor de crecimiento de 3,00 
que fue determinado por Moseley (Moseley, 1813) y referenciado en la página 770 de 

10.  Consultar la dirección: http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/
11.  Hemos de señalar que el procedimiento tradicional en base a mediciones puede decirse que es local 

(basado en algunas mediciones puntuales), mientras que el uso de la escena es global al ser un ajuste com-
parativo entre dos curvas, una la correspondiente a la sección de la concha y otra la aportada por la escena.

12.  Dado que utilizaremos el valor 1,18558… reiteradamente asignamos el símbolo κ a éste.

Fig. 13. Espiral logarítmica con 
factor de crecimiento 3,00 y su 

comparación con la sección de la 
concha del Nautilus pompilius..
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(Thompson, 1945). Moseley13 indica en su artículo en las pp. 355-356 el procedimiento 
seguido y detalla la dificultad para determinar y establecer la curva sobre la que medir y 
consecuentemente los segmentos radiales que sirven de base en esa medida (ver Apén-
dice III), y sobre ello incide Thompson al señalar:

«Observe also that Moseley gets a very good approximate result by his measurements 
“upon a radius vector,” although he has to be content with a very rough determination of 
the pole.»14.

Un factor de crecimiento 3,00 se corresponde con la espiral logarítmica de base

	 	 (26)

y en la Fig. 13 puede observarse la diferencia existente entre ésta y la sección de la con-
cha objeto de estudio.

Por tanto y en base a lo expuesto y observado nosotros marcamos, abogamos y defen-
demos el carácter cordobés del Nautilus pompilius.

2.3.  Aproximación gnomónica de las cámaras (primera fase)

Ajustada la forma global de la sección de la concha fijémonos en el rastro dejado 
por el Nautilus en su crecimiento. Lo más ostensible son las diferentes cámaras que pre-
senta, delimitadas por los denominados septos, y la conexión entre ellas correspondiente 
al paso del sifúnculo. Centrémonos y analicemos inicialmente dichas cámaras que, como 
hemos indicado, en el último verticilo se contabilizan en un número de dieciséis. Por 
tanto, dentro del crecimiento continuo de la concha y, consecuentemente, de la sección 
antes estudiada podríamos decir que los septos surgen como consecuencia de un creci-
miento discreto de paso

	 2π
16

 = π
8

	 (27)

que casualmente o más bien por causalidad tiene una connotación en la proporción 
cordobesa dado que el gnomon de un triángulo cordobés es un triángulo escaleno de 

ángulos π
8

, 2π
8

 y 5π
8

. Puede consultarse el artículo “La Geometría de los polígonos

 cordobeses” (Redondo Buitrago & Reyes Iglesias, 2009)15 y también observar las imá-
genes en la Fig. 14 y Fig. 15 que hemos tomado de ahí, retocando algunas etiquetas o 
denominaciones.

13.  Puede consultarse desde http://rstl.royalsocietypublishing.org/content/128/351.full.pdf+html o bien 
localmente desde http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Nautilus-JS/referencias/
Phil.%20Trans.%20R.%20Soc.%20Lond.-1838-Moseley-rstl.1838.0018.pdf

14.  «Obsérvese también que Moseley consigue un resultado aproximado muy bueno mediante sus medi-
ciones “sobre un radio vector,” aunque tiene que contentarse con una determinación muy aproximada del polo.»

15.  Accesible desde esta dirección: http://www.mi.sanu.ac.rs/vismath/antonia2010/cord.pdf
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En la introducción (ver Fig. 8) indicamos cómo se puede aproximar de manera dis-
creta la región de plano delimitada por cualquier espiral logarítmica mediante hexágo-
nos, construidos en base a radios vectores y a las tangentes a la espiral, siguiendo un 

crecimiento gnomónico de paso 2π
n  con n ≥ 3. En la Fig. 16 se refleja la aproximación

de las cámaras con gnómones de paso 2π
16

. Se tiene un primer modelo que muestra

el crecimiento del Nautilus. Obviamente como modelo discreto es una primera aproxi-
mación que esboza un patrón o pauta. Además, se observa cómo al abordar una apro-
ximación discreta de las cámaras, la espiral de la sección de la concha se aproxima mal 
dado que se está realizando una aproximación mediante una poligonal, mientras que el 
crecimiento de la concha es continuo. Hemos pues de tratar de mejorar el modelo (Fig. 
17) y así mejorar la precisión de la aproximación.

Fig. 14. Proporción 
cordobesa en el octógono y 

triángulo cordobés.

Fig. 15 Triángulo cordobés (naranja) y su gnomon (amarillo). 
El número cordobés , el número de plata θ y  

su relación θ = √2 2.

Fig. 16 Aproximación de las cámaras con

 hexágonos de paso 
2π
16 . Comparativa.

Fig. 17 Modelo de crecimiento gnomónico

 discreto de paso 
2π
16 . 
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2.4.  Aproximación del sifúnculo

En los septos puede observarse los restos de los orificios que permiten el paso del 
sifúnculo por las cámaras. Estos, visualmente, siguen un patrón espiral y es de espe-
rar que sea una espiral logarítmica r = bθ, pero si utilizamos el recurso interactivo para 
su aproximación, de manera análoga a como hemos hecho con la sección de la concha, 
podemos comprobar que no hay ninguna espiral que se ajuste bien al sifúnculo. Con-
ceptualmente parece más lógico intuir que cualquier punto ubicado en el interior de la 
concha habrá surgido como consecuencia de un crecimiento análogo al de la concha, 
si bien afectado por un factor de escala, es decir, todo punto debería pertenecer a una 
espiral logarítmica cordobesa de ecuación r = a κθ. Ello se puede observar en la escena 
sin más que cambiar el valor de a, y comprobar que todos los puntos del interior de 
la concha formarían parte de espirales cordobesas en las que 0,34 < a < 1. En particu-
lar podemos comprobar que los puntos del sifúnculo están ubicados en una espiral de 
este tipo en la que aproximadamente toma valores en el intervalo: 0,65 ≤ a ≤ 0,7. Y de 
esta observación surge la cuestión: ¿A qué valores teóricos se corresponden esos va-
lores experimentales?

Aunque, en nuestro mundo matemático, hemos aproximado la sección de la concha 
como una única curva, realmente el crecimiento del Nautilus se produce siguiendo ese 
cono que hemos reflejado en la Fig. 10 ―pero en este caso curvándose lo suficiente para 
que haya un solapamiento―, es decir, al crecer podemos ver cómo lo que era el exterior 
de la concha pasa a ser el interior y ello acontece superponiéndose una nueva capa sobre 
la anterior, una capa diferente16. En la Fig. 18 se observa esa separación en la fotografía 
de la izquierda y en la imagen de la derecha se ha reflejado esa distinción utilizando dos 

16.  La necesaria distinción de estas capas, para poder abordar la medición necesaria para deducir el fac-
tor de crecimiento, era manifestada por Moseley (Moseley, 1813), ver Apéndice II.

Fig. 18. Distinción de la capa interior y exterior en la sección de concha. A la izquierda 
fotografía (Thompson, 1945) p.843 y a la derecha modelación matemática.
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espirales logarítmicas cordobesas próximas y diferenciando con dos colores, azul y rojo, 
ambas capas. Matemáticamente podemos expresarlo como dos espirales de ecuaciones17:

	 r = κθ	 y	 r = κθ − 2π	 (28)

o bien

	 r = κθ	 y	 r = κ− 2π κθ = 0,3431… κθ	 (29)

lo cual puede interpretarse como que la velocidad o razón de creci-
miento entre la capainterior y la exterior es de 0,3431... a 1, o bien que la

capa exterior crece 1
0,3431…  = 2,914214… veces más  rápido que la interior (en definitiva

el factor de crecimiento), o bien según lo indicado en (7) que la capa interior tiene un án-
gulo de retardo de 2π.

Consecuentemente la sección del Nautilus es una región del plano de ecuación:

	 r = a κθ	 { κ−2π ≤ a ≤ 1
0 < θ ≤ 2πn 	 (30)

donde remarcamos que κ = 1,1885580... es la base correspondiente a la espiral logarít-
mica cordobesa y n el números de ciclos o verticilos. Siendo precisos podemos señalar 
que la región anterior se corresponde con la teleoconcha, mientras que la protoconcha se 
ajustaría teóricamente con los valores

	 −∞ < θ ≤ 0	 (31)

¿Cuál de las espirales anteriores (30) se corresponde con el sifúnculo? Si considera-
mos la espiral intermedia entre la interior y la exterior ―lo cual sería consistente con 
el hecho de que el sifúnculo fuera el eje del cono citado― entonces tendría que ser que

	 a = κ−2π + 1 = 0,3431… + 1 = 0,6715…
2 2

	

que está en el rango aproximado de valores determinado en la escena. Consecuentemente 
según (8) el sifúnculo tiene un ángulo de retardo θ0 = logκ 0,6715… = −2,3394… ∼

− 3π
4   frente a la concha exterior.

2.5.  Aproximación gnomónica de las cámaras (segunda fase)

Ajustado el sifúnculo, éste divide el interior de la sección del Nautilus y cada una 
de las cámaras en dos regiones que pueden aproximarse gnomónicamente con el paso 

discreto indicado de 2π
16 , lo cual puede observarse en Fig. 19 y Fig. 20. La aproximación

17.  Según (8) la espiral correspondiente a la capa interior tiene un ángulo de retardo de −2π, respecto a 
la exterior.
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 mejora, si bien en la espiral exterior y el sifúnculo, en los espacios entre cámaras, sigue 
denotándose esa aproximación angulosa de las tangentes como consecuencia de la apro-
ximación discreta.

2.6.  Aproximación gnomónica de las cámaras (tercera fase)

Los pasos para abordar una mejora en la aproximación se muestran obvios:
•	 Ampliar el número de espirales logarítmicas cordobesas intermedias (ver Fig. 21 

y Fig. 22).

Fig. 20. Modelo de crecimiento gnomónico

discreto de paso 2π
16

 apoyándose en el

sifúnculo.

Fig. 22. Modelo de crecimiento gnomónico

discreto de paso 2π
16

 apoyándose en familias

de espirales cordobesas. 

Fig. 19. Aproximación de las cámaras con

 hexágonos de paso 2π
16

 apoyándose en el 

sifúnculo. Comparativa.

Fig. 21. Aproximación de las cámaras con

hexágonos de paso 2π
16

 apoyándose en familias

 de espirales cordobesas. Comparativa.
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•	 Considerar un paso menor entre septos abordando una división de las cámaras y 
por tanto acercándose el modelo al crecimiento continuo (ver Fig. 23 y Fig. 24).

2.7.  Hacia el modelo continuo

La proporción cordobesa se ha manifestado como patrón único en la morfología y 
crecimiento del Nautilus pompilius. Pero siguiendo la misma pauta, posiblemente no nos 
equivocaremos si formulamos la conjetura de que los septos deberían seguir también un 
patrón cordobés. Para iniciar su verificación podemos utilizar nuestro recurso interactivo 
y abordar una comparación de dichos septos, al igual que hicimos con la sección de la 
concha, con espirales logarítmicas y en particular con la espiral logarítmica cordobesa. 
Como fruto de esa comparativa, en la que se puede desplazar el polo y la base de la po-
tencia que define a la espiral para ir cotejando, se observa que cuando la espiral es cordo-
besa (en concreto cuando aproximadamente18 r = 0,5 κθ) los septos encajan, según puede 
verse representado en la espiral gris de la Fig. 25. En concreto se observa que todos los 
septos son arcos de esa espiral.

Es más, en el proceso de cotejar con la espiral logarítmica cordobesa (ver espiral 
amarilla en la Fig. 26) se puede observar cómo una vez encajado un septo, para enca-
jar el siguiente es necesario trasladar el polo de esa espiral y que la curva que describe 
ese polo se asemeja a una espiral (la magenta en la Fig. 26) ―analizando las coordena-
das se comprueba que es también una espiral logarítmica cordobesa―. Adicionalmente 
al pasar de un septo a otro, el arco de la espiral con el que coteja es uno que se obtiene 
como consecuencia de un desplazamiento en esa espiral, es decir, si al pasar de un septo

18.  Posteriormente determinaremos el valor teórico del factor de escala de esta espiral cordobesa. Ver (49).

Fig. 24. Modelo de crecimiento gnomónico

discreto de paso 
2π

5∙16
 apoyándose en varias

espirales cordobesas. 

Fig. 23. Aproximación de las cámaras con

hexágonos de paso 
2π

5∙16
 apoyándose en 15 

espirales cordobesas. Comparativa.
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a 

otro equivale a incrementar el ángulo en la espiral azul de la Fig. 26 en 2π
16

, el arco 

del segundo septo es una traslación en la espiral amarilla del septo anterior en ese mismo 
ángulo según veremos más adelante. Ver el detalle de las espirales citadas en la Fig. 27 
e interactuando en el recurso. 

En la Fig. 28 puede observarse la modelización de los septos donde se ha distinguido 
cada uno de los arcos en los que queda dividido por el sifúnculo con colores diferentes 
(rojo y verde). En la Fig. 29 podemos ver una comparativa entre el modelo matemático 
y la sección de la concha, en él puede observarse y señalarse que en los últimos septos 
hay cierta discrepancia, situación que concuerda con referencias biológicas en las que 
indican diferentes estadios de crecimiento y marcan un estadio adulto caracterizado por 
cambios morfológicos que afectan a los últimos septos19. En nuestro caso (Fig. 29) se 

19.  En (Villaseñor, 2007) pueden consultarse los estadios de crecimiento de los Ammonoideos y en par-
ticular el estadio adulto.

Fig. 25. Ajuste de los septos con 
arcos de espirales logarítmicas y en 
particular con la cordobesa (color gris).

Fig. 26. Espiral que aproxima los septos 
(amarilla) y la que describe el polo (magenta).

Fig. 27. Detalle de la espirales sobre las que se 
aproximan los septos.
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muestra un aumento en el espacio real entre septos frente al teórico esperado. No olvi-
demos, lo ya indicado, que un modelo matemático no es más que una proyección idea-
lizada y de pautas fijas. No obstante aquí es fácil, si se desea, introducir en el modelo 
matemático la simulación de ese cambio en el crecimiento adulto, pues basta hacer una

traslación20 del polo y septo en un ángulo aproximadamente de π
16

. Es más puede

considerarse un modelo matemático mixto contemplando un tipo de crecimiento hasta 
la fase juvenil e incluir esa traslación en el comportamiento adulto, pero en lo que sigue 
optamos por un modelo matemático puro, sin incluir los cambios señalados en dicho estadio.

20.  En las Fig. 21 y Fig. 23 hemos reflejado esa traslación y ahí puede observarse cómo las cámaras del 
estadio adulto se ajustan muy bien y las del estadio juvenil son las que ahí presentan ese desfase.

Fig. 29. Comparación del modelo matemático 
con la sección de la concha.

Fig. 28. Aproximación de los septos. Modelo 
matemático.

Fig. 30. Modelo 
matemático del 

Nautilus pompilius.
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La pauta observada hasta ahora se prolonga y todo encaja en un patrón único cimen-
tado en la proporción cordobesa. Y esto nos permite establecer un modelo matemático 
global que reproduce globalmente la morfología y el crecimiento continuo del Nautilus 
pompilius (Fig. 30). Modelo que puede observarse en una animación del recurso interac-
tivo y que procederemos a describir y a analizar.

2.8.  El modelo matemático

El modelo matemático tiene como patrón básico el crecimiento cordobés del Nauti-
lus pompilius. Por tanto, todo punto del interior y concha (Fig. 30) pertenece a la región 
plana de ecuación (30), en definitiva a una espiral de ecuación r = a κθ que denominare-
mos “longitudinal” y a su vez pertenece a un arco de una espiral logarítmica cordobesa21 
“transversal” (como parte de un septo o de un arco semejante) de ecuación paramétrica:

	 { x = Px + d κθ cos(θ)
θ ∈ [α, β]y = Py + d κθ sen(θ)

	 (32)

donde d ~ 0,5 en base a lo observado en el recurso interactivo y lo reflejado en la Fig. 25 , y 
tendremos que determinar para cada septo tanto el valor del polo (Px' Py) como el de α y β.

Así pues, según lo analizado previamente, en el instante de crecimiento dado por un 
ángulo λ:

•	 Los puntos de la concha exterior son los que verifican

	 	 (33)

•	 Los puntos de la concha interior pertenecen a

	 	 (34)

•	 Los puntos del sifúnculo

	 	 (35)

Y las cámaras siguen un crecimiento gnomónico.

2.8.1.  Análisis de las cámaras

Los puntos A, A', A'' reflejados en la Fig. 31 expresados según sus coordenadas en po-
lares de acuerdo con (27) y (33) serían:

	 	 (36)

y análogamente B, B', B'' por (34) son:

21.  Todos esos arcos no son más que traslaciones de arcos de la espiral logarítmica cordobesa de ecua-
ción r =d κθ.
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	 	 (37)

donde θ1 y θ2 y puede observarse en la Fig. 32 que son diferentes, hay un desfase angu-
lar entre el punto inicial de un septo y el punto final del mismo.

Por el crecimiento gnomónico la cámara A'A''B''B' es semejante a la AA''B'B, 
consecuentemente:

	 	 (38)

donde d (· , ·) representa la longitud del arco de espiral correspondiente.
Aplicando (24)

	 	 (39)

	 	 (40)

Y por tanto

	 	 (41)

Análogamente de (37) y (24)

	 	 (42)

Por lo que por (38)

	 	 (43)

Fig. 32. Desfase angular entre el punto inicial 
y el final de un septo.

Fig. 31. Detalle de las cámaras.
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Dado que B y A son puntos de un septo, según (32), el arco 
∧
BA puede representarse 

mediante la ecuación

	 { 	 (44)

donde Δθ3 representa un incremento del ángulo θ3 y (Cx,Cy) es el polo de la espiral a la 
que pertenece ese arco. En la figura Fig. 33 es el arco de color verde que pertenece a la 
espiral pintada con igual color, pero con menor grosor.

Análogamente para B' y A' tendríamos

	 { 	 (45)

que en la figura Fig. 33 sería el arco de color rojo correspondiente a la espiral de igual color.
Por lo que por (24):

	 	 (46)

Y por (43) ha de ser

	 	 (47)

y por tanto θ4 − θ3 = 2π
16

 y Δθ3 = Δθ4.

Es decir, dos septos consecutivos se corresponden con dos arcos de igual amplitud Δ

de la espiral de ecuación (32), pero que se diferencian en un ángulo de 2π
16

. Así pues, si

 en (44) θ ∈ [α, β], entonces en (45) θ ∈[α + 2π
16

, β + 2π
16

].

2.8.2.  Los septos

Utilizando el recurso interactivo, se observa que los polos C (Cx' Cy) y C'(C' x' C'y) y 
todos los análogos correspondientes al resto de septos son puntos pertenecientes a una 
espiral cordobesa, la dibujada de color magenta en la Fig. 33, y que aproximadamente 
es la de ecuación:

	 r = 0,5 κθ	 (48)

Ésta, quizás, realmente podría corresponderse con la espiral intermedia entre la de la 
concha interior (34) y la del sifúnculo (35), es decir, r = e κθ con

	 	 (49)

que es el valor teórico que le asignaremos en nuestro modelo.

	 	 (50)
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Y de acuerdo a lo denotado en (36) y (37) las coordenadas polares de esos dos 
polos serían

	 	 (51)

	 	 (52)

Es decir, hay un desplazamiento de 2π
16

 que se corresponde lógicamente con el 

crecimiento angular gnomónico entre septos. Para justificar esto último basta aplicar lo 
realizado anteriormente con las cámaras, por ejemplo, a los triángulos OAC y OA'C'.22

Con la escena interactiva hemos determinado que si denotamos por n la posición del 
n–ésimo septo contabilizado en el sentido de crecimiento del Nautilus, entonces los án-
gulos antes citados se corresponden con los siguientes valores

	 	 (53)

	 	 (54)

	 	 (55)

	 	 (56)

	 	 (57)

22.  Todo esto puede considerarse que son excesivas coincidencias, pero muy al contrario no es más que 
consecuencia de las propiedades de esta espiral maravillosa, resumidas por Bernoulli en su “Eadem mutato 
resurgo”. Ver en el Apendice II la propiedad básica que conduce a lo aquí obtenido e indicado.

Fig. 33 Ubicación del polo en la 
espiral de cada septo y arco de 

cada uno de ellos.
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2.8.3.  Base teórica del fragmocono

El fragmocono se configura como adicción a la protoconcha. En la Fig. 34 se puede 
observar una fotografía de la protoconcha y el inicio del fragmocono en un ammonites 
y en la Fig. 35 hemos superpuesto lo que podría considerarse como la base inicial teó-
rica del fragmocono (triángulo naranja) y de su gnomon (triángulo amarillo) en el que se 
ubica el primer septo.

La amplitud angular de los septos (56) es significativa porque nos aporta información 
acerca de cuál sería esa base inicial teórica del fragmacono, pues en relación a ella se es-
tablece el modelo de crecimiento de la concha y de los septos (ver Fig. 36). En el Nauti-
lus dicha base se corresponde con un triángulo semejante al triángulo cordobés dibujado 
en la Fig. 37, el cual se obtiene a partir del triángulo cordobés y de su gnomon . En esa 
imagen se observa que el ángulo

	 ∧
ABE = π = 2π

8 16
	 (58)

Fig. 35 Base inicial teórica del fragmocono 
(triángulo naranja) y gnomon del mismo 

(triángulo amarillo).

Fig. 34. Protococha e inicio del fragmocono 
en un ammonites (Villaseñor, 2007).

Fig. 36. Simulación del crecimiento discreto del Nautilus a partir del triángulo cordobés como

 base teórica del fragmocono. A la izquierda paso 2π
16

 y a la derecha con paso 2π
160

.
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es el ángulo de crecimiento gnomónico discreto interseptos el cual fue determinado 
desde el principio del análisis. Y el ángulo

	 ∧
BEA = 5π

8
	 (59)

que coincide con el 
∧

ACB, es la amplitud del arco de espiral cordobesa que determina 
cada septo. El triángulo cordobés y su gnomon se configuran como la base del creci-
miento del Nautilus pompilius, es el germen a partir del cual el Nautilus muestra la razón 
primigenia de su forma y de su crecimiento.

3.  CONCLUSIONES

A través del detallado y progresivo análisis realizado en este artículo hemos ido cons-
truyendo la base teórica o modelo matemático que soporta a la bella morfología del Nau-
tilus Pompilius y hemos tratado del encontrar el modelo de crecimiento que conduce a 
poder explicar y a comprender por qué adquiere esa forma. Desde su inicio la espiral lo-
garítmica cordobesa tomó presencia y a medida que la mirada se deslizaba hacia algún 
nuevo detalle esta espiral ha vuelto a imponer su presencia marcándonos y alumbrándonos 
el camino del descubrimiento y de la adquisición del conocimiento. La belleza del Nauti-
lus pompilius se sustenta en la proporción cordobesa o humana y todo punto de su concha 
o del interior ha quedado determinado por la intersección de dos espirales cordobesas. El 
germen o base inicial matemática que explica el por qué acontece todo lo observado se ha 

Fig. 37. Base 
teórica de 

crecimiento del 
fragmocono.
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ubicado en el crecimiento gnomónico de un triángulo cordobés, las propiedades de éste se 
trasladan al desarrollo y comportamiento global detectado y modelado.
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APÉNDICE I

Un reconocimiento visual de la sección de la concha del Nautilus pompilius nos per-
mite ubicar los elementos que la componen y caracterizan.

1.  El perfil sigue la pauta de una espiral, es decir, una línea curva que es descrita por 
un punto que se va alejando progresivamente de otro punto fijo (el polo) a medida 
que va girando alrededor de él.

2.  En el interior de la concha se observan tres zonas diferenciadas:
a)	 El núcleo inicial correspondiente al estado embrionario o protoconcha (Fig. 38).
b)	 Una segunda zona que está dividida en cámaras por los septos (tabiques de se-

paración), los cuales en su parte central presentan restos del sifúnculo.
c)	 La cámara habitacional del animal que se sitúa en la parte final (Fig. 39).
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3.  Las cámaras interseptos, ver Fig. 11, comprenden dos vueltas (verticilos) y media 
y podemos contabilizar:
a)	 Ocho cámaras en el primer verticilo.
b)	 En el segundo dieciséis.
c)	 Otras ocho cámaras en la media vuelta final.

4.  La cámara habitacional que abarca aproximadamente un ángulo de 3π
4

.

En la literatura biológica están documentadas diferentes fases de crecimiento postem-
brionario distinguiendo un estadio neánico, uno juvenil y otro adulto lo cual puede aso-
ciarse en este caso respectivamente a las primeras ocho cámaras ―que tienen una

amplitud angular de paso π
4

 ―, a las dieciséis siguientes ―con paso π
8

 ― y a las ocho

últimas ―en las que el paso es algo superior a π
8

 ―. El análisis matemático realizado en

 este artículo permite reproducir sin dificultad este comportamiento diferenciado, sin em-
bargo nuestro objetivo principal es la obtención del modelo matemático a partir de lo ob-
servado en la yocto-yotta realidad, pero sin necesidad de proyectarlo de nuevo en ésta. 

Así pues, el paso entre septos lo consideraremos constante e igual a π
8

, que como se 

detalla en este documento tiene un fundamento teórico en todo el modelo.

APÉNDICE II

Procedimiento seguido por Mosley para determinar el factor de crecimiento del Nau-
tilus pompilius.

“These conclusions were directly verified by the following observations. A shell of the 
Nautilus pompilius was cut through the middle in a direction perpendicular to its axis, and a 
tracing was taken of the section of its spiral surface; this tracing is copied in Fig. 40.

Fig. 39. Cámara habitacional.Fig. 38. Protoconcha.
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It was made from the dark line which shows, on the section of the internal whorls of the 
shell, the line of that pearly surface which the animal deposits as a covering to its completed 
portion, as it advances in the construction of it. It is important to make this observation, be-
cause as it extends one whorl of its shell over another, the animal deposits continually upon the 
pearly surface of this last a new coating of shell, and thickens it; and it is in the centre of this 
thickened section that is to be found that section of the pearly surface, of which the edge of the 
external whorl is a continuation, and from which this tracing was taken.

It will be found that the distance of any two of its whorls measured upon the same radius 
vector. Thus

a b is one-third of b c,
d e is one-third of e f,
g h is one-third of h i,
l k is one-third of l m.

The curve is therefore a logaritmic spiral.”

APÉNDICE III

En la página 777 de (Thompson, 1945) se enuncia una propiedad de las espirales lo-
garítmicas de gran interés:

Fig. 40. Determinación empírica del factor de crecimiento.
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Si sobre cualquier radio polar de una espiral logarítmica se dibuja un triángulo OPQ, 
el lugar geométrico de los puntos Q correspondientes a triángulos semejantes a él cons-
truidos sobre radios polares es una espiral semejante a la inicial. En la Fig. 41, Q, Q', Q'' 
están en una espiral semejante a la dibujada.

La demostración es sencilla ya que al ser los triángulos semejantes entonces:

	 OQ = OQ' = OQ'' =κOP OP' OP''
	 (60)

De donde OQ = κ OP, y dado que OP es el radio vector de una espiral logarítmica 
r = a bθ, entonces OP = a bθ y por tanto OQ = κ a bθ, es decir los puntos Q pertenecen a 
una espiral logarítmica de ecuación r = κ a bθ semejante a la anterior y con igual razón 
de semejanza que la existente entre los triángulos.

Esta propiedad se puede generalizar a cualquier otra figura o curva construida sobre 
un radio vector y así se muestra evidente cómo se reproducen las mismas formas al cre-
cer la espiral.

Fig. 41. Semejanza en 
la espiral logarítmica.
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Si tuviéramos que recomendar una obra a cualquier estudiante de Bachillerato que 
esté barruntando el matricularse en una Facultad de Educación, sin duda, este libro po-
dría indicarle si dicha inclinación es un bluf pasajero o una verdadera vocación.

El estudio, realizado por la Dra. María Sotos Serrano, comienza poniendo al lec-
tor en antecedentes sobre la situación en que se encontraba la educación en el período 
previo al que Maria Antònia se incorporaría a la docencia. Recoge la época en que la 
Escuela Nueva se desarrolló en el primer tercio del siglo XX, el retroceso que sobre-
vino con la Guerra Civil Española y la posterior situación política de posguerra. Sin 
embargo, es paradójico observar cómo, durante una etapa completamente adversa, los 
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principios de la Escuela Nueva vuelven a hacer acto de presencia durante la dictadura 
franquista, gracias a la labor desarrollada por un grupo de docentes entre los que se en-
contraba M. Antònia.

María Sotos hace un ejercicio titánico de investigación al navegar en las raíces per-
sonales de Maria Antònia Canals, pues sin la visión familiar e íntima no es posible com-
prender cuáles fueron las razones que llevaron a tomar decisiones, tan poco habituales, 
como rechazar una prometedora carrera en la Facultad de Ciencias Exactas o la de cam-
biar un colegio, sin problemas de financiación económica y alumnado bien situado so-
cialmente, por otro encuadrado en la marginalidad. La autora se sumerge por completo 
en la historia e intrahistoria del personaje, no solo a través de toda la literatura y multi-
tud de materiales que M. A. Canals nos ha legado, también realiza un buen número de 
reveladoras entrevistas personales, tanto a ella como a una amplia colección de persona-
jes relevantes en su entorno profesional.

La investigación se construye sobre un complejo entramado: la entrevistadora debe 
adentrarse en los recuerdos de la entrevistada, pero al mismo tiempo tiene la obligación 
de no dejarse llevar por la proximidad y realizar una tarea seria, reflexiva y crítica.

Nos imaginamos a la autora descubriendo caminos e hipótesis sobre las claves del 
pensamiento de M. A. Canals a través de los distintos actores y circunstancias que la ro-
dearon, enumerando aquello que se considera esencial en su pensamiento: los juegos ma-
temáticos que compartió con su padre, fallecido cuando ella contaba tan solo con 8 años, 
las clases particulares durante la Guerra Civil en Lloret de Mar de su tía Dolors (quien 
había sido becada para viajar a Italia y conocer el método Montessori de primera mano), 
la confirmación de su inclinación matemática, el respaldo materno a su decisión de matri-
cularse en Ciencias Exactas, el profesor Botella y la significativa entrevista en la pizarra, 
su brillante paso por la facultad, la renuncia a una carrera profesional de investigación 
matemática por un puesto de parvulista, los contactos con Marta Mata y sus primeras in-
formaciones sobre la historia de la renovación pedagógica catalana, los años de docente 
en la escuela Talitha, que propició el intercambio de ideas constante con figuras como Mª 
Teresa Codina, el descubrimiento de la filosofía del padre Foucauld que le lleva a una es-
piritualidad intensa en el compromiso evangélico y el servicio a los más necesitados, las 
críticas, sugerencias y definitivo espaldarazo a Ton i Guida, escuela fundada por Canals 
en el popular barrio barcelonés de Verdum, de Alexandre Galí (contrario en algunos as-
pectos a Montessori y personaje clave en el renacimiento de la Escuela Nueva), la amar-
gura producida al ver cómo su proyecto de escuela se difumina casi por completo, el paso 
como asesora en el Ayuntamiento de Barcelona y los primeros encontronazos políticos…

También es un requisito principal el reconocimiento y dominio de las bases teóricas 
asociadas a las distintas escuelas pedagógicas que influyeron en M. A. Canals: el método 
Montessori, crucial en el desarrollo de su labor educativa, la obra de Jean Piaget, de Zol-
tan P. Dienes... Todo ello unido a la consciencia de la dimensión más íntima y personal, 
así como de la amplia e intensa interacción social en la que se enmarca el itinerario pe-
dagógico de M. A. Canals.

Sin todo lo anterior esta obra no hubiera podido llevarse a buen término. El resul-
tado es completo y exhaustivo, a la vez que sintético en lo fundamental. Una monografía 
sobre uno de los personajes más destacados de la educación en nuestro país, donde se es-
tablecen cuáles han sido los hitos fundamentales en la historia personal de M. A. Canals, 
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cómo han influido en ella, cuál es su visión sobre la educación en general y sobre la en-
señanza de las matemáticas en particular, y cómo el saber pedagógico se construye a par-
tir de la reflexión compartida sobre la práctica escolar.

La autora plantea que esa forma de construir pedagogía permite integrar la práctica y 
la teoría en un mismo proceso, tan diferente al de quienes no se dignan a bajar a pie de 
aula y observar qué es lo que realmente pasa en los procesos de enseñanza-aprendizaje. 
Esto hace que la figura de M. A. Canals encuentre difícil acomodo en el plantel del Área 
de Didáctica de las Matemáticas de la universidad española, en algunos casos más inte-
resado en formar parte de selectos grupos de investigación y así hacer carrera en las fa-
cultades, que de mejorar la enseñanza de las matemáticas que tiene lugar en las aulas de 
Educación Infantil y Primaria. Ambas estrategias son legítimas, pero cada una obedece a 
intereses diferentes, y esta crítica, que sin duda no agradará a todos los sectores educati-
vos, debería ser un tema sobre el que desarrollar otro debate sosegado pero que, al menos 
en este libro, queda claramente planteado.

Este trabajo es un justo reconocimiento a M. Antònia Canals, un homenaje a la al-
tura de su encomiable trayectoria. Es posible que no compartamos la totalidad del pensa-
miento de M. Antònia, asumir que hay un sector1 que discrepa abiertamente de las tesis 
logsianas que Canals apoyó en su momento (aunque no estuviera de acuerdo en su to-
talidad, pues criticó la forma en que se había diseñado el acceso del profesorado a las 
Facultades de Educación sin pasar por la práctica docente directa, queja que trasladó per-
sonalmente al ministro de educación Javier Solana Madariaga).

Sin embargo, es inverosímil no reconocer la labor desempeñada por M. Antònia, así 
como el valioso cuerpo de conocimiento y metodología pedagógica práctica que nos 
ha transmitido, en el que cualquier profesional de la educación encontrará un excelente 
aliado. M. A. Canals ha sabido promover, articular y coordinar una amplia red de do-
centes; comportamiento propio de aquellos que hacen de la educación su proyecto vital, 
tanto en el aspecto pedagógico como en la dimensión humana más amplia de la palabra, 
pues no se concibe su itinerario educativo si lo separamos de esa faceta humanística que 
acompaña toda su obra.

Una metodología que presupone en todo escolar, por muy malos resultados académi-
cos que obtenga, una facultad que le hace especial, alguien que no podemos abandonar 
a su suerte y sobre el que debe centrarse la labor docente, con la certeza, como dice Ca-
nals, de que todo el mundo sabe hacer algo muy bien. Será por medio de la observación 
directa como seremos capaces de descubrir su potencial y así, proporcionarle las herra-
mientas necesarias para que aflore y se desarrolle.

En resumen, una vida por y para la educación que la Dra. María Sotos ha sabido des-
tilar en esta investigación y que toda persona relacionada con el universo educativo de-
bería leer alguna vez.

Manuel García Piqueras.
Profesor asociado de la Facultad de Educación de Albacete.

1.  MORENO CASTILLO, Ricardo (2016). La conjura de los ignorantes. De cómo los pedagogos han 
destruido la enseñanza. Madrid: Pasos Perdidos.
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Cuándo me comprometí con la dirección de la revista en el periplo de colaboración 
con este rincón, pretendía comenzar una especie de expedición a través del campo de 
la Geometría y la Teoría de Números, inicialmente, sin abandonar la idea de trabajar en 
otros estadios de las Matemáticas.

Con respecto a la primera, se trata de un apasionado romance en torno a la ciencia 
que es capaz de modelizar el espacio que percibimos. Permite también introducirnos en 
estructuras de pensamiento avanzado: la Geometría trabaja con objetos mentales que no 
dependen de lo que perciben nuestros sentidos. Además, este recorrido permite tener la 
ocasión de conocer a una ciencia en la que, a partir de postulados y definiciones toma-
dos como verdaderos, se construye un compacto, firme y sólido edificio de afirmaciones 
cuya formalidad puede argumentarse.

Por el momento, hasta ahora hemos tratado y trataremos, ejemplos en los que se mues-
tra la Geometría como sólo una de las representaciones del entorno, una manera de mode-
lizar el espacio. Sabemos que existen otras geometrías, que sobresalen del nivel para el que 
está concebida esta sección, aunque no descarto la posibilidad de abordarlas. Particular-
mente plantearé ejemplos y figuras susceptibles de ser tratados en dos y tres dimensiones.

Como ya indiqué en trabajos anteriores, trato de incitar al docente a la reflexión rela-
tiva a toda la riqueza que gira alrededor de la enseñanza de la Geometría, que actualmente 
ha levantado el vuelo, gracias entre otras cosas al empuje dado, fundamentalmente, por 
el uso de las nuevas tecnologías. Iré tratando propiedades, teoremas,..., geométricos que 
desgraciadamente, han sido junto a la Estadística, campos muy mal tratados por los di-
seños curriculares desde hace mucho tiempo. No se trata solo de una mera exposición de 
ejemplos más o menos complicados si no que pretendo que se tome conciencia de que su 
estudio en el aula no consiste sólo en la transmisión de los contenidos sino en adentrar al 
alumno en todo un mundo de experiencias en el conocimiento del espacio que percibe y 
en formas de pensamiento propias de la Geometría.

Con respecto a la segunda, la Teoría de Números, como la rama de las matemáticas 
puras que estudia las propiedades y de las relaciones de los números, incluye gran parte 
de las matemáticas, en particular del análisis matemático. La mayoría de sus estudios se 
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han referido y se refieren a ejemplos a los números enteros y, en ocasiones, a otros con-
juntos de números con propiedades similares al conjunto de los enteros. Contiene una 
gran cantidad de problemas que son “cómodamente” entendibles e interpretados por los 
no matemáticos. Una prueba de ello, son los dos ejercicios que hemos propuesto para su 
resolución en el número anterior.

SAPERE AUDE, GEOMETRÍA

1.  EJERCICIOS DE AQUÍ Y ALLÁ (SOLUCIÓN A LA PROPUESTA 1 DEL NÚ-
MERO ANTERIOR 93)

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

a) Sea ABC  un triángulo de área S. Demostrar que la relación:

AB2+ AC2+BC2 ≥ 4S
(Problema propuesto en las Olimpiadas Internacionales de Budapest de 1961)

SOLUCIÓN

NOTA 1: Este es un bello ejemplo en el que aparecen propiedades de los triángulos que 
no se tratan o no se estudian normalmente en los curricula en nuestro país, salvo traba-
jos en profundidad que encarguen profesores interesados en la Geometría Euclidiana. Es 
una buena oportunidad para incidir en algunas relaciones notables de los elementos de 
un triángulo.

Las relaciones métricas en el triángulo son aquellas que tratan los vínculos entre lados 
o ángulos, entre los cuales se destaca el Teorema de Pitágoras que es válido exclusiva-
mente en el triángulo rectángulo y se aplica sobre la longitud de los catetos, e hipotenusa, 
la altura relativa a la hipotenusa y los segmentos determinados sobre ésta como proyec-
ciones de los catetos del triángulo en el teorema del cateto y el teorema de la altura.

Al estudiar las relaciones métricas en el triángulo oblicuángulo Euclides vio incon-
venientes. En un triángulo rectángulo, c2= a2+b2 ¿cuánto debería valer numéricamente 

el lado a en un triángulo oblicuángulo? 
Euclides dio respuesta a estas cuestiones 
con los dos teoremas:
1.  El primer teorema de Euclides para 
los triángulos oblicuángulos:

“En cualquier triángulo el cuadrado 
del lado opuesto a un ángulo agudo equi-
vale a la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados menos dos veces uno de 
ellos por la proyección del otro sobre 
él”.

c

b
a

Fig.1. Triángulo Rectángulo.
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2.  El segundo teorema de Euclides para triángulos obtusángulos:
“En cualquier triángulo obtusángulo, el lado opuesto al ángulo obtuso al cua-
drado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos más el doble de la base 
por la proyección de la altura trazada desde uno de los ángulos menores”.

A partir de los teoremas citados se pueden obtener fórmulas para el cálculo de las lí-
neas notables de un triángulo, como por ejemplo el teorema de Apolonio, también lla-
mado teorema de la mediana, que relaciona la longitud de la mediana de un triángulo con 
las longitudes de sus lados:

“En todo triángulo la suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera, es igual a la mitad 
del cuadrado del tercer lado más el doble del cuadrado de su mediana correspondiente”.

Fig.2. Triángulo Oblicuángulo.

  AB2+AC2= (1/2)BC2+2AM2

PASO 1

Sea este nuestro caso el triángulo ABC  de área S, en la Fig.2. Se tiene según el teo-
rema de Apolonio

AB2+AC2= (1/2)BC2+2AM2

Si se deja B et C fijos y se desplaza el punto A sobre una paralela al lado BC, enton-
ces el área S queda invariante y AB2+AC2 es mínimo para un valor mínimo de AM, es 
decir si A se encuentra en la mediatriz de BC.

Por lo tanto el problema se reduce a demostrar la desigualdad para los triángulos que

sean isósceles en el ángulo en ∧A . Sea h ahora la altura, AM, del triángulo ABC , 

tomada desde A, y sea a el lado BC.

PASO 2

Tenemos que demostrar que

AB2+ AC2+BC2 ≥ 4 √3 S 
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Podemos escribir AB2+AC2= (1/2)BC2+2AM2= (1/2)a2+2h2, Por lo tanto, la des-
igualdad AB2+ AC2+BC2 ≥ 4 √3 S se puede escribir así (1/2)a2+2h2+a2 ≥ 4(1/2)ah ya que 
el área del triángulo es S=(1/2)ah.

Es decir, (3/2)a2+2h2 ≥ 2 √3 ah. Realizando operaciones y pasando todo a un miem-
bro la desigualdad es equivalente a

3a2+4h2−4 √3 ah ≥ 0

PASO 3

Y esta desigualdad es cierta ya que siempre se cumple porque el primer miembro de 
la desigualdad es (2h-√3 a)2, que evidentemente al tratarse de un cuadrado es siempre 
mayor o igual que 0.

Se puede verificar que la igualdad a cero se cumple cuando y solo cuando h= √3 a/2 
y esto corresponde a los triángulos equiláteros.

NOTA 2. Esta joyita puede ser enfocada de diferentes maneras utilizando la fórmula de 
Herón, geometría analítica y trigonometría. ¡Lanzo este reto para el lector interesado di-
rigiéndose para cualquier duda, si lo desea, al e-mail sapereaudethales@gmail.com.

b) ¿Existe un triángulo ABC  tal que la altura desde el vértice A, la bisectriz del 

ángulo 
∧

BAC  y la mediana relativa al lado BC dividan al ángulo 
∧

BAC  en cuatro án-
gulos con la misma medida?

SOLUCIÓN

PASO 1

Sea el triángulo ABC  (ver figura 3).
Dibujemos el círculo circunscrito con centro en O , M el pie de la altura tomada 

desde el vértice A sobre el lado BC, A´ la intersección de la mediatriz de BC con el arco
BC, por lo tanto A´ está en el punto medio del arco BC. Entonces:

•	 Como AA' es la bisectriz del ángulo BAA' , entonces BAA' = A'AC.
•	 AM y OA' son paralelos porque son perpendiculares al lado BC.

•	 MAA' = AA'O por ser ángulos alternos-internos y AA'O =A'AO por ser ángulos en la 

base del triángulo isósceles AOA'.

En función de la propiedad transitiva MAA' = A'AO , de dónde se deduce que AA' 

es la bisectriz del ángulo MAO (ver figura 4).
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PASO 2

¿Cuál será la respuesta al problema ini-
cialmente planteado?

Para ello es necesario que AO se la 
mediana relativa al lado BC, de modo 
que O sea el punto medio de BC, por lo 
tanto ha de ser el centro del círculo cir-
cunscrito al triángulo

ABC, y consecuentemente este trián-
gulo debe ser rectángulo en el vértice A. 
Es una condición necesaria pero no sufi-
ciente (ver figura 5).

MAO = B - C ( Para cualquier trián-
gulo sea rectángulo o no).

Para un triángulo rectángulo:

MAO= 45º= π
4 , C  = OAC = 22,5º= 

π
8 , B  = 67,5º = 3π

8 .

PASO 3

A modo de conclusión, podemos

afirmar que existe un triángulo ABC tal 
que la altura trazada desde el vértice A, 

la bisectriz del ángulo BAC y la mediana

relativa al lado BC dividen a BAC en 

cuatro ángulos iguales. Se trata de un 
triángulo rectángulo en el ángulo A tal 

que el ángulo C es igual a 3π
8 .

NOTAS ORIENTATIVAS:

a)	 Como orientación al alumno: ha-
cerle ver que otra solución válida 
y que se puede obtener, si se tra-
baja el planteamiento de que los 

Fig. 3. Triángulo Cualquiera.

Fig .4. Triángulo ABC y Circulo Circunscrito.

Fig.5. Triángulo Rectángulo en el ángulo A.
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cuatro ángulos iguales interceptarán cua-
tro arcos de la misma longitud sobre 

el círculo circunscrito al triángulo ABC 
(ver figura 6).
b)	 Otra idea para obtener la solu-

ción consiste en demostrar que el 

paralelogramo ABA'C, siendo A' 
el simétrico con relación al punto 
medio del lado BC, es un rectángulo 
(ver figura 7).

SAPERE AUDE, TEORÍA DE 
NÚMEROS

1. Ejercicios de aquí y allá (solución a 
la Propuesta 2 del número anterior 93)

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

Sabemos que la teoría de números fue 
una de las disciplinas de estudio favori-
tas entre los matemáticos griegos de Ale-
jandría a partir del siglo III a. C., quienes, 
ya tenían conciencia, por ejemplo, del 
concepto de ecuación diofántica en sus 
casos particulares. Los números son in-
creíbles, tienen ciertas propiedades que 
nos asombran (o incluso que “nos enga-
ñan”), pero todo tiene una explicación.

Presentamos en este sapere aude estos dos ejercicios muy interesantes.

a)	 Demostrar que, para toda terna de tres números reales, {a,b,c} cualesquiera se 
tiene que:

| a+b | + | b+c | + | c+a| ≤ | a | + | b | + | c | + | a+b+c |

SOLUCIÓN

PASO 1

Notemos en primer lugar que para la terna de números reales a, b, c, p, q, r :

Fig. 6. Círculo Circunscrito al triángulo ABC.

Fig. 7. Rectángulo ABA'C.
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a= (1/2)(p+q-r)

a+b=p; a+c=q; b+c=r se tiene que ⇔ b=(1/2)(p-q+r)

c=(1/2)(-p+q+r)

De ahí que:

| a+b | + | b+c | + | c+a| ≤ | a | + | b | + | c | + | a+b+c |

realizando operaciones, podamos escribir así:

| p | + | q | + | r | ≤ (1/2) ( | p-q+r | + | (-p+q+r) ) | + (1/2) ( | p+q-r | + |p+q+r| )

PASO 2

Nuestro objetivo, a continuación es demostrar esta última desigualdad. Para ello, uti-
lizaremos algunas propiedades de la función valor absoluto: f(x)= x .

a)	 Una de ellas es: ∀ x, y ∈ R ⇒ | x − y | + | x + y| = 2. max (|a|, |b|) se puede aplicar, por 
lo que se deduce que en nuestro caso

, si llamamos H = (1/2) ( | p−q+r | + | (−p+q+r) | + (1/2) ( | p+q−r | 
+ | p+q+r | ) se tiene que H= max ( | r |, | p-q | )+ max ( | r |, | p+q |). Por ello, 
para todos los números reales p, q, r se cumple que:

H ≥ | r | + | p-q |
: (i)

H ≥ | r | + | p+ q |

b)	 Utilizando otra propiedad de la función valor absoluto  x, y ∈R:

para la expresión anterior (i) se tiene  p,q,r ∈R:

|p| + |q| + |r| ≤ H

quedando demostrada la desigualdad inicial.

PASO 3

Toda vez que ha sido demostrada esta propiedad se puede proponer al alumno que es-
tudie los casos de igualdad a partir de la expresión (i):
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•	 Si sig(p) ≠ sig(q) se tendrá la igualdad sí y solo si

•	 Si sig)p) = sig(q) se tendrá la igualdad sí y solo si

En definitiva, un resultado interesante en la teoría de números dónde la igualdad 
se produce si y solo sí |r| está comprendido entre |p − q| y |p + q|, es decir, 

A

 a,b,c 
∈R, si |a + c| está comprendido entre |b − c| y |2a + b + c|.

•	 También se puede insistir en que la igualdad es evidente si los tres números son 
del mismo signo o bien si uno de ellos es el cero.

•	 Eventualmente se podría profundizar si tratamos las permutaciones de las letras 
(con signos incluidos) que designan genéricamente a los números.

b)	 Los enteros positivos p y q verifican 3p2- 8q2+3p2 q2=2008. ¿Cuál es el valor de 
pq?

SOLUCIÓN

PASO 1

Escribamos el primer término de la igualdad 3p2- 8q2+3p2 q2=2008 así:

3p2- 8q2+3p2 q2=(3p2-8)(q2+1)+8

De aquí se deduce que

3p2- 8q2+3p2 q2=2008⇔(3p2-8)(q2+1)=2000.

Pero el número 2000 se puede descomponer factorialmente así: 2000=24×53 .
Utilizando la fórmula para saber cuántos factores tiene un número natural n sin la ne-

cesidad de conocer cuáles son:

 siendo

•	 pi , 

A

i=1,2,3,....t, número primos tales que pi≠ pj , i≠j
•	 αi , la potencia correspondiente al número primo pi

Se tiene que el número D de divisores de n es D=(α1+1) (α2+1) (α3+1)........ (αt+1)

NOTA: En este momento, al alumno se le puede indicar que para calcular el número 
de divisores también existe el método de la raíz cuadrada. A modo de recordatorio:
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1.  Para obtener los divisores de un número n, se obtiene la raíz cuadrada del nú-
mero, √n, exacta (o truncada por defecto, de no ser exacta).

2.  Se cuenta el número de divisores que son menores o iguales que .
3.  Multiplica esta cantidad por dos, y si es exacta la raíz se le resta la unidad

PASO 2

Aplicando lo citado ut-supra se tiene que el número 2000 posee, (4+1)×(3+1)=20 di-
visores que podemos reagruparlos de dos en dos, y por ello conseguimos los diez pares:

(1;2000)-(2;1000)-(4;500)-(5;400)-(8;250)9
(10;200)-(16;125)-(20;100)-(25;80)-(40;50)

Entre los 20 divisores de 2000, solo cuatro pueden escribirse de la forma q2+1 con q 
natural, son los números:

 que corresponden respectivamente a los valores de q

PASO 3

Discutamos a continuación los diferentes casos:
a)	 q=1 ⇒ q2+1=2, y por ello: 3p2−8=1000. De ahí que:.

 No conduce a ninguna solución

válida para p entero y por ende para pq.

b)	 q=2 ⇒ q2+1=5, y por ello: 3p2−8=400. De ahí que:

…No conduce a solución válida 

para p entero y por ende para pq.
c)	 q=3 ⇒ q2+1=10, y por ello: 3p2−8=200. De ahí que:

 . No conduce a solución válida para p entero y por

ende para pq.
d)	 q=7 ⇒ q2+1=50, y por ello: 3p2−8=40. De ahí que: .
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PASO 4

Se ha obtenido solo los valores p= 4 y q=7. Por lo tanto, la solución única para pq es 
pq=28.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUÍ Y ALLÁ, PROPUESTAS

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

Decíamos en el número anterior que la enseñanza de la Geometría, probablemente 
sea una de las disciplinas dónde más desencuentros podemos encontrar entre enseñantes 
e investigadores en Educación Matemática. En esta sección quiero dejar patente que tra-
bajar en la geometría plana se presenta como un instrumento potente desarrollar el pen-
samiento deductivo, el cual implícitamente considera el desarrollo de la capacidad de 
abstracción. También considero que trabajando en este estadio se consigue que el alumno 
se mueva en un espacio de erudición en el que es viable alcanzar la idea de matematiza-
ción como reconocimiento de patrones, generalizaciones, elaboración de conjeturas, de-
mostraciones, ... piezas claves en el proceso binomial de Enseñanza/Aprendizaje de las 
Matemáticas.

En este número presentamos las dos joyitas siguientes:
a)	 En una hoja de papel se corta un agujero circular de 3cm. de diámetro. ¿Se puede 

hacer pasar una pieza de 4 cm. de diámetro?
b)	 Enrique quiere construir un jardín de forma triangular, MNO, limitado por un te-

rreno también de forma triangular ABC y de área S, según aparece en la figura.
Se sabe que moviendo los puntos R, S y T respectivamente sobre los lados BC, CA 
y AB, va a conseguir construir el jardín MNO de la siguiente forma: las rectas 
que pasan por A y R, B y S, y C y T se cortan en los puntos M, N y O. Si conoce-
mos el valor de las razones BR/BC, CS/CA y AT/AB, determinar el área del jar-
dín en forma triangular, MNO, que quiere construir Enrique en función del área 
S y las razones citadas.

Propuesta 2: cuatro joyitas 
numéricas

En este Sapare Aude presen-
tamos cuatro curiosas joyitas con 
diferentes grados de dificultad to-
cando distintos enfoques.

Está en el espíritu del que estas 
líneas suscribe presentar ejercicios 
de la teoría elemental de núme-
ros, sin emplear técnicas de gran 
dificultad procedentes de otros 
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campos de las matemáticas. Pertenecen a la teoría elemental de números las cuestiones 
de divisibilidad, el algoritmo de Euclides para calcular el máximo común divisor, la fac-
torización de los enteros como producto de números primos, la búsqueda de los números 
perfectos y las congruencias.....

a)	 Demostrar que cada número de la sucesión
49, 4489, 444889, 44448889, 4444488889,..........es un cuadrado perfecto. Cada 
número de la sucesión está formado por “n” números 4, “n-1” números 8 y solo 
“un” 9.
(Propuesto en la competición matemática de Slovenia en 1998).

b)	 Cada una de las cifras 1,2,3,4 y 5 es utilizada una sola vez para formar un nú-
mero de 5 cifras. ¿ Cuál es el valor de la suma de todos los números de cinco ci-
fras que de esta manera se pueden formar?

c)	 Se dispone de monedas sin ser capaces de sumar sólo 1 €, al tomar la totalidad o 
tomar unas pocas. ¿Cuál es la cantidad máxima que podemos juntar de estas mo-
nedas? (No hay ninguna valor superior a € 1)

d)	 Resolver el sistema de ecuaciones:

Nota: Este último ejercicio no demasiado complicado pero que en un principio a 
los alumnos de secundaria les puede chocar al no ser un sistema de ecuaciones li-
neales. Es tarea del profesor indicar la orientación al alumno en las diferentes es-
trategias de resolución del problema, como por ejemplo utilizar en este caso la 
teoría de la divisibilidad y los números primos.
NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la dirección electrónica:

sapereaudethales@ gmail.com








