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Formas de razonamiento que emergen al resolver
problemas de maximos y minimos con un SGD

Aardén Reyes-Rodriguez
(Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo, México)

Verdnica Vargas-Alejo, César Cristobal-Escalante y
Victor Soberanis-Cruz
(Universidad de Quintana Roo, México)

Resumen. En este articulo se caracterizan las formas de razonamiento que desarrollan
estudiantes de primer semestre de una licenciatura en matematicas al resolver proble-
mas de mdximos y minimos. Los resultados indican que las funcionalidades dinamicas
que ofrece GeoGebra propiciaron una ampliacion en las formas de razonamiento en re-
lacion con el ambiente de lapiz y papel. Los cambios radican esencialmente en que la tec-
nologia digital ofrece mayores recursos a los estudiantes para abordar los problemas, ya
que no es necesario el uso explicito de un modelo algebraico para aproximar la solucion.
Palabras clave. Razonamiento, tecnologia, entendimiento, mdaximos y minimos

Ways of reasoning that emerge when students solve
problems of maxima and minima with a DGS

Abstract: In this paper we characterized the ways of reasoning showed by freshmen
mathematics students when they solved maxima and minima problems. The results indi-
cate that GeoGebra's dynamic features promoted an expansion in students’ways of rea-
soning in relation to a pencil and paper environment. Digital technology provide more
resources to students to address problems since they did not require, in a first approach,
the explicit use of an algebraic model.

Keywords: Reasoning, technology, understanding, maxima and minima
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INTRODUCCION

El estudio de la variacion y el cambio es un elemento importante en la formaciéon mate-
matica de los estudiantes de todos los niveles educativos, ya que estas ideas constituyen un
eje que permite articular conceptos centrales de la disciplina, tales como funcién y derivada.
Los fenomenos en los que esta presente la variacion y el cambio como el crecimiento de po-
blaciones, las fluctuaciones economicas, la propagacion de enfermedades o las relaciones
entre perimetro y area de figuras geométricas proporcionan contextos idéneos para que los
estudiantes lleven a cabo procesos de modelizacion, asi como la identificacion de patrones,
invariantes y estructuras. El analisis de estos fendmenos se puede abordar con distintos nive-
les de profundidad, incluso desde la educacion basica, con la finalidad de que los estudiantes
construyan los fundamentos que favorezcan la comprension de conceptos clave del calculo
diferencial e integral, durante el bachillerato o la universidad (Camacho y Santos, 2004).

La toma de decisiones se encuentra ligada estrechamente con el analisis de la varia-
cion y el cambio, ya que constantemente tenemos que elegir entre lo “mejor” y lo “peor”.
Muchos problemas de toma de decisiones se presentan de esta manera; por ejemplo, al
determinar qué forma dar a una lancha para que ofrezca la menor resistencia en el agua;
al establecer las medidas de un recipiente cilindrico, elaborado con cierta cantidad de
material, para que tenga un volumen maximo (Courant y Robbins, 2006); al seleccionar
el mejor plan de telefonia celular, con base en el precio y los beneficios que ofrece (mi-
nutos y MB para navegar por internet) o la mejor administradora de fondos de pension,
con base en las tasas de rendimiento y los porcentajes de comision.

Propuestas curriculares de caracter internacional como los Principios y Estandares
para la Educacion Matemdtica (NCTM, 2000) y los Common Core State Standards
for Mathematics (http://www.corestandards.org/) sefialan la importancia de que los es-
tudiantes adquieran habilidades para utilizar el lenguaje matematico en el disefio de he-
rramientas conceptuales, reutilizables y modificables, que apoyen la construccion de un
entendimiento profundo de la variacién conjunta dos o mas variables, y que sean capa-
ces de interpretar esas relaciones entre cantidades en términos de un fendmeno de refe-
rencia, con la finalidad de tomar decisiones. Es decir, los estudiantes deben ser capaces
de interpretar y representar matematicamente afirmaciones tales como “la inflacion esta
decreciendo”, “el desempleo se incrementd con respecto al mismo trimestre del afio an-
terior” o “el area de un rectangulo de perimetro fijo aumenta a medida que el cociente de
las longitudes de sus lados se acerca a uno”.

ANTECEDENTES

Los problemas de méaximos y minimos han sido el objeto de estudio de diversas in-
vestigaciones. En algunos casos se ha analizado el papel de las representaciones en la re-
solucion de este tipo de problemas (Schoenfeld, 1985) o la relevancia de los métodos que
no emplean calculo diferencial (Niven, 1981; Birnbaum, 1982; Tomas-Blanquer, 2002).
En otros casos, los problemas de maximos y minimos han mostrado ser utiles para deter-
minar si los estudiantes entienden conceptos como funcion (Lagrange y Artigue, 2009) o
derivada (Kosi¢-Jeremié, 2012; Brijlall y Ndlovu, 2013).
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Por otra parte, las estrategias utilizadas por los estudiantes para maximizar o mini-
mizar alguna funcién, mediante tecnologias digitales tales como los Sistemas de Alge-
bra Computacional (CAS), se ha utilizado como indicador para determinar si el uso de
estas herramientas puede incrementar la capacidad de los estudiantes para pensar mate-
maticamente (Han y Chang, 2007). También hay aportaciones que analizan las diferentes
formas de solucionar problemas de maximos y minimos en contextos geométricos (An-
dreescu, Mushkarov y Stoyanov, 2006) o la manera en que la construccion y analisis de
diversas rutas de solucion de estos problemas puede apoyar el aprendizaje de profesores
o estudiantes (Leikin, 2010). Asi mismo, existen investigaciones cuya finalidad es carac-
terizar los problemas sobre maximos y minimos que aparecen en libros de texto (Gonza-
les-Astudillo, 2004; Gonzalez-Astudillo y Sierra-Vazquez, 2004).

Con base en la revision de la literatura se identificd que existen pocos trabajos enfo-
cados en analizar los procesos mentales, o formas de razonamiento, que llevan a cabo es-
tudiantes o profesores al resolver problemas de maximos y minimos (Brijlall y Ndlovu;
2013), o interesados en determinar la medida en qué las tecnologias digitales moldean
las caracteristicas de esos procesos. Considerar las formas de razonamiento que los estu-
diantes desarrollan al resolver problemas como objeto de investigacion resulta relevante,
ya que las matematicas estan integradas esencialmente por formas sistematicas de razo-
namiento y argumentacion (Kaput y Roschelle, 2013) que se emplean para analizar pa-
trones, establecer relaciones entre conceptos mediante afirmaciones matematicas; para
determinar la certeza, generalidad y validez de esas afirmaciones, y como mecanismos
que permiten el avance de la disciplina (D’ Ambrosio, 2013).

La consideracion de las herramientas digitales en el aprendizaje es importante por-
que las formas de razonamiento y argumentaciéon cambian con el tiempo y son altamente
sensitivas al tipo de medios y sistemas de representacion que se utilizan durante el pro-
ceso de construccion del conocimiento. La introduccion de las tecnologias digitales en el
ambito educativo estd reconfigurando las formas de aprender matematicas, al favorecer
la construccion de relaciones o conexiones nuevas entre conceptos ¢ ideas, lo cual cons-
tituye el medio para alcanzar mayores niveles de entendimiento (Hiebert, et al., 1997).

Especificamente, el uso de las tecnologias digitales puede favorecer que los estudian-
tes reflexionen sobre los conceptos matematicos y comuniquen ideas mediante el uso e
interaccion de multiples representaciones. Los Sistemas de Geometria Dinamica (SGD)
proporcionan un dominio epistémico donde la visualizacion del movimiento y la varia-
cién pueden orientar y propiciar la identificacion de propiedades, relaciones, invariantes
y conexiones estructurales (Leung, Baccaglini-Frank y Mariotti, 2013). En un ambiente
dinamico, los estudiantes pueden exhibir nuevas formas de expresividad, asociadas con
la exploracion de relaciones, mediante el apoyo de la herramienta, asi como nuevas for-
mas de entendimiento basadas en la capacidad de un sistema computacional para reac-
cionar a las acciones ejecutadas por el usuario y proporcionarle retroalimentacion en
tiempo real (Hegedus y Moreno-Armella, 2009).

Asi, el objetivo de este articulo consiste en documentar y caracterizar las formas de
razonamiento que desarrollan estudiantes de primer semestre de una licenciatura en ma-
tematicas al resolver problemas donde se tiene que maximizar o minimizar el area o el
perimetro de una familia de rectangulos que satisfacen ciertas condiciones, en un am-
biente de lapiz y papel y al utilizar un SGD. Especificamente, interesa determinar si las
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funcionalidades dindmicas que ofrece GeoGebra puede propiciar una ampliacion de los
tipos y formas de razonamiento matematico que desarrollan los estudiantes, conside-
rando el desarrollo o evolucion del razonamiento y no sélo las caracteristicas de éste.
Las preguntas que guiaron el desarrollo del trabajo son: ;Cémo interpretan los estu-
diantes los datos de un problema y cuales son las caracteristicas del proceso de razona-
miento empleado para obtener una solucion? ;Qué argumentos emplean los estudiantes
para justificar resultados? ;En qué medida el uso de GeoGebra modifica los procesos de
razonamiento en relacion con aquellos desarrollados en un ambiente de lapiz y papel?

MARCO CONCEPTUAL

Sostenemos que las matematicas son el estudio culturalmente compartido de los pa-
trones y los lenguajes, el cual constituye un medio a través del cual el ser humano trata de
entender el mundo que le rodea. Ademas, consideramos que el avance del conocimiento
matematico se lleva a cabo mediante el desarrollo de formas sistematicas de razona-
miento y argumentacion (Kaput y Roschelle, 2013). El principio de mediacion instru-
mental (Wertsch, 1993), el cual establece que toda actividad cognitiva estd mediada por
el uso de herramientas, es uno de los componentes principales del marco de investiga-
cion. Este principio implica que los affordances (Gibson, 1977) o cualidades de los ar-
tefactos utilizados durante el proceso de aprendizaje, favorecen formas particulares de
interaccion entre el estudiante y el conocimiento matematico, y por este hecho las restric-
ciones y facilidades de los medios representacionales que proporciona cada herramienta
juegan un papel critico en la forma en que se construye y organiza el conocimiento, asi
como en las caracteristicas de éste. En consecuencia, se espera que existan diferencias
entre las formas de razonamiento que llevan a cabo los estudiantes al resolver proble-
mas con el apoyo de un SGD, en relacion con un medio estatico como el de lapiz y papel.

Otro elemento del marco conceptual es la caracterizacion del razonamiento como la
linea de pensamiento que se sigue para producir afirmaciones y obtener conclusiones al
resolver un problema (Lithner, 2008). No es posible tener acceso directo a esos proce-
sos de pensamiento, por tal razén se tomard como indicador de los mismos a las accio-
nes que llevan a cabo los estudiantes y que se encuentran plasmadas en sus producciones
escritas. Una herramienta 1til para analizar una secuencia de razonamiento la constitu-
yen las cuatro etapas por las que se transita al resolver un problema (Polya, 1945), ya
que permiten segmentar el proceso de razonamiento, con la finalidad de facilitar el pro-
ceso de analisis de datos.

* FEtapa 1. Entendimiento del problema. El resolutor se enfrenta a una situacion para
la que no conoce un camino o ruta que le permita obtener una respuesta de forma
inmediata. Debe entonces identificar la informacién proporcionada en el enun-
ciado del problema y determinar si ésta es suficiente, redundante o incompleta.

e FEtapa 2. Concepcion de un plan. Con base en sus conocimientos previos el reso-
lutor lleva a cabo procesos mentales entre los que se encuentra el recordar, ele-
gir, construir, descubrir, adivinar, entre otros, con la finalidad de determinar las
herramientas y los posibles caminos que lo pueden ayudar a avanzar en el pro-
ceso de solucion.

10 Epsilon, 2015, Vol. 32 (3), n° 91, 7-24, ISSN: 2340-714X
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Figura 1. Rutas de solucion de una tarea con dos respuestas (adaptado de Lithner, 2008).

e Etapa 3. Implementacion del plan o estrategia de solucion. El resolutor ejecuta la
ruta planteada en la fase anterior, lo cual lo puede llevar a obtener una respuesta o
a reconsiderar la ruta de solucion.

e FEtapa 4. Vision retrospectiva. Una vez obtenida la respuesta se analizan las razo-
nes para justificar por qué la respuesta es correcta y se pueden plantear extensio-
nes o generalizaciones del problema.

Una secuencia de razonamiento se puede pensar como una grafica dirigida (Figura 1)
en la que un vértice representa tanto un estado momentaneo de conocimiento como una
sub-tarea. Cada arco representa la implementacion de una estrategia que implica el tran-
sito desde un estado de conocimiento a otro estado de conocimiento . Una razén es en-
tonces la justificacion que sustenta la transicion entre dos vértices de la grafica entre los
cuales existe un arco (Lithner, 2008). Con la Figura 1 se ilustra la secuencia de razona-
miento para una tarea que tiene dos respuestas (vértices 4 y 8), una de las cuales (la res-
puesta 1) se puede obtener por dos caminos diferentes.

METODOLOGIA

Una tarea es una actividad cualquiera, mientras que un problema es una tarea para la
cual no existe un procedimiento o algoritmo que permita obtener la solucion de forma
inmediata. Sin embargo, dadas las caracteristicas de las tareas empleadas en este arti-
culo, problemas que se pueden encontrar en libros de texto de célculo diferencial (e.g.
Philips, 1990), las palabras “tarea” y “problema” se utilizaran como sinénimos. Como
parte del enunciado de cada problema se solicito a los estudiantes argumentar por qué
la respuesta es correcta, con la finalidad de que paulatinamente internalizaran el proceso
de justificacion y argumentacion como un hébito de pensamiento (Cuoco, Goldenberg y
Mark, 1996).
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El uso de tareas provenientes de libros de texto para analizar el razonamiento desa-
rrollado por los estudiantes, se justifica por el hecho de que la forma de enunciar o abor-
dar las tareas en el salon de clase puede incrementar o disminuir la demanda cognitiva
de estas (Stein y Smith, 1998). Resolver problemas con un SGD ofrece oportunidades a
los estudiantes para desarrollar actividades centrales del pensamiento matematico entre
las que se encuentran el explorar, identificar y expresar relaciones entre objetos mate-
maticos, en términos de aproximaciones visuales, numéricas, graficas y algebraicas. Ca-
racteristicas propias de GeoGebra tales como los deslizadores, el arrastre, los lugares
geométricos y los comandos de medida pueden favorecer la visualizacion y analisis del
cambio. Asi, los estudiantes tienen la oportunidad de desarrollar formas creativas de ra-
zonamiento al examinar patrones de variacion que emergen como resultado de arrastrar
objetos en una configuracion dinamica (Santos-Trigo y Camacho-Machin, 2013) y con-
ceptualizar estructuras invariantes en los fendémenos de cambio, las cuales son activida-
des clave de construccion de un conocimiento estructurado (Leung, 2008).

Los problemas

En el primer problema se solicité a los estudiantes encontrar el rectangulo de peri-
metro minimo entre todos los rectangulos de area 12, en el resto de los problemas se
pidi6 encontrar el rectangulo de drea maxima entre: (2) todos los rectangulos inscritos
en una circunferencia, (3) todos los rectangulos de perimetro 20, (4) todos los rectangu-
los inscritos en una semicircunferencia y (5) todos los rectangulos inscritos en un trian-
gulo equilatero.

Poblacion y muestra

En esta investigacion participaron 19 estudiantes de primer semestre, inscritos en una
Licenciatura en Matematicas Aplicadas en una universidad publica de México. Las eda-
des de los estudiantes oscilaban entre 17 y 19 afios. Todos los estudiantes habian cursado
la asignatura de calculo diferencial durante el bachillerato y habian resuelto problemas de
maximos y minimos mediante procedimientos algoritmicos. La informacion se recolectd en
el marco de un curso denominado ‘razonamiento matematico”, el cual tuvo una duracion
de 16 semanas, con una carga de cuatro horas a la semana, y cuya finalidad fue que los estu-
diantes adquirieran los fundamentos basicos para elaborar conjeturas y justificar resultados
matematicos. Ademas del curso de razonamiento matematico, los estudiantes cursaban las
asignaturas de céalculo elemental y geometria analitica. En este articulo, utilizaremos la letra
E seguida de un subindice, por ejemplo E,s, para referirnos a cada uno de los estudiantes.

Proceso de implementacion
La resoluciéon de los problemas utilizando lapiz y papel se llevo a cabo durante la

primera semana de clase, en una sesién de dos horas (primera fase). Se entregd a los
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estudiantes una hoja de trabajo con el enunciado de las tareas y se les indic6 que podian
trabajar individualmente o en parejas. Todos los estudiantes decidieron resolver los pro-
blemas de forma individual. A partir de la segunda semana de actividades y hasta la sexta
semana (segunda fase), los estudiantes trabajaron con GeoGebra, centrando la atencion
en funcionalidades de la herramienta tales como el arrastre, el uso de deslizadores y lu-
gares geométricos, con la finalidad de detectar invariantes en configuraciones dinamicas
simples. Todas las actividades que se abordaron fueron de geometria, sin que se revisa-
ran problemas de maximos y minimos.

Algunas de las tareas que se abordaron en esta fase fueron: (1) conjeturar que la suma
de los angulos de un tridngulo es 180° al trazar un tridngulo cualquiera y arrastrar sus
vértices; (2) determinar cudntos triangulos diferentes se pueden construir dados los seg-
mentos de longitudes 6, 8, 10 y 12 cm, con el objetivo de conjeturar la desigualdad del
tridngulo, (3) conjeturar el teorema del angulo inscrito, (4) establecer una relacion entre
un cuadrilatero ABCD vy el cuadrilatero HKLM formado por las intersecciones de las
mediatrices de los lados del cuadrilatero ABCD (Olivero, 2006). Este trabajo previo a la
tercera fase, tuvo la finalidad de que los estudiantes lograran cierto grado de apropiacion
de las caracteristicas del DGS, ya que usar una herramienta para hacer matematicas re-
quiere una apropiacion especifica de ésta (Laborde, 2003).

En la séptima semana de clases (tercera fase) se pidi6 a los estudiantes que resolvie-
ran los mismos problemas pero ahora utilizando GeoGebra, durante una sesion de dos
horas. Es importante sefialar que la mayoria de ellos no recordaban haber resuelto estos
problemas en la primera semana del curso. Las actividades se llevaron a cabo en un la-
boratorio de computo, donde cada uno de los participantes contdé con una computadora
personal y tuvo la oportunidad de trabajar individualmente o en pareja. Antes de concluir
la sesion de trabajo, los estudiantes elaboraron y entregaron un reporte escrito en el que
explicaron el procedimiento utilizado para resolver el problema, justificando por qué las
respuestas que obtuvieron son correctas.

Instrumentos de recoleccion de la informacion

La recoleccion de la informacion se llevo a cabo mediante producciones escritas ela-
boradas por los estudiantes, archivos electronicos de GeoGebra, asi como notas elabo-
radas por el investigador durante la tercera fase. Se llevd a cabo la digitalizacion de las
producciones escritas y posteriormente se resumio la informacion en tablas basadas en
las cuatro etapas por las que se transita al resolver un problema, con la finalidad de iden-
tificar la secuencia de razonamiento empleada para abordar cada problema y las caracte-
risticas de mayor relevancia que emergieron en cada uno de los contextos (SGD y lapiz
y papel). Finalmente, se llevo a cabo un contraste entre las formas de razonamiento para
identificar una posible evolucién o cambio en las formas de razonamiento, derivada de
utilizar GeoGebra.

FORMAS DE RAZONAMIENTO QUE EMERGIERON EN UN AMBIENTE DE
LAPIZ Y PAPEL

La mayoria de los estudiantes no resolvieron completamente ningun problema.
El estudiante E,y proporciond la solucién correcta a cuatro de los problemas, sin
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Figura 2. Soluciéon de E19 al problema 4.

embargo, la forma de expresar las respuestas a los problemas 2 y 4 indica que so-
lamente recordd soluciones previas. Este estudiante ya habia aprobado un curso de
calculo diferencial en otra universidad, asi que las formas de razonamiento que desa-
rroll6 al resolver los problemas no son representativas de los integrantes del grupo.
La secuencia de razonamiento se caracterizé por la identificacion de relaciones entre
los problemas propuestos y otros resueltos previamente. El estudiante expresd que
el rectangulo de area maxima es aquel que se “asemeja mas” al cuadrado formado
con las intersecciones de la circunferencia y dos didmetros perpendiculares de ésta.
Este estudiante fue capaz de utilizar la solucion del problema 2 para resolver el pro-
blema 4 (Figura 2) de encontrar el rectangulo de area maxima inscrito en una semi-
circunferencia, es decir, un aspecto relevante en el proceso de razonamiento radica
en el uso de analogias y la identificacion de relaciones entre problemas estructural-
mente similares.

En términos generales la mayoria de los estudiantes trataron de dar sentido a los
problemas elaborando una representacion grafica que capturara los elementos y re-
laciones esenciales especificadas en el enunciado. Todos los estudiantes realizaron
representaciones adecuadas de los problemas que intentaron resolver. En lo que res-
pecta al disefio de una estrategia de solucion, se observaron diferentes formas de ra-
zonamiento. En algunos casos, junto con la representacion grafica, los estudiantes
unicamente escribieron formulas o realizaron célculos aritméticos, lo cual indica que
no fueron capaces de determinar qué es lo que varia, o como varian los atributos de
una familia de figuras geométricas, ni de establecer relaciones entre esas variaciones.
Las abreviaturas D, DV, CP, ALG, R y A indican estrategias que caracterizan a las di-
ferentes formas de razonamiento, las cuales se basan en construir un dibujo en el que
se integran los datos del problema (sin considerar la variacion de atributos D o ha-
ciendo referencia a ella, DV), considerar casos particulares (generalmente figuras con
lados enteros), procedimientos algebraicos, recordar soluciones previas y usar analo-
gias, respectivamente.

Para resolver los problemas 1 y 3 el estudiante E, inicamente realizé un dibujo en
el que se integran los datos del problema (D) e hizo el calculo del area y el perimetro
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en cada caso. Una forma de razonamiento similar fue exhibida por E; al resolver el
problema 2, ya que ademas del dibujo, inicamente escribi6 la formula para calcular el
area de una circunferencia y realiz6 calculos para obtener al area de un rectangulo de
area 12 (Figura 3). Estos estudiantes no identificaron que el problema hace referencia
a una familia de rectangulos que tienen diferentes perimetros o areas, incluso E,, ex-
preso explicitamente que todos los rectangulos inscritos en una circunferencia tienen
la misma area:
* Como determinar un area si no se sabe la medida de una circunferencia y aun asi
todos los rectangulos saldrian de la misma medida [énfasis afadido] al menos que
sea una elipse en el caso de que los rectangulos de mayor tamafio estén dentro y
los rectangulos pequefios en la menor podria ser posible (comentario de E,4 utili-
zado como justificacion de que no es posible resolver el problema 2).

Algunos estudiantes, como E; y E, inicamente intentaron resolver aquellos proble-
mas en los que el enunciado indica medidas especificas para el perimetro, el area o lon-
gitudes de los lados de las figuras involucradas, sin que haya intentado abordar el resto
de los problemas. Esta forma de pensamiento centrada en el uso de férmulas, y en la cual
se considera que un problema no se puede resolver si no se cuenta con datos numéricos
especificos, se presentd también en otros estudiantes como E;y y E 4.

[Para resolver el problema es necesario] conocer cual es el area de la circunferencia para
conocer cual es el area que va a ocupar el rectangulo, y posteriormente utilizar las formulas
para conocer el resultado. Debemos conocer las dimensiones del triangulo [énfasis agregado]
para trazar nuestro rectangulo [inscrito] (comentario de E, utilizado para justificar que no es
posible resolver el problema 2).

En otros casos si hay evidencia de que los estudiantes consideraron la variacion y el
cambio en los atributos de las figuras geométricas, como parte del proceso de entendimiento
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del problema. Estos estudiantes consideraron diversos casos particulares (CP), especifica-
mente figuras con lados de longitud entera, como estrategia para obtener la respuesta (Fi-
gura 4). Como resultado adicional, se puede observar que algunos estudiantes tenian una
concepciodn erronea de rectangulo como una figura “con dos lados largos y dos lados cor-
tos”, y por esta razon eliminaron del conjunto de resultados posibles al rectangulo en el
cual todos sus lados miden cinco centimetros (extremo inferior derecho de la figura 4).

Otras formas de razonamiento que emergieron son aquellas en las que la construc-
cion de una posible ruta de solucion se baso en la realizacion de procedimientos alge-
braicos (ALG) con la finalidad de establecer una funcion que relacionara los datos que
aparecen en el enunciado y aplicar las técnicas del céalculo para encontrar el maximo o
minimo. Los estudiantes que utilizaron esta aproximacién solamente lograron plantear
dicha funcion y en algunos casos intentaron derivar para llevar a cabo el procedimiento
rutinario usual para calcular maximos y minimos (Figura 5), el cual se revisa comin-
mente en los cursos y textos de calculo de nivel bachillerato (Stewart, 2008; Santald y
Carbonell, 1982).

En la Tabla 1 se muestra un concentrado de las estrategias utilizadas por los estudian-
tes al tratar de construir una ruta de solucion. Las casillas sombreadas corresponden a
problemas que los estudiantes no intentaron resolver, aquellas marcada con D indican
problemas cuya ruta de solucién consiste en un dibujo que captura los datos y relacio-
nes especificadas en el enunciado, pero sin que se considere la variacion y el cambio en
los atributos de la figura.

Comentarios. Dado que la mayor parte de los estudiantes no explicitaron en sus
producciones escritas la forma de comprender los datos, y no llevaron a cabo una vision
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retrospectiva del proceso de solucidn, la informacion relacionada con los procesos de
razonamiento se determind con base en el disefio e implementacion de las estrategias
de solucion.

Los datos de la tabla indican que los problemas 2, 4 y 5 fueron los problemas que
presentaron mayor nivel de dificultad para los estudiantes, dado que no se especifica
la medida de alguin atributo de la circunferencia o del rectangulo inscrito, en el caso
de los problemas 2 y 4; o del tridngulo equilatero y el rectangulo inscrito, en el pro-
blema 5 (ver tabla 1). En estos tres problemas los estudiantes, en general, no identifi-
caron el cambio en el perimetro y el area del rectangulo inscrito, ni la relacion entre
la variacion de estos atributos, es decir, hubo dificultades en la etapa de comprension
del problema y por esta razon, en la mayoria de los casos realizaron Gnicamente un
dibujo en un intento por dar sentido a la informacion proporcionada en el enunciado
del problema.

En el caso de los problemas 1 y 3, en los que se proporciona como dato, la medida
especifica de un atributo del rectangulo (el perimetro o area), la estrategia mas utilizada
para abordar la actividad consistio en la consideracion de casos particulares, es decir,
rectangulos cuyas medidas de sus lados son niimeros enteros. La respuesta del problema
consistid en elegir al caso particular que tuviera la mayor area o perimetro, respectiva-
mente. Esta forma de razonamiento permite observar que los estudiantes no fueron ca-
paces de determinar que la familia de rectangulos que debia considerarse en el problema
contaba con una mayor cantidad de elementos, ya que existen rectangulos cuya area es
12 o su perimetro es 20, pero que no tienen lados enteros.
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Tabla 1. Estrategias utilizadas un ambiente de lapiz y papel.

Problema 1 | Problema2 | Problema3 | Problema4 | Problemas5
E, D D
E, DV DV
E; D
E, CP D D D
Es CP CP DV
E CP CP
E, CP D CP
Eg CP D CP D CP
E, CP D CP CP
Ej D D X D D
Eq CP D CP DV DV
E;, D D D D DV
E;; D D D
Ey CP DV CP DV
E;s D DV
Ei D DV D DV
E.; CP ALG CP DV A
Es ALGyCP ALG ALG DV DV
Ey CP R CP A CP

FORMAS DE RAZONAMIENTO QUE EMERGIERON AL UTILIZAR
GEOGEBRA

La sesion en que los estudiantes resolvieron los problemas utilizando el software di-
namico se llevo a cabo durante la octava semana del curso, durante una sesion de dos
horas. A la sesion unicamente asistieron 15 de los 19 estudiantes (faltaron E,, Eq, Eis y
Es). La mayoria de los estudiantes decidio6 trabajar en parejas a excepcion de E, Eg
y Ejo. El uso de GeoGebra permiti6 a todos los estudiantes considerar la variacion y el
cambio, ya que las funcionalidades propias de la herramienta, particularmente el arras-
tre favoreci6 la visualizacion de una mayor cantidad de integrantes de la familia de ob-
jetos geométricos bajo consideracion, ademas de visualizar el cambio en los atributos, al
realizar una medicion de estos y arrastrar un punto de la construccion. Por otra parte, el
uso de medidas también favorecid la consideracion de la variacion conjunta entre can-
tidades y la elaboracion de conjeturas respecto de como se relacionan esas variaciones.
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Las formas de razonamiento que emergieron en este ambiente fueron mas va-
riadas, en relacion con el ambiente de lapiz y papel. Las estrategias utilizadas por
los estudiantes fueron uso de casos particulares (CP), realizacion de consideraciones
geométricas basadas en la visualizacién (VQG), visualizacion de medidas de atributos
(M), visualizaciéon de medidas de atributos con una referencia (MR), la visualizacion
de lugares geométricos y medidas (LGyM), asi como el uso de analogias (A). Final-
mente, las casillas sombreadas indican que el estudiante no intent6 resolver el pro-
blema. En algunas aproximaciones la solucion se baso en la visualizacion de un lugar
geométrico que representa la relacion entre dos variables en la configuracion dina-
mica que capturara los elementos y relaciones expresados en el enunciado del pro-
blema (LGyM). En general esta aproximacion se utilizé para abordar los problemas
2,4y 5 (Figura 6).

En la aproximacion anterior, un aspecto relevante del proceso de razonamiento in-
cluye el elegir la variable independiente. En el caso de la solucion de Eg y Ei», eligie-
ron la distancia FH, QM y EP como variables independientes de los problemas 2, 4y 5,
respectivamente. El uso de GeoGebra permiti6 a los estudiantes llevar a cabo una com-
binacion de aproximaciones visuales y empiricas, ya que mediante la identificacion del
“vértice” del lugar geométrico fue posible determinar cuando se alcanza valor maximo,
ademas de los valores que toman los atributos correspondientes, como se aprecia en la
descripcion del proceso de solucion y la justificacion de la solucion al problema 2, pro-
porcionada E; y E;,, quienes reconocieron que trabajar con GeoGebra apoya el pro-
ceso de resolver problemas, debido esencialmente a las facilidades de visualizacion de
la herramienta.

Primeramente se observa al construir el rectangulo inscrito en una circunferencia, moverlo
en distintas maneras y después ir observando como cambia el 4rea, ubicar mas o menos el area
maxima que se puede alcanzar, finalmente se asegura la respuesta cuando se observa la para-
bola (reporte de Eg y E)»).

Otro tipo de razonamiento utilizado consistié en visualizar directamente la varia-
cion del area de las figuras, y una vez que mediante el arrastre se aproximo6 a la solu-
cion. Se procedio luego a buscar entre todas las medidas posibles en la configuracion
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cuales tenian alguna caracteristica en particular (la mitad, un tercio o un cuarto de al-
guna otra medida, angulos de 45°, 60° o 90°), con la finalidad de establecer una re-
lacion entre las dos variables. Esta aproximacion fue utilizada por los estudiantes E,
y Ei; y por E; y E; (Figura 7), quienes en la descripcion del proceso de solucion del
quinto problema mencionan que colocaron como referencia a los puntos medios de dos
de los lados del rectangulo y observaron que cuando los vértices del rectangulo ins-
crito estaban por debajo o por encima de esos puntos de referencia el area del rectan-
gulo decrecia. Para estos estudiantes, uno de los elementos que distingue el trabajo de
un ambiente dinamico es la posibilidad de arrastrar los objetos y observar como varian
los atributos de tales objetos.

La diferencia de hacer estos ejercicios en lapiz y papel que hacerlos en la computadora de
geogebra es que es mas rapido y puedes comprobarlos ya que el rectangulo se puede mover
por cualquier punto del circulo o del tridngulo y hacerlos manualmente pues no (reporte de E;
y Ei3) (ver figura).

Los estudiantes reconocieron que una de las diferencias fundamentales al trabajar en
un ambiente dinamico, en relacion con el trabajo de lapiz y papel es que el uso del SDG
les permite experimentar y considerar casos que no son enteros, ademas de que facilita la
realizacion de operaciones aritméticas rutinarias con mayor precision.

La diferencia entre hacer este ejercicio en la computadora es que puedes ir moviendo los
puntos y las distancias para experimentar y llegar a una conclusion en base a la practica, ya que
a lapiz es mas dificil ir haciendo esto...Al realizar el problema a lapiz no se pueden tomar en
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cuenta muchos resultados que no son enteros, ya que son mas dificiles de calcular debido a la
inexactitud que puede llegar a tener el hecho de hacer las operaciones a mano (reporte de Eo).
[...] mediante Geogebra es mas sencillo observar las figuras con detalle, ademas se puede tra-
zar el lugar geométrico para asi poder conocer de manera mas acertada el area maxima y de
esta manera realizar observaciones mas profundas de cada problema, en cambio resolviendo
los problemas a lapiz es mas complicado imaginar la figura y por tanto las conjeturas requie-
ren de mayor analisis (reporte de Eg y Ej,).

A pesar de contar con la herramienta, algunos estudiantes como Eg y Ej», E; v E;
no pudieron elaborar una configuracion dinamica que capturara las relaciones entre los
datos de los problemas 1y 3, asi que recurrieron a considerar casos particulares con va-
lores enteros, los cuales organizaron en una tabla, a partir de ahi seleccionaron como
respuesta aquellos que arrojaban el valor minimo del perimetro y el maximo del area res-
pectivamente. En el caso de los estudiantes E, y E;s unicamente resolvieron los problemas
1 y 3 usando esta misma estrategia.

Otra ruta de solucion consistio en realizar consideraciones geométricas con base en
la observacion de relaciones al mover la configuracion dinamica que elaboraron los es-
tudiantes. Para abordar el segundo problema, E, y E,, se dieron cuenta de que todos los
rectangulos inscritos en una circunferencia, tenian la caracteristica comun de que sus
diagonales pasaban por el centro de la circunferencia. Con base en esta observacion,
utilizaron la estrategia de considerar un problema mas simple, maximizar el area de un
triangulo rectangulo tal que la hipotenusa es un diametro y el otro vértice es un punto de
la circunferencia.

Los estudiantes justificaron que esto ocurre cuando el triangulo rectangulo es isos-
celes, por lo que el area maxima del rectangulo original se obtiene cuando el rec-
tangulo inscrito es un cuadrado. Estos estudiantes utilizaron la analogia entre este
problema y el 4 para proporcionar la solucion de este Gltimo. En esta misma linea de
ideas, para resolver el problema 1, E g considerd que minimizar el perimetro requiere
que los lados del rectangulo sean lo mas pequefio posible y esto ocurre cuando ambos
lados son iguales.

Por el segundo problema sabemos que el drea maxima de un rectangulo inscrito en una
circunferencia es un cuadrado, ahora como tenemos una circunferencia el rectangulo de area
maxima es la mitad, es decir su base es el doble de su altura, su base se encuentra sobre el dia-
metro de la semicircunferencia (reporte de los estudiantes E, y E,7).

Para que el perimetro sea minimo a y b tienen que ser lo mas pequefio posible. Si dismi-
nuimos una medida la otra aumenta, por lo que lo mejor es que midan lo mismo. Asi tenemos
a=b= V12 (reporte de E,5).

En la Tabla 2 se muestra un resumen de las estrategias que orientaron el proceso de
razonamiento de los estudiantes. Se puede observar que con el uso de un SGD, los estu-
diantes tuvieron mayores recursos para resolver los problemas, y utilizar una amplia di-
versidad de aproximaciones para obtener una solucion.

Comentarios. El uso del software ofrece un dominio epistémico que favorece que los
estudiantes extiendan sus formas de pensar acerca de los problemas, ya que les permite

Epsilon, 2015, Vol. 32 (3), n° 91, 7-24, ISSN: 2340-714X 21



Formas de razonamiento que emergen al resolver problemas de mdximos y minimos con un SGD
Aardn Reyes-Rodriguez, Veronica Vargas-Alejo, César Cristobal-Escalante y Victor Soberanis-Cruz

superar algunas ideas erroneas que aparecen al trabajar en un ambiente de lapiz y papel,
por ejemplo, que los cuadrados no son rectangulos o que todos los rectangulos inscritos
en una circunferencia tienen “las mismas medidas™ (las mismas longitudes de lados, el
mismo perimetro o la misma area).

Por otra parte, las capacidades dinamicas del software promueven que los estudiantes
reflexionen en torno a la variacion y el cambio de las medidas de los atributos de los in-
tegrantes de una familia de objetos geométricos. Por otra parte, el uso de la herramienta,
particularmente los affordances que permiten la visualizacion de relaciones, la medicion
de atributos y el uso de lugares geométricos para visualizar la relacion entre dos con-
juntos de cantidades que varian de forma conjunto permitié ampliar la cantidad de pro-
blemas que los estudiantes pueden abordar y favorecio la diversificacion de estrategias
utilizadas.

Tabla 2. Estrategias utilizadas con el uso de un SGD.

Problema 1 | Problema2 | Problema3 | Problema4 | Problema 5

E,yEs CP CP
E;yE;, M M M M M
E,yE CP VG CP A MR
E,yE;; M M MR
Esy Eq, CP LGyM CP LGyM LGyM
EysyEy LGyM M

Ey M M

Es VG M M M

Eyo M M M M

REFLEXIONES FINALES

Existe evidencia que el resolver problemas con un SGD propici6é cambios en las for-
mas de razonamiento que desarrollan los estudiantes en relacién con un ambiente de
lapiz y papel, estos cambios radican esencialmente en que la tecnologia digital ofrece
mayores recursos a los estudiantes para abordar los problemas, ya que no es necesario el
uso explicito de un modelo algebraico para aproximar la solucion de un problema. Asi-
mismo, como lo reconocieron los propios estudiantes, las facilidades para explorar y
visualizar relaciones entre medidas de los atributos de objetos geométricos fue un ele-
mento que apoyo6 que los estudiantes lograran abordar y resolver con éxito mas proble-
mas, que cuando resolvieron las tareas inicamente con lapiz y papel.
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Significado de decimal expresado por escolares
mediante la elaboracion de cuentos

Mario Megias Delgado, Juan Francisco Ruiz Hidalgo y
José Luis Lupiafiez Gomez
Universidad de Granada

Resumen: A4 través de los cuentos elaborados por escolares de 5° de Primaria, se
describe qué componentes del significado del concepto decimal expresan en sus na-
rraciones. El andlisis de estos cuentos tiene una doble finalidad: describir com-
ponentes matemdticas y componentes narrativas. Los resultados evidencian una
interpretacion del numero decimal como un objeto estrictamente matemadtico, con
grafia determinada, desvinculado de cualquier estructura numérica y sin uso en la
vida cotidiana.

Palabras clave: Cuentos, matematicas, decimales, competencia matemdtica comunicar

Meaning of decimal expressed by students by
means of elaboration of tales

Abstract: By using tales, we describe the components of the meaning of decimal ex-
pressed by fifth graders. The analysis is twofold because it describes mathematics com-
ponents as well as narrative components. Results show a decimal like a mathematical
object with determinate symbolization, disassociated of any mathematical structure and
with no use in daily life.

Keywords: Tales, maths, decimals, communicating

1. INTRODUCCION

En los marcos normativos de los tltimos afios predomina lo competencial sobre lo
conceptual y procedimental. Concretamente, el desarrollo normativo actual destaca el
papel del aprendizaje por competencias, adoptando la nocion de competencia clave defi-
nida por la Unién Europea e identificando siete competencias clave (MEC, 2014):
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* El aprendizaje por competencias favorece los propios procesos de aprendizaje y
la motivacion por aprender, debido a la fuerte interrelacion entre sus componen-
tes: el concepto se aprende de forma conjunta al procedimiento de aprender dicho
concepto (MEC, 2014, p. 19350).

Entre las competencias clave se encuentran la competencia lingiiistica y la compe-
tencia matematica que, en ocasiones, son dificiles de considerar conjuntamente. Llach y
Asina (2009) proponen posibles actividades para fomentar la relacion entre ambas com-
petencias. Entre otras acciones, para mejorar la competencia lingiiistica desde el area de
matematicas se pueden realizar “actividades que incorporen el lenguaje matematico y la
adecuada precision de su uso en la expresion habitual para mejorar las destrezas comu-
nicativas” (Llach y Alsina, 2009, p. 79). Para mejorar la competencia matematica desde
el area de Lengua y Literatura se pueden realizar:

* actividades relacionadas con la elaboracion de discursos y/o textos lingliisticos
y/o literarios. Por ejemplo, a partir de procedimientos retdricos como la seleccion
(inventio), la jerarquizacion y ordenacion (dispositio) de las ideas. (Llach y Al-
sina, 2009, p. 79)

Una de las acciones que los autores proponen es el uso de cuentos en clase de ma-
tematicas. Esta opinion es compartida por otros autores que, dentro de la educacion
matematica, también manifiestan la utilidad del cuento como elemento para alcanzar co-
nocimiento matematico (Marin, 1999, 2007; Marin, Lirio y Calvo, 2006; Noda y Plasen-
cia, 2002; Blanco colaboradores, 2009, 2010).

Basandonos en estas ideas, consideramos la elaboracion de cuentos en clase de ma-
tematicas el elemento basico de toma de informacion de nuestro trabajo. Valoramos su
interdisciplinariedad y su utilidad para la enseflanza y el aprendizaje de las matemati-
cas. Mediante estos cuentos elaborados por los escolares, pretendemos evaluar la comu-
nicacion del alumnado, considerando la comunicacion en el sentido que proporciona el
marco PISA, como la competencia que exige a los escolares capacidad para comprender
e interpretar enunciados de otras personas en diversas situaciones asi como de expresar
ideas acerca de las matematicas (OCDE, 2013).

Tras trabajar en la materia de Lengua y Literatura sobre el cuento y en Matematicas
sobre decimales, se solicito a escolares de 5° de Primaria que escribiesen un cuento. Para
analizar la capacidad de comunicacion en las respuestas se prepard un instrumento de re-
cogida de datos dividido en dos partes: una acerca del contenido no matematico y otra
sobre el contenido matematico del cuento.

El objetivo que se perseguia era valorar la capacidad de comunicar acerca de los
decimales. Para ello se indag6 en la identificacion de los significados que los escola-
res atribuyen al decimal mediante una la plantilla del contenido matematico esta ba-
sada en la nocion de significado de un concepto matematico escolar propuesta por
Rico (2012).

Para sorpresa de los investigadores, el analisis de las respuestas pone de manifiesto
que los escolares conocen la simbolizacion del decimal, pero no lo situan dentro de la es-
tructura matematica de numero racional ni le asignan ningtin uso. Esto subraya un bajo
nivel de competencia comunicativa del concepto matematico decimal.
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2. MARCO TEORICO

Entre los trabajos previos que sirven de base para este articulo destacamos el Pro-
yecto Kovalevskaya (Marin, Lirio y Calvo, 2006). Este proyecto persigue la utilizacion
de recursos literarios en el aula de matematicas permitiendo una ensefianza interdisci-
plinar y globalizada. Sus objetivos se resumen en analizar las repercusiones en el apren-
dizaje matematico del alumnado y proporcionar un cambio de actitud y motivacion a
través de la utilizacion de recursos literarios en el aula de matematicas. Como conclusio-
nes podemos destacar: La potenciacion de la lectura y el aumento de la comprension de
los conceptos matematicos contemplados en los textos a través de las preguntas mate-
maticas y la ampliacion del horario de matematicas en el horario debido su combinacion
con los planes lectores de los centros.

Otro trabajo que merece atencion es el de Marin (1999), en el que propone el cuento
como recurso didactico y subraya las ventajas en la ensefianza de las matematicas de Pri-
maria. Entre estas ventajas estdn la motivacion, la actitud positiva y el papel mediador
que ejerce en la compresion de conceptos abstractos. Mas adelante, Marin realiza una
propuesta del aprendizaje de las matematicas en primaria a partir de la lectura de cuen-
tos (Marin, 2007).

Posteriormente, Noda y Plasencia (2002) presentan una experiencia con estudian-
tes de magisterio con los objetivos de motivar a los estudiantes y de establecer vinculos
entre la Literatura y las matematicas.

Mas recientemente, Blanco y Blanco (2009) analizan si en matematicas de Ense-
flanza Secundaria los cuentos motivan a los alumnos, les hacen reflexionar sobre su sig-
nificado y les permiten profundizar en el estudio. Sus valoraciones finales confirman que
el cuento es un recurso didactico valido en la ensefianza de las matematicas. Esta validez
se complementa con las propuestas didacticas que aparecen en los trabajos que los au-
tores realizaron junto con Ana Caballero (Blanco, Caballero y Blanco, 2010; Caballero,
Blanco y Blanco, 2010).

COMPETENCIA COMUNICAR

Entendemos la competencia matematica comunicar como una de las siete componen-
tes de la alfabetizacion (OCDE, 2013), mediante la cual el escolar mejora la expresion y
comprension de ideas introduciendo elementos matematicos. Comunicarse en el aula, de
manera verbal o escrita, entre estudiantes o entre ellos y el profesor, es el medio por el que
se lleva a la practica la actividad de ensefiar. La comunicacion se produce cuando el pro-
fesor explica algiin concepto, cuando propone una tarea a sus escolares, cuando los estu-
diantes comentan algo sobre ese concepto o discuten entre si acerca de esa tarea, o bien
cuando éstos responden al profesor. Esta interaccion entre profesor y alumnos esta domi-
nada por reglas, es un proceso que evoluciona y esta en construccion a lo largo del tiempo,
los significados de los conceptos matematicos se van construyendo, cada entorno comuni-
cativo tiene unas caracteristicas propias (Green, 1983, citado por Rico y Lupiaiez, 2008).

Con respecto a lo que tiene que ver con los escolares, Rico y Lupiaiiez (2008) mani-
fiestan que la comunicacion engloba:
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* Que se expresen de manera oral o escrita acerca de las matematicas
* Que comprendan e interpreten los enunciados orales o escritos de otras personas.

Larelacion entre los procesos matematicos y las capacidades matematicas fundamen-
tales aparece en la siguiente tabla (OCDE, 2013, p.15):

Formular situaciones
matematicamente

Emplear conceptos ma-
tematicos, hechos, pro-
cedimientos y razonar

Interpretar, aplicar
y evaluar resultados
matematicos

Comunicar

Leer, decodificar y dar
sentido a afirmaciones,
preguntas, tareas, ob-
jetos o imagenes para
poder crear un modelo
mental de la situacion

Articular una solucion,
mostrar el trabajo que
implica llegar a la so-
lucién y/o resumir y
exponer resultados
intermedios

Construir y comunicar
explicaciones y argu-
mentos en el contexto
del problema

Esta forma de entender la comunicacion esta relacionada con el estandar comuni-
cacion propuesto por el National Council of Teacher of Mathematics (NCTM, 2000)
entendido como destreza que deberian adquirir los estudiantes. La Comunicacion se
considera una parte esencial de las matematicas y la educacion matematica, la forma de
compartir y aclarar ideas, ayudando a dar significado y permanencia a las ideas y a ha-
cerlas publicas.

e Los alumnos que tienen oportunidades, incentivo y apoyo para hablar, escribir,
leer y escuchar en las clases de matematicas, se benefician doblemente: comu-
nican para aprender matematicas, y aprenden a comunicar matematicamente.
(NCTM, 2000, p. 60)

La descripcion de la comunicacion para el NCTM, se divide en cuatro capacidades a
desarrollar en los estudiantes:
* Organizar y consolidar su pensamiento matematico a través de la comunicacion.
* Comunicar su pensamiento matematico con coherencia y claridad a los compaiie-
ros, profesores y otras personas.
* Analizar y evaluar las estrategias y el pensamiento matematico de otros.
* Usarel lenguaje de las matematicas con precision para expresar ideas matematicas.

Concretamente, sobre la escritura, el documento subraya que escribir en matemati-
cas puede también ayudar a los alumnos a consolidar lo que piensan, ya que requiere
reflexionar sobre su trabajo y aclarar sus ideas sobre las nociones desarrolladas en la lec-
cioén. Mas tarde, pueden encontrarlo Util para releer el registro de sus propios pensamien-
tos. (NCTM, 2000, p. 61).

Para detectar el nivel de adquisicion de esta competencia, podemos recurrir a los in-
formes PISA o a los estandares de evaluacion del NCTM (1989). La evaluacion de la ha-
bilidad de los estudiantes para comunicar deberia dar evidencias de que ellos:

* Expresan ideas matematicas hablando, escribiendo, demostrando y representan-

dolas visualmente.
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* Entienden, interpretan y evaltan ideas matematicas que estan dadas en forma es-
crita, oral o visual.

e Usan vocabulario, notacién y estructuras matematicas para representar ideas, des-
cribir relaciones y modelar situaciones.

Con respecto a PISA, se pueden utilizar las validaciones empiricas de 2003, que per-
mitieron establecer unos descriptores de los niveles de consecucion de las competencias.
En el caso de la comunicacion (Rico y Lupiaiiez, 2008, p. 269):

1 2 3 4 5 6
Comunicar Describir Reali- Comuni-
resultados | zar expli- car con-
obtenidos caciones clusiones
sencillas con
precision

SIGNIFICADO DE UN CONCEPTO MATEMATICO ESCOLAR

Para interpretar las respuestas de los escolares se recurre a la nocion de significado
de un concepto matematico escolar. Basandonos en una nocién de significado de un con-
cepto desde una perspectiva semantica, lo entendemos compuesto por el signo con el que
se expresa el concepto, su referencia y el sentido que se le atribuye cuando se usa. En
matematica escolar, Rico (2012) identifica estas tres componentes con:

e Signo con sistemas de representacion, o conjunto de simbolos y reglas con las que

se representa el concepto.

e Referencia con estructura conceptual, la cual engloba las propiedades del con-

cepto, los argumentos y proposiciones derivadas y los criterios de veracidad.

e Sentido con los elementos de uso relacionados con el concepto. La fenomenolo-

gia, los contextos 0 modos de uso, las situaciones y los términos que dan sentido
al concepto (Rico, Flores y Ruiz-Hidalgo, 2015).

3. METODOLOGIA

Se trata de un estudio descriptivo y cualitativo en el que se realizan algunos recuen-
tos con la finalidad de obtener mayor precision en las descripciones. Los datos se reco-
gen en un cuento, por lo que se trata del método de encuesta (Cohen y Manion, 2002).
La observacion de los cuentos se centra en la incidencia de los contenidos y las destre-
zas relacionas con los niimeros decimales. Se trata de un estudio de naturaleza semantica
que aborda el modo en que los estudiantes entienden, utilizan e interpretan determina-
das nociones y conceptos. Para ello, se considera que las herramientas de estimulacion
semantica (semantic elicitation, también traducido por elicitacion semantica) propor-
cionan fuertes evidencias sobre el entendimiento de la semantica de un concepto. Entre
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estas herramientas de estimulacion estan las entrevistas, las grabaciones o las narracio-
nes (Klok, 2014), como es el caso que nos ocupa.

La metodologia usada es el Analisis del Contenido entendido como “una técnica cuya
finalidad es descubrir la estructura interna de la comunicacion, estudiando para ello su
contenido semantico” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 9). Se analizaron las produc-
ciones de los escolares y se procedio a organizar la informacion recogida en fichas pre-
viamente disefiadas. Posteriormente se hizo un recuento de frecuencias con el que se
elaboraron los datos cuantitativos. Con todo ello, se observo la incidencia de los conte-
nidos y las destrezas relacionadas con los decimales.

3.1. Sujetos

Los sujetos objeto de estudio son 27 escolares de un grupo de 5° de Educacion Pri-
maria de un centro concertado de la zona centro de Granada durante el curso 2013/2014.
Entre estos alumnos se encuentra un repetidor y no hay ningin alumno evaluado con ne-
cesidades educativas especiales. Estos alumnos han estudiado los conocimientos y des-
trezas relacionados con los decimales siguiendo la estructuracion de las dos unidades
didacticas propuestas por el libro de texto Matematicas 5 de la editorial Guadiel (Poquet
y Lépez, 2009). El nivel socioeconémico de los escolares en medio-alto. La eleccion de
este conjunto de estudio fue intencional, coincidiendo con la realizaciéon de unas practi-
cas educativas de uno de los investigadores.

3.2. Procedimiento

Se desarrollaron varias sesiones repartidas en dos temas sobre el topico decimales utili-
zando como libro de texto Matematicas 5 (Poquet y Lopez, 2009). Se realizaron tareas y se
evaluaron los dos temas. Concretamente, se desarrollaron y evaluaron los siguientes conte-
nidos: Partes y lectura de un ntimero decimal, representacion en la recta numérica, ordena-
cioén de niimeros decimales, suma, resta, operaciones combinadas con nimeros decimales,
el euro, multiplicacién por un nimero natural, multiplicar por dos nimeros decimales,
aproximar un cociente a las décimas y a las centésimas, prueba de la division. Dividir un
nimero decimal entre un numero natural, dividir un nimero decimal entre 10, 100 y 1000.

Paralelamente, se explicaron a través de dos sesiones de la materia de Lengua y Li-
teratura qué es un cuento, los distintos elementos: narradores, personajes y momentos
de la accion.

Finalmente, se propuso la siguiente tarea a los escolares:

* Por grupos de dos personas, escribid un cuento en el que se utilicen los niimeros
decimales. Utilizacion obligatoria de las distintas operaciones pero siempre uti-
lizando los numeros decimales. Los cuentos tienen que seguir los momentos de
la accion de: planteamiento, nudo y desenlace. Deben aparecer personajes prin-
cipales y secundarios que realicen distintos tipos de acciones en el cuento. Y fi-
nalmente el narrador debe ser de uno de los tres tipos explicados en la sesion de
Lengua y Literatura: Omnisciente, testigo o autobiografico.
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El tiempo asignado para la tarea fueron dos semanas y los alumnos tuvieron total li-
bertad en otros aspectos como: el tema, la presentacion y la realizacion de dibujos o vi-
fietas para ilustrar dicho cuento. La tarea no se considerd con caracter evaluativo del
aprendizaje, sino unicamente con un fin investigador.

3.3. Instrumento de codificacion de datos

La codificacion de informacion se realizé y codificd mediante una ficha que recoge las
principales variables que se quieren estudiar (ver anexo). Esta ficha esta basada en los di-
versos significados esperados de los decimales y para su elaboracion se realizd un Anali-
sis de Contenido del concepto matematico escolar decimal. Este analisis se considera una
“herramienta basica para establecer y estudiar la diversidad de significados de los conte-
nidos de las Matematicas escolares” (Rico, Marin, Lupiafiez y Gémez, 2008, p. 9). No es
objeto de este trabajo describir el andlisis de contenido realizado ni las fases del mismo,
pero se hace necesario incluir un resumen del resultado obtenido para poder aclarar los epi-
grafes de la ficha de recogida de datos que hemos denominado de contenido matematico.

Esta ficha de recogida de informacion se divide en partes claramente diferenciadas.
En un primer bloque aparecen las variables relacionadas con el contenido matematico,
que estan basadas en la nocién de significado de un concepto matematico escolar (Rico,
2012) descrito en el marco tedrico (estructura matematica, sistemas de representacion y
fenomenologia).

En el primer apartado, relacionado con la representacion del concepto, aparecen las
casillas relacionadas con conocimientos de los niimeros decimales y sus diversas repre-
sentaciones. En estas casillas aparecen los hechos y términos relacionados con el deci-
mal como parte entera, parte decimal, coma y sus representaciones verbal, grafica (en la
recta numérica), y sus diferentes notaciones como niimero racional. En el segundo apar-
tado aparecen las casillas relacionadas con la estructura matematica. Las estructuras adi-
tiva y multiplicativa, donde se destacan las concepciones de las diferentes operaciones
aritméticas y las categorias semanticas de los problemas de una etapa (Centeno, 1997).
En el tercer apartado aparecen los procedimientos y estrategias que deberian ser utiliza-
dos con niimeros decimales aunque no se excluye que sean utilizados con niimeros na-
turales: ordenacion, comparacion, estimacion y aproximacion. Finalmente en el Gltimo
bloque estan los elementos relacionados con la fenomenologia: los modelos o usos de los
decimales (sistema métrico decimal y sistema monetario) y los contextos en los que se
enmarcan los relatos (personal, laboral, social, cientifico) y que se describen en el marco
del proyecto PISA (OCDE, 2013).

CONTENIDO NO MATEMATICO

Para el bloque de contenido no matematico en la ficha consideramos los apartados
de: tipo de cuento, personajes, el tema elegido, el tipo de narrador y si se cumplen los
momentos de la narracion. Este segundo bloque contiene partes comunes con la ficha de
analisis de cuentos presentada por Blanco y Blanco (2009).

Epsilon, 2015, Vol. 32 (3), n° 91, 25-40, ISSN: 2340-714X 31



Significado de decimal expresado por escolares mediante la elaboracion de cuentos
Mario Megias D., Juan Francisco Ruiz H. y José Luis Lupiaiez G.

Realizamos una seleccion de los distintos tipos de cuentos que inicialmente creia-
mos que nos ibamos a encontrar y que se basa en las tematicas tratadas habitualmente en
textos infantiles: ciencia-ficcion, fantasia, tradicional o costumbrista, autobiografico y
otros. Esta clasificacion es personal e informativa debido a que en esta investigacion no
existe interés en realizar un analisis exhaustivo de la tipologia de los cuentos presentados
sino que se ha buscado clasificar de manera muy general los relatos.

Segun la tipologia que establece Garrido (1993), cuando se habla de narrador nos es-
tamos refiriendo al modo de presentar el universo narrativo. Segun la cantidad de infor-
macidn que posee y el punto de vista que utiliza para contarla se clasificar en:

* Relato no focalizado (omnisciente): En estas narraciones el narrador posee todo el

saber, disfruta del dominio absoluto del tiempo.

* Relato focalizado externamente (testigo): El narrador tiene restricciones con res-
pecto al saber y solo puede informar de lo que captan sus sentidos. Suele ser lla-
mando el narrador objetivo ya que usualmente es invisible y presenta los hechos
con la objetividad y la frialdad de un registro mecanico.

* Relato focalizado internamente (autobiografico): el punto de observacion es el in-
terior del personaje para percibir la historia a través de sus ojos.

Por personaje se entiende al actor provisto de una serie de rasgos que lo individuali-
zan. Estos rasgos son los que justifican su comportamiento y las relaciones que posee con
el resto de personajes. Los roles funcionales que cumplen los personajes y que se pueden
clasificar en estos dos grupos:

1) El protagonista, personaje en torno al cual gira la accion.

2) El antagonista, personaje enfrentado al anterior.

3) Los personajes secundarios, aparecen y desaparecen dentro la trama del cuento y

realizan diversas acciones a lo largo de sus apariciones.

De acuerdo con la clasificacion establecida por Cerrillo y Garcia (1995) el cuento
se estructura en secuencias distinguiéndose: Situacion inicial (introduccidn), pruebas o
ayudas (nudo) y el desenlace.

* En la introduccion, se presenta el escenario, los personajes y la historia. La intro-
duccion sirve para inducir al lector hacia el conflicto.

* El conflicto comienza cuando aparece un elemento que rompe el equilibrio pre-
sentado en la introduccion. Esta ruptura genera consecuencias y estas son las que
van generando la trama del cuento.

* El desenlace se conoce como el punto donde se rompe esta tension y se reordenan
todos los elementos hacia la normalidad inicial.

4. RESULTADOS
Los resultados de los trece cuentos recogidos se organizan en dos bloques, segun las

variables del estudio aplicadas se refieran a contenidos no matematicos o a contenidos
matematicos.
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4.1. Contenido no matematico

En cuanto al tipo de tipo de cuento escrito se destacan los cuentos de fantasia ya que
el 46,2% (6 de 13) de los cuentos han seguido esta linea, los de ciencia-ficcion suponen el
23,1% (3 de 13) y los autobiograficos cuentan con el 7,7% (1 de 13) de los cuentos escritos.
Los cuentos de tipo costumbrista no han sido utilizados por parte de este alumnado. Se ha
dejado un apartado en el que se encuadraban los cuentos que no se podian clasificar dentro
de los otros tipos. De este tipo hay un 23,1% (6 de 13) de los cuentos escritos y que siguen
otras lineas como deportes sin ser autobiograficos y pequefios relatos basados en dialogos.

Como norma general en todos los relatos escritos aparecen una media de 7 persona-
jes por cuento, mostrando un abanico que va desde los que solo tienen 4 personajes hasta
los que tienen 11. En todos se ha ajustado la funcién que van a realizar esos personajes
y se pueden distinguir entre personajes principales y personajes secundarios. Los perso-
najes principales cuentan con una media de 3 personajes por cada relato mientras que los
secundarios cuentan con una media de 4.

En cuanto al narrador se ha propuesto desde el primer momento entre tres tipos de na-
rradores, que era obligatorio elegir: Omnisciente, autobiografico y testigo. De los tres el
que ha destacado ha sido el omnisciente ya que aparece en el 76, 9% (10 de 13) de los re-
latos, el narrador autobiografico ha tenido una incidencia del 23,1% (3 de 13) de los re-
latos mientras que el narrador testigo no se ha utilizado como narrador en ninguno de los
relatos presentados. Resulta curioso el hecho de que el narrador testigo no haya sido uti-
lizado como narrador, ya que suele encontrarse asi en la mayoria de las situaciones en la
vida diaria. Sin embargo, los alumnos se han decantado por el narrador omnisciente, que
permite la justificacion de las actuaciones de los personajes en tiempo real.

En cuanto a los momentos de la narracion se destaca que casi todos los cuentos siguen
la estructura explicada en la preparacion de la muestra de: introduccion, nudo y desenlace.
La parte introductoria ha sido desarrollada en el 100% (13 de 13) de los cuentos mientras
que el nudo y el desenlace han sido utilizados en el 92,3% de los relatos. Significa que de
los 13 cuentos presentados solo uno no sigue este esquema, ademas como norma gene-
ral bastantes cuentos desarrollan de forma muy breve el desenlace limitandose a acabar
la historia con estas palabras “y fueron felices”. En la tabla 1 se resumen estos resultado.

4.2. Contenido Matematico

Enel 92,3% (12 de 13) de los cuentos presentados se diferencian y colocan correctamente
los elementos de los que consta el nimero decimal: parte entera, coma y parte decimal.

En cuanto a la representacion del numero decimal el 92,3% (12 de 13) de los cuen-
tos utiliza una representacion simbolica y decimal. Sdlo aparece la representacion de nu-
meros decimales como fraccion en un cuento por lo que la incidencia total de este tipo
de representacion es de solo el 7,7%. Sin embargo también ha tenido presencia la repre-
sentacion de tipo verbal ya que cuenta con un 38,5% (5 de 13) de aparicion en los rela-
tos presentados. Los otros tipos de representaciones que se habian previsto que tuvieran
presencia no han sido utilizados por los autores de los cuentos, estos tipo de representa-
ciones son las de tipo porcentual y las representaciones graficas.
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Tabla 1. Resumen de resultados del contenido no matematico

Tipo de cuento
Ciencia-Ficcion Fantasia Costumbrista Autobiografico Otros
23,1% 46,2% 0% 7,7% 23,1%
Personajes (nimero medio)
Total Principales Secundarios
7 3 4
Narrador
Omnisciente Autobiografico Testigo
76,9% 23,1% 0%
Momentos
Introduccion Nudo Desenlace
100% 92,3% 92,3%

Tabla 2. Frecuencia de aparicion de representaciones, notaciones y términos

Numero de casos

Decimal 12

Notacion Porcentual 0

Fraccionaria

Simbolica 12

Representacion Verbal ) >
Grafica (recta numérica) 0

Otras 0

Parte entera 12

Hechos y términos Coma decimal 12
Parte decimal 12

Con respecto a elementos fenomenologicos, el uso que se hace del decimal no es el
esperado: no aparece ni en Sistema Métrico Decimal ni en Sistema monetario. El uso
que predomina es el uso del nimero como etiqueta. Los usos propuestos tras el analisis
de contenido previo a la recogida de datos, tampoco han sido utilizados en la mayoria de
los cuentos, de esta forma el uso de los niimeros decimales en el sistema métrico decimal
no ha sido utilizado y uso de la moneda para los nimeros decimales solo ha sido utili-
zado en el 7,7% (1 de 13) de los cuentos escritos. Resaltaremos que, como norma gene-
ral, los escritores han utilizado en sus cuentos los numeros decimales como nombres y
como forma de identificar a los distintos personajes.
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Tabla 3. Frecuencias de elementos relacionados con la fenomenologia

Numero de casos
Sistema M¢étrico Decimal 12
Usos . )
Sistema Monetario 0
Personal 12
Laboral
Contextos )
Social
Cientifico

Tampoco aparece ninguno de los procedimientos o destrezas que son propios del tra-
bajo con nimeros decimales: ordenacion, comparacion, la estimacion y la aproximacion
con sus dos vertientes, redondeo y truncamiento.

Las cuatro operaciones aritméticas (adicion, sustraccion, multiplicacion y division)
son nombradas y mencionadas en bastantes cuentos pero no se utilizan, en general, para
operar. Considerando la estructura aditiva, s6lo en un caso se utiliza la suma como ope-
racién con concepcion unitaria. Un 7,7% utiliza la suma como concepcion binaria y
también un 7,7% utiliza la resta como concepcion binaria. En el caso de suma como con-
cepcion binaria debemos destacar que es presentada en un problema de una sola etapa
del tipo y en el resto de cuentos no se presentan problemas de tipo aditivo. Destacando
que de 13 cuentos solo dos han presentado problemas de estructura aditiva, uno ya se ha
mencionado antes y el otro es a través de la suma como concepcion binaria en un pro-
blema de varias etapas totalmente descontextualizado.

Los contextos dentro de los que se encuadran los pocos problemas que aparecen en
los cuentos se clasifican de la siguiente manera en los apartados establecidos: Contexto
personal 7,7 % (1 de 13), contexto laboral 7,7 % (1 de 13), contexto social 7,7 % (1 de
13) y contexto cientifico 0%. De este analisis podemos recoger que solo han sido presen-
tados en los trece cuentos tres problemas con contexto, el resto de los pocos problemas
que se presentan estan totalmente descontextualizados.

Tabla 4. Frecuencias de elementos de la estructura aditiva

Suma Resta
Unitaria 1 0
Concepciones o
Binaria 1 1
Cambio 1 0
Problemas de una etapa Combinacion 0 0
Comparacion 0 0
Problemas de varias etapas 1
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Si continuamos con la estructura multiplicativa solo es utilizada la multiplicacion
como una suma repetida en dos cuentos, es decir un 15,4% (2 de 13) del total. En un
cuento es presentada como un problema de una sola etapa del tipo de proporcionalidad y
en el otro como un problema de varias etapas mezclado con adicion y sustraccion. Tam-
bién es utilizada la division como cociente en un solo relato a través de un problema del
tipo de proporcionalidad. Los problemas vuelven a estar descontextualizados, lo que sig-
nifica que consisten solo en resolver la operacién que se menciona. Quedan desiertas otra
vez las previsiones hechas tras el analisis de contenido de que podrian ser utilizadas la
multiplicacién como combinacion, los problemas de una etapa de comparaciéon y tam-
bién los de producto de medidas.

Tabla 6. Frecuencias de problemas de la estructura multiplicativa

Multiplicacion Divisién
. Unitaria 1 Reparto 0
Concepciones o )
Binaria 1 Cociente

Tabla 5. Frecuencias de concepciones de la multiplicacion y la division

Multiplicacion Division
Proporcionalidad 1 1
Problemas de una etapa Comparacion 0 0
Producto medidas 0 0
Problemas de varias etapas 1

5. CONCLUSIONES

Los estudiantes que han formado parte de este estudio no suelen relacionar los conte-
nidos matematicos, con situaciones reales o cercanas al alumno. En el caso de los deci-
males, su uso se limita a aspectos meramente técnicos. Tampoco ponen de manifiesto el
dominio de los contenidos tratados en el aula y por tanto no se puede detectar si los alum-
nos han asimilado esos conceptos y destrezas.

Para poder poner en marcha este recurso de manera satisfactoria se necesita un tra-
bajo previo en el aula, donde los alumnos lean cuantos matematicos y los trabajen. Tam-
bién es necesario el continuo entrenamiento en la redacciéon de pequeiias historias o
relatos tanto en el aula como fuera de ella. Estos aspectos no se han podido llevar a cabo
debido a que este trabajo de investigacion comenz6 en febrero en un aula de 5° de Prima-
ria con la explicacion del tema de nimeros decimales y la programacion ya estaba im-
puesta por el equipo docente del mismo centro.

Tras analizar los datos obtenidos en los andlisis de cada cuento se puede afirmar que
la los sujetos solo han utilizado los niimeros decimales en estos pequefios relatos para
etiquetar a los distintos personajes que aparecian en los mismos. Este hecho muestra que
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para este alumnado los nimeros decimales en si, carecen de valor ya que en muy pocos
cuentos los numeros decimales han tenido un valor numérico. Este aspecto preocupa ya
que el alumnado no le asocie un valor a cada niimero implica que no saben como utilizar
esa cantidad en la vida real. La utilizacion de las operaciones aritméticas se puso como
requisito que debia aparecer en los cuentos, sin embargo también han sido utilizadas
como etiquetas en casos como los del siguiente tipo: pueblo “suma”, ciudad “multiplica-
cion” o aldea “divisién”. De esta manera no se puede valorar como utilizan los alumnos
los distintos tipos de operaciones aritméticas.

Lo que si se observa es la correcta utilizacion por parte del alumnado de un vocabu-
lario especifico del tema por lo que nos puede llegar a hacer pensar que durante el de-
sarrollo de las sesiones de numeros decimales los alumnos han realizado mas bien un
aprendizaje del tipo memoristico. El hecho de en algunos cuentos hayan aparecido ope-
raciones totalmente descontextualizadas parece el reflejo de las consecuencias que tiene
el que los problemas que se plantean en el aula no presenten contenidos ni retos cerca-
nos o ttiles al alumnado.

En cuanto a los usos y a los contextos en los que aparecen los numeros decimales se
valora que en esta muestra no se haya relacionado el uso de los nimeros decimales con
su dia a dia. Queda reflejado ya que en muy pocos relatos se ha utilizado el nimero de-
cimal como moneda o método para describir distancias por lo que la desconexion entre
el nmimero decimal y su valor como numero presentado anteriormente es total por parte
de este grupo de alumnos.

Como elementos positivos se ha trabajado de manera simultanea las competencias
matematica y lingliistica trabajando en coordinacién con los departamentos de Matema-
ticas y Lengua Castellana y Literatura. Sorprende el hecho de que estos alumnos se des-
marquen de la estructura que ha tenido siempre el cuento, dejando a un lado la creacion
de un cuento costumbrista. En este aspecto se puede recalcar que este hecho puede ser
debido a la variedad de cuentos que estos alumnos leen debido al plan lector presente en
su centro educativo.

Se pueden valorar estos datos y conclusiones obtenidas de manera positiva ya que
se ha puesto de manifiesto que para que el cuento sea valido como recurso para la ense-
flanza de los nimeros decimales se necesitan otros trabajos previos e indicaciones ade-
mas de los presentados en este trabajo por lo que no se debe de descartar tan ligeramente
el cuento como recurso para la ensefianza de nimeros decimales. Otros trabajos como
es el caso del proyecto Kovalevskaya (Martin, Lirio y Calvo, 2006) muestran y defien-
den que este recurso es valido para la ensefianza de otros contenidos matematicos siem-
pre que se utilicen trabajos previos de preparacion como los mencionados anteriormente.

Siguiendo los estandares de evaluacion del NCTM (1989), consideramos que es la
tercera componente de la competencia comunicacion la que ha de considerarse “Usan
vocabulario, notacion y estructuras matematicas para representar ideas, describir relacio-
nes y modelar situaciones”. En general, los escolares s6lo usan el decimal como etiqueta.
Sin embargo, el uso que hacen de la notacion, términos, representaciones y convenios
del decimal es correcta.

Los escolares no expresan ideas matematicas escribiendo ni representandolas visual-
mente. La consideracion del decimal con estructura matematica (aditiva o multiplica-
tiva) no se realiza. Tampoco se introducen situaciones en las que haya que el uso del
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decimal haya sido necesario para darles sentido o solucion. Por ello, consideramos que
la competencia comunicar, referida a decimales, tiene un nivel de consecucion bajo y que
seria necesario trabajar en ella, pues se considera necesaria.
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ANEXO
Modelos
| Usos Contexto
[Moneda SMD Personal
I Laboral
Social
Cientifico
Contenido no Matematico
Tipo de cuento
Ciencia-Ficcion |Fantasia Costumbrista  |Autobiografico |Otros
Personajes
. Personajes
N° de Personajes Principales Secundarios
[Observaciones |
Tema
Narrador
Omnisciente | Autobiografico Testigo
Momentos
[Introduccién Nudo Desenlace
I
|Observaciones |
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Los algoritmos al alcance de la mano.
Una aproximacion metodologica manipulativa

José Garcia Cantos y Maria Sotos Serrano
Universidad de Castilla-La Mancha

Resumen: Presentamos una experiencia educativa sobre el uso de recursos ludico-ma-
nipulativos para la ensefianza de los algoritmos. Se desarrollo con nifias/os de 7 y 8
anos, de 2° de Educacion Primaria, comparando el aula donde se intervino con otra si-
milar que siguio su programacion habitual. Para el andlisis se ha optado por una pers-
pectiva cualitativa, mediante observacion participativa y entrevistas abiertas a docentes
y al alumnado, analizando las opiniones y los comportamientos, asi como la compren-
sion matematica del alumnado.

Descriptores: Matemdaticas, Educacion Primaria, Algoritmos, Recursos ludico-manipu-
lativos, Matemagia, Cuentos.

Algorithms at arm’s length.
A methodological approach toward handling

Abstract: We present an educative experience about the use of manipulative resources
to teach the mathematical algorithms. This experience was carried out with children
from 7 to 8 years old, of 2nd of Primary Education, comparing the classroom where
we worked with another similar which followed its Didactic Plan. To the analysis we
chose a qualitative methodology, focused on a participative observation and opened-
interviews to teachers and students, and we analyse the opinions, behaviours and the
mathematical learning.

Key Words: Mathematics, Primary Education, Algorithms, Manipulative Resources,
Mathmagic, Tales.
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INTRODUCCION

El objetivo de la experiencia que a continuacion se detalla, que se realiz6 en un Co-
legio Publico de Albacete, era comparar la metodologia tradicional para la didactica de
los algoritmos verticales de suma, resta, multiplicacion y division; basado fundamental-
mente en el seguimiento del libro de texto y donde el objetivo es que los alumnos do-
minen unas destrezas de calculo antes de aplicarlas a problemas practicos (Carpenter y
Moser, 1979), con otra mas manipulativa que busca desarrollar en los alumnos un apren-
dizaje significativo. Desde esta perspectiva mas tradicional, la escuela ha puesto mayor
énfasis en que los alumnos adquieran soltura en la realizacion de operaciones escritas,
independientemente de si comprenden o no los fundamentos de estas técnicas, llevando
a confundir los conceptos de suma, resta, multiplicacion y division con la aplicacion di-
recta del algoritmo, ya que “para ensefar la division se ensefla un método, no una idea”
(Plunkett, 1979, p. 3).

Del mismo modo, si analizamos y comparamos los algoritmos escritos con las es-
trategias usadas por los nifios en calculo mental, podemos observar que éstas son muy
distintas. Esto enfatiza que este proceder es extrafio para los nifios y, por tanto, el apren-
dizaje del céalculo implica inicamente la aplicacion de una serie de reglas que seran inte-
riorizadas por los alumnos en el futuro (Lowry, 1965).

Los efectos de esta metodologia, aparte de promover la pasividad cognitiva en los
alumnos, no tienen en cuenta los contenidos que los alumnos deben tener antes de ini-
ciarse en el calculo ya que “no pocas veces, los algoritmos clésicos le son presentados al
nifio en un estadio de su desarrollo en el que todavia no posee una adecuada compren-
sion de los conceptos subyacentes; como por ejemplo la nocion de valor relativo” (Wi-
lliams, 1963, p. 272)

Frente a este enfoque metodoldgico, en este articulo se propone una metodologia mas
abierta y flexible, que parta de los intereses y caracteristicas de los alumnos de Primaria,
que aun no han alcanzado el estadio de las operaciones formales de Piaget y, por tanto,
aun no tienen la capacidad de abstraccion suficiente para adquirir los contenidos mate-
maticos de forma abstracta. Por esta razon, “las matematicas no deben ensefiarse ya de
una manera expositiva, estatica, transmitida por el profesor a un conjunto de alumnos pa-
sivos. Es preciso que estos participen, observen, exploren, hagan conjeturas y se enfren-
ten con problemas que les interesan” (Chamoso, J.M y Duran, J, 2006, p. 56).

Esta experiencia parte de las ventajas didacticas que ofrecen:

1) Los materiales manipulativos, como las regletas de Maria Antonia Canals, que
favorecen el desarrollo de las habilidades propias de la competencia matematica
como son la observaciéon de relaciones numeéricas logicas, la expresion verbal de
las acciones realizadas (Canals, 2011).

2) Los recursos ludicos, como la matemagia, que potencia la motivacion del alumno
(Koirala y Goodwin, 2000), al tiempo que favorece el razonamiento inductivo de-
ductivo, ya que el niflo, a partir de sus vivencias de los resultados obtenidos en
los juegos, podra preguntarse el porqué de algunos resultados y asi formular con-
jeturas mas generales.

3) Los cuentos, cuya narracion es una actividad que siempre capta la atencion de los
nifios, ya que “la ensefianza de las matemaéticas la realizaremos a partir de un elemento
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usual en el entorno lidico del nifio, que disfrutara aprendiendo matematicas™ (Sotos
y Aguilar, 2005, p.1), al tiempo que “el alumno puede cambiar esa actitud genera-
lizada de rechazo ante las matematicas, al no presentarsele como un compendio de
conceptos abstractos e incomprensibles para ¢é1” (Sotos y Aguilar, 2005, p. 1).

ANTES DE LA EXPERIENCIA

Antes de la experiencia, se realizaron entrevistas abiertas a los docentes y a los alum-
nos, con la intencién de valorar la percepcion que tenian hacia el area de matematicas.
En el caso de los docentes, las preguntas realizadas se pueden agrupar en las siguientes:

(Se pueden “tocar” o “vivenciar” las matematicas?

— (Comprenden mejor los alumnos los contenidos matematicos manipulando ma-
teriales didacticos?

— (Qué piensan los docentes de esta metodologia?

Tras hablar con los docentes, pudimos obtener las siguientes conclusiones:

a) Los docentes no disponen de tiempo suficiente fuera del aula para preparar mate-
riales. Por otro lado, los maestros consideran que el uso de materiales en el aula
conlleva “pérdida de tiempo”, aspecto que imposibilita la terminacion del temario.

b) La gestion del aula se complica al dar a los nifios el material para manipularlo, ya
que suelen hablar mas y prestan menos atencion.

¢) Los docentes usan en exceso el libro de texto ya que, de esta forma, les es mas
facil realizar su labor diaria. Del mismo modo, los maestros expresan que los pa-
dres “se ponen nerviosos” si sus hijos no llevan a casa diariamente hechos los
ejercicios del libro y de la libreta; porque los padres dan mas importancia a las ac-
tividades escritas por encima de las manipulativas.

d) La excesiva coordinacion entre docentes de un mismo curso puede, en ocasio-
nes, ser un inconveniente ya que, el docente pierde su idiosincrasia para adaptarse
a los procesos de ensefianza del otro maestro con el fin de evitar comparaciones
entre los padres.

e) Los maestros del centro consideran que los nifios de primaria son mayores para
usar materiales manipulativos, pues piensan que en el fondo son solo juegos.

Estas reflexiones nos llevan a compartir la idea de M* Antonia Canals que pone de ma-
nifiesto que el uso de los materiales se va dejando de lado de una forma inconsciente para
dejar paso a la “costumbre” ampliamente generalizada del libro de texto (Canals, 2009).

Por su parte, antes de la experiencia, los alumnos tenian una vision negativa del area
de matematicas. Algunos de los comentarios de los alumnos eran:

— Las matematicas son aburridas.

— Las matematicas son dificiles de entender.

— (Para qué me sirven las matematicas?

Estos comentarios de los alumnos muestran la desconexion existente entre las mate-
maticas que se enseflan en la escuela y la realidad del nifio, lo que imposibilita el desa-
rrollo de la competencia matematica al no estar contextualizada.
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DURANTE LA EXPERIENCIA
Metodologia

La metodologia seguida tenia por objeto comparar los dos modelos pedagogicos
planteados: el tradicional y el constructivista. Para ello, propusimos en un aula una me-
todologia basada en la incorporacion de materiales didacticos, con la finalidad de que el
alumnado tomase contacto con los contenidos de una manera intuitiva y ludica, al tiempo
que utilizamos otra aula como grupo de control, en la que se siguié una metodologia ba-
sada en la leccion magistral y el libro de texto. Esta experiencia se desarrollé durante el
periodo de practicas docentes del alumnado del Grado de Maestro de Educacion Prima-
ria, de la Facultad de Educacion de Albacete.

Para la recogida de datos se llevaron a cabo entrevistas y observacion directa y par-
ticipativa en las dos aulas, de acuerdo con unos items previamente seleccionados. Con
estos items se analiza el efecto del uso de materiales didacticos en matematicas desde
tres ambitos: las/os docentes (a través de entrevistas abiertas realizadas antes, durante y
después del proceso), el alumnado (donde valoramos su nivel de implicacion en el aula
y el ambiente cooperativo) y el rendimiento (que fue valorado mediante los exdmenes y
la observacion directa del alumnado).

Objetivos de la Propuesta Metodolégica

Partimos de la base de que los materiales manipulativos y los recursos ludicos son
instrumentos utiles para la ensefianza de las matematicas.

La practica educativa que se presenta es una experiencia puntual que puede servir
para analizar las posibilidades que determinados recursos tienen en la enseflanza de los
algoritmos.

Los objetivos de esta propuesta metodologica son:

1) Comprobar si el uso de recursos y materiales mejora la comprension de las opera-

ciones matematicas en los alumnos de primaria.

2) Comprobar si el uso de materiales didacticos modifica la percepcion de los alum-

nos hacia las matematicas en caso de que ésta fuera negativa.

3) Desarrollar la logica, la participacion y el pensamiento inductivo-deductivo en los

alumnos de Primaria.

4) Crear habitos de investigacion en los niflos a partir de la manipulacion de

materiales.
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PLANTEAMIENTO METODOLOGICO DE ACTIVIDADES CON MATERIAL
MANIPULATIVO

Regletas de M. Antonia Canals

En este apartado plantearemos, de una forma practica, una secuencia didactica basada
en el uso de las regletas. Para ello, describiremos actividades que se podran relacionar
con las siguientes dos fases: la construccion del concepto de niimero y la construccion
de las operaciones.

ACTIVIDAD 1: ACTIVIDADES DE DESCOMPOSICION NUMERICA

La descomposicion numérica es un aspecto clave que debe llevarse a cabo antes de
iniciar al alumno en el sistema decimal. Con ejercicios de descomposicion numérica
como el que a continuacion presentamos, trabajamos al mismo tiempo varias destrezas
matematicas (descomposicion numérica, propiedad conmutativa, comparacion...). Por
ejemplo, comenzamos la actividad dandole al nifio una regleta, en nuestro caso la regleta
del 5 (color verde). A continuacion, le haremos al nifio la siguiente pregunta: ;Cuantas
regletas blancas crees que valen lo mismo que la verde?

Imagen 1.
Descomposicion
numérica en unidades

Imagen 2. Descomposicion

numérica completa.
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Una vez hecho lo anterior se podria preguntar: ;Una regleta verde es igual a cinco
blancas? Al final, podriamos terminar preguntando: ;Cémo podriamos construir con
otras regletas una verde?

ACTIVIDAD 2: LAS REGLETAS Y LA BASE DE NUMERACION DECIMAL

El dominio del sistema de numeracion en base 10 es una herramienta fundamental
que los nifios tienen que entender y manejar con soltura. De esta forma, los alumnos po-
dréan utilizar un lenguaje matematico que todos conocemos y que sera la base de la lec-
tura y escritura de numeros, operaciones escritas. ..

El concepto del sistema de numeracion en base 10 debe introducirse con materiales
basados en unidades sueltas, que reunidas de diez en diez, forman las decenas; que mas
adelante se reuniran para formar la centena (Canals, 2011).

Cuando los alumnos han observado que el sistema de numeracion en base 10 consiste
en ir agrupando unidades, decenas, centenas...de diez en diez, podremos pasar a simbo-
lizar la decena con una regleta marrén. En este momento, los nifios ya sabran descom-
poner las regletas dadas como suma de otras regletas, estableciendo asi las equivalencias
entre unidades, decenas y centenas. Posteriormente, los nifios observaran que 10 regle-
tas marrones unidas forman un cuadrado, la centena; y 10 centenas reunidas, formarian
un cubo, el millar.

El objetivo fundamental de trabajar este concepto es que los nifios entiendan este
principio fundamental: “Las cantidades, o sea los niimeros, sélo cambian si les afiadimos
o0 les quitamos alguna cantidad. Sus unidades podemos agruparlas de diferentes mane-
ras sin que por ello se modifique el valor de la cantidad total” (Canals, 2011). Para con-
seguir esto, debemos plantear actividades que fomenten la habilidad de representar una
cantidad cambiando unas regletas por otras. A continuacion, se propone la siguiente ac-
tividad (Canals, 2011):

DIFERENTES MANERAS DE AGRUPAR LAS UNIDADES DE UN NUMERO

Rellena la parte central con material o con un dibujo y escribe en la tltima columna.
Hay que contar con atencion y hacer los cambios que convenga, sin modificar el valor
de las cantidades.

Cantidad Con las regl.etas que se indica y Escrita en base diez
las unidades sueltas
Treinta y cuatro Con regletas del 5
Cuarenta y cinco Con regletas del 8
Diecisiete Con regletas del 3
Veintiocho Con regletas del 7
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ACTIVIDAD 3: INICIACION A LA SUMA

La manipulacién de las regletas favorece la adquisicion del concepto de suma de dos
nimeros como reunion de cantidades. Para realizar una suma con regletas, basta con po-
nerlas una a continuacion de otra. De esta forma, los alumnos comprenderan que el re-
sultado de la suma es la reunion de varias longitudes en una sola. A su vez, este ultimo
aspecto, nos lleva a afirmar que las regletas no solo desarrollan una nocion cuantitativa
de la suma sino también una geométrica: la suma de dos segmentos de una misma linea
es un segmento que se expresa con longitud.

Por otra parte, las regletas de M* Antonia Canals nos dan la posibilidad de trabajar el
calculo mediante los bloques multibase. A continuacion se presenta un ejemplo de como
podria trabajarse este concepto con las regletas y con los bloques multibase:

Pedimos a los niflos que cojan las regletas del 4, 5 y 7. A continuacion, después de
haberlas puesto una a continuacion de otra, les diremos que busquen un par de regletas
cuya suma tenga la misma longitud (Caso 1).

Conviene destacar que en la introduccion del concepto suma debemos utilizar un len-
guaje accesible al nifio, dejando incluso que ellos mismos representen, a su manera, y de
forma grafica lo que estan haciendo. Por esta razon, como se observa en la imagen, en el
planteamiento de la actividad no se recurre a ninguna formulacion matematica.

Imagen 3. Iniciacion
a la suma.

Imagen 4. Suma con las regletas
de M. A. Canals.

Epsilon, 2015, Vol. 32 (3), n® 91, 41-60, ISSN: 2340-714X 47



Los algoritmos al alcance de la mano.Una aproximacion metodologica manipulativa
José Garcia C. y Maria Sotos S.

Para operaciones mas complicadas y, como paso previo a la iniciacion del algoritmo
de la suma, podemos también usar las regletas de M* Antonia Canals del modo que se
muestra en la imagen de abajo (Caso 2):

ACTIVIDAD 4: INICIACION A LA RESTA

Al igual que ocurre en el caso de la suma, en la resta, el uso de regletas nos permite tra-
bajar este concepto desde una perspectiva cuantitativa y geométrica. En este caso, para res-
tar dos niimeros bastara con poner las regletas una al lado de la otra y buscar lo que le falta
a la mas pequefia para llegar a la mayor. Esta forma de trabajar la resta es interesante por
varios motivos: en primer lugar, el hecho de tratar la resta como una operacioén complemen-
taria de la suma, hace que el alumno vaya comprendiendo las relaciones entre operaciones.
Por otro lado, debemos tener en cuenta que, cuando restamos mentalmente, no seguimos
los pasos del algoritmo de papel sino que, buscamos un nimero que sumado al menor, nos
dé el mayor. A continuacion se presentan algunos ejemplos de actividades (Caso 1)

Del mismo modo, al igual que en el planteamiento didactico de la suma, en la resta,
también podemos utilizar los bloques multibase como forma de introducir el algoritmo
de la resta sin y con llevadas (Caso 2). A continuacién mostramos ambas posibilidades:

Comenzamos la actividad pidiendo al niflo que compare la regleta del 7 (amarilla) y
la del 5 (verde). Los nifios automaticamente diran que las regletas no son iguales ya que
su longitud no es la misma (Caso 1) (ver imagen 5).

Llegado a este punto y, como los nifios ya saben sumar, pediremos que busquen una
regleta que, sumada a la verde, tenga la misma longitud que la amarilla. Los nifios, des-
pués de probar, comprobaran que la suma de la regleta verde y la rosa tiene la misma lon-
gitud que la amarilla.

A continuacidn, presentamos el segundo caso, donde trabajaremos la resta usando las
regletas como bloques multibase (ver imagenes 6, 7, 8, 9 y 10):

En este caso, partimos de la operacion 233-129. Como a tres unidades no le podemos
restar nueve, transformamos una decena en diez unidades. Al realizar esta transforma-
cion si podemos realizar la operacion 13 unidades menos 9 unidades, que da 4 unidades.
Tras operar con las unidades, pasamos a las decenas. Dos decenas menos dos decenas,
son 0 decenas. Finalmente, restamos las centenas. Dos centenas menos una centena nos
da una centena. El resultado final es 104.

Imagen 5. Iniciacion

a la resta
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Imagen 6. La
resta con bloques
multibase 1.

Imagen 7. La
resta con bloques
multibase 2.

Imagen 8. La
resta con bloques

multibase 3.
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Imagen 9. La
resta con bloques
multibase 4

Imagen 10. La
resta con bloques
multibase 5

ACTIVIDAD 5: PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

Como hemos podido observar, el uso de las regletas nos permite trabajar conceptos
matematicos mas avanzados sin necesidad de recurrir a la abstraccion. Para trabajar las
propiedades conmutativa y asociativa, podemos partir de la realizacion de sumas y res-
tas combinadas (Canals, 2011). De esta forma, los nifios podran observar que el resultado
final no varia mientras se conserven los signos que el numero lleva delante y, ademas,
también observara que el resultado total no varia agrupando los diversos niimeros de
distintas maneras. Antes de pasar a detallar la actividad, hay que destacar que la formu-
lacion de cada propiedad por su nombre es algo innecesario en los primeros niveles de
Primaria. Con estas actividades, procuramos que el nifio vaya adquiriendo y compren-
diendo distintas estrategias que pueda usar en su calculo mental.
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DESCUBRIMIENTO DE LAS PRIMERAS PROPIEDADES

@ El ordren de las operaciones
- Hacemos una suma y una resta, una a continuacién de la otra:
5+4-3

- Primero las haremos con regletas, en dos partes, en el orden en que estdn
escritas:

5+4=9 9-3:=6
- Después las haremos, también con regletas, cambiando el orden:

Haz: Bi=3iz .
Ahora, al ndmero que te salga simale 4 y escribelo:

Responde :
Al cambiar el orden de las operaciones, ¢ha cambiado el resultado?

Haz otras pruebas y explica si crees que esto pasa siempre o no.

@ Agrupando los nimeros de diferentes maneras
- En estas sumas y restas podriamos reunir algunos nimeros antes de empezar:
Ejemplo:4-2+16-6+8-5

Primero los agruparemos asf:
(4-2)+ (16 - 6) + (8 - 5); (asi el segundo paréntesis nos resulta mds fdcil)

* Hazlo con regletas.

- Escribe el resultado parcial, y después el resumen de cada operacidn y el
resultado final:

- Ahora piensa otra manera de agrupar los nimeres y haz las operaciones.
* Explica el motivo por el cual has decidido agruparles de esta manera.

+ {Crees que agrupando los nimeros de cualquier manera obtenemos siempre el
mismo resultado?

- ¢Hay que respetar alguna condicién? Si crees que si, explica cudl.

Imagen 11. Descubrimiento de las primeras propiedades (Canals, 2011, p. 81).
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ACTIVIDAD 6: INICIACION A LA MULTIPLICACION

A la hora de introducir el concepto de multiplicacién en la escuela debemos tener
especial cuidado, ya que el nifio puede llegar a la conclusion, a veces erronea, de que
multiplicar significa hacer un numero mas grande, tantas veces. Es interesante resaltar
la diferencia conceptual que existe entre suma y multiplicacion para comprender como
construirlo con regletas. En el caso de la suma, se relacionan dos o mas nlimeros que re-
presentan objetos de la misma naturaleza. Por esta razon, la construccion de la suma con
regletas es lineal. En cambio, la estructura multiplicativa, relaciona un niimero o canti-
dad con las veces que éste se repite. Por ello, la construccion de la multiplicacion a par-
tir de regletas sera una figura en dos dimensiones, un rectangulo, en el que la longitud de
cada lado representa cada uno de los factores.

En este momento, también debemos destacar que, la estructura de una multiplicacion
en la que intervienen tres factores, sera un prisma rectangular en el que las medidas de
las tres aristas coinciden con el valor de los tres factores que intervienen en la operacion.
A continuacion se plantean ejemplos de actividades de multiplicacion:

Imagen 12. Iniciacion a la

multiplicacion 1.

Imagen 13. Iniciacion a la

multiplicacion 2.
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La actividad comienza pidiendo al
nifio que calcule cuadnto es nueve veces
siete. Para ello, en primer lugar, el nifio
formara un “marco” con las regletas del
nueve y del siete (imagen 1). Posterior-
mente, se forma un rectangulo con re-
gletas del mismo color, en este caso, con
regletas del nueve (imagen 2). Al final,
retiramos el “marco” y queda un rectan-
gulo de lados nueve y siete (imagen 3).

Imaginemos ahora, que pedimos a los
nifios que hagan una multiplicacion en la
que intervengan tres factores, 4 x 6 x 3.
En este caso, representaremos con regle-
tas una figura con volumen, un prisma,
cuyas aristas sean los factores (imagen 4).

Imagen 14. Iniciacion a la multiplicacion 3

LA RUEDA DE LA
MULTIPLICACION

Ala hora de trabajar la multiplicacion
con los alumnos y, mas concretamente
las tablas de multiplicar, es interesante
utilizar como recurso metodolégico “La
Rueda de la Multiplicacion” de la Pe-
dagogia Waldorf. Entendiendo que cada
tabla de multiplicar, define un conjunto
numérico, este recurso metodologico nos
permitira trabajar las propiedades de cada tabla de multiplicar, comprendiendo su natu-
raleza (ver imagen 16).

Al relacionar las figuras entre si podemos descubrir que nimeros diferentes forman
estrellas o poligonos iguales. Sin embargo, existe una diferencia al trazarlos, ya que las
primeras cuatro se dibujan de derecha a izquierda y en las cuatro ultimas, el trazado es
de izquierda a derecha. (Reinhardt, 2007).

Ademas, existe una correspondencia de relaciones entre las figuras y el nimero base
de la serie numérica. Asi, en la serie:

Imagen 15. Multiplicacion de 3 factores.

1 23 45 6 728 9

Muestra al cinco en el lugar central, dividiendo a la serie en dos sectores que poseen
la misma cantidad de elementos: cuatro elementos. A partir del cinco, cuyo trazado es li-
neal, es decir, no forma ni estrella ni poligono, y hacia ambos lados, los nimeros forman
estrellas y poligonos de igual visualizacion. Se forma un eje de simetria donde podemos
ver figuras de igual disefio pero movimiento contrario (Reinhardt, 2007).
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5

Imagen 16. Las ruedas de la multiplicacion

MATEMAGIA Y CUENTOS COMO ELEMENTOS LUDICOS

El planteamiento pedagdgico que se ha ido realizando anteriormente con regletas se
puede completar con otros recursos lidicos como la Matemagia y los Cuentos. Ambos
recursos buscan “suavizar” la abstraccion matematica; el primero, la Matemagia, nos
permite analizar de forma practica las propiedades numéricas y geométricas (Blasco,
2007). Por su parte, la didactica de las matematicas a través de cuentos facilita la adqui-
sicion de los contenidos al presentarlos de una forma mucho mas ludica, cambiando asi
la percepcion que el alumno tiene hacia el area de matematicas. A continuacion propone-
mos una serie de actividades con Matemagia y cuentos a modo de ejemplo.
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ACTIVIDADES CON MATEMAGIA
1) Escribe un nimero de tres cifras que no sea capicua.

2) Ahora escribe el nimero de arriba cambiando sus cifras (la cifra de las unidades
pasara a las centenas y la de las centenas pasard a las unidades)

3) Resta los dos nimeros anteriores. No olvides restar el nimero mayor al menor. Si
obtienes un numero menor que 100, como por ejemplo el 97, escribe 097.

4) Escribe el nimero anterior con las cifras invertidas.

5) Suma los nimeros obtenidos en el paso 3 y 4.

6) Escribe el nimero que has obtenido

JAdivinaré la suma de las cifras del resultado?

1) Escribe un nimero de tres cifras que no sea capicua.

2) Escribe el mismo nimero invirtiendo sus cifras (Las unidades pasaran a las cente-
nas y las centenas a las unidades).

3) Resta los dos numeros anteriores. No olvides restar el mayor al menor.

4) Suma las cifras del resultado que has obtenido. El numero es el
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UN CUADRADO MAGICO

Realiza los movimientos que se describen en el cuadro de abajo. Cada movimiento se
hara en horizontal o vertical. Posicionate sobre una casilla y comienza el juego.

1) Muévete tantas veces como indica el valor de la casilla donde te encuentras.

2) Tachael 1 y muévete 3 veces. (Por el 1 ya no puedes pasar).

3) Tachael 2 y el 4 y muévete cinco veces.

4) Tachael 7yel9. Muévete 7 veces y retira el 8.

5) Muévete tantas veces como letras tenga tu nombre.

6) Mueve tantas veces como indica el valor de la casilla donde te encuentras.

7) Retirael 3 y el 5. Mira el sobre y veras que la prediccion es correcta.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

CUENTO DEL GATO CON BOTAS Y LA RESTA CON LLEVADA

Erase una vez un molinero que dejé, como tnica herencia a sus tres hijos, su molino,
su burro y su gato. El reparto fue bien simple. El mayor recibié el molino, el segundo se
quedo con el burro y, Tadeo, el menor, le toco solo el gato. Este se lamentaba de su pobre
herencia y decia:

— Mis hermanos podran ganarse la vida trabajando juntos; pero yo, después de co-
merme a mi gato me morir¢ de hambre.

El gato, que escuchaba estas palabras, pero se hacia el distraido, le dijo en tono serio
y pausado:

— No debes preocuparte, Tadeo. Soy un gato aficionado a las matematicas. Confia
en mi y veras como tu herencia no es tan pobre como piensas,

En principio, Tadeo no se hacia grandes ilusiones, pero tras ver que su gato era muy
habil en el célculo, confié en que pudiera sacarle de la miseria.

Pasados unos dias, lleg6 a oidos del gato que en la corte del rey, los matematicos es-
taban muy tristes porque no sabian como resolver la resta 256 - 37. El rey habia prome-
tido que aquel que explicara como hacer la resta, se casaria con su hija, la princesa mas
hermosa de todo el reino. Ni corto ni perezoso, el gato subid corriendo al trastero y cogiod
de la estanteria unos bloques multibase que eché inmediatamente a su saco y marcho co-
rriendo al castillo.

Cuando llego, se coloco al final de una gran cola que daba la vuelta al castillo. Todos
los sabios del reino estaban alli, reunidos, esperando ansiosos su turno. En la puerta del
castillo se encontraba el Jefe de la Guardia Real quien controlaba el orden de la cola. El
gato se dio cuenta que, cada poco tiempo, los sabios que entraban, salian muy tristes del
castillo. Unos salian llorando, otros; salian murmurando que esa resta era imposible de
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resolver. Asi, transcurrieron las horas hasta que llegé el turno del gato. Era ya de noche
cuando el Jefe de la Guardia le dio permiso para entrar.

— Dirijase a los aposentos de su majestad— le dijo en tono cortante. El gato entr6 co-
rriendo al castillo. Atravesoé un pasillo muy largo y gir6 a la izquierda. Alli, se encontra-
ban los aposentos de su majestad. El gato llam¢ a la puerta. Al instante, una voz apenada
le dio permiso para entrar.

El gato entrd en una estancia cuadrada. Alli, alrededor de una gran mesa cubierta de
pergaminos, estaban el rey y el matematico mas famoso de la corte, Fermat.

— (A qué ha venido usted, si puede saberse? —pregunt6 el rey al gato.

— Majestad, vengo de parte de mi amo, el Marqués de Caravas —que era el nombre
que se habia inventado para su amo—, quién ha descubierto como resolver la operacion
que les trae de cabeza.

El rey mir6 incrédulo al gato y le dijo: —Este enigma no tiene solucion. Fermat, mi
matematico mas prestigioso, ha llegado a la conclusion de que es imposible realizarla.
En la resta 256-37, no podemos quitar a 6 unidades 7. Eso es imposible.

El gato que habia escuchado muy atento, saco de su bolsa los bloques multibase que
llevaba. —Fijense bien —les dijo—. Este cuadrado grande que ven representa una centena;
esta barrita formada por diez unidades es una decena y, estos cubos, son las unidades.
Ahora, vamos a formar con los bloques el minuendo, el 256.

Fermat formo el minuendo cogiendo dos centenas, cinco decenas y seis unidades.

— Muy bien. —Dijo el gato—. Ahora, debajo de este nimero, vamos a formar con los
bloques el sustraendo, el 37. No olviden poner las unidades debajo de las unidades y las
decenas debajo de las decenas. Esto es muy importante —dijo el gato muy serio.

Fermat, formo el sustraendo. Para ello, cogié 3 decenas y 7 unidades que colocé co-
rrectamente, tal y como el gato habia indicado.

— Como ustedes han dicho, a 6 unidades no le puedo quitar 7. Entonces, en este
caso, el seis de las unidades pide al cinco de las decenas que le preste diez unidades.
Ahora, tenemos 16 unidades y, si le quitamos 7, nos quedan 9 unidades —el gato siguid
explicando—. En la columna de las decenas del minuendo, ya no tenemos 5 decenas sino
cuatro, porque el cinco ha prestado una decena a las unidades. Y, ahora, si a cuatro dece-
nas le quito tres, nos queda una decena. La columna de las centenas es la mas facil, si a
dos no le quito nada, me queda 2. Luego el resultado es 219.

El rey y Fermat se miraron sorprendidos. jEl amo del gato habia resuelto el misterio!

— Fantastico gato. —dijo el rey—. Dale las gracias a tu amo, el Marqués de Caravas,
y dile que venga a palacio a pedir la mano de mi hija, la princesa.

El gato le dio al rey las gracias y se marcho.

Cuando el gato llego6 a casa de su amo, se lo cont6 todo. El Marqués sorprendido por
la audacia de su gato le dio las gracias. A la mafiana siguiente ambos fueron al palacio
del rey. E1 Marqués pidi6 la mano a la princesa. Ella acept6. Se casaron, fueron felices
y comieron perdices.
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DESPUES DE LA EXPERIENCIA

Hemos podido comprobar que en el aula de 2° B los alumnos intervenian mas y apor-
taban estrategias mas complejas en la resolucion de problemas, lo que implica una me-
jora en la comprension y expresion de los contenidos matematicos. Una clara muestra de
ello fueron los comentarios realizados por los nifios: “jQue bien me lo he pasado hoy en
clase de matematicas!” o, “jProfe, ;Puedo coger las regletas? Es que asi, si lo entiendo!”.
Del mismo modo, los alumnos preferian quedarse en clase de matematicas que a ir al
aula de ordenadores, donde estaban aprendiendo a trabajar con Word.

Desde el punto de vista de los resultados académicos podemos observar cierta mejo-
ria, tal y como se observa en la tabla 1.

Tabla 1. Calificacion obtenida por los 2 grupos

) 2°A 2°B

CALIFICACION
1°Ev. 2*Ev. 1° Ev. 2*Ev.

INSUFICIENTE 19.7% 21.73% 9.09% 9.09%
SUFICIENTE 18.45% 17.39% 7.54% 4.54%
BIEN 32.26% 30.43% 34.27% 27.27%
NOTABLE 18.95% 17.39% 27.29% 27.27%
SOBRESALIENTE 10.64% 13.04% 21.81% 31.81%

REFLEXIONES FINALES

Hay evidencias de que el uso de materiales mejora la comprension de los conceptos
matematicos en el nifio. Esta cuestion, que ha sido analizada de forma cuantitativa y cua-
litativa, responde a una cuestion de logica: Segiin Piaget, el nifio alcanza el estadio de la
abstraccion a los 12-14 afios. Por esta razon, presentar conceptos abstractos a nifios que
no tienen esa capacidad es algo contraproducente para el nifio y para las matematicas.

Del mismo modo, el uso de materiales y recursos lidico-manipulativos modifica la
percepcion que los alumnos tienen hacia el area de matematicas ya que el alumnado, al
verse como agente activo en la construccion de su propio aprendizaje, estd mucho mas
motivado y su predisposicion hacia el area de matematicas mejora.

Por otra parte, el hecho de manejar conceptos matematicos “abstractos”, a partir de
la manipulacion, permite a los alumnos, mediante la investigacion, dar respuestas razo-
nadas y comprobar las relaciones logico-numéricas. De esta forma, estamos fomentando
el pensamiento inductivo-deductivo de los alumnos; el primero, al comprobar si cier-
tos resultados o propiedades concretos, observados en la manipulacion de las regletas y
en los juegos matemagicos, siguen una Ley o propiedad determinada y, el segundo me-
jora al plantear cuestiones que los alumnos deben resolver con el uso de materiales. En
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el planteamiento de estas cuestiones, seguiremos los pasos del método cientifico, plan-
teando hipotesis cuya validez se contrastara posteriormente.

El desarrollo de un proceso de investigacion es un aspecto fundamental que no debe
quedar relegado a un segundo plano ya que, debemos crear en los alumnos hébitos de
investigacion con el fin de favorecer el desarrollo de la competencia “aprender a apren-
der”. En el area de matematicas, este hecho sdlo sera posible si adaptamos metodologi-
camente los contenidos a nuestros alumnos.
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La funcion de distribucion como un juego

Africa Ruiz-Géandara
Universidad de Cordoba

Resumen: Dada la dificultad con la que nos encontramos a la hora de estudiar los con-
ceptos estadisticos mas basicos y la importancia que la estadistica va adquiriendo a lo
largo del tiempo, es util y necesario desarrollar mecanismos educativos que faciliten su
comprension y motiven el interés al alumno. En este trabajo se desarrolla un método di-
vertido, real y util para entender, construir y estudiar la funcion de distribucion de una
variable aleatoria.

Palabras claves: Educacion estadistica, Ideas de aula, Funcion de distribucion

The distribution function as a game

Abstract: Given the difficulty that we found when study the most basic statistical con-
cepts and the importance of statistics is acquired over time, it is useful and necessary to
develop educational mechanisms that help understanding and encourage the student’s
interest. In this paper develops a fun, real and useful method to understand, build and
study the distribution function of a random variable.

Keywords: Education statistics, Ideas classroom, distribution function

INTRODUCCION

La ensefianza de la estadistica ha cobrado una gran importancia. Ello ha impulsado
la investigacion y el desarrollo curricular en este campo especifico. Ejemplos de proyec-
tos curriculares de este tipo son, los del Schools Council Project on Statistical Education
en el Reino Unido (1957-1981) y el Quantitative Literacy Project (1985-98) y Data Dri-
ven Mathematics (1996-2000) en Estados Unidos. Los materiales didacticos, el software
educativo, investigaciones, revistas, reuniones y congresos sobre la ensefianza de la es-
tadistica han crecido espectacularmente en los ltimos afios.

Las razones para el interés hacia la ensefianza de la estadistica han sido desarrolla-
das por diversos autores, Holmes (1980) sefiala que la estadistica es una parte de la edu-
cacion general deseable para los futuros ciudadanos adultos, es util para la vida laboral,
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ayuda al desarrollo personal y facilita la comprension de los restantes temas del Curricu-
lum. Por otro lado, Fischbein (1975) apoya la necesidad de mostrar al alumno una ima-
gen mas equilibrada de la realidad, en la que hay una fuerte presencia de fendmenos
aleatorios.

Asi mismo, Begg (1997) sefiala que la estadistica es un buen vehiculo para alcanzar
las capacidades de comunicacion, tratamiento de la informacion, resolucion de proble-
mas, uso de ordenadores, trabajo cooperativo y en grupo, a las que se da gran importan-
cia en los nuevos curriculos.

Ademas, la probabilidad y la estadistica pueden ser aplicadas a la realidad tan di-
rectamente como la aritmética elemental puesto que no requieren técnicas matematicas
complicadas. Por sus muchas aplicaciones, proporcionan una buena oportunidad para
mostrar a los estudiantes las aplicaciones de la matematica para resolver problemas rea-
les, siempre que su ensefianza se lleve a cabo mediante una metodologia heuristica y ac-
tiva, enfatizando la experimentacion y la resolucion de problemas.

Como afirma Batanero (2001) la naturaleza interdisciplinar de la estadistica hace que
los conceptos estadisticos aparezcan en otras materias, como ciencias sociales, biologia,
geografia, etc., haciendo necesario que los alumnos adquieran un buen conocimiento de
ellos para poder interpretarlos correctamente.

En la ensefianza, la simulacion cobra un papel importante, ya que ayuda al alumno
a conocer las diferencias entre la probabilidad experimental y la teorica, y ayuda a tra-
vés de un sencillo experimento a asimilar conceptos tedricos estadisticos claves que a
menudo al alumno le cuesta entender y manejar (Cobo y Batanero, 2000) como pueden
ser, funcion de probabilidad, probabilidad (Gémez-Torres, Batanero y Contreras, 2014),,
funcion de distribucion, o variable aleatoria que Heitele (1975) propuso como una idea
fundamental dentro de la ensefianza escolar. Esta simulacion ayuda a su vez, a que el
alumno conozca la parte aplicada a la vida real de la estadistica. A continuacion se ex-
pone una actividad-simulacién para ayudar a la asimilacion de los conceptos citados.

LA ACTIVIDAD

Se les propone a los alumnos realizar un experimento, a través del cual van a ir estu-
diando conceptos elementales de la estadistica que resultan de dificil comprension para
ellos de manera tedrica. El experimento puede ser cualquiera que trate de un fendomeno
aleatorio, en nuestro caso vamos a realizar el lanzamiento de tres monedas y a estudiar
los resultados. Cada alumnos tomara tres monedas las lanzara y observara el resultado
obtenido. Una vez los alumnos realicen este experimento podran comprobar que a cada
uno de ellos les ha salido un resultado diferente siendo todos los resultados logicos, se les
definira que esto es lo que ocurre con una variable aleatoria, de esta forma entenderan el
sentido y significado de algo tan importante en estadistica como es el concepto de Varia-
ble Aleatoria. A continuacion tenemos que definir esa variable aleatoria y determinar su
comportamiento (funcion de probabilidad y funcién de distribucion).

Para ello, le diremos al alumno que le demos un nombre a este experimento, ese
nombre serda X. Definimos, por tanto, la variable aleatoria X = “ntimero de caras en el
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lanzamiento de tres monedas”. Esto ayudara al alumno a familiarizarse con la notacion
cientifica, con la que debemos trabajar en todo momento.

Una vez tengamos determinada la variable aleatoria tenemos de definir sus posibles
resultados, los propios alumnos iran analizando que resultados son

Posibles resultados (espacio muestral) Q = {(ccc), (ccx), (cxc), (xcc), (€xx), (XcX),
(xxc), (xxx)}

En este punto, tenemos que recordar que nuestra variable aleatoria era el nimero de
caras obtenido en el lanzamiento, por lo tanto, tendremos que contar en esos posibles re-
sultados cuantas caras hay en cada caso.

(cce)®3 caras, (ccx)®2 caras, (cxc)®2 caras, (xcc)®2 caras, (cxx)®1 cara, (xex)®1
cara, (xxc)®1I cara, (xxx)®0 caras

Por tanto, la variable X que hemos definido tomara los valores; 0,1,2,3 .

Para definir la funcion de probabilidad de la variable tenemos que calcular la proba-

bilidad de que la variable tome los distintos valores.

* P[X=0], esto seria obtener el resultado (xxx), y la probabilidad es de 1/8, esta pro-
babilidad les saldra de manera innata lo que aprovechamos para definir la proba-
bilidad como casos favorables (posibles resultados que contengan 0 caras) entre
casos posibles (todos los resultados estudiados en el espacio muestral definido).

* P[X=1], esto seria obtener (cxx), (xcx), (xxc) y la probabilidad de 3/8

e P[X=2], esto seria obtener (ccx), (xcc), (cxc) y la probabilidad de 3/8

e P[X=3], esto seria obtener el resultado (ccc), y la probabilidad es de 1/8

De esta manera, queda definida la funcién de probabilidad

Tabla 1. Funcion de Probabilidad

X 0 1 2 3

P[X=x] 0.125 0.375 0.375 0.125

Una vez tenemos la variable definida, hemos de construir la funcién de distribu-
cién, que a pesar, de no ser mas que la acumulada de la anterior, su construccion para el
alumno presenta muchas dificultades, es aqui donde tenemos que desarrollar un método
facil, divertido y ameno.

Para ello, vamos a proponer al alumno que representemos la variable aleatoria de-
finida como el nimero de caras, en nuestro caso, pero que seria extensible a cualquier
tipo de variable que tengamos, como un coche (seria valido cualquier otra cosa que se
nos ocurra), este coche lo vamos a llamar X. Imaginamos que el coche debe recorrer
una carretera cualquiera, esa carretera debe tener tantas estaciones de peaje como valo-
res distintos pueda tomar nuestra variable, en nuestro caso seran 4 puntos de peaje, cada
uno de estos peajes tomara el valor que tomaria la variable aleatoria, es decir, peaje 0,
peaje 1, peaje 2 y peaje 3. En cada uno de estos peajes tendremos que pagar el valor de
la probabilidad calculada en cada caso, es decir, en el peaje 0 pagaremos 0.125 unidades

Epsilon, 2015, Vol. 32 (3), n° 91, 61-68, ISSN: 2340-714X 63



La funcion de distribucion como un juego
Africa Ruiz-Gandara

monetarias, en el peaje 1 pagaremos 0.375 um, en el peaje 2 pagaremos 0.375 um y por
ultimo, en el peaje 3 pagaremos 0.125 um. Tenemos que dejar muy claro que para reco-
rrer la carretera que trazamos tan s6lo disponemos de 1 unidad monetaria, por lo que el
precio final invertido en los peajes al final de la carretera no podra superar esa cantidad.
El juego consiste en describir en cada momento donde estd el coche y que gasto
llevamos.
En un primer momento la situacion seria la que se describe en la siguiente figura

0,125 0,375 0,375 0,125

=
oXo

Figura 1.

En este punto nos preguntamos ;cuanto hemos gastado? ;Y donde estamos? La res-
puesta seria que hemos gastado 0 euros (r0jo) y no hemos llegado al peaje 0 (azul), esto
lo expresamos matematicamente: 0 si x<0 (Con el signo menor “<” indicamos que no
hemos llegado al peaje 0)

Empezamos a recorrer el camino, y analizamos cada uno de los puntos de la carre-
tera, en cada ocasion las preguntas a realizar son las mismas, ;Cuénto hemos gastamos?
(Donde estamos?

0,125 0,375 0,375 0,125

Figura 2.

En la situacion que se muestra en la figura2, hemos gastado 0.125€ y estamos entre
el peaje 0 y el peaje 1 (por el peaje 0 ya hemos pasado, esto lo indicaremos anadiendo
un igual al signo de menor “<”), expresado de forma matematica seria: 0.125si 0 <x <1

En la figura 3. Volvemos a formular las mismas preguntas y en esta ocasion contesta-
remos, hemos gastado 0.125 en el peaje 0 y 0.375 en el peaje 1, por tanto, llevamos gas-
tado 0.5, y nos encontramos entre el peaje 1 (por el que ya hemos pasado) y el peaje 2.
Se expresara como: 0.5 si 1 <x <2

En esta ocasion (Figura 4.), llevamos gastado 0.125 del peaje 0, 0.375 del peaje 1 y
0.375 del peaje 2, que hacen un total de 0.875 gastado, y nos encontramos entre el peaje
2 (ya pasado) y el peaje 3. De manera que lo expresamos como: 0.875 si 2 <x<3
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Por ultimo, diremos que hemos gastado 0.125 del peaje 0, 0.375 del peaje 1, 0.375
del peaje 2 y 0.125 del peaje 3, esto debe ascender a un euro, ya que dijimos que el gasto
no supondria mas de esa cantidad, (esto nos servira de comprobacién a que las probabi-
lidades han sido bien calculadas). Y estamos pasado el peaje 3, de manera que la tltima

expresion serd: 1 six >3

Una vez realizado el trayecto, para darle “forma” lo que tenemos es que expresar

todas las “situaciones” en una Unica, de la siguiente manera:

0
0.125
F(X)={ 05
0.875

Esta funcion que hemos construido con el juego del coche representa a la variable aleato-
ria inicial que habiamos definido, X=“nimero de caras en el lanzamiento de tres monedas”.

ST
Si
ST
Si

Si

x<0
O<x<l1
1<x<2
2<x<3

x >3
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Su interpretacion no es otra que la funcién acumulada de la funcion de probabilidad que se
defini6 en la tablal. Por ejemplo: 0 si x < 0 significa que tenemos una probabilidad 0, es
decir, que es imposible que al lanzar tres monedas obtengamos un nimero de caras inferior
a 0. La expresion 0.5 si 1 < x <2 significa que la probabilidad de obtener cero o una cara
al lanzar tres monedas es de 0.5. En el caso de la tltima expresion 1 si x > 3 nos indica que
al lanzar tres monedas tenemos una probabilidad de 1 de obtener 3 o0 menos caras, es decir,
que al lanzar tres monedas seguro obtenemos un numero de caras de 3 o menos.

En este trabajo hemos utilizado el ejemplo de un coche que recorre una carretera,
pero serian validos cualquier otro ejemplo que utilicemos, tantos como nuestra imagina-
cién sea capaz de definir, podria ser el montaje de un arbol de navidad (el arbol es X) y
las bolas a colgar en €l los valores de la variable aleatoria que estemos estudiando y el
precio de cada bola la probabilidad asociada, de manera que tenemos 1 u.m. para deco-
rar nuestro arbol, otro podria ser la elaboracion de un ramo de flores, de la misma ma-
nera tenemos tantas flores como valores de la variable aleatoria y el precio de las mismas
el valor de la probabilidad asociada. En el ejemplo expuesto se ha utilizado una variable
aleatoria discreta, pero seria posible también elaborar una actividad similar en el caso de
una variable continua.

REFLEXIONES FINALES

Al utilizar un método atractivo para el alumno a través del cual trabajar conceptos es-
tadisticos como el ejemplo presentado, se provoca una motivacion en el mismo y des-
pierta su interés por la asignatura. Esto es muy importante, dado que la estadistica esta
presente en casi todas las materias y carreras universitarias, y es necesario que el alumno
adquiera los conceptos basicos que le ayudaran a comprender el resto. Sin embargo, a
menudo nos encontramos con un alumno cerrado a su comprension y estudio dado el re-
chazo que muchos traen hacia la asignatura.

Desde el aula, y desarrollando actividades faciles, amenas, divertidas y cotidianas,
podemos romper esa barrera que existe por parte del alumno y fomentar asi la empatia
que se puede llegar a conseguir a través de actividades similares. Es posible que tras la
actividad al alumno le cueste formalizar el concepto, dada la dificultad del lenguaje ma-
tematico, sin embargo, es perfectamente capaz de desarrollarlo y explicarlo, entiendo
con ello su utilidad y aplicacion. Esto nos lleva a fomentar el interés en la materia; en el
momento que un alumno entiende los conceptos y los relaciona con su vida cotidiana,
despierte sus ganas de aprender mas.
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Uso de la calculadora para el descubrimiento de
reglas para el calculo mental en el caso de
division con decimales

David Gutiérrez-Rubio
Universidad de Cordoba

Resumen: Se presenta una serie de actividades para el aula de ultimo ciclo de prima-
ria utilizando como recurso una calculadora, no necesariamente cientifica, que servirda
para que el alumnado descubra patrones en la expresion decimal de un numero al ser
dividido por una cifra que le permitiran realizar cdlculos mentales.

Palabras clave: calculadora, calculo mental, division decimal

Using the calculator to the discovery rules for
mental calculation in the case of division with
decimals

Abstract: We describe a series of activities for the classroom using a hand-held calcu-
lator, not necessarily a scientific one, in ovder to discover patterns in the decimal expan-
sion of a decimal division by a single digit number. These patterns will help the student
to develop tools for mental calculus.

Keywords: calculator, mental calculation, decimal division

INTRODUCCION

Las calculadoras han sido desde hace varios aflos una herramienta comtn para el
alumnado. El debate entre si la calculadora es o no apropiada para la clase de matema-
ticas ha existido desde entonces, especialmente para educacion primaria o secundaria.
Multitud de estudios se han realizado al respecto, del que cabe destacar un meta-analisis
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realizado por (Hembree & Dessart, 1986) de 79 estudios previos concluyendo que en ge-
neral, se constataba una mejora del alumnado a la hora de resolver problemas.

Mas recientemente, estudios como el de (Close, Oldham, Shiel, Dooley, & O’Leary,
2012) han observado que el uso de la calculadora puede mejorar no solo la capacidad de
resolucion de problemas sino la actitud del alumnado hacia las matematicas.

El National Council of Teachers of Mathematics si bien establece que “La tecnolo-
gia no debera ser usada como reemplazo de la comprension e intuicion basicas” (NCTM,
2000, pag. 25), esta si debe ser utilizada como apoyo para el desarrollo de las habilida-
des matematicas, cuando el objetivo buscado no sea el calculo en si.

Por otra parte, en el Real Decreto de Educacion Primaria se establece que “Para
lograr una verdadera alfabetizacion numérica no basta con dominar los algoritmos de
calculo escrito, es necesario actuar con seguridad ante los numeros y las cantidades, uti-
lizarlos siempre que sea necesario e identificar las relaciones bésicas que se dan entre
ellos.” (MEC, 2014, p. 19386).

Confrey y Maloney (2007) establecen 4 formas de uso de la tecnologia para ensenar
la matematica: 1) Ensefiar conceptos y habilidades sin recursos tecnoldgicos y usarlos
posteriormente como recursos para la mejora de las capacidades, 2) Usar la tecnologia
para ayudar en la busqueda de patrones y como apoyo a conceptos matematicos, 3) Usar
la tecnologia como un entorno mejorado para mostrar los conceptos matematicos, y 4)
Centrarse en el modelado y resolucion de problemas, considerando la tecnologia como
una herramienta para su solucion.

Las actividades que aqui planteamos usan mayoritariamente el segundo enfoque, es
decir, a través de las calculadoras vamos a proponer ejercicios de busqueda de patrones
numéricos en las divisiones decimales por un nimero de una cifra.

Dichas actividades estan pensadas para ser impartidas en los ultimos ciclos de Pri-
maria, cuando el alumnado ya es familiar con los desarrollos decimales de un nimero.

CONSIDERACIONES PARA LAS ACTIVIDADES

Para las actividades se asume que el alumnado esta familiarizado con la division eu-
clidea y que es capaz de realizarla mentalmente sin esfuerzo, al menos para dividendos
pertenecientes a la tabla de multiplicar. Por ejemplo, el alumnado debe ser capaz de de-
ducir mentalmente que 38 entre 9 es 4 con resto 2, porque sabe que 36=4x9.

Haremos énfasis, dado que las actividades se centraran en la parte decimal de los re-
sultados, en que el alumnado sepa que la tltima cifra decimal de la calculadora usual-
mente esta redondeada, por lo que no sabremos si esa cifra es exacta o no. Por tanto, para
las actividades que haremos, no nos fijaremos nunca en la ultima cifra decimal. Cual-
quier calculadora es suficiente para las actividades aqui planteadas, si bien es recomen-
dable que la pantalla tenga al menos capacidad para 9 cifras.
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ACTIVIDADES
Actividad 1: Dividir por 2

Esta actividad es muy sencilla y funciona como elemento introductorio para las si-
guientes actividades. Dado que el alumno debe de saber dividir por 2 sin problema, ape-
nas hard falta el uso de la calculadora. Empezaremos preguntando un par de divisiones
con diferente casuistica y que el alumno verbalice las propiedades, a fin de prepararle
para las siguientes actividades mas complejas. Cabe recalcar que todas las divisiones se
entenderan divisiones decimales, salvo que se diga lo contrario.

* Ejemplo:

— ¢(Cuantoes 1:270,5 ;Y 2:2?1 Y 24:27 12 (Y 25:2?7 11,5
* Preguntas para la clase:
— (Por qué la tercera division no tiene cifras decimales?
— ¢(Por qué la cuarta si?
— (Hay alglin nimero que al dividirlo por 2 no sea entero ni su parte decimal
sea 0,5?

Llegados a la conclusion de que no hay numeros asi, diremos que al dividir por 2 nos
encontramos s6lo con 2 casos posibles: Que sea entero (parte decimal 0) o que su parte
decimal sea 0,5.

Asi pues, podemos establecer una sencilla regla para la parte decimal de un nimero
al ser dividido por 2: Si el niimero es par, la parte decima es 0, si el nimero es impar, la
parte decimal es 0,5.

Hecho esto, estamos en situacion de ver como podemos obtener reglas para la divi-
sion con decimales por los otros niimeros de una cifra.

Actividad 2: Division por 3
Como la division por 3 no es tan trivial como la anterior, decimos, empezare-

mos por casos sencillos. Usando la calculadora, escribir el resultado de las siguientes
operaciones:

1:3=0,3333333... 2:3=0,6666666... 3:3=1 4:3=1,33333...

5:3=1,6666 6:6=2 7:6=2,33333...

Recordamos que las tltimas cifras decimales “no son de fiar” porque no sabemos si la
calculadora ha redondeado para arriba o para abajo, por lo que las descartamos.

Realizaremos preguntas para que los alumnos descubran la relaciéon entre los dife-
rentes cocientes.

e /Qué relacion hay entre los decimales del primer y segundo cociente?

Respondida la pregunta anterior ;Entonces 3:3 no deberia ser 0,999999...?

Dicho esto, les pedimos que realicen de cabeza la siguiente division con resto, y justo
debajo la misma con calculadora:
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14:3=4 resto 2
14:3=4,6666666...

* Preguntas:

— ¢Qué tienen en comun ambas divisiones? ;El resto y la parte decimal estan re-
lacionadas? Si no tuviéramos calculadora, ;podriamos haber hecho la segunda division
igualmente de cabeza?

Mediante algunos ejercicios mas conseguimos que el alumnado entienda la relacion
entre el resto de la division entera y la parte decimal de la division con decimales.

— (Cuantos posibles restos puedo tener al dividir por 3? ;Cuéntos posibles casos
tengo entonces para los decimales al dividir por 3?

Llegados a este punto introducimos el concepto de “tabla de los decimales de 3”, que
consiste en las expresiones decimales de 1/3 y 2/3 respectivamente (la de 3/3 la obvia-
mos porque no tiene decimales).

Asi, si conocemos la tabla de los decimales de 3 podemos dividir mentalmente cual-
quier niimero entre 3, realizando primero la divisioén con resto y luego paséndola a deci-
mal. Verbalizaremos el procedimiento para asegurarnos de que todos lo han entendido.

Actividad 3: Division por 4
Antes de construir la tabla de los decimales podemos preguntar cuantos elementos

tendra de antemano, basandose en los casos anteriores. La tabla que han de realizar los
alumnos con la calculadora es:

1:4=0,25 2:4=0,5 3:4=0,75

En este punto observamos que la tabla siempre tiene una estructura similar, en la que
el primer nimero decimal (0,25) se va multiplicando repetidamente (0,5, 0,75).

* Preguntas:

— ¢(Por qué 2:4=0,5, esos decimales no habian salido ya en la division por 2?

Se realizaran algunos ejercicios para dividir, tales como 27:4, 15:4, 41:4, etc. El
alumnado podra comprobar los resultados sobre la marcha con la calculadora.

Actividad 4: Division por 5

Tabla:

1:5=0,2 2:5=0,4 3:5=0,6 4:5=0,8

En este punto la tabla de decimales ya tiene 4 elementos y su memorizacion ya no es
tan inmediata. Por otra parte al tener mas elementos es mas facil observar patrones den-
tro de la tabla.
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* Preguntas:
(Qué relacion hay entre el dividendo y la parte decimal del cociente?
De nuevo se realizaran ejercicios para que el alumnado divida mentalmente con de-
cimales, como por ejemplo 33:5, 26:5, 49:5, etc.

Actividad 5: Division por 6

Tabla de decimales:

1:6=0,1666666...
2:6=0,3333333...
3:6=0,5

4:6=0,66666660...
5:6=0,8333333...

Podemos realizar las siguientes preguntas a fin de que el alumnado detecte patrones
en la tabla:

— ¢ Por qué 3:6 no tiene infinitos decimales? ;Por qué en 2:6 y 4:6 salen numeros
que ya hemos visto antes?

Actividad 6: Division por 7

Esta actividad puede ser la mdas rica y a la vez mas gratificante para el alumnado, pri-
mero porque el patron que se esconde en la tabla de decimales es mas elaborado, segundo
porque los resultados al dividir mentalmente con esta técnica pueden ser bastante espec-
taculares. Pedimos al alumnado que con la calculadora escriba la tabla de decimales del 7.

1:7=0,14285714...
2:7=0,28571428...
3:7=0,42857142...
4:7=0,57142857...
5:7=0,71428571...
6:7=0,85714285...

De nuevo hay que hacer énfasis en el que el alumnado no copie el Gltimo decimal al
estar éste redondeado.

El patron que subyace en esta tabla es muy diferente al resto, y no deja de ser cu-
rioso. La serie de 6 nimeros “142857” se repite constantemente en todos ellos, de forma
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periodica. La unica diferencia entre los diferentes desarrollos decimales es el primer de-
cimal con el que empieza a “recitarse” la serie. Por ejemplo en 6:7 el primer decimal es
8, por lo que la serie decimal empezaria “857 142857 142857...”

Debemos dejar al alumnado que descubra este patron, dejandole que examine los nii-
meros. Una ayuda puede ser pedirles que lean en voz alta las cifras decimales para que
aprecien las repeticiones que hay en las series. También puede ser de ayuda escribir en
la pizarra varias cifras decimales mas de las que admite la calculadora, para que se vea
claramente la repeticion.

Una vez que el alumnado es consciente de que las partes decimales constan de la
misma serie “magica” de nimeros 1, 4, 2, 8, 5, 7 repetidos indefinidamente, y de que la
unica diferencia es cual es la primera cifra decimal, les pedimos al alumnado que ins-
peccione la primera cifra decimal de cada elemento de la tabla y que busquen alguna re-
lacion. Por experiencias previas hechas en clase, podemos decir que lo mas normal es
que primero se den cuenta de que la primera cifra va aumentando, para posteriormente
darse cuenta de que es la serie “magica” 1, 4, 2, 8, 5, 7 ordenada de menor a mayor: 1,
2,4,5,7,8.

De esta forma, concluimos, para poder dividir por 7 con decimales solo necesitamos
memorizar estos numeros 1, 4, 2, 8, 5, 7 y proceder de la siguiente manera:

Ejemplo: Queremos calcular mentalmente 46:7. Se que el multiplo de 7 que mas se
acerca por debajo es 6x7=42, por lo que 46:7=6 con resto 4. En este punto ya conozco la
parte entera, vamos a por la parte decimal, que la obtendré calculando 4:7.

A priori no conozco de memoria el desarrollo de 4:7, pero se que debe empezar por
la cuarta cifra de menor a mayor de la serie “magica” 1, 4, 2, 8, 5, 7. La cuarta cifra de
menor a mayor es 5. Asi la parte decimal de 4:7 consistira en recitar la serie “magica” co-
menzando desde el 5 y repitiendo indefinidamente:

4:7=0,57142857...

Por lo que el resultado final serd 46:7=6,5714825714....

Recitando una y otra vez la serie “magica” rapidamente sobrepasamos la capacidad
de la calculadora. Es facil ver que, para alguien que no esté familiarizado con este pro-
cedimiento, el resultado puede ser bastante espectacular.

Se pueden practicar divisiones mentales sin mas ayuda que la serie “magica” 1, 4, 2,
8, 5, 7 escrita en la pizarra. Después de unas cuantas divisiones el alumnado sera capaz
de hacerlo sin ningun tipo de ayuda.

Actividad 7: Division por 8

De nuevo pedimos al alumnado que realice la tabla de los decimales, obteniendo 7
elementos:
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1:8=0,125
2:8=0,25
3:8=0,375
4:8=0,5
5:8=0,625
6:8=0,75
7:8=0,875

Para esta tabla podemos hacer las siguientes preguntas:
— (Qué pasa con los nimeros de 2:8, 4:8 y 6:8, los has visto antes?
Si se cuanto vale 1:8 y 4:8, ;puedo obtener facilmente 5:8?

Actividad 8: Division por 9

Esta actividad puede resultar sorprendente a los alumnos que a priori pueden encon-
trarse con alguna tabla compleja, pues es la mas extensa de todas, sin embargo, esa per-
cepcion rapidamente desaparece cuando escriben los primeros elementos de la “tabla de
decimales™:

1:9=0,11111111...
2:9=0,222222222...
3:9=0,33333333...
4:9=0,444444444. ..
5:9=0,555555555...
6:9=0,6666666660...
7:9=0,777T7777777...
8:9=0,8888888888...

* Preguntas:

— (Qué relacion hay entre el dividendo y la expansion decimal?

Siguiendo con la logica de la tabla ;qué decimales corresponderian a 9:9? ;A qué
equivale eso?

Una vez familiarizados con la tabla, de nuevo se practicaran divisiones mentales de
un nimero por 9.

Actividad 9: Preguntas finales

Al terminar con todos los posibles casos de division por una cifra, podemos realizar
las siguientes preguntas desde una vision global de las actividades:
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— ¢Has notado que a veces salen infinitas cifras decimales y a veces no? ;Qué di-
visores generan siempre una cantidad finita de cifras decimales? La respuesta sera 2,
4,5y8.

— ¢Qué tienen de especial esos nimeros que no tienen los demas? La respuesta es:
todos se descomponen en productos de 2 o 5, que son los divisores de 10.

— De los divisores que generan siempre una cantidad finita, /cuales generan como
mucho un tnico decimal? ;Cuales generan como mucho dos? ;Cuales tres?

— La respuesta es: Para 1 decimal, 2. Para 2 decimales, 4=2x2. Para 3 decimales,
8=2x2x2

De aqui podemos hacer la siguiente pregunta: ;Cuantas cifras decimales nos saldran
como mucho al dividir un numero entre 32? Comprobar con la calculadora.

CONCLUSIONES

Con dichas actividades se pretende:

* Fomentar la percepcion de patrones numéricos en el desarrollo decimal de una di-
vision por una cifra.

e Aplicar dichos patrones a una aplicacion practica, que es la construccion de reglas
para el calculo mental.

e Utilizar la calculadora como herramienta para investigar, no como un elemento
que nos da la solucion.

* Fomentar la verbalizacion de propiedades, mediante la participacion en clase.
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Resumen: Este articulo describe una experiencia de innovacion docente centrada en la
aplicacion de la tecnologia App Inventor a la creacion de aplicaciones didacticas para
el aprendizaje movil. Alumnos del Master de Educacion Secundaria, desarrollaron uni-
dades didacticas de matemdticas para segundo curso de E.S.O. que incluian aplicacio-
nes moviles desarrolladas con App Inventor. Las unidades diddcticas se aplicaron en
las aulas de ensefianza secundaria durante el periodo de Practicum del Master. Se des-
cribe el ciclo completo de innovacion desde el acceso a la tecnologia en el Medialab de
la Universidad de Salamanca hasta su implementacion real en las aulas de secundaria.
Palabras Clave: App Inventor, m-learning, Innovacion docente basada en tecnologias,
Didactica de las Matematicas, Medialab USAL.

Mobile technology and teaching mathematics:
an experience of application of App Inventor

Abstract: This article describes an experience of technology-based teaching innovation
focused on the application of the App Inventor technology to create educational appli-
cations for mobile learning. Students of the MSc in Mathematics Education with Quali-
fied Teacher Status (QTS) developed math lesson plans for the second year of secondary
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education that included mobile applications developed with App Inventor. The lesson
plans were implemented in secondary school classrooms during the practicum of the
Master. The full innovation cycle is described, from access to technology in the Medialab
of the University of Salamanca to its actual implementation in high school classrooms.
Keywords: App Inventor, m-learning, Technology-based Innovation, Technology-en-
hanced Learning, Mathematics Education, Medialab USAL.

INTRODUCCION

Lo que algunos llaman la Revolucion Digital estd impulsada por varias tendencias
tecnoldgicas que estan afectando sectores enteros de la economia como la prensa, las
editoriales, la publicidad, la telefonia o la industria musical que ven como el mundo a su
alrededor cambia muy deprisa por el impulso de la digitalizaciéon y han tenido que rein-
ventarse. Algo parecido le estd ocurriendo también a la ensefianza.

La mas evidente de esas tendencias tecnologicas es el imparable desarrollo de Inter-
net. No por cotidiano menos espectacular, el crecimiento de la Red no deja de aumentar.
En agosto de 2015 el nimero de usuarios de Internet en todo el mundo se acercaba rapi-
damente a los 3.200 millones de personas (InternetLiveStats, 2015). Diez afios atras, en
2005, el numero de personas conectadas era de 1.024 millones (Statista, 2015). Una de
las caracteristicas de la conexion a Internet, que tiende a ser universal, es que el acceso
a la red se esta convirtiendo en mayoritariamente movil. Ya hay mas dispositivos movi-
les conectados a Internet que personas en el mundo (Cisco, 2015). El acceso movil no
se circunscribe a la consulta de los mensajes de correo electronico. Se dedica un mayor
porcentaje de tiempo a acceder a todos los tipos de contenidos (mensajes, fotos, redes
sociales,...) desde dispositivos moviles que desde ordenadores de sobremesa. En algu-
nas zonas del mundo, como en Africa, la conexién mévil es la principal forma de ac-
ceso a la Red.

Los dispositivos moviles forman parte de nuestra vida cotidiana. Recientemente, ade-
mas de los smartphones y las tablets estamos asistiendo a la llegada de los llamados di-
positivos wearables o ponibles. Un wearable es un dispositivo conectado, es decir, capaz
de proporcionar datos o recibir instrucciones, que se lleva en la ropa o en el cuerpo a
modo de accesorio. Puede estar destinado a monitorizar nuestras constantes vitales, a
mantenernos permanentemente ubicados mediante geolocalizacion o a proporcionarnos
informacién afiadida y capacidades aumentadas como las Google Glass. Ya sea en forma
de gafas, relojes, pulseras, cintas deportivas o ropa inteligente, Cisco (2015) estima que
en 2019 habra 578 millones de dispositivos wearables en todo el mundo, que estaran co-
nectados a Internet, bien directamente o bien indirectamente a través de un smartphone.
Es facil imaginar escenarios en los que un dispositivo wearable del estilo de las Google
Glass puede ser usado en enseflanza con distintos objetivos: orientacion a los estudian-
tes, aportacion de materiales suplementarios, grabacion de clases o practicas de labora-
torio, simuladores digitales, etc. Conocemos un ejemplo cercano de una experiencia real
de aplicacion de las Google Glass a la formacion de pilotos de aviacion civil (Adventia
-USALTV, 2014).
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La digitalizacion ha traido consigo otro fenomeno destacable: el cambio que se ha
producido en los estudiantes. Los alumnos de hoy son un grupo generacional muy in-
fluido por el proceso de digitalizacion de la sociedad. Forman parte de los denominados
millennials (Howe y Strauss, 2003). Crecieron con Internet y se relacionan de forma na-
tural con todo tipo de dispositivos moviles (smartphones, tablets y ordenadores portati-
les), dispositivos que esperan poder usar, de forma natural, también en sus clases. Hacen
un uso intensivo de la tecnologia y piensan que la educacion en tecnologia es importante
para su futuro profesional (Telefonica Global Millennial Survey, 2014). Son los screena-
gers (Vernocchi, Murdoch y Carlier, 2015), que demandan mas tecnologia, mejor, mas
facil, mas rapida y mas segura. Son los candidatos perfectos para empezar a usar dispo-
sitivos wearables en la medida que bajen a precios asequibles a su bolsillo.

Parece un poco inutil oponerse tozudamente a la tendencia hacia la digitalizacion y en
particular al uso de los dispositivos méviles y pensamos que es mas recomendable empe-
zar a integrar componentes del denominado Mobile Learning (m-learning) a la actividad
docente cotidiana. Como sefiala Camacho (2011), el término m-/earning ha evolucionado
a lo largo de los afios, partiendo de una vision centrada en la tecnologia a otra percepcion
mucho mas educativa. Asi, Quinn (2000) describe mobile-learning “un tipo de e-lear-
ning a través de dispositivos méviles”. Sin embargo, O’Malley et al. (2005) y otros au-
tores como Keegan (2002) describen mobile-learning como “aquel aprendizaje que tiene
lugar cuando el estudiante no se encuentra en un lugar determinado o fijo” o bien como
“el aprendizaje que tiene lugar cuando el estudiante se beneficia de las oportunidades de
aprendizaje ofrecidas por las tecnologias moviles”. MoLeNET (2009) describe mobile-
learning como “la explotacion de tecnologias ubicuas de mano, juntamente con redes
para facilitar, apoyar, mejorar y ampliar el alcance de la ensefianza y el aprendizaje”.

La tecnologia moévil crece a pasos agigantados, pero es muy dificil encontrar a dia
de hoy centros donde el movil forme parte de la ensefianza. Podemos intuir, como se-
fialan el informe de la UNESCO (2012) y el Informe Horizon 2012, que el futuro de la
educacion pasa de alguna manera por este nuevo paradigma educativo de m-learning.
Quizas uno de los motivos por los que la tecnologia mévil apenas esta instaurada en las
aulas es por la falta de materiales didacticos que permitan su uso. App Inventor es una
tecnologia desarrollada originalmente por Google y actualmente gestionada por el MIT
que permite crear apps para movil sin necesidad de disponer de conocimientos avanza-
dos de programacion.

Este articulo describe un caso de la innovacion tecnoldgica a la docencia, mediante la
aplicacion de la tecnologia App Inventor para la creacion de aplicaciones didacticas para
el aprendizaje movil en la ensefianza de las Matematicas. Se describe el ciclo completo
de innovacidn, desde el acceso a la tecnologia en el Medialab de la USAL hasta la incor-
poracion efectiva de la tecnologia moévil al sistema educativo.

APP INVENTOR

App Inventor fue lanzada por Google en el ano 2010. El 31 de diciembre de 2011
Google dejo de desarrollar App Inventor, y ésta pasé a manos del MIT (Massachusetts
Institute of Technology), que es el encargado de su desarrollo.
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Figura 1: Disefiador de App Inventor (Fuente: appinventor.mit.edu).

App Inventor permite crear aplicaciones para Android a través de un navegador web.
De una manera muy rapida y sencilla, cualquier usuario de Android puede construir sus
propias aplicaciones para movil. En particular, puede ser usada para crear aplicaciones
didacticas para Android. Utiliza un editor Drag and Drop (arrastrar y soltar) para la ge-
neracion de interfaces graficas y un sistema de bloques para gestionar el comportamiento
de la aplicacion. Los proyectos generados a través de esta herramienta se almacenan au-
tomaticamente en los servidores de App Inventor, permitiendo llevar en todo momento
un seguimiento y control del trabajo. La pagina web de la aplicacion es http://www.ap-
pinventor.mit.edu/

El entorno web de App Inventor tiene tres partes fundamentales:

e disefiador

e editor de bloques

e emulador

El disefiador es el lugar donde se seleccionan las componentes para la aplicacion.
Las componentes son los elementos basicos que se utilizan para hacer las aplicaciones
en el teléfono Android. Hay componentes de diferentes tipos, algunas de ellas son: Label
(muestra un texto en la pantalla), Butfon (muestra un boton en la pantalla que al ser pul-
sado iniciard una accion), Canvas (lienzo de dibujo que almacena imagenes fijas o ani-
maciones), Accelerometer Sensor (sensor de movimiento), etc.

El editor de bloques es el lugar donde se crea la l6gica del programa. Aqui programa-
mos el comportamiento de nuestra aplicacion, le diremos a las componentes lo que deben
hacer y cuando hacerlo. El editor de bloques se ejecuta en una ventana independiente del
disefiador de componentes y estd implementado como una aplicacion de Java Web Start
que se ejecuta en nuestro ordenador.
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Figura 2: Editor de Bloques de App Inventor (Fuente: appinventor.mit.edu)
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Figura3: Emulador de App Inventor (Fuente: appinventor.mit.edu)

Por ultimo App Inventor dispone de un emulador, un software que imita el funciona-
miento de un dispositivo mévil Android real. Nos permite probar la aplicacion que esta-
mos desarrollando si no se dispone de un dispositivo Android.

EL PROCESO DE INNOVACION DOCENTE

El acceso a esta tecnologia se realizo gracias a la colaboracion con el Medialab de la
Universidad de Salamanca. El Medialab de la Universidad de Salamanca est4 concebido
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como un espacio de aprendizaje interdisciplinar y colaborativo. Un punto de encuentro
de Arte, Tecnologia, Ciencia y Sociedad. Una de sus lineas de trabajo es la experimenta-
cion con tecnologias emergentes y sus posibles aplicaciones artisticas, sociales y educa-
tivas. Se trata, por tanto de un espacio estable de la universidad dedicado a la exploracion
de innovacidn tecnoldgica con una metodologia disefiada en cuatro fases: acceso, explo-
racion y transferencia y aplicacion (Almaraz et al., 2015).

Estas primeras fases de acceso y exploracion de la tecnologia se desarrollaron en este
espacio emergente, Medialab USAL. Una vez identificada y descargada la tecnologia se
paso a la segunda fase de exploracion. Tipicamente esta fase se realiza mediante la reali-
zacion de talleres exploratorios no estructurados en los que se implican especialistas del
Medialab y personas interesadas de cualquier disciplina. Un taller fue dedicado a como
crear aplicaciones para moviles con sistema Android con App Inventor.

La aplicacién no requiere de conocimientos de programacion avanzados. Como
hemos descrito en el apartado anterior, en lugar de escribir en codigo, el disefio se hace
visualmente con bloques que van determinando el comportamiento de la aplicacion. Se
exploraron las multiples posibilidades de App Inventor para la creacion de apps de todo
tipo (educativas, ludicas, divulgativas, etc.) y se encontraron claras oportunidades de
transferencia a la innovacion docente. La forma de transferencia de la tecnologia que
se eligid fue la colaboracion con los profesores y estudiantes del Master en Profesor de
Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas
de Idiomas para que algunos de ellos incluyeran App Inventor como parte sustancial de
su Trabajo de Fin de Master (TFM). Se organizé un curso de introduccion impartido en
el Medialab y, como resultado, tres estudiantes tutorizados por una profesora de Didac-
tica de la Matematica dedicaron su TFM a disefiar unidades didacticas para estudiantes
de secundaria que incluyeron el uso de aplicaciones moéviles creadas con App Inventor.

La idea principal es crear una serie de aplicaciones para Android, destinada a es-
tudiantes de ensefianza secundaria, y usar en el aula una metodologia de ensefianza y
aprendizaje de m-learning, valiéndose del uso de teléfonos moviles. Los estudiantes del
master crearon varias unidades didacticas para las que crearon diferentes aplicaciones de
App Inventor que implementaban actividades tipo test y de respuestas directas con el ob-
jetivo de visualizar los conceptos.

El trabajo realizado proporcioné a los estudiantes del Master un conocimiento y do-
minio completos de la tecnologia. Fueron capaces de alcanzar el estadio de invencion, de
creacion y de produccion de materiales especificos, propios, nuevos y adaptados a la rea-
lidad de cada centro (Roig, 2010). Se pretendia que a través de sus TFM presentaran in-
novaciones educativas en los centros de secundaria en los que desarrollan sus periodos de
Practicum. La mejora educativa no proviene de la simple presencia de tecnologias nove-
dosas en los centros de ensefianza, sino que es necesario acompaifiarla con el cambio me-
todologico adecuado (Camacho, 2011). De esta forma, siguiendo la guia para tutorizar el
aprendizaje m-learning de O’Malley, C., et al. (2005), se disefiaron las sesiones formativas
del Practicum con el objetivo de fomentar el aprendizaje activo y participativo, las expo-
siciones individuales y la aplicacion de recursos TIC. Los estudiantes en Practicas pro-
porcionarian a los alumnos de secundaria la aplicacion mavil para que pudieran trabajar
y reforzar los contenidos fuera del aula. La introduccion de esta metodologia m-learning
permitiria que los alumnos pudieran utilizar estos recursos en cualquier momento y lugar.
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LA EXPERIENCIA EN ELAULA

De las tres propuestas disefiadas, una de ellas se pudo desarrollar en un entorno edu-
cativo favorable, en la que los alumnos conocieron la aplicaciéon mévil y durante las se-
siones en las que se llevo a cabo este proyecto, los alumnos trabajaron en grupos de dos
personas en el aula de clase. Posteriormente, para poder evaluar los posibles cambios de
actitud e interés hacia la materia producidos por esta innovacion, se les propuso a los es-
tudiantes un cuestionario, disefiado a partir del que se utiliza en Garcia (2011). El cues-
tionario contiene un test de escala de tipo Lickert y tres preguntas abiertas sobre aspectos
positivos y negativos y cuestiones a mejorar que puedan plantearse. El cuestionario fue
anonimo para que los estudiantes sean capaces de ser criticos y de analizar su propio
aprendizaje fuera del contexto habitual. El cuestionario lo realizaron 17 alumnos, y se
les dieron las pautas de que no se le asignara ninguna calificacion.

Los resultados del cuestionario muestran que el grupo de estudiantes en el que un
64% de ellos se sienten atraidos por esta asignatura y tan solo el 41% asegura que ha ha-
bido un cambio notable en su actitud hacia las matematicas. Una mayoria, un 60%, se
siente entre muy seguro y bastante seguro con la tecnologia, ya que los alumnos contro-
lan las nuevas tecnologias y no les suele suponer un esfuerzo extra.

De las respuestas abiertas, como aspectos positivos muchas de ellas resaltan que las
clases en las que han usado el movil han sido entretenidas, amenas, interesantes, diverti-
das, diferentes, innovadoras y modernas. También les ha gustado aprender de una forma
diferente y algunos aseguran que les ha facilitado la comprension de las matematicas y
que ha fomentado el trabajo en grupo dentro del aula. Les ha llamado la atencidon que sea
una forma rapida de trabajar y hacer ejercicios y la posibilidad de repasar lo aprendido
en cualquier momento y lugar.

Como aspectos a mejorar en estas sesiones han expresado que les hubiera gustado
trabajar las sesiones durante mas tiempo, ya que a veces no han tenido tiempo suficiente
para acabar todos los ejercicios propuestos.

Los resultados del cuestionario deben considerarse s6lo como indicativos del resul-
tado de la experiencia y no pueden tomarse como afirmaciones empiricamente demos-
tradas dado el reducido tamaiio de la muestra. Seran necesarios estudios posteriores para
poder fundamentar conclusiones mas definitivas.

CONCLUSIONES

La tecnologia App Inventor se ha revelado como una herramienta accesible y potente
para familiarizarse con la creacion de aplicaciones para moéviles. Su potencial para la
creacion de aplicaciones de contenido didactico es destacable.

La experiencia ha resultado altamente positiva para los estudiantes del Master de Se-
cundaria implicados y los resultados obtenidos en el aula reflejan que los alumnos de se-
cundaria han aprendido y estan satisfechos con las sesiones realizadas. Se han sentido
a gusto al trabajar conjuntamente con sus compaiieros y les gustaria repetir la experien-
cia en mas ocasiones. El aprendizaje de los alumnos ha mejorado asi como la actitud de
gran parte de la clase.
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En este proyecto algunas de las fortalezas que hemos percibido son una mayor capa-
cidad para captar el interés del alumno durante las sesiones, la mejora de la visualizacion
de los conceptos matematicos y una mayor facilidad y rapidez para realizar calculos. La
mayoria han usado la tecnologia moévil sin dificultades.

Igualmente también podemos encontrar algunas desventajas. A pesar de que al
alumno le gusten este tipo de actividades diferentes a las habituales, tienen un factor de
dispersion de la atencion de los contenidos. Ademas, el uso de esta tecnologia mévil en
el aula ocasiona un gran esfuerzo por parte del profesor.

En general, hacemos una valoracion muy positiva de la experiencia como un paso
mas en la direccion de normalizar el uso de las tecnologias moviles como parte de los
procesos de ensefianza-aprendizaje.
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Las mates en verso es sin lugar a dudas un libro nico, pues aunque han sido mu-
chos los autores que han contado la historia de esta ciencia, son muy pocos los doctores
en Matematicas que se aventurarian en la empresa llevada a cabo por Javier Peralta: re-
sumir la historia de las matematicas a través de composiciones poéticas compuestas por
14 versos endecasilabos, organizados en cuatro estrofas: dos cuartetos y dos tercetos; es
decir, en sonetos, combinandolos ademas con aclaradoras ilustraciones.

Peralta realiza un recorrido por la historia de las matematicas desde la prehistoria
hasta la actualidad, deteniéndose en nociones y teoremas claves para el desarrollo de esta
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ciencia, pero sin dejar a un lado a todos aquellos matematicos (desde Thales o Pitdgoras
hasta Riemann o Hilbert pasando por otros muchos como Tartaglia o Euler) sin cuyos
aportes habria sido imposible dicho desarrollo.

Sin embargo, Peralta no se detiene en realizar una obra poética sobre la historia de las
matematicas, sino que va un paso mas alla aportando a la obra un caracter didactico que
sin duda permitira a profesores y alumnos adquirir una novedosa perspectiva sobre esta
historia, acercandose a ella a través de la poesia y las imagenes.

Por ejemplo esta combinacion de historia, matematicas y poesia, se encuentra en su
soneto sobre los conocidos teoremas de Thales y Pitagoras, en concreto sobre este Ul-
timo dice:

Pitagoras probd, con mis respetos,

que todos los triangulos concretos,
rectangulos, son tan originales

que con la hipotenusa al cuadrado

y suma de cuadrados de catetos,

siempre obtienes el mismo resultado (p.119).

Peralta logra en su libro expresar de un modo original y diferente contenidos tan so-
bradamente conocidos como este. En definitiva, aporta una nueva forma de conocer la
historia de las matematicas apta para aquellos amantes de algo que puede sonar tan le-
jano a esta ciencia como la poesia.

Maria José Madrid
Universidad de Cordoba
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El grupo de Investigacion de Didactica del Andlisis Matematico (GIDAM) es uno de
los ocho grupos de investigacion nacidos de la Sociedad Espafiola de Investigacion en
Educacion Matematica (SEIEM) cuyo objetivo consiste en difundir y dar a conocer los
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Carmen Leon-Mantero

resultados obtenidos en las diferentes investigaciones y asi, favorecer la comunicacion
entre todos los miembros del grupo. Fruto de este trabajo, nos presentan el libro Diddc-
tica del Andlisis Matematico: una revision de las investigaciones sobre su ensefianza y
aprendizaje en el contexto de la SEIEM, el cual posee un doble objetivo: dar a conocer
los avances alcanzados tanto en el &mbito nacional como en el internacional y crear un
texto que describa la situacion actual de sus investigaciones y sirva a investigadores en
formacién como manual de referencia.

La obra incluye una sintesis de las investigaciones mas relevantes de los tltimos
quince afios sobre Didactica del Andlisis Matematico que forman parte de los proyec-
tos y trabajos realizados por el grupo, lo que ha supuesto un importante esfuerzo para
los autores quienes ademas de realizar una sintesis de los contenidos, han sabido enmar-
car el estado de la cuestion nacional e internacionalmente. Estos pertenecen, en su gran
mayoria a Universidades Espaiiolas como la Universidad de Alicante, la Universidad de
Salamanca, la Universidad de Sevilla, etc. Todos ellos tienen una amplia experiencia y
reconocido prestigio en el &mbito de la investigacion en Educacion Matematica.

La obra se encuentra estructurada en cuatro bloques, el primero de ellos esta dedi-
cado a los marcos tedricos de las investigaciones, es decir, en ¢l se describen las lineas
de investigacion que se han desarrollado desde la década de los noventa hasta la actua-
lidad. Esto incluye las nuevas teorias APOE y EOS de Accién Proceso Objeto Esquema
y Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematica. Asimismo, se
aborda la investigacion histérica como fuente de conocimiento para el profesor. La se-
gunda parte de la obra nos muestra los antecedentes y el estado de la cuestion de las in-
vestigaciones que centran su atencion en los conceptos matematicos tanto a nivel de
secundaria como en la ensefianza universitaria. Durante la tercera parte, se pone de ma-
nifiesto la influencia de las herramientas tecnologicas sobre la ensefianza y aprendizaje
de los conceptos del analisis matematico. El bloque IV centra su foco de interés en el
profesor. En éste se revisa el estado de las investigaciones basadas en las concepciones
y creencias de los profesores, se analiza la practica del profesor como linea de investiga-
cion en Educacion Matematica y se plantea como éstas pueden ayudar al profesor a me-
jorar el aprendizaje de sus estudiantes sobre nociones de analisis matematico.

Para el investigador novel constituye una obra 1til puesto que plasma la situacion ac-
tual de las investigaciones en Didactica del Analisis Matematico. Asimismo, abre nuevos
interrogantes y cuestiones abiertas y sin resolver al investigador experimentado.

Carmen Leon-Mantero
Universidad de Cordoba
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