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EDITORIAL

En este primer semestre del 2104, la comunidad de Educadores matematicos ha re-
cibido la triste noticia del fallecimiento de dos prestigiosos matematicos y educadores:
el pasado 11 de enero, a la edad de 97 afios, fallecidé Zoltan Paul Dienes (1916-2014) y
el 13 de abril, a los 99 afios, Emma Castelnuovo (1913-2014). Ambos han ejercido una
gran influencia en la mayoria de quienes nos dedicamos a la ensefianza de las matema-
ticas. En su momento, ambos lideraron importantes cambios en la Educacion Matema-
tica y, pese a estar jubilados, habian proseguido con su labor, la cual ha sido reconocida
a nivel internacional en multiples ocasiones. Ellos se han marchado pero su legado edu-
cativo perdurara por largo tiempo.

En estas épocas donde la actividad investigadora de los grupos de investigacion y
los profesores universitarios se evaliia en gran medida por nimero de articulos publica-
dos e indices de impacto, se genera un afan por parte de ciertas revistas para entrar en
determinadas bases de datos que les otorguen mayor prestigio. Esto hace que en algu-
nas ocasiones se olvide cudl es el proposito de la revista. En otras ocasiones se recurre a
“ingenierias editoriales” para permanecer en las bases de datos o aumentar su factor de
impacto y esto tiene consecuencias. En nuestra area, en el afio 2011, el Journal for Re-
search in Mathematics Education fue retirado del Journal Citation Report (JCR) y en el
2012 sucedi6 lo mismo con BOLEMA. La primera reingreso en el 2012. Algunas revis-
tas espafiolas han dejado de estar indexadas desde 2012 en el Social Science Citation
Index: Revista de Educacion, Revista de Economia Mundial, Universia Business Re-
view, ESE-Estudios Sobre Educacion, Dynamis Aibr-Revista de Antropologia Iberoame-
ricana, Anuario de Estudios Medievales, Comunicacion y Sociedad, Estudios Sobre el
Mensaje Periodistico. Esto reducira el nimero de revistas en espafol indexadas en WoS
en las que se pueda publicar.

Alexander Maz
Director






INVESTIGACION

Epsilon - Revista de Educacion Matemadtica 2014, Vol. 31(1), n° 86, 9-20

El uso de tablas de valores para la representacion
grafica de funciones

Félix Martinez de la Rosa
Universidad de Cadiz
felix.martinez@uca.es

Juan José Martinez Delgado-Ureiia
LE.S. Fernando Aguilar Quignon
Jjuanjose.martinez(@uca.es

Resumen: La utilizacion, por los estudiantes de primer curso de matematicas en la Uni-
versidad, de tablas de valores para representar grdficas de funciones elementales, pone
de manifiesto un esquema mental deficiente. En este articulo se investigan las causas que
lo provocan. Se analizan los tratamientos que dan algunos libros de texto de la Educa-
cion Secundaria a esta cuestion, y se proponen actuaciones para erradicarlo.

Palabras Clave: ensefianza secundaria, grdficas, funciones, tabla de valores, libros de
texto.

The use of tables of values for graphical
representation of functions

Abstract: The use by first-year students of mathematics at the University of tables of
values in the graphic representations of elementary functions, shows a poor mental
scheme. In this paper we investigate the causes that provoke it. It analyzes the treat-
ments that give some textbooks of secondary education to this question, and proposes
actions to eradicate it.

Keywords: secondary education, graphics, functions, table of values, textbooks.



El uso de tablas de valores para la representacion grdfica de funciones
Félix Martinez de la R. y Juan José M. Delgado-Urefia

INTRODUCCION

Durante los ultimos afios, los firmantes de este articulo han impartido docencia en
asignaturas de matematicas de primer curso en diversas titulaciones de la Universidad de
Cédiz. Un asunto que nos ha llamado la atencion surge al pedir a los estudiantes que rea-
licen el esbozo de la grafica de una funcion elemental (polindmica, de proporcionalidad
inversa o exponencial) para poder visualizar mejor algin ejercicio, pero sin recurrir a las
derivadas ni al estudio general de la funcion. Esto revela dos hechos. El primero es que
en la mayoria de los casos no intuyen el aspecto que deberia tener el dibujo. El segundo
es utilizar una tabla de valores para representar la funcion uniendo los puntos: lo que ob-
tienen poco tiene que ver con la gréafica correcta y evidencia un claro error de concepto.

Las tablas de valores aparecen en todos los cursos de la ESO (también en bachille-
rato). Esto hace que los alumnos conciban un marco de trabajo ingenuo que los condi-
ciona al realizar la representacion grafica de curvas elementales, y pone de manifiesto la
existencia de una deficiencia en su estructura cognitiva.

Los libros de texto son una pieza importante del sistema educativo. Los alumnos los
utilizan para estudiar en sus casas, y los profesores se basan en ellos para articular y pre-
parar sus clases. Por eso nos parece basico el papel que juegan en relacion con la de-
ficiencia detectada, y hemos analizado el tratamiento que se da a esa cuestion en una
seleccion de textos de algunas conocidas editoriales.

Finalmente, se dan propuestas para que los alumnos basen sus dibujos de las graficas
de funciones elementales en el conocimiento de sus formas y no en la unién de los pun-
tos de una tabla.

MARCOS DE REFERENCIA

En el articulo (Tall y Vinner, 1981) acerca de las dificultades en el proceso de ense-
fanza y aprendizaje de limites y continuidad, los autores acuiaron el término esquema
conceptual (concept image): son las estructuras cognitivas que una persona asocia a un
concepto. Incluye todas las imagenes mentales que la persona ha interiorizado en sus
aflos de aprendizaje acerca del mismo (representaciones graficas, numéricas, simbolicas,
etc.). A la hora de enfrentarse a un tema nuevo, un estudiante tiene en la mente sus esque-
mas conceptuales previos, los cuales pueden interferir en el nuevo aprendizaje cuando
la informacion no puede ser simplemente afiadida a la que ya poseen, porque ambas con
incompatibles.

Puede ocurrir que el conflicto cognitivo se resuelva de forma positiva, dando lugar al
cambio conceptual (Vosniadou, 1994), que constituye una reorganizacion de los conoci-
mientos en la mente de los alumnos. Pero a veces este no se produce y aparecen los de-
nominados modelos sintéticos (esquemas mentales deficientes que revelan que los nuevos
conocimientos no han sido completamente asimilados) en el intento de los alumnos por
adaptar la nueva informacion a la que ya tienen, aun cuando existan incoherencias obvias.
Poner en evidencia las ideas previas de los alumnos, discutirlas y evaluarlas, crear conflicto
conceptual con ellas y alentar y guiar la reestructuracion conceptual, son las cuatro fases
de una posible estrategia docente para el cambio conceptual (Nussbaum y Novick, 1992).

10 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X
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La investigacion sobre ideas previas y cambio conceptual no es tan amplia en mate-
maticas como en otras ciencias, en las que resulta frecuente que los nifios y adolescen-
tes posean explicaciones ingenuas de algunos fendmenos naturales, que obstaculizan el
aprendizaje de los conocimientos cientificos. Quizas esto se deba a que en matematicas
el conocimiento ingenuo no es tan evidente como en otras areas de la ciencia.

Investigaciones acerca de las dificultades del cambio conceptual al pasar del plano
al espacio pueden verse en (Del Puerto y Seminara, 2010). La idea bésica de la tangen-
cia, que consiste en la visualizacion de una recta rozando a una circunferencia, puede dar
lugar a modelos inadecuados, por ejemplo que una tangente a una curva no la puede atra-
vesar (Martinez, 2012a). También en (Kajander y Lovric, 2009), se investigan los errores
propiciados por los libros de texto acerca de la tangencia.

La utilizacion de tablas de valores para esbozar las graficas de funciones elementa-
les se empieza a explicar a los alumnos de trece afios y se extiende a lo largo de toda la
ESO. Esto puede hacer que esta practica se instale en la mente de los alumnos y sea di-
ficil erradicarla. En algunos estudios se investigan las capacidades de los alumnos de la
especialidad de matematicas, del Master de profesorado de secundaria de la Universitat
Pompeu Fabra y la Universitat Oberta de Catalunya (L6pez y otros, 2013): la mayoria de
ellos realizo la grafica de una parabola a partir de tablas de valores y no sobre la base del
conocimiento de las funciones polindomicas de segundo grado.

En este trabajo se analiza el uso (a veces abuso) de las tablas en algunos libros de
texto, y su posible influencia en la aparicion de esquemas inadecuados en los alumnos.

ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

Cuando requerimos de los alumnos el esbozo rapido de la representacion de una fun-
cion sencilla, sin recurrir a las derivadas, se evidencia que no saben el aspecto o la forma
que tienen las graficas porque su Uinico recurso consiste en confeccionar una tabla de va-
lores y unir los puntos obtenidos. Hemos querido investigar como llega a formarse en
ellos este esquema mental.

En el Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, se establecen las ensefianzas mi-
nimas correspondientes a la ESO (BOE 5 enero 2007). Las tablas de valores aparecen en
los cuatro cursos, tanto en los contenidos como en los criterios de evaluacion del bloque
5, funciones y graficas, como puede verse en la siguiente tabla (ver pagina 12).

A partir de estos principios generales, cada Comunidad Auténoma desarrolla con
detalle los objetivos, competencias basicas, contenidos y criterios de evaluacion del
curriculo de la ESO. Por ultimo las editoriales lanzan sus libros de texto, procurando
mantenerse fiel al desarrollo del Real Decreto hecho por cada comunidad. Los autores
de este articulo pertenecen a la Comunidad Auténoma Andaluza, y los libros que a con-
tinuacion se analizan estan adaptados a la normativa aprobada por la misma.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X 11
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Contenidos Evaluacion
1° | Organizacion de datos en tablas de valores. | Evaluar el uso de las tablas como instru-
mento para recoger informacion y transfe-
rirla a unos ejes coordenados.
2° | Representacion grafica de una situacion que | Evaluar la interpretacion de relaciones fun-
viene dada a partir de una tabla de valores, | cionales sencillas dadas en forma de tabla,
de un enunciado o de una expresion alge- | grafica, a través de una expresion algebraica
braica sencilla. o mediante un enunciado.
3° | Utilizacién de modelos lineales para estu- | Evaluar la capacidad de analizar fenome-
diar situaciones provenientes de diferentes | nos mediante una funcion lineal, construir
ambitos, mediante la confeccion de la tabla, | la tabla de valores, dibujar la grafica utili-
la representacion grafica y la obtencion de | zando las escalas adecuadas en los ejes y ob-
la expresion algebraica. tener la expresion algebraica de la relacion.
4° | Interpretacion de un fenémeno descrito me- | A la vista del comportamiento de una gra-
diante un enunciado, tabla, grafica o expre- | fica o de los valores numéricos de una tabla,
sion analitica. se evaluara la capacidad de extraer conclu-
siones sobre el fenomeno estudiado.

En primero de ESO los alumnos aprenden a ubicar puntos en el plano y a obtener fi-
guras uniendo esos puntos con segmentos. Pero es en segundo de ESO donde se da el
concepto de funcién y de ecuacion de una funcién. Por ejemplo en (Santillana, 2° ESO,
p. 267) se especifica que:

La expresion algebraica de una funcion se escribe como y=f{x) y se llama ecuacion de la fun-
cion. A partir de la ecuacion obtenemos la tabla de valores. Para obtener el valor de y, damos va-
lores a x y operamos. Representando estos puntos obtenemos la grafica de la funcion.

Los alumnos van a tener que asimilar la relacion entre variables, puntos y ecuacion.
Es la primera vez que van a obtener puntos a través de una ecuacion, y por eso en todos
los libros consultados se presta bastante atencion, y de una forma muy parecida, a esta
cuestion. En (Anaya, 2° ESO, p. 235) se expone el esquema 1:

ECUACION “Cuando existe una relacion algebraica entre lax y la y
l de los puntos, a dicha ecuacion se le llama ecuacion de
TABLA DE VALORES la funcion. Conociendo la ecuacion de una funcion se
! puede obtener, a partir de ella, tantos puntos como se
REPRESENTACION necesiten para representarla”.
GRAFICA

Esquema 1

El esquema 1 se sitia en el primer momento en el que se dice a los alumnos como
deben actuar para obtener una grafica: calcular una tabla a partir de la ecuacion y unir

12 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X
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sus puntos. Por ser la primera vez, se deberia ser mas cuidadoso con una informacion
que puede condicionar a los alumnos durante mucho tiempo. Como este esquema les re-
sulta congruente con los ejercicios que han realizado en primero, esta manera de hacer
va creando en ellos un esquema mental muy basico sobre las representaciones graficas.
Ademas, en innumerables ejercicios, tanto en segundo de ESO como en los cursos pos-
teriores, este proceso se repite, por lo que el esquema se afianza, se interioriza y se con-
vierte en un habito dificil de cambiar.

Si analizamos el parrafo de la derecha del esquema 1, en seguida surgen tres
cuestiones:

1) ;Cuantos puntos se deben obtener?
2) (Qué valores debemos emplear?
3) (Como se unen los puntos?

No es logico dar un algoritmo basandose en una premisa tan imprecisa y subjetiva
como “tantos puntos como se necesiten”. Tampoco se especifica como se eligen los va-
lores para la variable x: siempre acaban empleandose numeros enteros cercanos al ori-
gen. Tampoco se dice qué sucede entre los puntos, si hay que unirlos con segmentos o
de otra manera, ni que una grafica no comienza justo en el primer punto de la tabla ni
acaba en el ultimo.

Normalmente el esquema 1 se ilustra usando rectas, pero en algtin libro se utiliza tam-
bién alguna parabola como ejemplo. Esto es asi en (Anaya, 2° ESO, p. 235) donde se re-
presenta la funcion cuya ecuacion es y = x> —4x + 4. Para ello se dan a x los valores 0, 1,
2,3,4,5, 6. Uniendo puntos se obtiene la figura 1.

O N A O

Figura 1

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X 13
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En ningun momento se indica como deben unirse los puntos, y de hecho los alum-
nos no ven extrafio hacerlo mediante segmentos. Ademas, lo que ocurre a la izquierda
del origen no parece importante: aparentemente la parabola comienza en el punto (0,4).
Sirva este caso para poner de manifiesto las reservas expresadas acerca del esquema 1.

Finalmente, tras cursos y cursos de emplear el algoritmo anterior, en el final de la ESO
se intenta un cambio de mentalidad, dando mas importancia a la forma del dibujo que
a las tablas, pero de una forma timida y conservando algunos tics poco recomendables.

Rectas

En segundo y tercero de ESO se introducen las funciones lineales cuyas representa-
ciones graficas son rectas. En seguida se dan los conceptos de pendiente y de ordenada
en el origen. Ambas son las caracteristicas basicas de una recta y la determinan total-
mente. Para representar una s6lo se necesitan o bien esos datos, o bien dos puntos de la
misma. Sin embargo, a pesar de haber dado esos conceptos, en los libros de segundo de
ESO se siguen usando tablas con muchos valores para hacer esos dibujos. Solo en algu-
nos libros de tercero de ESO, se reconoce que no es necesario. Esto se hace timidamente
en (Anaya, 3° ESO, p. 151) donde se da una recta que pasa por el origen y se dice que
solo falta otro punto para representarla. También en (Santillana, 4° ESO, p. 178) se espe-
cifica que “para representar una recta so6lo necesitamos dos puntos”.

Parabolas

En tercero y cuarto de ESO se analizan con detalle las parabolas. Se introducen los
puntos de corte con los ejes, vértice y simetria. Pero para hacer la grafica todavia se re-
comienda (en algunos textos) realizar una tabla de valores y unir los puntos. Esto sucede
en (Anaya, 4° ESO, p. 108) donde para representar y = x> — 3x + 4 se enumeran los si-
guientes pasos:

Paso 1: Obtencion del vértice.

Paso 2: Obtencion de puntos proximos al vértice. Realizacion de una tabla dando a x los va-
lores -2,-1,0,1,2,3,4,5.

Paso 3: Puntos de corte con los ejes.

Paso 4: Representacion.

Ademas del vértice y los puntos de corte, se requiere al estudiante que calcule nueve
puntos en total y que los una para obtener la grafica.

Uno de los inconvenientes de usar tablas es la de que el polinomio que define a una
parabola tiene grado dos, y es facil que aparezcan situaciones en la que los puntos que
calculemos tengan ordenadas muy distantes entre si, y sea complicado representarlos
todos juntos. Por ejemplo, dos de los puntos de f'(x) = 10 (x> — 1) son (0,-10) y (4,150).

14 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X
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Sus ordenadas se diferencian en 160 unidades, por lo que dibujar ambos y mantener igual
la escala de los ejes es imposible. Hay que cambiar la escala y el dibujo se deforma. Aqui
empieza a ponerse de manifiesto que saber de antemano la forma que tiene la grafica sim-
plificaria y mejoraria la realizacion de la misma.

A partir de tercero de ESO, los libros empiezan a decantarse por atender a la forma de
la grafica. Por ejemplo en (SM, coleccion Pitagoras, 3° ESO, p. 171) se especifica que:

El estudio de una funcion cuadratica f'(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 consiste en determinar sus
elementos principales: sentido de las ramas, corte con los ejes, vértice y eje de parabola. Una
vez conocidos estos es posible esbozar su grafica de forma muy aproximada.

Es muy interesante el comentario que viene a continuacion:

Las parabolas no se suelen representar utilizando tablas de valores, aunque en ocasiones,
tras hallar sus elementos, resulta util complementar la informacion obtenida con una tabla que
proporcione algunos puntos para ayudar a realizar la representacion grafica.

Se recomienda intuir el dibujo y posiblemente calcular las coordenadas de algun
punto como complemento de los datos que da la propia ecuacion. También en (Santi-
llana, 4° ESO, p. 180) se especifica la forma que tienen las parabolas:

Las funciones polinomicas de segundo grado son funciones de la forma
f@)=ax*+bx+c

Su grafica es una curva con dos ramas, una creciente y otra decreciente, que se llama pa-
rabola. Sia > 0 las ramas de la pardbola van hacia arriba y si @ < 0 hacia abajo.

Incomprensiblemente, en la pagina siguiente de ese mismo libro (Santillana, 4° ESO,
p. 181), se vuelven a emplear tablas de valores con numerosas entradas, para representar
funciones que estarian perfectamente determinadas haciendo uso del esquema recomen-
dado. Y es este volver atras lo que va calando en los alumnos, que piensan que las tablas
son siempre imprescindibles.

Funciones de proporcionalidad inversa y similares
En 4° ESO se introducen las funciones de proporcionalidad inversa. En (Anaya,

4° ESO, p. 110) o (Santillana, 4° ESO, p. 184) se motivan a través de casos reales y a
continuacion se emplean tablas de valores para la funcion y = 1/x, sacando conclusiones

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 9-20, ISSN: 2340-714X 15



El uso de tablas de valores para la representacion grdfica de funciones
Félix Martinez de la R. y Juan José M. Delgado-Urefia

en cuanto a dominio, simetria, crecimiento o decrecimiento y asintotas. A partir de esas
deducciones se representan funciones similares, ya sin recurrir a las tablas.

Pero cuando todo esta ya establecido reaparecen las tablas de valores. Por ejemplo en
(Santillana, 4° ESO, p.185) para la grafica de y = — 4/ x cuyas caracteristicas se han ana-
lizado con detalle, se calcula una tabla con ocho entradas (-8, -4, -1, -1/2, 1/2, 1, 4, 8)
para x, y se especifica que representando esos puntos y uniéndolos se obtiene la grafica.
También en (Anaya, 4° ESO, p. 111) se da el siguiente cuadro acerca de la representa-
cion grafica de y = 6/(x — 4):

La grafica de esa funcion es como la de 6/x, desplazada cuatro unidades a la derecha. Vea-
mos que es asi mediante una tabla de valores:

X 210 1 (2 |3 o516 |7 |8 10
x—4 -6 | -4 S3-2 -1 (o112 (3 |4 6
y=06/(x—4) -1 |-15 |2 |3 (-6 |...|6 |3 |2 |15 |1

Podemos compararla con la gréfica de 6/x. Son idénticas salvo en su ubicacion.

Pero una tabla de valores no sirve para comprobar que dos graficas son idénticas por-
que, por muy extensa que sea, s6lo podra tener un nimero finitos de puntos. Con la ob-
servacion que se hace en el esquema anterior se estd alimentando un error de concepto
(hacer creer que una tabla sirve para identificar una grafica), que seria facil de eludir si
nos limitdramos a decir que y = 6/(x — 4) es idéntica a y = 6/x en su forma, pero en otro
lugar del plano.

Los casos anteriores inculcan en los alumnos la idea errénea de que es mejor confiar
en una tabla para realizar las graficas, en lugar de hacer el esfuerzo de recordar las carac-
teristicas que se deducen de la ecuacion de la una funcion.

Funciones exponenciales

En cuarto de ESO se explican las funciones exponenciales. Por ejemplo en (Anaya 4°
ESO. p. 113) se introducen con el siguiente enunciado:

Vamos a representar, dando valores a x, las funciones y =2¥e y = (1/2)

La obtencidn de algunos puntos, permite observar los comportamientos de estas fun-
ciones: se acercan infinitamente a un lado del eje x, y al otro lado los valores de y au-
mentan muy rapidamente. Pero esto es distinto a realizar la representacion uniendo los
puntos de una tabla. Hacerlo supone dar a x muchos valores y con guarismos muy altos,
tanto positivos como negativos, para poder apreciar sus cualidades. Se obtienen asi unas
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tablas enormes (ver (Santillana, 4° ESO, p. 198) o (Anaya 1° bach., p.258)) y con valo-
res tan dispares que en la practica resulta inviable representar los puntos de una manera
exacta: inevitablemente, debemos cambiar la escala de los ejes. Entonces ya no tendria-
mos un dibujo real sino uno aproximado. Lo importante de estas curvas es conocer su
forma. Una vez que se sabe, es innecesario recurrir a ninguna tabla para dibujarlas.

Funciones que describen fenomenos reales

En el caso de los fendmenos reales, si se estudia uno en el que las variables no guar-
dan entre si una relacion funcional conocida, el empleo de una tabla de valores esta jus-
tificado para obtener una aproximacion de la grafica a que da lugar el mismo, y observar
sus particularidades.

A veces el analisis de los valores obtenidos puede llevar a deducir la formula que des-
cribe un fenomeno. Por ejemplo en (Santillana, 4° ESO, p. 184), tras definir las funciones
de proporcionalidad inversa (y aclarar su expresion algebraica y que su grafica es una hi-
pérbola), se da un ejemplo que muestra los datos obtenidos en un laboratorio acerca de
la presion y el volumen de un gas. Ya que el producto de ambas cantidades es constante,
se puede deducir la formula de proporcionalidad inversa que rige el experimento. Es un
ejemplo del uso correcto de una tabla de valores.

En (Anaya, 1° Bach, p. 246), se dan los datos de dos experimentos: uno relaciona
profundidad y presion, y el otro la distancia que un recorre un coche hasta detenerse en
funcion de la velocidad que lleva al frenar. En ambos casos los modelos funcionales que
rigen esos experimentos no se deducen sino que se dan directamente (el primero es li-
neal y el segundo cuadratico). A partir de esos modelos realizar las graficas de los expe-
rimentos (una recta y una parabola) no requiere ninglin esfuerzo porque ya son de sobra
conocidas por los alumnos. Sin embargo, en vez de emplear los conocimientos adquiri-
dos en cursos anteriores para hacer la representacion, esas graficas se obtienen mediante
la unién de los puntos de las tablas (diez en cada caso). Es precisamente este tipo de ac-
tuaciones las que provocan que los alumnos crean que la representacion grafica a través
de una tabla es lo mas aconsejable, facil y fiable.

Si hay una situacion especialmente apropiada para el manejo de tablas de valores, es el
andlisis de fenomenos reales. Pero si la formula que rige ese fenomeno se sabe, y su grafica
también, es inadecuado obtener la representacion grafica del mismo a través de una tabla.

PROPUESTAS DIDACTICAS: LA FORMA DE LAS GRAFICAS

Como hemos visto en la seccidn anterior, las tablas de valores estan presentes en las
representaciones graficas, a lo largo de toda la ESO (también en bachillerato). Esto hace
que los estudiantes piensen que son imprescindibles para representar cualquier grafica,
creandose un esquema mental inadecuado: calcular una tabla a partir de la ecuacion y
unir los puntos. Es posible que esta practica se viera reducida si a lo largo de la ESO,
se incidiera de una manera mas decidida en la forma de las representaciones graficas de
funciones elementales.
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Con respecto a las rectas, deberia dejarse claro, desde el primer momento en que
se habla de ellas, que solo se necesitan dos puntos para representarla.

En cuanto a las pardbolas, la forma de sus graficas es algo con lo que cual-
quier alumno esta familiarizado, porque aparecen en muchos ambito cotidia-
nos (igual que la circunferencia). Otra cosa es su relacion con los polinomios de
grado dos. En un primer momento, emplear las tablas de valores para apreciar
esa relacion es necesario. Pero una vez aclarado este hecho, las graficas deben
basarse en el sentido de las ramas, corte con los ejes, vértice y eje de la para-
bola. En casos concretos se puede completar el estudio hallando las coordena-
das de algtin punto.

A pesar de haber estado durante afios trabajando con polinomios, dibujando rec-
tas y parabolas, la primera vez que se mencionan explicitamente las funciones po-
linomicas es en 4° de ESO, y para las representaciones graficas de las de grado
mayor que dos, hay que esperar a primero de bachillerato, y a la introduccion del
concepto de derivada. Es claro que las tablas de valores no son utiles para estas
graficas: cuando el grado del polinomio aumenta, las ordenadas de los puntos
también lo hacen, por lo que es muy dificil representarlos sin distorsionar el di-
bujo. Ademas cualquier eleccion de valores para x no vale: si nos limitamos a va-
lores enteros cercanos al origen, posiblemente el dibujo no tenga nada que ver con
la realidad.

Pero estas funciones pueden representarse anticipandose al concepto de derivada.
Bastan dos pasos ( ver también (Martinez, 2012b)):

Paso 1. La forma de los polinomios.

Los de grado impar mayor que uno corresponden a curvas que recorren el plano,
desde la parte superior derecha a la parte inferior izquierda si el coeficiente del
término de mayor grado es positivo, y desde la desde la parte inferior derecha a la
parte superior izquierda si es negativo.

Los de grado par mayor que dos corresponden a curvas que recorren el plano,
desde la parte superior derecha a la parte superior izquierda si el coeficiente del
término de mayor grado es positivo, y desde la desde la parte inferior derecha a la
parte inferior izquierda si es negativo.

Paso 2. Raices del polinomio y su multiplicidad.

Si una raiz tiene multiplicidad par, el polinomio no atraviesa el eje x en ese punto.
Ademas el eje x es tangente al polinomio en ese punto.

Si una raiz tiene multiplicidad impar, el polinomio atraviesa el eje x en ese punto.
Ademas, si la multiplicidad es mayor que uno, el eje x es tangente al polinomio
en ese punto.

El grado del polinomio, junto con el coeficiente del término de mayor grado, indica
la forma basica de la curva. El célculo de las raices y su multiplicidad, indica la relacion
del eje x con la curva.
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Aunque la recta tangente se da formalmente en las matematicas de primero de bachi-
llerato al explicar la derivada, los alumnos suelen tener su propia idea acerca de la tan-
gencia porque es un término de uso comun, que se emplea en todo tipo de dmbitos no
matematicos. Pero la idea que tienen sobre ella suele ser ingenua e incompleta. Asi que
relacionar la tangencia del eje x con la multiplicidad de las raices (y dibujarlo a veces
atravesando la curva pero siendo tangente) serviria para afianzar este concepto antes de
la definicion formal, y ayudaria a prevenir los esquemas mentales erroneos que surgen
en relacion con él.

e El analisis de datos obtenidos en un experimento es una forma habitual de intro-
ducir las funciones de proporcionalidad inversa. La representacion de los puntos
sugiere la forma de una hipérbola. Una vez analizadas las caracteristicas de estas
curvas, intuyendo y anticipando el concepto de asintota, no tiene sentido volver
sobre lo andado y utilizar de nuevo las tablas de valores para la grafica. Hay que
fijar la forma de estas funciones para que los alumnos la tengan presente en lo
sucesivo.

* Analizar, en una funcion exponencial concreta, el comportamiento de los valores
de y a medida que se le dan a x valores cada vez mas alejados del origen, va con-
figurando la forma de estas funciones. Y a partir de ahi debe quedar claro que es
inadecuado dibujarlas a través de las tablas.

RESUMEN FINAL'Y CONCLUSIONES

La utilizacion, por parte de nuestros alumnos universitarios, de tablas de valores para
esbozar graficas pone de manifiesto un modelo sintético que hemos intentado analizar y
comprender.

Las tablas de valores estan presentes en la normativa oficial del BOE, a lo largo de
toda la ESO, y asimismo se recogen en los libros de texto analizados. Durante los cuatro
afios de la ESO, se requiere a los alumnos la realizacion de tablas para dibujar rectas, pa-
rabolas, funciones de proporcionalidad inversa y exponenciales. Como consecuencia del
uso continuado, y de que unir los puntos de una tabla no requiere esfuerzo intelectual al-
guno, los alumnos interiorizan esa manera de actuar y aplican ese modelo en sus repre-
sentaciones graficas.

En cuanto a los libros de texto, aqui se han analizado algunos y se han detectado va-
rios usos inadecuados de las tablas de valores. En un primer momento es util representar
puntos para empezar a descubrir la forma de las gréficas. Pero a partir de ahi, tras estu-
diar las caracteristicas de las curvas cuyas formas se sugieren, las representaciones de
funciones elementales no deben basarse en unir los puntos de las tablas. Seria bueno que
los alumnos supieran reconocer con qué curva se asocia cada ecuacion.

Visualizar la forma que tienen las graficas de las funciones elementales no plantea di-
ficultades, previene los malos habitos y proporciona grandes dosis de motivacion e in-
tuicion a los alumnos. Ademas, se les proporciona una base solida en la que asentar, una
vez dada la derivada, el estudio general de las funciones.
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Resumen: En este trabajo se expone la existencia de errores geométricos persistentes
en alumnos de 1°de ESO y se realiza una propuesta metodologica para su correccion.
Para ello se han utilizado dos instrumentos metodologicos. El primero, es un cuestiona-
rio de deteccion del rendimiento en Geometria aplicado a una muestra de 137 alumnos,
que permite conocer las imdgenes conceptuales de los alumnos y sus errores. El segundo
instrumento lo constituyen las unidades didacticas disefiadas segun las fases de apren-
dizaje del modelo de Van Hiele partiendo del conocimiento de las imdgenes conceptua-
les de los alumnos. Se llevo a cabo una experimentacion con dos grupos obtenidos de la
muestra anterior, uno experimental (N=21) y otro de contraste (N=18), que ha permi-
tido contrastar la eficacia de la propuesta metodologica.

Palabras clave: errores geométricos persistentes, cuestionario, unidades didacticas,
modelo de Van Hiele, Geometria.

Persistent geometric errors in students of 7™ grade:
detection and correction methodology

Abstract: In this paper we show the existence of persistent geometric errors in Stu-
dents of 7" grade and we make a methodological proposal in order to correct them. For
this purpose, two methodological tools have been used. The first one, a questionnaire
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to detect the performance in Geometry applied to a sample of 137 students, identifies
conceptual images of students and their errors. The second instrument is formed by the
teaching units designed according to Van Hiele s model learning phases from the knowl-
edge of the students’ conceptual images. An experiment with two groups obtained from
the previous sample was conducted, the experimental group (N = 21) and the contrast
one (N = 18), which has allowed to test the effectiveness of the methodological proposal.
Keywords: persistent geometric errors, questionnaire, teaching units, Van Hiele model,
Geometry.

INTRODUCCION

El origen de esta investigacion es la constatacion de la deficiente comprension en
Geometria que tienen los alumnos de Secundaria, que se contextualizé en un Instituto de
Ensefianza Secundaria, analizando los resultados de las pruebas externas de 2° de ESO
de la Comunidad de Madrid.

La hipétesis de la investigacion es que los alumnos tienen errores persistentes en el
reconocimiento de los objetos geométricos y que su correccion depende de la metodolo-
gia empleada en la ensefianza de la asignatura.

Para fundamentar tedricamente la investigacion se estudiaron los modelos y las teo-
rias sobre la comprension en Geometria y la formacion del concepto geométrico que se
presentan en el Marco Tedrico.

Se centro la atencién en los dos protagonistas del proceso de aprendizaje: el alumno
que aprende y el profesor que ensefia. En cada uno de ellos se analiz6 su actuacion. Se
concluy6 que en el alumno existen errores persistentes a pesar del estudio de la asigna-
tura y que la correccion de dichos errores depende de manera significativa, de la meto-
dologia empleada por el profesor.

En el alumno se determiné el punto de partida cognitivo mediante un cuestionario de
deteccion del rendimiento en Geometria disefiado para la investigacion (Cabello, 2013).
Dicho instrumento permitid conocer las imagenes conceptuales (correctas o erroneas)
que tienen los alumnos al empezar el curso, y medir la formacién del concepto geomé-
trico analizando nuevamente dichas imagenes después del estudio de la asignatura.

En el profesor se analiz6 la metodologia, mediante la implementacion curricular del
modelo de Van Hiele elaborada para la investigacion (Cabello, 2013), es decir, utili-
zando unas unidades didécticas disefiadas segun las fases de aprendizaje del modelo de
Van Hiele a partir de la deteccion de los errores en las imagenes conceptuales realizada
con el cuestionario.

MARCO TEORICO

En este apartado se exponen las teorias sobre la comprension y la formacion del con-
cepto geométrico, que sustentan la metodologia didactica propuesta en esta investigacion.
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El modelo de Van Hiele

Como teoria principal se consideré el modelo de Van Hiele (1957, 1986), segtin el
cual, el alumno recorre cinco niveles en su comprension en Geometria y en cada nivel
se establecen unas fases que guian su aprendizaje. Por tanto el modelo consta de dos as-
pectos, uno descriptivo, constituido por los niveles de comprension y otro prescriptivo o
metodologico, formado por las fases de aprendizaje. Este Gltimo aspecto es en el que se
basa el profesor para el disefio de las unidades de ensefianza.

Los niveles de comprension
En este epigrafe se presentan, de manera resumida, los niveles de comprension, re-

mitiendo al lector a profundizar en la bibliografia (Gutiérrez y Jaime, 1998; Gutiérrez,
Jaime, y Fortuny, 1991; Jaime, 1993; Jaime y Gutiérrez, 1990, 1994).

NIVELES OBJETOS QUE SE ESTUDIAN

Basico, de reconocimiento o visualizacion  Elementos basicos del estudio

Analisis Propiedades que analizan los elementos basicos

Deduccion informal, orden o clasificacion  Enunciados que relacionan las propiedades

Deduccién Ordenaciones parciales o sucesiones de los
enunciados

Rigor Propiedades que analizan las ordenaciones
parciales

Tabla 1. Niveles del modelo de Van Hiele, basada en Jaime y Gutiérrez (1990).

Los estudios realizados sefialan que los alumnos en la Educaciéon Secundaria Obli-
gatoria alcanzan, como mucho, los tres primeros niveles (Corberan y otros, 1994; Jaime
y Gutiérrez, 1995). También hay que tener en cuenta que un alumno puede estar en un
nivel para unos contenidos y en un nivel distinto para otros.

Las fases de aprendizaje

En los niveles de comprension, el protagonista es el alumno, pues es el sujeto de la
adquisicion de dichos niveles. En cambio, en las fases de aprendizaje, el protagonismo
lo adquiere el profesor, que disefia el camino para que el alumno progrese en la compren-
sion de la Geometria.

A continuacion se presenta un esquema con el contenido de cada una de las fases de
aprendizaje.
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FASES

CONTENIDO

Indagacion

Los alumnos toman contacto con el tema que se va a tratar y el pro-
fesor identifica los conocimientos iniciales de los alumnos.

Orientacion dirigida

El profesor guia a sus alumnos a través de actividades sencillas de
modo que los conceptos y estructuras que tienen que alcanzar apa-
rezcan progresivamente y los alumnos descubran y aprendan las re-
laciones y componentes de la red de cocimientos que tienen que
formar.

Explicitaciéon’

Los alumnos deben intentar verbalizar y justificar los resultados que
han obtenido, dialogando entre ellos y con el profesor, para que lle-
guen a ser conscientes de las caracteristicas y relaciones descubier-
tas y afiancen el lenguaje técnico que corresponde al tema objeto
de estudio.

Orientacion libre

Los alumnos utilizan los conocimientos adquiridos para resolver ac-
tividades y problemas diferentes de los anteriores y, probablemente,
mas complejos.

Integracion

Los alumnos establecen una vision global de todo lo aprendido. No
se presentan actividades nuevas sino una organizacion de lo ya ad-
quirido. Las actividades que se proponen son resiimenes o recopi-
laciones de la informacioén que ayuden a los alumnos a lograr esta
integracion.

Tabla 2. Fases de aprendizaje, basada en Van Hiele (1986) y Jaime (1993).

1. La tercera fase puede no ser temporal sino establecerse como una actitud permanente de razona-
miento, dialogo y discusion en las actividades que lo permitan de las otras fases de aprendizaje.
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Ilustracion 1. Aspecto descriptivo y prescriptivo del modelo de Van Hiele,
tomado de Cabello (2013).
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Ilustracion 2. Fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, tomado de Cabello
(2013).

El modelo cognitivo “imagen del concepto-definicion del concepto”

Este modelo (Hershkowitz, 1987, 1989, 1990; Vinner, 1975, 1983; Vinner y Hers-
hkowitz, 1980, 1983) analiza los procesos cognitivos de la mente del alumno cuando
aprende un concepto geométrico nuevo.

Denominan “dibujo mental del concepto” al conjunto de todos los dibujos que el
alumno ha asociado con el concepto. La imagen del concepto es el dibujo mental junto
con las propiedades que el alumno asigna al concepto. La definicion del concepto es una
definicion verbal que posibilita su expresion con precision.
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Estos autores exponen una realidad con la que se han encontrado en sus investigacio-
nes cuasi-experimentales en el aula. Al preguntar a los alumnos sobre algunos concep-
tos geométricos simples, a menudo se descubre que tienen imagenes erroneas de dichos
conceptos. Estas imagenes pueden ser el resultado de un conjunto especifico de ejem-
plos que se ha dado a los alumnos. Probablemente hay una suposicion implicita de que
los alumnos deben utilizar las definiciones cuando se les pide una tarea cognitiva y, por
tanto, no es necesario dar muchos ejemplos diferentes; pero esta suposicion no se sus-
tenta pues el alumno suele trabajar con la imagen olvidando la definicion.

En conclusion, dar una definicién y algunos ejemplos no es suficiente para formar
la imagen correcta del concepto y en algunas ocasiones lo anterior conduce a la genera-
cion del error por mecanismos de aprendizaje basados en la transferencia analdgica (San-
chez, 2013).

Afirman que conocer las imdgenes conceptuales de los alumnos tiene gran importan-
cia porque sugiere mejoras para la ensefianza y evita la formacion de imagenes erroneas.
Si la ensefianza se realiza fundamentalmente con prototipos y no se consideran distrac-
tores de orientacion y contraejemplos, es mas dificil la correcta formacion del concepto
geométrico.

La teoria de los conceptos figurales de Fischbein

Un planteamiento similar al anterior lo constituye la teoria de los conceptos figurales
de Fischbein (1993), que denomina a las figuras geométricas “conceptos figurales” por-
que poseen caracteristicas conceptuales y figurales simultaneamente.

En el proceso de razonamiento, las imagenes y los conceptos interactiian constante-
mente pudiendo producirse situaciones conflictivas. Un aspecto importante de la docen-
cia consiste en ensefiar a resolver dichos conflictos (Lopez y Sanchez, 2007; Sanchez y
Lopez, 2011; Sanchez, 2012).

El modelo cognitivo de Duval

Un complemento de las teorias anteriormente descritas, lo constituye el modelo de
Duval (Duval, 1995, 1998; Jones, 1998; Torregosa y Quesada, 2007), que estudia la Geo-
metria desde un punto de vista cognitivo.

Propone que el razonamiento geométrico involucra tres tipos de procesos cognitivos
(visualizacion, construccion y razonamiento), que se pueden realizar de forma separada
si bien “estan estrechamente conectados y su sinergia es necesaria para la competencia
en Geometria” (Duval, 1998, pag.38).

En cuanto a la visualizacion, se plantea la pregunta metodologica de si es suficiente
observar una imagen para ver lo que representa. Como respuesta, analiza cuatro tipos de
aprehensiones cognitivas que se realizan de una figura (perceptiva, secuencial, discur-
siva y operativa).
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METODOLOGIA

La metodologia utilizada en esta investigacion refleja la concepcion que se tiene de
la practica docente. El quehacer del profesor de Matematicas es un compromiso con la
mejora de la educacién matematica realizado en el aula. Esto supone en primer lugar, re-
flexionar, después, investigar y analizar, y finalmente, proponer y actuar de manera per-
manente, estando estas actividades fuertemente interrclacionadas.

La hipoétesis de la investigacion es que los alumnos que inician la Educacion Se-
cundaria Obligatoria, tienen errores en sus imagenes conceptuales relativas a conceptos
geométricos basicos y que, algunos de dichos errores, persisten a pesar del estudio de la
asignatura. También se conjetura que su correccion depende, de manera significativa, de
la metodologia empleada por el profesor.

Objetivos

Para corroborar dichas hipotesis, se plantearon dos objetivos especificos.

El primer objetivo es detectar dichos errores, mediante el conocimiento de las image-
nes conceptuales de los alumnos.

El segundo objetivo consiste en proponer una metodologia eficaz para su correccion,
basada en las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, que integra las otras teorias
sobre la formacion del concepto geométrico expuestas en el epigrafe anterior.

Instrumentos metodologicos

El instrumento metodolégico disefiado para lograr el primer objetivo es un cuestio-
nario formado por 15 tareas articuladas en 48 items y dos preguntas de respuesta abierta,
disefiado para ser administrado en una sesion de clase (menos de cincuenta minutos) que
se encuentra disponible para su aplicacion (Cabello, 2013; Cabello, Sanchez, y Lopez,
2013).
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A continuacion se muestran las tareas propuestas en dicho cuestionario.

CONTENIDO ITEMS
1 | Reconocimiento de la posicion relativa de dos rectas en el | 1a, 1b, Ic, 1d, item de
plano respuesta abierta
2 | Reconocimiento de los tipos de angulos 2a, 2b, 2¢, 2d
3 | Reconocimiento de la posicion relativa de dos angulos 3a, 3b, 3¢
4 | Determinacion de los angulos de un triangulo (semejanza y | 4a, 4b, 4c, item de
suma de angulos) respuesta abierta
5 | Clasificacion de los triangulos segun los lados Sa, 5b, 5¢
6 | Clasificacion de los triangulos segun los angulos 6a, 6b, 6¢, 6d
7 | Identificacion de la mediatriz de un segmento 7
8 | Identificacion de la bisectriz de un angulo 8
9 | Identificacion de poligonos irregulares y cuadrilateros no | 9a, 9b, 9¢c, 9d
paralelogramos
10 | Identificacion de paralelogramos y sus areas 10al, 10b1, 10cl,
10a2, 10b2, 10c2
11 | Identificacion de los elementos de un poligono regular 11a, 11b, 11c, 11d
12 | Identificacion de los elementos de la circunferencia 12a, 12b, 12¢, 12d
13 | Reconocimiento de figuras circulares 13a, 13b, 13c, 13d
14 | Calculo del area de un triangulo conociendo la base y la altura | 14
15 | Identificacion de ternas pitagoricas 15

Tabla 3. Contenido del cuestionario de medicion del rendimiento en Geometria.

Para conseguir el segundo objetivo, se disefiaron unas unidades didacticas siguiendo
las directrices de las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, partiendo del cono-
cimiento que proporciond el pre-test sobre las imagenes conceptuales y sus errores, y
utilizando un software de Geometria dindmica como herramienta de construccion para
ayudar a la visualizacion, siguiendo la recomendacion de Duval.

En concreto, en primer lugar se identificaron los errores correspondientes a cada una
de las unidades didacticas del curriculum, después se determiné la metodologia espe-
cifica de correccion de cada error y, finalmente, se disefi6 el contenido de las fases de
aprendizaje. A continuacion se muestra un fragmento de la tabla utilizada. Para mas de-
talle, se remite al lector a consultar la bibliografia (Cabello, 2013).
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ERRORES METODOLOGIA DE CORRECCION
DETECTADOS

No identifican los objetos Se dibujan los objetos con una orientacion distinta a la
afectados por distractores habitual y se pide mover y manipular los objetos en la
de orientacion. ventana de trabajo de Cabri.

No verbalizan cuando Se pide a los alumnos justificar sus respuestas.

; se les pide justificar sus

§ respuestas.

=

=~ No reconocen rectas secan- Se dibuja una recta en posicion no habitual y se ensefia a
tes, perpendiculares y per- los alumnos a dibujar con Cabri, rectas paralelas, secan-
pendiculares giradas. tes y perpendiculares. Ademas se pide que en las rectas

perpendiculares midan el angulo para que comprueben
que “aunque estén giradas, el &ngulo mide 90°”.

Tabla 4. Extracto de la tabla de errores detectados y metodologia de correccion,
para el diseiio de unidades didacticas.

La caracteristica compartida por dichos instrumentos metodologicos es su aplicabi-
lidad en el aula, lo cual permite que sean integrados en la dindmica de imparticion del
contenido curricular.

Disefio metodologico

En primer lugar procede decir que la muestra utilizada, como suele ser frecuente en
estudios de Pedagogia y Psicologia, fue incidental pues es la que se tuvo a disposicion de
la investigacion en el momento en que se desarrollo (Pereda, 1987).

Se utiliz6 una muestra de 137 alumnos de 1° de ESO de dos Institutos de la Comuni-
dad de Madrid, de la cual se seleccionaron dos grupos especificos.

Se aplico el cuestionario (N=137) antes y después de estudiar Geometria.

Se calcul6 el porcentaje de aciertos de cada item. Se consideré que habia error con-
ceptual en la muestra de la investigacion si el item era considerado como muy dificil, di-
ficil o de dificultad media, segun la interpretacion de Yela (1987), es decir si menos del
54% de la muestra responde correctamente.

Denominacién ACIERTOS (%)
Muy dificil Entre 5y 24
Dificil Entre 25y 44
Dificultad media Entre 45y 54
Fécil Entre 55y 74
Muy facil Entre 75y 95

Tabla 5. Interpretacion de la dificultad de los items, basada en Yela (1987).

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 21-36, ISSN: 2340-714X 29



Errores de conceptos geométricos persistentesen alumnos de 1 °de ESO. detecciony metodologia de correccion.
Ana Belén Cabello P., Ana B. Sanchez G. y Ricardo Lopez F.

Se aplicaron las unidades didacticas disefiadas, como se ha dicho, segun las fases de
aprendizaje del modelo de Van Hiele, teniendo en cuenta los errores detectados en el pre-
test y utilizando un software geométrico como ayuda para su correccion.

La investigacion tuvo un disefio metodoldgico cuasi-experimental con pre-test y post-
test. Como los grupos estaban constituidos, se eligieron dos de ellos (pertenecientes a la
muestra anterior), en los que impartia clase la misma profesora y se comprobd que eran
semejantes, es decir, sin diferencias significativas en el pre-test. El grupo de contraste
(N=18) siguié una metodologia tradicional (utilizando el lapiz y el papel, siguiendo las
explicaciones del libro, los ejercicios propuestos y las actividades de ampliacion) y el ex-
perimental (N=21) utiliz6 las unidades didacticas disefiadas para la investigacion.

Concluida la experiencia, ambos grupos respondieron al cuestionario. Se calcul6 para
cada alumno el valor del aprendizaje obteniendo diferencias significativas favorables al
grupo experimental.

RESULTADOS

Una vez concluida la experiencia, se cuantifico el porcentaje de aciertos tanto en el
pre-test como en el post-test para medir la evolucion del error.

| ftem | Aciertos en el pre-test (%) Si<54%— error | Aciertos en el post-test (%) Si < 54%— error

Tabla 6. Analisis del error en el pre-test y en el post-test.

Con este criterio se catalogaron los items en tres grupos:

e Conocimientos en el pre-test que se mantienen en el post-test.
e Errores en el pre-test que se corrigen en el post-test.
e Errores en el pre-test que persisten en el post-test.

Existen errores geométricos persistentes

Esto ha permitido identificar que hay 14 errores persistentes en la muestra de la in-
vestigacion (N=137), que corresponden a ocho de las tareas propuestas en el cuestiona-
rio y se presentan a continuacion.

1) Reconocimiento de rectas perpendiculares giradas (1c¢).

2) Determinacion de un angulo de un tridngulo conociendo los otros dos (4c).

3) Identificacion de un pentagono irregular, trapecios y trapezoide (9a, 9b, 9c, 9d).
4) Identificacion del area del romboide (10c2).

5) Identificacion de la apotema y el radio de un poligono regular (11a, 11c¢).

6) Identificacion de la cuerda de la circunferencia (12c).
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7) Reconocimiento del sector, segmento y trapecio circular (13b, 13c, 13e).
8) Identificacion de las ternas pitagoricas (15).

Las fases de aprendizaje determinan una metodologia eficaz

Para cada alumno se calculd una puntuacion de cambio llamada “aprendizaje” (nota
del post-test — nota del pre-test) y se halld la media en cada uno de los grupos. La media
del aprendizaje para el grupo de contraste fue 1,4006 y para el grupo experimental
2,4702. La prueba t de Student para muestras independientes, reflejo diferencias signifi-
cativas en el aprendizaje favorables al grupo experimental (0,006<0,01).

grupo N | Media Desviacion tipica Error tipico de la media
aprendizaje | De contraste | 18 | 1,4006 1,33661 0,31504
Experimental | 21 | 2,4702 0,94622 020648

Tabla 7. Estadisticos de grupo para contrastar el aprendizaje segtin el grupo de
pertenencia, tomado de Cabello (2013).

Prueba de
L
Ia iegvlf:ledgzrge Prueba T para la igualdad de medias
varianzas
F Sig. t gl Sig. Diferen- Error 99% Intervalo de
(bilate- cia de tip. de la confianza para la
ral) medias | diferencia diferencia

Inferior | Superior | Inferior | Superior | Inferior | Superior | Inferior | Superior | Inferior

aprendizaje Se han asu-|0,317 0,577 [-2915 |37 0,006 [-1,06959 |0,36691 [-2,06590 |-,07328
mido varian-
zas iguales
No se han -2,840 {30,032 (0,008 |-1,06959 |0,37668 |-2,10538 [-,03380

asumido va-
rianzas
iguales

Tabla 8. Prueba t de Student para muestras independientes, para determinar la
eficacia de la metodologia experimental, tomada de Cabello (2013).

Ademas, se calcul6 el tamafio del efecto con la formula de Cohen (1988), para cuan-
tificar, de manera mas interpretable, la diferencia en el aprendizaje entre los dos grupos,
obteniendo el valor d=0,9357>0,80, lo que significa que la diferencia es grande (Mora-
les, 2012).

De todos modos, como era deseable constatar la eficacia de esta metodologia de una
manera mas didactica, se analizaron los errores persistentes en dichos grupos.
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En el grupo experimental, de los 14 errores solo persisten 5 de los cuales 3 estan casi
corregidos, y solo 2 quedan pendientes de corregir.

En el grupo de contraste, que solo tenia 12 errores de los 14 mencionados, persisten
8, 3 estan casi corregidos mientras que 5 estan todavia pendientes de corregir.

Es decir, el experimental corrige 9 errores de los llamados “persistentes” mientras
que el de contraste solo 4.

Los errores que mantiene el grupo experimental son:

1) Identificacion del trapecio rectangulo girado (9c).
2) Identificacion de las ternas pitagoricas (15).

Los errores que mantiene el grupo de contraste son:

1) Determinacion de un angulo de un triangulo conociendo los otros dos (4c¢).
2) Identificacion del trapecio rectangulo girado (9c¢).

3) Identificacion del radio de un poligono regular (11c¢).

4) Reconocimiento del segmento circular (13c).

5) Identificacion de las ternas pitagoricas (15).

En la siguiente tabla se muestra en detalle dicho estudio.

Error en el Error en el
ERRORES grupo experimental grupo de contraste
% aciertos % aciertos % aciertos % aciertos
pre-test post-test pre-test post-test
El lc 476 E 71,4 66,7 55,6
E2 4c 143 E 524 E 278 E 278 E
9a 95 E 66,7 16,7 E 66,7
9b 333 E 71,4 50,0 E 55,6
k3 9¢ 238 E 429 E 11,1 E 389 E
9d 333 E 524 E 389 E 55,6
E4 10c2 143 E 66,7 27,8 E 50,0 E
1la 0,0 E 61,9 0,0 E 61,1
o Ilc 48 E 524 E 389 E 389 E
E6 12c 524 E 81,0 222 E 50,0 E
13b 47,6 E 57,1 66,7 61,1
E7 13c 429 E 66,7 389 E 444 E
13e 429 E 81,0 333 E 50,0 E
E8 15 48 E 38,1 E 0,0 E 333 E

Tabla 9. Estudio de los errores persistentes, en el grupo experimental y en el de
contraste.
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Estos errores no eran los esperados a priori, lo cual revela la importancia de tener
datos reales de la situacion inicial de los alumnos para realizar una ensefianza eficaz.

La relevancia de la deteccion de los errores persistentes estd en que permite determi-
nar la eficacia de la metodologia de ensefianza y también en que indica los errores con
los que los alumnos comienzan 2° de ESO.

Error 1

Un error persistente a pesar del estudio de la Geometria es no reconocer las rectas
perpendiculares giradas.

Se ha constatado que es necesario disefiar una estrategia para conseguir la visualiza-
cion de las rectas perpendiculares giradas que, en concreto, ha sido la construccion de
rectas perpendiculares a otras en posicion no habitual y la comprobacion de que “aunque
estén giradas, los angulos miden 90°”.

Error 2

Otro error persistente es no saber determinar el valor de un angulo de un triangulo
cuando se conocen los otros dos. Se ha visto que hace falta realizar un planteamiento
para que los alumnos adquieran este concepto.

Error 3 (comprende 4 errores)

Tampoco identifican el pentagono irregular, los trapecios y trapezoide, porque en la
ensefianza, no se ha trabajado suficientemente con poligonos irregulares y concavos.

Para subsanar este error, convendria, en primer lugar, trabajar mas con poligonos irregu-
lares y concavos y ademas, incidir en la distincion entre pentagonos irregulares y trapezoides.

En segundo lugar, analizando de manera conjunta las respuestas a los items relativos
a los trapecios y trapezoides se observa que los alumnos no los distinguen y tienden, o
bien a denominarlos de manera genérica como cuadrilateros o a confundirlos entre si.
Esto seria admisible en Primaria pero no en 1° de ESO, por lo que hay que incidir en la
enseflanza en aprender a nombrar cada figura.

Error 4
Desconocen también el area del romboide y aplican el area del tridngulo. Para corre-
girlo se deben realizar mas ejercicios en los que se deje claro que en el area del romboide

“no hay que dividir entre 2” y practicar en la obtencion del area del romboide a partir del
rectangulo formado.
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Error 5 (contiene dos errores)

Confunden la apotema de un poligono regular con el radio. Para corregir este error
seria necesario realizar mas ejercicios de identificacion y construccion de los elementos
de las distintas figuras geométricas.

Desconocen el radio o lo denominan diagonal. Como en el caso del a apotema, para
corregir este error seria preciso realizar mas ejercicios de identificacion y construccion
de los elementos de las distintas figuras geométricas y, en concreto, diferenciarlo de la
diagonal.

Error 6

No identifican la cuerda en una circunferencia o la confunden con el arco. Este error
podria corregirse realizando mas practica de diferenciacion de la cuerda y el arco, ade-
mas de los ejercicios de identificacion de los elementos de la circunferencia y demas fi-
guras geométricas.

Error 7 (incluye tres errores)

De las figuras circulares solo reconocen el circulo y la corona circular, es decir, lo
mismo que en Primaria. Siguen sin reconocer el sector circular, el trapecio circular y el
segmento circular, confundiendo dichos elementos entre si, porque se ha trabajado poco
con estos tres objetos.

Error 8

La tarea de identificacion de ternas pitagoricas supone un grado de comprension en
Geometria que realmente la mayoria de los alumnos no tienen por lo que es necesario
idear una estrategia que guie al alumno en su comprension.

CONCLUSIONES

Se puede concluir que la propuesta didactica basada en las fases de aprendizaje del
modelo de Van Hiele, partiendo del conocimiento de las imagenes conceptuales de los
alumnos y utilizando un software geométrico para la correccion de errores ha demos-
trado ser eficaz pues cumple la dimension mas profunda de la docencia, que no solo es
ensefiar sino corregir.

Valorando la propia experiencia, se considera muy recomendable para los profesores
el disefio de unidades didacticas basadas en el modelo de Van Hiele.
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Los resultados obtenidos en esta investigacion son generalizables pues constituyen
una propuesta metodologica basada en la deteccion de imagenes conceptuales y erro-
res y en la implementacion curricular del modelo de Van Hiele a partir de dichos datos.
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RESUMEN: En este trabajo se presentan los resultados obtenidos al realizar una
prueba inicial a alumnos de nuevo ingreso en la universidad Pablo de Olavide en los di-
ferentes estudios de la Facultad de Ciencias Empresariales. Se comprueba en base a di-
chos resultados, que los alumnos presentan grandes deficiencias de conocimientos en lo
relativo al lenguaje formal y al conocimiento de diferentes simbolos matematicos, con
pocas diferencias entre los distintos tipos de bachilleratos cursados por ellos.
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Abstract: In this paper we show the results that we have obtained after doing an ini-
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University in the different degrees of the Business Faculty. The results show that the stu-
dents have many technical faults o defects related to formal language and math symbols
knowledge.

Keywords: Mathematic language, higher education, statistics tests.

INTRODUCCION

Desde el curso 2003/2004 la Universidad Pablo de Olavide (UPO) ha estado in-
mersa en el proceso de implantacion del Sistema Europeo de Transferencia de Créditos
(ECTS). Asi, durante los cursos académicos 2003/2004, 2004/2005 y 2005/2006 parti-
cipd en las convocatorias autondémicas de la Junta de Andalucia para la elaboracion de
guias docentes de titulaciones andaluzas conforme al sistema ECTS, a través de las dis-
tintas titulaciones ofertadas por esta universidad.

Después de la elaboracion de las guias comunes y como continuacion del proceso de
adaptacion al sistema ECTS, varias titulaciones de la Universidad Pablo de Olavide par-
ticiparon en posteriores convocatorias autondmicas, de incentivos a la implantacion de
experiencias piloto de aplicacion del sistema ECTS.

Actualmente el sistema ECTS se ha implantado ya en los ultimos cursos de las licen-
ciaturas. Este sistema ha supuesto un cambio radical en la ensefianza universitaria. Se
pasa de computar Ginicamente las horas que el alumno dedica a asistir a las clases presen-
ciales de cada asignatura a contabilizar ademas las horas de trabajo que el alumno dedica
al estudio a lo largo del curso. La implicacion del estudiante en el proceso de ensefianza-
aprendizaje se hace absolutamente necesaria, y para conseguirla es fundamental la utili-
zacion de metodologias mas activas en las que el alumno sea el protagonista del proceso
de ensefnanza-aprendizaje, y que el profesor se convierta en creador y dinamizador de en-
tornos de aprendizaje que estimulen a los alumnos. Asimismo el sistema de evaluacion
debe ser acorde a estas nuevas metodologias.

El desarrollo de estas experiencias piloto ha llevado a la Universidad a poder adap-
tarse desde el curso 2009/2010 a los nuevos titulos de grado dentro del Espacio Europeo
de Educacion Superior. Por ello, desde entonces se habla y evaltia en competencias. Los
resultados de este proceso en las asignaturas de matematicas impartidas por los autores
de este trabajo (traducidos en porcentajes de alumnos aprobados sobre matriculados) han
sido muy buenos aunque no siempre el camino ha sido facil ya que el profesorado ha te-
nido que formarse los nuevos conceptos y métodos de la Educacion Superior en el Marco
Europeo. Para ello, la universidad a través de la Unidad de Formacion oferta al profeso-
rado, desde hace varios afios, distintos cursos para el aprovechamiento y mejora de las
capacidades del personal facilitando con estos cursos el soporte imprescindible para el
disefio e implantacion de estrategias que aprovechen los recursos y capacidades distinti-
vas de la institucion y la hagan despuntar en un entorno marcado por el constante cambio
tecnologico y la integracion en el Espacio Europeo de Educacion Superior.

El objetivo de este proceso de formacion e innovacion para desarrollar un nuevo mo-
delo docente integrado en el Marco Europeo ha sido siempre que profesores y estudian-
tes constituyan un equipo con el fin de llegar a una buena transmision de conocimientos,
adquisicion de competencias y el éxito de la formacion. En ciertas asignaturas del ambito
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tecnologico como son las matematicas, que es la asignatura que nos ocupa en este tra-
bajo, el objetivo esta siendo muy dificil de alcanzar (cuando no imposible) dada la escasa
formacion con la que los alumnos llegan a la universidad.

En este trabajo se presentan y analizan los resultados obtenidos al realizar una prueba
inicial a alumnos de nuevo ingreso en la universidad de los estudios de Administracion y
Direccion de Empresas. Como se vera en el apartado cuatro los alumnos presentan gran-
des deficiencias de conocimientos en lo relativo al lenguaje formal y al conocimiento de
diferentes simbolos matematicos.

Actualmente se estdn cambiando o ya se han cambiado todos los estudios universi-
tarios con el paso de las licenciaturas y diplomaturas a estudios de grados, y ademas,
simultaneamente se han o estdn cambiando los curriculos del Bachillerato. En un mo-
mento ideal para que tales cambios se hagan, de alguna manera, enlazados y no total-
mente desconectados los dos mundos, por una parte el de la Ensefianza Secundaria y
del Bachillerato y por otra parte el Universitario. Sin embargo, la realidad es que por un
lado, los cambios que se han hecho en Bachillerato no han tenido en cuenta cuéles seran
los futuros programas de las asignaturas que esos alumnos cursaran en la Universidad
y por otro, los cambios que se estan haciendo en los planes de estudios de la Universi-
dad se realizan desde la perspectiva de lo que el mercado laboral va a exigirles a los fu-
turos graduados y no desde la perspectiva de los conocimientos que tienen los alumnos
cuando llegan a la Universidad.

SITUACION Y PROBLEMATICA DE LOS ALUMNOS

El paso de los estudios de secundaria y bachillerato a los universitarios implica mu-
chos cambios a los que el alumno se debe enfrentar y para los que debe adquirir nuevas
estrategias de aprendizaje. Podriamos decir que uno de los cambios mas importantes en
los que se ven inmersos los alumnos se refiere a la forma de organizar su proceso de es-
tudio, el alumno se convierte en el responsable de ese proceso de formacion y debe tra-
bajar de forma autonoma.

En este trabajo nos centraremos en las dificultades especificas del estudio de las ma-
tematicas. En el caso de secundaria y bachillerato el profesor controla de manera ex-
haustiva el proceso de aprendizaje del alumno indicandoles en cada momento los pasos a
seguir. Sin embargo en la universidad, aunque en un principio el profesor guia al alumno
en su proceso de aprendizaje es ahora el alumno el que tiene que aprender a desarrollar
una serie de competencias por si mismo y pasa a ser el principal protagonista, sino el
unico, protagonista del proceso de ensefanza-aprendizaje.

Por un lado tendrd que adquirir las competencias propias de la titulacion que se
desarrollan en la asignatura, por otro aquellas competencias del médulo que se desa-
rrollan en la asignatura y finalmente las particulares de la asignatura, entre esas compe-
tencias, nos gustaria destacar las competencias digitales. Tales competencias incluyen
utilizar las tecnologias de la informaciéon y la comunicacion extrayendo su maximo
rendimiento a partir de la comprension de la naturaleza y modo de operar de los siste-
mas tecnologicos, y del efecto que esos cambios tienen en el mundo personal y socio-
laboral. Asimismo supone manejar estrategias para identificar y resolver los problemas
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habituales de software y hardware que vayan surgiendo. Igualmente permite aprove-
char la informacioén que proporcionan y analizarla de forma critica mediante el tra-
bajo personal autonomo y el trabajo colaborativo (Tenorio, Paralera y Martin, 2011).
El tratamiento de la informacién y la competencia digital implican ser una persona au-
tonoma, eficaz, responsable, critica y reflexiva al seleccionar, tratar y utilizar la in-
formacion y sus fuentes, asi como las distintas herramientas tecnologicas; también
implican tener una actitud critica y reflexiva en la valoracién de la informacion dispo-
nible, contrastandola cuando es necesario, y por supuesto, respetar las normas de con-
ducta acordadas socialmente para regular el uso de la informacion y sus fuentes en los
distintos soportes.

Centrandonos en nuestra asignatura, a los alumnos cuando llegan a la universidad se
les da una “responsabilidad matematica” mucho mayor, deben realizar actividades que
no estaban acostumbrado a hacer; decidir como organizar su estudio, trabajar diaria-
mente, aprender a trabajar solo y también en equipo con personas desconocidas (en prin-
cipio) para él, saber buscar material, bibliografia y aprovechar los recursos que le ofrece
la universidad y por supuesto, los que le ofrece la red (Internet). En cuanto a la organi-
zacion de las matematicas que ha de estudiar, por ejemplo, se producen cambios como:
dificultades con la notacion (interpretacion del lenguaje matematico), necesidad de inter-
pretacion de resultados una vez aplicadas las técnicas de solucion de problemas, posibi-
lidad de aplicar distintas técnicas a los mismos problemas, planteamientos de problemas
abiertos que necesitan solucion, etc.

La problematica anterior la centraremos en los estudios de la Facultad de Ciencias
Empresariales. Esto no es facil ya que a nuestras aulas acceden alumnos que provienen
en su mayoria de distintas modalidades de bachillerato, difiriendo los programas de las
asignaturas de matematicas en cada uno de ellos. Por ello, los alumnos que acceden a pri-
mer curso de carrera llegan con una formacion matematica muy distinta dependiendo de
la modalidad de bachillerato que hayan cursado.

Ademas, debido al desconocimiento del lenguaje matematico los alumnos se en-
cuentran con una dificultad afiadida para asimilar los contenidos (Pimm, 1990 y Ortega
y Ortega, 2001). Las destrezas adquiridas por ellos con respecto al manejo del lenguaje
matematico estdn a muy bajo nivel lo que acentia atn mas la dificultad de asimilar
nuevos contenidos, unido al bajo interés del alumnado por aprender y superar esta dis-
ciplina. En general, los resultados que los alumnos obtienen reflejan que les resulta di-
ficil superar esta asignatura. Esto puede ser debido a varias razones que exponemos a
continuacion.

Por un lado, los conocimientos previos que se supone que ha de tener el alumnado
0 que se necesitan para cursar matematicas de primer curso de universidad en estas ti-
tulaciones, no se corresponden practicamente con la realidad. Es decir, los alumnos se
encuentran ante una situacion en la que no cuentan con las herramientas y conceptos
basicos que se supone que deben tener asimilados, cuando inician una asignatura de
estas caracteristicas. Ademas, recordemos que en los nuevos bachilleratos han aumen-
tado considerablemente los temas dedicados a Probabilidad y Estadistica, sobre todo en
el de Ciencias Sociales, lo que inevitablemente redunda en un debilitamiento de otros
temas clasicos como Calculo Diferencial e Integral y que son parte de las asignaturas
que cursaran en primero de su titulacién. En temas tan concretos y fundamentales como
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estos, es donde se notard una mayor diferencia de formacion en los alumnos que acceden
a nuestros estudios universitarios, segun procedan del Bachillerato Cientifico-Tecnolo-
gico o del de Ciencias Sociales. En Jiménez y Areizaga (2001) se hacen distintas consi-
deraciones sobre las diferencias en ambos bachilleratos tanto en el campo del Algebra
Lineal como en el Calculo Diferencial e Integral.

Por otro lado, desde hace unos anos en los niveles educativos anteriores a la univer-
sidad se ha abandonado en los libros de texto el uso de un lenguaje formal, es decir, del
lenguaje matematico (con el fin de hacer mas amenos y atrayentes los libros de textos) lo
que hace que alumnos que llegan a la universidad no dominen, ni siquiera de una forma
muy basica, el lenguaje matematico ni el razonamiento logico. Cuando hablamos de len-
guaje matematico nos estamos refiriendo a dos cuestiones distintas pero interrelaciona-
das, por una parte, nos referimos a la simbologia utilizada en matematicas, y por otra nos
referimos a la estructura y presentacion de los contenidos matematicos. Esta se realiza
mediante enunciados como Definicion, Teorema, Proposicion, Lema, Corolario, Demos-
tracion, etc., de manera que cada uno de ellos predice su contenido. Asi, todo enunciado
o afirmacion en matematicas debe ser presentado dentro de uno de estos epigrafes, ayu-
dando asi a una clara organizacion y estructura de los contenidos de la materia; esto no
ocurre en el lenguaje normal, ya que su uso no exige ser tan estructurado (Martin, Para-
lera, Romero, y Segovia, 2007). Al tener alumnos con una gran diversidad en cuanto a
los conocimientos que poseen de la materia, un primer paso para mejorar nuestro pro-
ceso de enseianza-aprendizaje fue identificar los distintos problemas que surgirian a la
hora de afrontar la asignatura.

DIFERENCIAS QUE PRESENTAN LOS ALUMNOS

En vista de la situacion que hemos planteado anteriormente, nos propusimos averi-
guar con qué base y formalismo matematico accedian los alumnos a los primeros cursos
de las titulaciones en nuestra universidad, en las que se imparten asignaturas de mate-
maticas. Para ello, preparamos unas cuestiones que recopilamos en una prueba que rea-
lizaron los alumnos de nuevo ingreso en los primeros dias de clase (Martin ; Melgar;
Paralera, Romero, y Tenorio, 2005). Esta prueba se realizé en distintos grupos de la Li-
cenciatura en Administracion y Direccion de Empresas (ADE) y de la Diplomatura en
Ciencias Empresariales. En ella recogiamos al comienzo, informacion sobre el acceso
del alumno a la universidad, lo que nos permitira mas adelante poder interpretar los re-
sultados en funcién de ello.

Prueba inicial realizada a los alumnos

El contenido de la prueba se puede dividir en dos bloques bien diferenciados, que nos
permitiran hacernos una idea sobre las nociones de los alumnos sobre el lenguaje mate-
matico, y conocimientos basicos.

En el primer bloque se pretende determinar si los alumnos reconocen o estan familia-
rizados con el lenguaje matematico. Se realizan para ello cuatro cuestiones:
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e Interpretacion de doce simbolos matematicos.

e Relacionar los conceptos de definicion, teorema, demostracion, ejemplo, contrae-
jemplo, axioma e hipdtesis, con su descripcion mas adecuada.

e Escribir con lenguaje formal alguna definicion matematica.

e Escribir en lenguaje matematico alguna expresion con lenguaje normal. Ver fi-
gura 1.

En el segundo bloque se realizan cinco cuestiones sencillas sobre calculo algebraico,
representacion de funciones, calculo diferencial e integral. En concreto, se pide:

* Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

e Representaciones de funciones lineales y cuadraticas.

* Simplificacién de expresiones con radicales sencillos.

e Calculo de derivadas de primer orden de polinomios.

e Calculo de primitivas de funciones polindmicas. Ver figura 2.

Una vez recopilada toda la informacidn, describiremos mediante los resultados las di-
ficultades que presentan los alumnos en distintos aspectos de la asignatura debido tanto
a la falta de base matematica como a las carencias en el lenguaje matematico con la que
acceden los alumnos a la universidad. Con respecto a la falta de base matematica podria-
mos decir, que es falta de conceptos que no han sido explicados con anterioridad, otros
que si se han explicado pero que nunca se han asimilado, de memorizacion de ciertas for-
mulas, teoremas o procedimientos matematicos, de agilidad de calculo mental y de ma-
nejo de expresiones matematicas o de habitos a enfrentarse a ciertas dificultades en la
resolucion de problemas.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Una vez realizada la prueba de conocimientos se gestion6 la informacion que se ob-
tuvo de ella. Con el programa SPSS se llevd a cabo una exhaustiva depuracion de los
datos y se realiz6 el estudio estadistico pertinente. Con todo esto lo que pretendemos es
acercarnos a las necesidades de los alumnos y ver cuales son las principales dificultades
a las que se enfrentan. En concreto, este estudio se realiza para la asignatura de matema-
ticas de primer curso de la Facultad de Ciencias Empresariales. El andlisis se llevara a
cabo desde dos perspectivas diferentes, lenguaje y calculo matematico.

La prueba de conocimiento la realizaron 207 alumnos todos ellos cursaban las ma-
tematicas del primer curso de la Facultad de Ciencias Empresariales. La procedencia de
dichos alumnos es diversa. Algunos de ellos han accedido a la Universidad por medio de
los ciclos formativos y muchos otros por medio del bachillerato, ya sea el bachillerato
tecnologico, el de la salud o el de las ciencias sociales.
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~

PRUEBADENIVEL DE MATEMEMATICAS 2008/2009

L ﬁh‘ TITULACION: PRt ACCESO UNIVERSIDAD: ...
1. Indigue significado de los siguientes simholos makematicos silos conoce.

E E] 7
= = [rd
# £ %
< II b

2. Relacione los siguienies conceptos conla descripeion mis adecuada.

Defimicidn Emmeiado de una verdad que se pusde demostrar.
Teorema Suposicicn de algo posible o imposible para sacar de ello
una comsecusmcia,

Demostracyin Pmmeiado que expone con claridad las caracteristicas de
una coa.

Ejempb Principio findonental e indemostrable sobre el que se
CONSTUYE UM teovia.

Comtrasjampl Fale para eomprobar o ilustrar in enneiado.

Axioma Fale para demostrary que 1w enmeiado propues wo es
clerto

Hipdtesis Prusha de algp parfiends de verdades umiversales y
evidentes

3. Traduzea la siguiente expresion matemditica, si no la conoce puede indicar
unicamenie el significado de los simholos utilizados.

wer0 38(E)>00 x-x |<é = |[fln-flx )<

4. Traduzca del lenguaje normal al lenguaje makemitico.

Dado un nitmero real existe su mitad.

Figura 1. Cuestiones del bloque sobre lenguaje matematico
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5. Factorice el siguienie polinomio:
X4ex=Tx-x-6=

6. Represenie graficamente y = x —2x-3 Represente graficamenie p = 3x-3

o o

T. Resuelva el siguienie sisiema de ecuaciones Fx -:_25“ - 51

8. Simplifique: 2.,/16 +12.2 - 4/15 -8=

9, Calcule la primera derivada de f{x)=x"+3e¢".

-

Figura 2. Cuestiones del bloque sobre Calculo Algebraico, Diferencial e Integral

44 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 37-49, ISSN: 2340-714X



La importancia del libro de texto para fundamentar las bases del conocimiento matemdtico ...
M. Manuela Segovia G., Ana M. Martin C. y Concepcion Paralera M.

En primer lugar realizamos un estudio de forma global sin segmentar la muestra
segun la procedencia de los alumnos. De esta forma, la nota media de ellos en lenguaje
matematico es 1,08 con una desviacion tipica de 0,46, en el calculo matematico es de
1,48 con una desviacion de 1,19. Ambas variables toman valores que van de 0 a 5, por
tanto, podemos observar que en general el nivel del alumnado en estos conceptos es muy
bajo. Lo mismo observamos si tenemos en cuenta la nota global, calculada como la suma
de las calificaciones obtenidas en el lenguaje y el calculo matematico. Para esta varia-
ble, la media obtenida es 2,56 con una desviacion tipica de 1,38. Los valores minimos y
maximos encontrados son 0,33 y 8,38, respectivamente.

En segundo lugar, nos vamos a centrar en los alumnos segun el tipo de estudio que
ha cursado para acceder a la Universidad. Queremos estudiar de forma empirica si exis-
ten diferencias en los conocimientos matematicos de los alumnos segun la procedencia
de ellos. Para ello, en el Grafico 1 mostramos a los alumnos encuestados segun el los es-
tudios cursados. Podemos observar que la mayoria de los estudiantes proceden del ba-
chillerato de las ciencias sociales, seguido del tecnoldgico, los ciclos y por ultimo el
bachillerato de ciencias de la salud.

Porcentaje

Bachiller Ciclos Bachiller Ciencias Bachiller Ciencias
Tecnoldgico Sociales de la Salud

Tipo de Acceso

Grifico 1. Porcentajes de alumnos encuestados segin su procedencia.
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A continuacion, en la Tabla 1 se muestra una descriptiva de la variable Nota global de
la prueba distinguiendo por el tipo de acceso.

Nota global (0-10)

Tipo de Acceso Media + Desviacion Tipica

(Rango)
2,91+1,73
(0,39-8,38)
2,75+1,55
(0,62-5,46)
2,65+1,18
(0,48-5,30)

1,67+ 1,07
(0,33-4,05)

Bachillerato tecnologico

Bachillerato Ciencias de la Salud

Bachillerato Ciencias Sociales

Ciclos

Tabla 1.Descriptiva de la nota global de la prueba.

En la Tabla 2 hacemos lo mismo, pero para las variables: Lenguaje y Calculo. Ob-
servando ambas tablas podemos ver que las notas mas altas las obtenemos para el bachi-
llerato tecnoldgico, seguido del de ciencias de la salud, ciencias sociales, y por ultimo,
los ciclos.

Tipo de Acceso Lenguaje (0-5) Calculo (0-5)
Media + Desviacion Tipica Media + Desviacion Tipica
(Rango) (Rango)
Bachillerato Tecnolégico 1,24+0,64 1,67 £1,28
(0,39-3,38) (0-5)
Bachillerato Ciencias de 1,16 £ 0,70 1,59 +£1,18
la Salud (0,62-3,46) (0-3)
Bachillerato Ciencias 1,08 £0,31 1,56+ 1,13
Sociales (0,42-2,38) (0-4)
Ciclos 0,86 + 0,37 0,81 + 1,04
(0-1,71) (0-3)

Tabla 2. Descriptiva de las variables lenguaje y calculo segin procedencia.

Una vez que hemos realizado un estudio descriptivo de las variables segtn el tipo de
acceso nos disponemos a realizar un estudio inferencial. De esta manera podremos ase-
gurarnos de si existen diferencias estadisticamente significativas o no. Para poder realizar
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estas comparaciones se llevo a cabo la prueba no paramétrica de Kruskal-Wallis, ya que
la correspondiente prueba paramétrica, el test ANOVA, no fue posible realizarla debido a
que no se daban las hipotesis que requiere dicho prueba. Para corroborar si se daban o no
las hipdtesis de aplicacion se llevo a cabo el test de Shapiro-Wilk, para comprobar la nor-
malidad, y el test de Levene, para comprobar la homocedasticidad. En el caso de existir
diferencias significativas en el test de Kruskal-Wallis se realizo el test de Dunn para ver
entre qué bachilleratos existian realmente. Todo lo hicimos al 95% de confianza.

Las variables estudiadas fueron las notas en el lenguaje matematico, en el calculo y
de forma global. En la Tabla 3 presentamos de forma resumida los resultados obtenidos
de los diversos test que hicimos.

. . Shapiro- Kruskal- Diferencias
Variables Tipo de Acceso Wilk Levene Wallis (p-valor)
Bachill’er.ato 0,001 %+
Tecnolégico -
. Bachillerato Heiclos uchnolégico
Lengua'je: CC Salud 0,001** 0.002%* 0.011%* (0,004%%)
’ ? ST )
matematico Bachillerato 0.03* Hcmlos( 0 L(l)%cg:a; )Soclalcs
CC Sociales ’ ’
Ciclos 0,968
Bachillerato s
Tecnologico 0,001 Mcack8<0 gj‘e;n:légico
Bachillerato 0.014% (<> )
Calculo CC Salud ? 0,723 0,012* uciclos( 0 }(1)33:;: )sociales
Bachillerato 0.0005%* o !:L
CC Sociales ’ ciclos Ciencias de la Salud
0,029%%*
Ciclos 0,0005%%* ( )
Bachillerato -
Tecnologico 0,001 eiclos< uTe;n):légico
Bachillerato 0371 (3’001 )
Nota global | CC Salud ’ 0,142 0,002% Mcmos( 0 L(;%e]ni.: )smm
Bachillerato " >
CC S()Ciales 0’027 “'ciclos< “'Ciencias de la Salud
0,021*
Ciclos 0,017* ( )

* Diferencias significativas al 95% de confianza

** Diferencias significativas al 99% de confianza

Tabla 3. Comparacion de las notas seguin el tipo de acceso.

En cuanto a la variable nota en el lenguaje, podemos observar que existen diferen-
cias significativas (p-valor es 0,011). Las diferencias las encontramos entre los alumnos
procedentes de los ciclos y los procedentes del bachillerato tecnoldgico y de ciencias so-
ciales (p-valor 0,004, p-valor 0,003, respectivamente), siendo las notas mas bajas en los
ciclos.
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En cuanto a la variable nota en el calculo matematico, existen diferencias significati-
vas (p-valor es igual a 0,012). Las diferencias se encuentran entre los ciclos y los alum-
nos del bachillerato tecnolédgico, el de ciencias sociales y el de la salud (p-valor 0,004,
p-valor 0,002, p-valor 0,029, respectivamente).

Podemos observar que los alumnos que tienen mas deficiencias en los conocimien-
tos matematicos son los que proceden de los ciclos y los que mejor los que proceden del
bachillerato tecnolégico.

Si consideramos la nota global, encontramos diferencias significativas entre todas
las formas de accesos (Kruskal-Wallis, p-valor 0,002). Haciendo el test de Dunn obser-
vamos que existen diferencias significativas entre los ciclos y los distintos bachilleratos
(tecnolodgico, p-valor 0,001; ciencias sociales, p-valor 0,001; ciencias de la salud, p-va-
lor 0,021).

CONCLUSIONES

Como hemos reflejado anteriormente, los alumnos acceden a los primeros cursos de
la Universidad con graves deficiencias, y en concreto en nuestra asignatura ademas con
serias dificultades en el conocimiento del lenguaje matematico.

Pensamos que las posibles acciones que se deberian llevar a cabo para subsanar di-
chas dificultades son las siguientes:

* El aprendizaje del lenguaje matematico deberia comenzar en la Educacion Secun-
daria Obligatoria y de esta forma cuando el alumno llegue al Bachillerato, el uso
de tal lenguaje tendria que ser habitual en sus clases. Como consecuencia de este
pronto aprendizaje el alumno descubrira las ventajas de utilizar un lenguaje pre-
ciso y claro.

e En el primer curso de la universidad los conocimientos del lenguaje matematico
deberian ampliarse. Por ello, el estudio del lenguaje matematico se ha incluido en
un curso virtual denominado “Fundamentos Basicos de Matematicas”, que se im-
parte en nuestra universidad desde el curso 2006-2007, donde los contenidos que
se desarrollan y trabajan no son mas que un exhaustivo recordatorio de aquellos
conocimientos ya estudiados y que son necesarios para superar el paso del bachi-
llerato a la universidad.

* Consideramos util la existencia de manuales de la asignatura que sirvan de puente
entre los textos que se emplean en bachillerato y los utilizados en la universidad.
En estos manuales se deberia intentar combinar algunas notaciones intuitivas con
aquellas mas rigurosas y formales.

Por dificil que resulte, debemos hacer entender a nuestros alumnos que la tinica forma
correcta de comunicacion en Matematicas es el lenguaje matematico. Utilizarlo es nece-
sario para “saber lo que se dice” y “decir lo que se sabe”. Los alumnos deben “aprender
matematicas”, es decir, deben desarrollar ciertas habilidades que le permitan organi-
zar y plantear estrategias para resolver problemas y manejar los contenidos de distintas

48 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 37-49, ISSN: 2340-714X



La importancia del libro de texto para fundamentar las bases del conocimiento matemdtico ...
M. Manuela Segovia G., Ana M. Martin C. y Concepcion Paralera M.

formas. Es decir, deberian poder resolver problemas, generalizar y modelizar diferentes
situaciones, hacer estimaciones y previsiones, etc.

Por otra parte, nosotros deberiamos procurar que los alumnos utilicen los conoci-
mientos adquiridos para que a partir de ciertas situaciones puedan comparar los resultas
y la forma de resolverlas para evolucionar hacia los procedimientos propios de las mate-
maticas. Ademas se deberia intentar que los alumnos encuentren significado y aplicacion
a los conocimientos matematicos adquiridos.

Por altimo planteamos algunas preguntas: ;como se podria homogeneizar los cono-
cimientos de los alumnos que proceden de diferentes bachilleratos y ciclos?, ;es nece-
sario introducir cursos cero de matematicas en las universidades para que los alumnos
lleguen al nivel requerido?
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didactica basada en la contextualizacion de los
contenidos matematicos en la ESO
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Natalia Gonzalez-Fernandez

Resumen: La actitud del alumnado hacia las matemdticas empeora progresivamente a
medida que el salto entre la realidad cotidiana y la realidad escolar del mismo se acen-
tia. Con el fin de acercar la materia al estudiante surge nuestra experiencia, en la que
diseriamos y aplicamos una actividad didactica innovadora basada en la contextuali-
zacion de los contenidos matematicos, y evaluamos el impacto de la misma. Para ello,
hemos planteado una situacion de asuncion de roles por parte de los estudiantes en la
que las matemdticas se convierten en la herramienta fundamental para alcanzar sus
objetivos.

Palabras clave: Matemdticas, ESO, propuesta diddctica.

Design, implementation and evaluation of an
educational proposal based on the contextualization
of the mathematical content in ESO

Abstract: The attitude of students towards mathematics becomes progressively worse
as the gap between everyday reality and the academic reality is accentuated. In order to
close the subject to the student arises out our experience, in which we design and apply
an innovative teaching activity based on the contextualization of mathematical content,
and evaluate the impact of it. For this, we propose a role-taking situation by the students
in which mathematics becomes the main tool to achieve their goal.

Keywords: Mathematics, ESO, didactic proposition.
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INTRODUCCION

La asignatura de Matemadticas tradicionalmente ha sido una materia poco popular
entre el alumnado de Secundaria. Sin embargo, el rechazo hacia dicha materia se ha in-
crementado en los Gltimos afios, tal y como destaca Martinez Rueda (2009, p. 1) al se-
fialar que el niimero de estudiantes que eligen matematicas como primera opcion en
selectividad se ha reducido en un 60%; hecho que choca frontalmente con la creciente
demanda cientifico-tecnologica de la sociedad del siglo XXI.

La profunda reflexion sobre la situaciéon descrita nos lleva a plantear dos cuestiones
inevitables: ;por qué aumenta el rechazo por las matematicas? y ;quiénes somos los res-
ponsables de dicho rechazo?

Resulta evidente que los estudiantes tienen una actitud negativa hacia las matemati-
cas porque la perciben como un conocimiento abstracto, complejo y aislado, que carece
de aplicabilidad real. Creemos que las principales causas de esta vision degradada son
tanto la descontextualizacion de los contenidos y las actividades, como la excesiva re-
petitividad y monotonia de estas ultimas, tal y como defiende Rodriguez (2010, p. 115).
Por lo tanto, desde nuestro punto de vista, el docente tiene una especial responsabilidad
en esta situacion de devaluacion de la materia matematica.

Una contextualizacion adecuada de los contenidos trabajados en el aula, acercando o
vinculando dichos contenidos a la realidad ayuda a eliminar el rechazo hacia las mate-
maticas, tal como afirma Ruiz Socarras (2008, p. 4). En primer término, Silva (2009, p.
12) destaca que la ensefanza contextualizada supone un aspecto motivador, despertando
el interés del alumno por el contenido de estudio. Otras lineas investigadoras, Trejo y
Camarena (2011, p. 10) afiaden que la contextualizacion como vehiculo interdisciplinar
resulta indispensable para que se produzca una construccion del conocimiento de forma
duradera y significativa, interconectando y relacionando los conocimientos matematicos
con otras ciencias y ambitos del saber.

Por ultimo, cabe destacar la inequivoca relacion existente entre la contextualizacion
de los contenidos matematicos y el curriculum y los objetivos que en €l se pretenden.
En este sentido, De Lange (1996, citado por Ramos y Font, 2006, p. 3) defiende que
la contextualizacion de los contenidos matematicos no solo facilita el aprendizaje y la
comprension de la materia, sino que permite ver a los estudiantes la utilidad de las ma-
tematicas para resolver situaciones de la vida cotidiana favoreciendo su desarrollo indi-
vidual y social.

Otro de los aspectos previamente sefialados como agudizante de la actitud negativa
hacia las matematicas por parte del alumnado es la excesiva repetitividad de las activida-
des que se desarrollan en el aula. En este aspecto, las herramientas informaticas permiten
flexibilizar y reducir la monotonia de las actividades didacticas, otorgando al alumno un
papel activo dentro de la dindmica del aula y dentro de su propio aprendizaje. Asi, Mar-
ques (2003) destaca la potencialidad de las nuevas tecnologias como medio reductor de
tareas meramente procedimentales y mecanicas, permitiendo al estudiante aplicar mas
eficientemente sus esfuerzos en actividades que impliquen una reflexion analitica, crea-
tiva y critica, mas acorde con las exigencias sociales y profesionales actuales, como la
toma de decisiones o el andlisis critico.
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Ademas, la inclusion de las nuevas tecnologias en la dinamica del aula, tal y como
afirman Sigalés, Momino y Meneses (2009), supone en si mismo un elemento motiva-
dor del aprendizaje dada la positiva percepcion que de las mismas tienen los estudian-
tes, convirtiéndose en un vinculo indispensable entre las matematicas y la realidad del
alumnado actual.

A partir de este planteamiento, hemos llevado a cabo una experiencia educativa fun-
damentada en las siguientes hipdtesis:

* La contextualizacion de los contenidos matematicos mejora la actitud de los estu-
diantes hacia las matematicas.

e Lareduccion de la rutina y la monotonia de las actividades de ensefianza-apren-
dizaje mediante la integracion de las herramientas informaticas en el aula, mejora
la actitud de los estudiantes hacia las matematicas.

De la reflexion sobre lo hasta aqui expuesto, junto a nuestra inquietud profesional
ante la responsabilidad de educar a los jovenes del mafiana nos han conducido a inda-
gar sobre la forma de mostrar unas matematicas atractivas y dinamicas, que promuevan
la reflexion sobre la vida real y se centren en el planteamiento del problema cotidiano en
clave matematica.

MATERIALES Y METODOS

El presente trabajo describe y expone los resultados de la experiencia que hemos lle-
vado a cabo en un IES de Cantabria con alumnos de 1° de ESO en un intento de aunar en
una propuesta educativa los axiomas previamente defendidos, es decir, la contextualiza-
cion de los contenidos matematicos y la integracion de las herramientas informaticas en
el aula como antidoto contra el rechazo a las Matematicas.

El estudio de la situacion planteada se ha realizado mediante la experimentacion edu-
cativa, en la que se ha aplicado una propuesta didactica innovadora con el objeto de in-
fluir en unas variables independientes concretas y observar cual es su efecto sobre la
variable dependiente, tal y como sefiala Bisquerra (2004, p. 117).

Asi, se ha disenado la propuesta didactica dirigida a potenciar los aspectos que influ-
yen de una manera determinante en el interés de los estudiantes por las matematicas. En
la elaboracion se ha contado con la colaboracion directa de las profesoras Diia. Asuncion
Lazaro y Diia. Aury Encinas del Departamento de Matematicas del IES Fuente Fresnedo
de Laredo (Cantabria).

La obtencion y el analisis de los resultados se han llevado a cabo bajo un enfoque
cuantitativo, aplicando un cuestionario para la recogida de informacion y su posterior
tratamiento estadistico. La muestra de estudio han sido 36 estudiantes pertenecientes a
dos grupos de 1° de ESO.
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Elaboracion del instrumento de recogida de informacion

El cuestionario ha sido disefiado para aplicarse en distintos momentos temporales:
previa aplicacion de la propuesta didactica y posteriormente a la misma, por tanto se uti-
liza un disefio evolutivo trasversal. Este protocolo de aplicacion se establecié con el fin
de poder constatar el cambio producido en la actitud hacia las matematicas de los estu-
diantes implicados en el estudio. Para el proceso de construccion del cuestionario se de-
cidi6 seguir una adaptacion de la secuencia de Alemany y Lara (2010, p. 56). Una vez
obtenido el “cuestionario-borrador”, este se validé mediante la técnica Delphi por un
grupo de expertos de la Universidad de Cantabria.

Para el estudio de la actitud hacia las matematicas se tuvo en cuenta su caracter mul-
tidimensional, tal y como apuntan Alemany y Lara (2010, p. 57), resultando asi tres di-
mensiones o niveles: el afectivo, el cognitivo y el comportamental:

* Nivel afectivo: se analizan reacciones emocionales hacia el aprendizaje de las
matematicas.

* Nivel cognitivo: se determina el valor que los estudiantes atribuyen al aprendi-
zaje de las matematicas.

* Nivel comportamental: se indagan comportamientos de los estudiantes ante las
matematicas, valorando variables como el nivel de ansiedad o la frustracion.

Posteriormente, se realizo un proceso de seleccion de las variables objeto de estudio,
seleccionando las siguientes:

Dimensiones Variables Independientes Variable Dependiente

Afectiva Agrado/desagrado por las matematicas

Nivel de confianza ante actividades matematicas

Cognitiva Vision de utilidad de las matematicas Actitud hacia las
matematicas

Percepcion del aprendizaje de la materia

Frustracion/bloqueo/abandono ante actividades

Comportamental .
matematicas

Tabla 1. Variables de estudio. Fuente: Autoria propia

Elaboracién de la propuesta didactica

Esta propuesta didactica se define en un modelo de ensefianza activa y colabora-
tiva, donde el estudiante interacciona con los contenidos y los individuos, adquiriendo
un papel activo; y el docente asume un rol de proveedor, guia y mediador. Este plantea-
miento responde a la concepcion constructiva del aprendizaje, tal y como indican auto-
res como Marqués (2003).
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El proceso de elaboracion constd fundamentalmente de dos fases: una detallada fase
de planificacion de la actividad, en la que se han definido los objetivos, contenidos y pro-
cedimientos, tanto del docente como de los estudiantes y, una fase de disefio de materiales.

Concretamente el material disefiado y elaborado en la propuesta es el siguiente:

1) Tarjeta grupal en la que se presenta la actividad (siete diferentes).
2) Guiay plantilla para la encuesta.

3) Guia para la representacion grafica en Excel.

4) Ejemplo de articulo publicado.

En cuanto a la contextualizacion de la actividad, se planted la asuncion de roles por
parte de los estudiantes, convirtiéndolos en un grupo de periodistas que se encuentran
ante una noticia sin confirmar, especificada en cada Tarjeta Grupal. Se plantearon dife-
rentes tematicas a elegir por el alumnado con un componente motivador comun, implicar
a los profesores del centro como objetos de estudio. Como todo buen reportero, previa a
la publicacion, precisa realizar una investigacion para comprobar la veracidad de la in-
formacion. Por ello, a cada grupo de estudiantes se le plantea realizar una recogida de
informacion a través de encuestas disefiadas por ellos mismos, y posteriormente un estu-
dio estadistico de los datos recogidos, a partir del cual extraer las conclusiones necesa-
rias para la elaboracion de un articulo periodistico.

Figura 2. Tarjetas grupales
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Integrar las herramientas informaticas en el aula supuso otro factor determinante en
el disefio de la actividad. ;Como se ha llevado a cabo? Centrandonos en la utilidad de la
herramienta Excel para agilizar procesos matematicos repetitivos, mondtonos y mecani-
cos. En concreto se pretende que los estudiantes representen graficamente la informacion
obtenida previamente en las encuestas. Permitiendo centrar sus esfuerzos en comprender
como hay que organizar la informacidn para su representacion y decidir qué tipo de gra-
fico es mas adecuado para cada tipo de dato.

En resumen, se ha pretendido dar un sentido realista, cercano y util al aprendizaje de
las matematicas planteando tematicas cercanas y atractivas para los estudiantes, traba-
jandolas y presentandolas mediante herramientas informaticas para facilitar su analisis
y presentacion.

ANALISIS Y RESULTADOS

Con los resultados obtenidos en los cuestionarios se ha llevado a cabo un analisis des-
criptivo de frecuencias. Cada uno de los items del cuestionario se ha valorado a través
de una escala Likert comprendida entre 1 (Totalmente en desacuerdo) y 5 (Totalmente
de acuerdo).

A partir de este analisis cuantitativo se obtuvo una puntuacion de cada variable inde-
pendiente en dos momentos temporales diferentes, antes de aplicar la propuesta didac-
tica y, después de realizar la misma. Asi, se pretende reflejar la influencia de la actividad
didéctica sobre las variables de estudio.

Los resultados obtenidos de cada variable independiente de estudio reflejan una va-
riacion positiva significativa de la actitud de los estudiantes implicados en la actividad
hacia las matematicas, tras la aplicacion de la propuesta didactica, tal y como se refleja
en la siguiente tabla:

Puntuacion de las variables independientes de estudio

Previa ala Posterior a la
Variables aplicacion de la aplicacion de la
propuesta didactica | propuesta didactica

Agrado/desagrado por las matematicas 2,6 4,1
Nivel de confianza ante actividades

o 2,6 3.9
matematicas
Vision de utilidad de las matematicas 3,7 3,7
Percepcion del aprendizaje de la materia 2,5 4,2
Frustracion/bloqueo/abandono ante 45 2.7

actividades matematicas

Tabla 2. Variacion de la puntuacion de las variables independientes de estudio.
Fuente: autoria propia.
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Finalmente, se ha llevado a cabo la determinacion del valor de la variable depen-
diente de estudio, “Actitud hacia las matematicas”, tanto antes de la aplicacion de la
propuesta didactica, como después. Su valor se ha obtenido a partir de los valores de
las cinco variables independientes, considerando que cada variable contribuye de forma
proporcional, es decir, el peso de cada una es una quinta parte.

Los resultados muestran una evolucion positiva de la actitud hacia las matematicas,
pasando de un valor inicial inferior a la media, a una puntuacién por encima de la misma,
tal y como se observa en la siguiente figura:

50

" Ed

40 1

P it previa a by ap
diddctica

B Puntuacion posterior a la aplieacidn de Ia propuesta
didictica

it de 1a propussts

Escala Likert

Actid hacia las matemdticas

Figura 2. Variacion de la puntuacion de la variable dependiente. Fuente: autoria
propia.

CONCLUSIONES

En un primer analisis de los resultados, se puede confirmar que antes de realizar la ac-
tividad didactica, la actitud de los estudiantes hacia las matematicas no era positiva, tal y
como se habia planteado al comienzo de la investigacion.

De los resultados obtenidos conjuntamente con la teoria consultada, deducimos que los
motivos causantes de la actitud negativa hacia las matematicas son principalmente tres:

* La inseguridad que sienten los estudiantes ante las matematicas influye de ma-
nera significativa sobre la actitud hacia la materia. La elevada carga abstracta de
los contenidos matematicos y el tratamiento descontextualizado de los mismos, se
perfilan como los principales causantes de la falta de confianza, tal y como afirma
Rodriguez (2010: 115).
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* El salto tecnoldgico entre la realidad cotidiana del alumnado y la realidad escolar
es otro factor agudizante de la actitud negativa hacia las matematicas. Tal y como
sefialan Sigalés, Momin6 y Meneses (2009), las nuevas tecnologias son una he-
rramienta que muestran unas matematicas mas atractivas y cercanas al estudiante.

e Laexcesiva monotonia y repetitividad de las actividades que se realizan en el aula
influyen negativamente en la actitud hacia las matematicas. El papel pasivo del
alumnado en su propio aprendizaje, centrando sus esfuerzos principalmente en la-
bores mecanicas, impide que realice tareas supongan un estimulo mas creativo,
critico y analitico, tal y como afirma Marques (2003).

En referencia a la primera hipotesis que hemos planteado, podemos confirmar que,
efectivamente, la contextualizacion de los contenidos matematicos mejora la actitud de
los estudiantes hacia las matematicas. Los resultados han sido notables. Las variables
agrado por las matematicas, la percepcion del aprendizaje de la materia y la confianza de
los estudiantes han experimentado mejoras significativas de su valoracion por parte del
alumnado. En consecuencia, la actitud de los estudiantes hacia las matematicas ha expe-
rimentado una mejora significativa.

En lo que a la segunda de nuestras hip6tesis respecta, estamos en disposicion de con-
firmar que la reduccion de la rutina y la monotonia de las actividades de ensefianza-
aprendizaje mediante la integracion de herramientas informaticas en el aula, mejora la
actitud de los estudiantes hacia las matematicas. Los recursos informaticos tienen un evi-
dente efecto motivador sobre el alumnado, causado tanto por la reduccion del salto entre
su realidad diaria y su realidad escolar, como por la reduccion de la monotonia y la libe-
racion de tareas de cardcter mecéanico y repetitivo.

Los positivos resultados obtenidos en la experiencia, sefialan el camino de futuras in-
vestigaciones con el objetivo de afianzar las conclusiones obtenidas. Asi, la extension
del diseno de actividades, basadas en las mismas premisas, a la totalidad del curso aca-
démico y a todos o varios niveles de la Secundaria Obligatoria y el Bachillerato, permi-
tirian obtener conclusiones definitivas.

En base a los resultados obtenidos y a la experiencia que hemos vivido en el pro-
ceso, nos gustaria defender con total conviccion la contextualizacion de los contenidos
matematicos y la integracion de las herramientas informaticas en el proceso de ense-
flanza-aprendizaje, como los factores indispensables para la reduccion del rechazo a las
matematicas. En consecuencia, creemos que en la docencia de las matematicas ya no po-
demos considerar estos dos factores como una opcion, sino como una obligacion, en la
bisqueda de una mejora de la educacion matematica.

REFERENCIAS

Marques, P. (2003). La enseiianza. Buenas practicas. La motivacion. Universidad Autdnoma
de Barcelona, Espafia. Recuperado el 20 de febrero de 2012, de: http://peremarques.pan-
gea.org/actodid.htm

Marques, P. (2003). La metodologia MIE-CAIT. Universidad Auténoma de Barcelona, Es-
pafia. Recuperado el 20 de febrero de 2012, de: http://peremarques.net/miecait.htm

58 Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 51-60, ISSN: 2340-714X



Diserio, aplicacion y evaluacion de una propuesta didactica basada en la contextualizacion...
Alvar Montero-C. y Natalia Gonzalez-F.

Martinez Rueda, A. J. (2009). El miedo a las matematicas. Innovacion y Experiencias Edu-
cativas, 24(43), 1-3.

Rodriguez, M. E. (2010). El papel de la escuela y el docente en el contexto de los cambios
devenidos de la praxis del binomio matematica-cotidianidad. Union Revista Iberoameri-
cana de Educacion Matemadtica, 21, 113-125.

Ruiz Socarras, J. M. (2008). Problemas actuales de la ensefianza aprendizaje de la matema-
tica. Revista Iberoamericana de Educacion, 47(3), 4.

Sigalés, C., Momind, J. M. y Meneses, J. (2009). TIC e innovacioén en la educacion escolar
espafiola. Estado y perspectivas. Revista TELOS, 78.

Silva C. M. (2009). Matemdtica, contextualizacion de sus contenidos. Tesina. Instituto Supe-
rior Fundacion Suzuki, Buenos Aires.

Trejo, E. y Camarena, P. (2011). Vinculacién: matematicas, ciencias y aprendizaje. En: Co-
municaciones de la Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica, (Recife
26-30 de junio de 2011), v. XIII.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 51-60, ISSN: 2340-714X 59



Diserio, aplicacion y evaluacion de una propuesta didactica basada en la contextualizacion...

Alvar Montero-C. y Natalia Gonzalez-F.

DN kAW =

ANEXO

Cuestionario

Totalmente en desacuerdo

En desacuerdo

Ni de acuerdo ni en desacuerdo
De acuerdo

Totalmente de acuerdo

il

Tacha con una cruz o un circulo la respuesta que se ajuste mejor a tu opinion. Ejemplo:

Me gusta jugar a la videoconsola 1 2 3 4 5
1 | Me gustan las matematicas 1 {2 (3[4]5
2 | Matematicas es una asignatura facil para mi 11213415
3 | Las matematicas son utiles para la vida diaria 12 (3[4]5
4 | Me gusta trabajar en grupo 11213415
5 | Las matematicas solo sirven en el instituto 11213415
6 | Me resulta facil entender las matematicas 12 (3[4]5
7 | Las matematicas me seran ttiles en mi trabajo 112 (3[4]5
8 | Me distraigo a menudo en clase de matematicas 11213415
9 | Cuando utilizo el ordenador la clase se hace mas corta 112 (3[4]5
10 | En clase de matematicas solemos trabajar en grupo 1 {2345
11 | Me aburre hacer ejercicios de matematicas 112131415
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Matematicos y cientificos andaluces

José Manuel Jiménez Cobano

Raquel Sara Jiménez Gutiérrez

Resumen: Todo el mundo conoce a ilustres personajes de la cultura, las letras, la mu-
sica, las artes o la politica de Andalucia, pero ;y algun cientifico andaluz?, y aun mas,
v Jalgun matemdtico andaluz?

La respuesta es negativa en ambos casos, y no es porque no los haya, sino porque hemos
no los hemos considerado los suficientemente importantes. Valga este modesto texto
como un homenaje a tantos matemdticos y cientificos andaluces anonimos que tienen
tanta valia como los famosos escritores, poetas o compositores de nuestra tierra.
Palabras Clave: Matematicos andaluces, Cientificos andaluces, historia de las matema-
ticas, Andalucia

Mathematicians and scientists andalusians

Abstract: Everyone knows the famous figures of culture, literature, music, the arts or
politics in Andalusia, but what some scientist Andalusian? And even more, and do some
math Andalusian?

The answer is negative in both cases, and it is not because they do not exist, but because
we have not considered important enough. This modest text as a tribute to many anon-
ymous mathematicians and scientists Andalusians that have such value as the famous
writers, poets and composers of our land.

Keywords: Mathematicians Andalusian, Andalusian scientists, history of mathematics,
Andalusia
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1. INTRODUCCION

Recientemente en nuestro centro se ha llevado a cabo la celebracion del dia de Anda-
lucia, y desde la direccion del centro se nos insto a que cada departamento y cada area de
conocimiento creasen una serie de actividades relacionadas con nuestra Comunidad Au-
tonoma para la celebracion.

En estas estabamos cuando se nos ocurrié el porqué no realizdbamos una exposicion
de matematicos y cientificos andaluces conocidos, y que lo trabajasemos con los estu-
diantes. Precisamente eso lo que hemos hecho, y dado que nuestra especialidad es la de
matematicas, es en este campo donde hemos hecho mas hincapié.

1.1. Justificacion curricular

Dentro de la normativa vigente en cuestion educativa en la comunidad autonoma an-
daluza, y mas concretamente en el Decreto 231/2007 en su articulo 4 donde establece los
Objetivos que la Educacion Secundaria Obligatoria contribuird a desarrollar en el alum-
nado, detalla en su apartado flo siguiente:

Conocer y respetar la realidad cultural de Andalucia, partiendo del conocimiento y de
la comprension de Andalucia como comunidad de encuentro de culturas (Junta de An-
dalucia, 2007).

Por tanto, dada la peticion realizada desde el departamento de actividades extraesco-
lares y la direccidn del centro, y teniendo presente este apartado de la legislacion, nos co-
menzamos a elaborar el plan de trabajo.

2. TRABAJO PREVIO DEL PROFESOR

Dado que los estudiantes con los se iba a desarrollar la actividad pertenecian al pri-
mer ciclo de la educacion secundaria, y que en muchos casos, no tienen atn desarrollado
un pensamiento critico en cuanto a la informacion a buscar y dentro de la informacion
buscada y encontrada, saber cual es la informacion realmente relevante y cual no, nues-
tro trabajo previo se antojaba importante y laborioso.

Este trabajo consistio en la busqueda de matematicos y cientificos andaluces de todas
las disciplinas, para lo cual, utilizamos todos los recursos a nuestra disposicion. Desde
el tan util buscador de internet, o libros de historia de las matematicas e incluso consul-
tamos con otros compaiieros de otras disciplinas como Historia o Ciencias Naturales, e
incluso compaifieros de otros centros en los que hubiésemos estado en cursos anteriores.

Una vez que teniamos una lista considerable, nos dividimos la lista entre los compa-
fieros del departamento, a razon de unos 20 o 30 nombres de todas las épocas por grupo,
que nosotros mismos comprobamos y verificamos.

De esta forma, cuando pasamos la lista a los estudiantes, ya teniamos la certeza de
que se trataba efectivamente de un cientifico o un matematico andaluz, y del que mere-
cia la pena hablar.
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3. TRABAJO EN ELAULA

Una vez que los profesores habiamos seleccionado a los cientificos andaluces que
a nuestro parecer destacaban, comenzamos a trabajar con los estudiantes. El trabajo de
estos consistia basicamente en la biisqueda de las biografias, la seleccion de la informa-
cion y dar la forma adecuada a la presentacion final.

La metodologia de trabajo que seguimos fue la siguiente: en cada curso, se estable-
cieron distintos grupos de trabajo de cuatro o cinco alumnos heterogéneos, y en esos
grupos también se repartieron el trabajo, de forma que algunos se encargaban de reca-
bar y seleccionar la informacion, y otros, estaban creando los murales y redactando las
biografias.

A cada grupo se le asigno una serie de nombres de los cuales ellos eran los encarga-
dos de buscar, seleccionar y presentar la informacion, siempre de manera guiada por los
profesores.

Para ello, dado que se trataba del primer ciclo de secundaria, haciamos uso de los ul-
traportatiles entregados a los alumnos por la administracion, y de la conexion a Internet.

El trabajo lo desarrollamos durante una de las horas de libre asignacion del horario,
que teniamos dedicada a un taller de problemas de matematicas, y durante dos o tres se-
manas, hicimos un paréntesis en la resolucion de problemas para centrarnos en la histo-
ria de la ciencia en Andalucia. Ademas, los alumnos, al disponer de sus ordenadores en
sus casas, podian avanzar en el trabajo sin necesidad de estar en el aula.

Una vez que tenian seleccionada la informacion que estimaban interesante de cada
uno de los cientificos, procedieron de dos formas diferentes, en lo cual, nosotros no
quisimos forzar, para que de esa forma ellos sintiesen que el trabajo era mas personal.
Unos grupos decidieron escribir a mano la informacién en las cartulinas que posterior-
mente servirian de mural, mientras que otros optaron por imprimir la informacion en fo-
lios y pegar estos en las cartulinas, como se ve en fotos que tenemos en la seccion de la
exposicion.

Una vez que los estudiantes hubieron terminado los murales, estos fueron expuestos
en los pasillos de nuestro centro, como podremos ver en las imagenes que incluimos a
continuacion.
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3.1. Exposicion
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Como puede observarse, se encuentran en uno de los principales pasillos del centro,
con lo que todos los alumnos y alumnas, asi como el profesorado y el personal auxiliar
pudieron contemplarlos y recrearse en ellos.
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Abu'hassan ibn ali al galasadi
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4. LISTADO DE MATEMATICOS Y CIENTIFICOS.

Como complemento al trabajo realizado con nuestros alumnos, vamos a dar la lista
completa de los matematicos y cientificos andaluces que encontramos y de los que pu-
dimos dar al menos una breve resefia de que hicieron y en qué época vivieron, siendo
consientes de que en la actualidad hay grandes matematicos en nuestras universidades
e institutos, pero que aun les queda mucho por hacer, y no queremos dejar sus logros a
medias.

Matematicos Cientificos
Abu’hassan ibn ali al qalasadi Ginés Morata
Al Ishbili Abu Muhammad Jabir Ibn Aflah Maria Cristina Agiiera Parker
Antonio Hugo de Omerique Emilio Herrera Linares
Averroes Columela (Lucius Junius Moderatus)
Al Qalasadi Abbas Ibn Firnas
Garcia Céspedes.
Jayyani (Abd’Allah Muhammad Ibrahim al-Yayyani)

CONCLUSIONES

Este tipo de actividades permiten que los alumnos conozcan a los personajes histori-
cos que a través de las matematicas y la actividad cientifica permiteron el desarrollo del
pais. Por otra parte se acerca el mundo de la ciencia a las nuevas genereaciones y elos
responden implicandose con gusto en la actividad.
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Una aplicacion didactica del método de
Fourier-Motzkin a los problemas de
programacion matematica

Gabriel Ruiz-Garzon
Departamento de Estadistica e 1.0.
Universidad de Cadiz

Resumen: En 1826, Fourier propuso un método de eliminacion de variables para resol-
ver un sistema lineal de desigualdades. Este método es similar al método de eliminacion
de Gauss para un sistema de ecuaciones y puede ser usado para resolver problemas de
programacion matemdtica. También se propone utilizar, en nuestras clases, el teorema
de la Alternativa, para relacionar sistemas de ecuaciones e inecuaciones.

Palabras clave: Problema de programacion matemdtica, método de eliminacion de
Fourier-Motzkin, teoremas de la Alternativa, sistemas de desigualdades

Fourier-Motzkin elimination method: A didactic
application to mathematical programming problems

Abstract: In 1826, Fourier treated a method of elimination of variables to solve lin-
ear inequalities system. This method is similar to Gauss elimination method to equa-
tions system and can be used to solve mathematical programming problems. Also, in our
classes, we propose to use theorems of the Alternative to relate equations and inequali-
ties system.

Keywords: Mathematical programming problem, Fourier-Motzkin elimination, Theo-
rems of the Alternative, systems of inequalities



Una aplicacion didactica del método deFourier-Motzkin a los problemas deprogramacion matematica
Gabriel Ruiz-Garzon

ANTECEDENTES

Antes de exponer como aplicar el método de Fourier-Motzkin, en nuestras clases, co-
menzaremos con unas pequefias pinceladas biograficas de los personajes protagonistas:
Jean Baptiste Joseph Fourier y Theodore S. Motzkin.

Fourier nace en Auxerre en 1768 y muere en Paris en 1830. Proveniente de una fami-
lia humilde, de padre sastre, se quedaria huérfano a la edad de 10 afios. Cuentan que Fou-
rier con 14 afios entendia perfectamente libros avanzados de algebra y geometria, siendo
autor, a la edad de 18 afos, de una memoria sobre la localizacion de las raices de ecua-
ciones algebraicas.

En aquella época, la condicion social de Fourier solo le dejaba dos opciones para con-
seguir un ascenso social, bien mediante el ingreso en la milicia o en el clero. Pero no lo-
graria entrar en la Academia Militar de Artilleria, y eso a pesar de contar con el apoyo
de Legendre, debido no ser miembro de la nobleza. Ante este rechazo opta por ingresar
como novicio en la Abadia de Saint-Benoits sur Loire. En 1789 decide, dar un giro a su
vida, no toma los habitos y se marcha a un Paris inmerso en la Revolucion Francesa. Tras
tomar parte activa en el proceso revolucionario ingresa en prision, para posteriormente
ser excarcelado tras la ejecucion de Robespierre.

En 1978 form¢ parte de la expedicion francesa que ocupd Egipto. Durante el Impe-
rio, Napoleon le nombraria comandante en jefe de la Armada de Oriente y secretario per-
petuo del Instituto del Cairo, donde se ocup6 de aspectos cientificos e historicos. En los
tres afios que dur6 la ocupacion francesa de Egipto se midio la altura de las piramides o
se descubriria la "piedra de Rosetta”. Napoledn le premio con el titulo de barén, aunque
en la ultima etapa de su vida tuvieron desavenencias. También particip6 en la confec-
cion de los 4 primeros volimenes de Recherches statistiques sur la Ville de Paris, donde
propondra la presentacion de los datos a través de tablas, analogas a las que ya resumian
las estadisticas judiciales en las Comptes généraux de la justice criminalle en France.

Fig. 1. J.B.J. Fourier
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En 1794 estudiaria en la Ecole Normale de Paris, teniendo como profesor a La-
grange quién diria de Fourier que: “Era el primero entre los hombres europeos de la
ciencia”. Fue también profesor de la Ecole Polytechnique bajo la direccion de Carnot
y Monge.

El mayor reconocimiento llegaria en 1817 al ser primeramente elegido miembro de
la Academia de Ciencia y con posterioridad, en 1822, secretario perpetuo de la misma,
lo que le permitié publicar su gran obra Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria ana-
litica del Calor), donde desarrollara el método sobre series trigonométricas que hoy lla-
mamos Andlisis de Fourier. Dicha obra habia sido previamente presentada, en 1812, a
un premio del Instituto Nacional bajo el epigrafe “Et ignem regunt numeri” (El fuego
también esta regido por los numeros), con la que lograria el primer premio en un jurado
donde estaban presentes matematicos de la talla de Lagrange, Laplace, Legendre, Malus,
Haiiy. jAhi, es nada!

Fourier continu6 con los estudios de su maestro Lagrange sobre lo que hoy llamaria-
mos optimizaciéon matematica. En 1788, Lagrange publico en su Mecdnique Analytique,
un método para calcular el extremo de una funcion sujeta a restricciones en igualdad. Lo
describe como una herramienta para encontrar un estado de equilibrio estable de un sis-
tema mecanico. En Fisica, al igual que en otras ciencias, como en Economia, interesan
los puntos donde se alcanza un equilibrio, ya sea entre oferta y demanda o entre sistemas
de fuerzas, o masas, etc. Con notacion actual podriamos expresar la citada condicion de
la siguiente manera:

Teorema. Si $(x) denota la funcion potencial y sea el problema de programacion
matematica

Min $(x)
s.ag(x)=0,i=1, -, m

la condicion necesaria del lagrangiano .-’,{.\”,zl)zl?(.t‘)JrZ)LIg‘{)\‘) para alcanzar
i=1

el equilibrio del sistema establece que en el punto minimo x, es donde el gradiente de
9(x) puede ser expresado como una combinacion lineal de los gradientes de g;(x).

Va(x)+ i AVg.(x)=0

i=l

Los factores 1; que forman la combinacion lineal de estos gradientes son llamados
los multiplicadores de Lagrange.

Al calcular el lagrangiano estamos complicando la funcién objetivo, pero se observa
facilmente que los optimos del lagrangiano coinciden con los 6ptimos de la funcion a op-
timizar. Resulta paraddjico que siendo los matematicos tan amigos de simplificaciones,
el calculo del lagrangiano sea una de las pocas veces que en Matematicas complicar una
situacion, ayuda a resolverla.

Con la Mecanique Analytique, Lagrange convierte a esta parte de la Fisica en una
rama del Analisis Matematico. En el prologo escribe:
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Que nadie busque figuras en esta obra. Los métodos que se expondran no requieren ni
construcciones mecanicas ni geométricas, solo operaciones algebraicas, tratadas en un curso
regular (Lagrange, 1853).

Resuelto por Lagrange el problema de optimizar una funcidon con restricciones en
igualdad, llegara Fourier para estudiar el problema de optimizacion con restricciones en
desigualdad

Min 9(x)
s.agi(x)>0, i=1,-,m

Fourier fue el primero en formalizar un problema, como un problema de programa-
cion matematica lineal y formular el principio de desigualdad para el equilibrio meca-
nico de la siguiente manera:

La suma de los momentos de las fuerzas aplicadas es positiva para todos sus desplaza-
mientos, pero es imposible desplazar un cuerpo solido que esta en equilibrio de tal manera
que el momento total de las fuerzas aplicadas sea negativo (Fourier, 1798).

Si denotamos las fuerzas que actiian en un sistema mecanico como PQ,R,... su mo-
mento total esta definido como la suma de los productos escalares

Pép + Oég + Ror + ...

donde dp, dq y or, ... son las variaciones de los desplazamientos.
Si el potencial 4 existe, entonces
0 0 0
p:_ﬂ Q:_f‘g R:_Q

] ’ aeee
ap aq or

Y el momento total de las fuerzas del sistema queda como

5 5 5
o9 )+ 9&;+£&'+...20
op oq or

O sea,

Teorema. Si un sistema mecadnico esta en equilibrio estable entonces el potencial
tiene un minimo local y se observa, que el total diferencial es no negativo en el punto mi-
nimo de la funcion.

Matematicamente podemos decir que la condicion necesaria para que se dé tal equi-
librio, establecida por Fourier y comparable a la estudiada por Lagrange, es que el gra-
diente de la funcion objetivo pueda ser expresado como una combinacion lineal no
negativa de los gradientes de las restricciones.
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El otro protagonista de este articulo es el matematico aleman Theodore S. Motzkin
(1908-1970). Educado en el seno de una familia judia, publica su tesis doctoral sobre pro-
gramacion matematica en 1934. En 1935 ensefa en la Universidad Hebrea de Jerusalén,
donde trasladd numerosa terminologia matematica al hebreo. Durante la Segunda Guerra
Mundial trabaja como criptdgrafo para el gobierno britanico. En 1948, tras la Segunda Gue-
rra Mundial, emigra a los Estados Unidos, llegando a dar clases en Harvard y Boston. En
1950 ingresa como profesor en la Universidad de California-Los Angeles, donde investiga
sobre diversos temas, como teoria de grafos, geometria algebraica, analisis numérico, etc.

Fig. 2. Theodore S. Motzkin

PROPUESTA DIDACTICA

Existen basicamente dos métodos didacticos que solemos utilizar para ensefiar, tanto a
alumnos de Bachillerato como de grado, la resolucion de problemas lineales de programacion
matematica (ver Hillier y Lieberman, 1991, Rufian-Lizana et al., 2011, Ruiz-Garzoén, 2013).

El primero es el método grafico. A grandes rasgos, el método parte de representar las
regiones del plano que cumplen cada una de las restricciones. La interseccion de esas
regiones nos daria la region factible y ver después el punto o puntos extremos de la re-
gion factible donde la funcion objetivo alcanza el 6ptimo, tras desplazarnos dentro de
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la region factible, mediante rectas paralelas a la funcion objetivo o bien evaluando cada
vértice de la region factible en la funcion objetivo.

El segundo pasa por la resolucion mediante el Algoritmo del Simplex. El algoritmo
parte de una solucion basica factible y busca un niimero finito de otras soluciones basicas
factibles, hasta encontrar una que satisface las condiciones de optimalidad. El alumno es
capaz de ir construyendo tablas en las que, mediante cambios de base adecuados, se va
pasando de un punto extremo a otro punto extremo contiguo del poligono, que conforma
la region factible, consiguiendo en cada tabla una mejora del valor de la funcion obje-
tivo, hasta que no sea posible mejorar més, en cuyo caso, ese extremo serd la solucion
del problema. Hasta aqui la forma tradicional.

La propuesta que aqui se hace, pasa por la utilizacién de un método consistente en la eli-
minacion de variables de un sistema de desigualdades lineales, analogamente a como se hace
con un sistema de ecuaciones (Lauritzen, 2013). El método de eliminacion de Gauss para
ecuaciones fue publicado en 1810, para resolver el sistema de ecuaciones normales que se
obtenian al aplicar el método de minimos cuadrados, al calcular la orbita del asteroide Pallas.

Asi, cuando un alumno decide resolver el siguiente sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas:

x+y+z=3][1]
x+ty—z=1][2]
2x +y—z=2[3]

Elige una incognita a eliminar, pongamos la z, y realiza una serie de operaciones al
objeto de conseguir que un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas pase a otro de dos
ecuaciones y dos incognitas. En nuestro caso, si cogemos las ecuaciones [1] y [2] y las
sumamos, y hacemos lo mismo con la [1] y [3], obtenemos el sistema:

2x+2y=4
3x+2y=5

Podemos volver a escoger otra variable a eliminar de ambas ecuaciones, pongamos la
v. Tras restar las dos anteriores ecuaciones nos da la solucion x=y=z=1.

Fourier propone el siguiente método, en un articulo sobre desigualdades, titulado So-
lution d’une question particuliere du calcul des inégalités (Fourier, 1826). Mas tarde,
este método propuesto por Fourier seria redescubierto (Motzkin, 1936), de ahi el nombre
de teorema de Fourier-Motzkin. En el articulo, Fourier resuelve el siguiente problema
sobre la interseccion de seis lineas, en un poligono convexo irregular y que geométrica-
mente adopta la siguiente forma:

x<y(l+k), y<x(l+k)
y<z(l+k), z<y(l+k)
z<x(1+k), x<z(l+k)

x+y+z=1
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donde £ es una constante positiva.

Una desigualdad a=b puede ser vista como dos desigualdades a < by a > b. El al-
goritmo de Fourier consiste en resolver sistemas de desigualdades lineales, igual que se
hace para el caso de un sistema de ecuaciones lineales.

El objetivo es encontrar otro sistema de desigualdades lineales, con menos variables
que el original, y que ambos sistemas compartan soluciones.

Si conseguimos eliminar todas las variables del sistema de desigualdades y quedar-
nos con un sistema de desigualdades de constantes, en el que podemos decidir si son
verdad o mentira, entonces, si ese tltimo sistema de desigualdades tiene solucion, el ori-
ginal también la tendra y viceversa.

Teorema “sandwich” de Fourier-Motzkin:

Sea ay, ..., 0,, B, ..., Bs € R. Entonces max {a,, ..., o,} <min{fy, ..., [} si y solo si
o, <f;paratodoi, jcon 1<i<ryl1<j<s.

Veamos su aplicacion con un ejemplo.
Ejemplo 1: Imaginemos que quiero

Max z=x, +x,

s.a.

2x, +x, <4

x, +3x, <15
-x, <0
-x, <0

Primeramente lo que se hace es introducir la funcion objetivo en el sistema de des-
igualdades que definen la region factible

z=x +x,
2x, +x, <4
X, +3x, <15

-x, <0

-x, <0

Decido eliminar la variable x; sustituyendo x,; = z — x, en las desigualdades restantes
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2(z—=x,)+x,<4
z—Xx,+3x, =15
—(z-x,)<0
-x, <0
Asi pasamos de tener 3 variables a tener s6lo 2. Ahora reescribimos el sistema para
prepararnos para eliminar x,, dividiendo las desigualdades en 3 grupos (1.), (1) y (1), de-
pendiendo de si el coeficiente de x, es positivo, negativo o cero, respectivamente.

(L) 2x, +2<15,x,—2<0, (1) —x, +2z<4, —x, <0 ({;) No tengo
Con lo que el sistema quedaria como:

X, £z
—4+2z<x,
0<x,

Luego tenemos que el sistema anterior tiene solucion en z y x,, si la expresion si-
guiente la tiene en z,

max{-4+2z,0}< x, < min{15 _:,Z}

Aplicamos el teorema “sandwich” de Fourier-Motzkin. Vemos que efectivamente el
valor de la variable x, queda atrapado entre los dos “trozos de pan”, es decir, entre el
maximo y el minimo de dos expresiones. El sistema inicial es equivalente a

5-z
—4+2:£l

-4+2z<z

OS]S_:

]

0<

Tenemos ya desigualdades con una sola incognita z, cuya solucién es 0 <z < 4. El
valor maximo de z es 4 que insertado en la siguiente expresion
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max{-4+2z,0}< x, < min{l5 _z,z}
2

nos da un valor de x,= 4 y por tanto x, = z — x, = 0. La solucién del problema es el punto
(1, x2) = (0,4) y el valor del 6ptimo es z=4, como podemos comprobar graficamente a
mano o utilizando algin software en la figura 3 (Bejarano, 2009).

Fig. 3. Resolucion grafica del ejemplo 1

Ejemplo 2: En una fabrica se construyen sillas grandes y pequenas. Las sillas gran-
des necesitan 4 metros cuadrados de madera y las pequerias 3. El fabricante necesita
construir al menos 3 sillas grandes y al menos el doble de pequerias que de grandes. Se
dispone de 60 metros cuadrados de madera y los beneficios son de 1 unidad monetaria
por silla pequeria y grande. ;Cudadntas sillas de cada tipo se deben fabricar para obte-
ner el beneficio maximo?

Es decir, lo que se quiere es:

Max z=x, +x,
s.a.

SRS

2x, —x, <0

4x, +3x, <60
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Primero introduciremos la funcion objetivo en el sistema de desigualdades, que defi-
nen la region factible:

-x,=-3
2x,-x, <0

4x, +3x, <60
Decido eliminar la variable x; sustituyendo x,; = z — x, en las desigualdades restantes

—-(z-x,)<-3

2(z—x,)—-x, <0
4(z—x,)+3x, <60

Reescribimos el sistema para prepararnos para eliminar x,

X, £-3+z

—=sX,
3 2

-60+4z<x,

Luego tenemos que

max{z—;,—60+4:} < x, <min{-3+z}

Aplicando el teorema de Fourier-Motzkin tenemos que

%5—3+::>9£:

—-60+4z<-3+z=>z<19

Obtenemos ya desigualdades con una sola incdgnita cuya solucion es 9<z<19.
El valor maximo de z es 19 que insertado en la siguiente impresion

max{%,—60+4:} <x, < min{— 3 +:}

nos da un valor de x,= 16 y por tanto x; =z — x, = 19 — 16 = 3. Graficamente lo podemos
comprobar con la figura 4.
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4-X14+3 - X2

Fig. 4. Resolucion grafica del ejemplo 2

Hasta aqui hemos visto el teorema de Fourier-Motzkin para resolver problemas de
programacion lineal y su aplicacidon en nuestras clases, un método innovador y menos
mondtono que el usado en los libros de texto, ademas que puede hacer que el alumno
razone.

Veamos ahora otro detalle no menos trascendente, relacionado con Motzkin y la re-
solucion de problemas de programacion matematica.

Se trata de la importancia de las soluciones no negativas de un conjunto de desigual-
dades y ecuaciones. Esta relevancia no fue tan evidente hasta que en 1947, George B.
Dantzig (1914-2005) diera el Algoritmo del Simplex para resolver el problema de pro-
gramacion lineal. La aplicacion del citado algoritmo a la Economia, les valié a Kan-
torovich y a Koopmans, quienes habian trabajado con Dantzig, el premio Nobel de
Economia. Una de las hip6tesis del método del Simplex es suponer que todas las varia-
bles son negativas, partiendo del origen de coordenadas como primera solucion factible,
de ahi que en los ejemplos anteriores observemos que la region factible se encuentra en
el primer cuadrante. Los llamados teoremas de la Alternativa juegan un decisivo papel a
la hora de obtener dichas soluciones no negativas y condiciones necesarias de optimali-
dad (Mangasarian, 1969).

Estos teoremas de la Alternativa envuelven dos sistemas de ecuaciones lineales, que
podemos denotar por (I) y (II). Un tipico Teorema de la Alternativa asegura que o el sis-
tema (I) tiene solucion o es el sistema (II) el que tiene solucidn, pero nunca ambos a la
vez.

En 1898 el matematico hingaro Gyula Farkas (1847-1930) también demostrd dicha
condicion necesaria de Lagrange. El 17 de Diciembre de 1894 lee ante la Academia htun-
gara su escrito titulado Sobre las aplicaciones del principio mecanico de Fourier.

Epsilon, 2014, Vol. 31 (1), n° 86, 77-91, ISSN: 2340-714X 87



Una aplicacion didactica del método deFourier-Motzkin a los problemas deprogramacion matematica
Gabriel Ruiz-Garzéon

También demostro el siguiente Teorema de la Alternativa:

Teorema de la Alternativa (Farkas). Para cada matriz dada A, y b un vector 6

(1)  bx>0, Ax <0 tiene una solucion x

o,

(1) A'y=b, y >0 tiene una solucion y

pero nunca ambos.

El Teorema de Farkas se utiliza para proteger celdas con valores confidenciales en ta-
blas estadisticas, es decir, decidir qué ocultar, pero minimizando la pérdida de informa-
cion que se produce.

Otra aplicacion nace en el campo del transporte, cuando se necesita disefiar la ruta de
un vehiculo con capacidad limitada, para que recoja y entregue pedidos de un producto
a través de unos clientes. El objetivo es minimizar los costes de la ruta, mientras se man-
tienen los limites de carga del vehiculo y las demandas de los clientes.

En 1936, Theodore S. Motzkin demuestra su Teorema de la Alternativa que es mas
general que el de Farkas.

Teorema de la Alternativa (Motzkin). Para cada matriz dada A, C y D, siendo A
no vacia o

(1)  Ax>0, Dx=0 tiene una solucion x

0

(1) A'y,+ C'y;+D'y;=0,y,>0,y; >0 tiene una solucion y,

pero nunca ambos.

Este teorema también puede ser utilizado para probar el teorema de dualidad del
problema de programacion matematica lineal. Pero veamos seguidamente, mediante un
ejemplo, la utilidad de los Teoremas de la Alternativa.

Ejemplo 3: Sea

x +x,<4
—x, +x, <5
-x, =<0
-x,<0

Decido eliminar la variable x;, dividiendo las desigualdades en 3 grupos (/.), (1) y
(1y), dependiendo de si el coeficiente de x; es positivo, negativo o cero, respectivamente.

I )x, +x, <4, ([ )-x,+x, <=5, =x,<0,(/,) —-x,<0

Reescribo el sistema de la siguiente manera:
X, <£4-x,
S5+x,<x,
0<x,

0<ux,
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Aplicamos el teorema Fourier-Motzkin, y el sistema inicial en x; y x, es equivalente
al siguiente en x,,

max {5+ x,,0} < x, <min{4 - x, }
0=<x,

Utilizamos el teorema de Fourier-Motzkin para eliminar x,, lo que nos lleva a que

5+x,<4-x,=>x, 2_71

0<4-x,=>x,<4
0<x,

Resultando una incompatibilidad.
Si utilizamos en nuestro ejemplo el siguiente teorema de la Alternativa:

Teorema de la Alternativa: Para cada matriz dada A, C y D cada vector b
(I) Ax <b tiene una solucion x,

0

(1) y'A= 0, yb<0,y=> O tiene una solucion y

pero nunca ambos.

Tenemos en nuestro caso, como el sistema (1)

0-1 0

no tiene solucion y por tanto tenemos que, por ejemplo, y=(1 1 0 2) es solucion
del sistema (II).
Ya que

11

110 2):: :}z(o 0)

0-1
4
110 2) |=-1<0
( IEEE
0
110 2)=(0 0 0 0)
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Luego, vemos como, a través de los teoremas de la Alternativa, podemos relacio-
nar soluciones de sistemas de ecuaciones e inecuaciones. En las Matematicas no exis-
ten compartimentos estancos donde el alumno deposite las soluciones y métodos para
resolver ecuaciones por un lado y otros diferentes donde aloje las soluciones y métodos
de resolucion de inecuaciones. Todo estd mas relacionado. Dicha sensacion se vera co-
rroborada por los alumnos, que en su progreso matematico y en sus estudios de grado,
tengan la necesidad de resolver problemas de programacién matemadtica no lineales
con restricciones en desigualdad. Dicha resolucion conlleva la utilizacion de las con-
diciones de Karush-Kuhn-Tucker (con condiciones denominadas de gradiente y de or-
togonalidad, en igualdad, y de factibilidad y no negatividad, en desigualdad), ver en
este sentido los ejemplos presentados en (Rufian-Lizana, Ruiz-Garzén y Osuna-Go-
mez, 2011).

Por otro lado, asi como las propiedades de diferenciabilidad de las funciones son usa-
das para linearizar un problema de programacién matematica no lineal, los teoremas de
la Alternativa son usados para obtener condiciones necesarias de optimalidad, como las
de Karush-Kuhn-Tucker, lo podemos apreciar en (Mangasarian, 1969).

CONCLUSIONES

En este articulo hemos visto una nueva forma didéctica de acercarnos a la resolu-
cion de problemas lineales de programacién matematica, diferente de la forma clasica,
a través del método de eliminacion de Fourier-Motzkin, consistente en la eliminacidon
de variables de un sistema de desigualdades lineales, analogamente a como se hace con
un sistema de ecuaciones. Igualmente podemos relacionar la resolucion de sistemas de
inecuaciones con sistemas de ecuaciones a través de los teoremas de la Alternativa. La
obra de Fourier y Mozkin nos ha permitido hacer un repaso por muchos de los hitos de
la historia de la Optimizacion Matematica.
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Resumen: Se presenta una propuesta de trabajo para dar a conocer las matematicas no
europeas a los alumnos de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO).

Palabras Clave: Historia de las matematicas, Matemdticas no europeas, estrategias
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MATHEMATICS “NO EUROPEAN”
History of Mathematics in E.S.O.

Abstract: A work proposal is presented to publicize non-European mathematics to stu-
dents in Compulsory Secondary Education (ESO).
Keywords: History of mathematics, non-European mathematics, teaching strategies.

INTRODUCCION

A nivel de la gente comUn y corriente, vivimos en una sociedad que, en general, no
mira mas alla de su entorno, de sus fronteras. Ademas, oimos un dia y otro hablar en te-
levision y prensa digital sobre Europa, la necesidad de “unidad”. También, la incorpora-
cion de una moneda comun que hizo tener al conjunto de paises de la Union Europea atin
mas dependientes unos de otros, programas europeos de intercambio, la Eurocopa...,
etc. Cuantas cosas existen entorno a Europa que hacen que exista ese pensamiento de
que no hay nada mas alla del continente europeo. Lo mismo ocurre con las Matematicas.
Consultando diferentes libros sobre historia de las matematicas hallamos que la inmensa
mayoria olvida una época, que veremos a continuacion, muy importante para el desarro-
llo matematico posterior en Europa, tal como sefiala Arrieta (1998, p. 72):
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Los textos de historia de las matematicas se han escrito con un marcado sesgo eurocén-
trico, ignorando, devaluando y distorsionando la actividad matematica realizada al margen
del continente europeo. Parece que unicamente los habitantes del mismo han sido capaces de
aportar algo a la “reina de las ciencias”.

En consecuencia, tenemos libros de texto de matematicas, usados en las aulas, y mu-
chisimo material en Internet que s6lo hacen referencia a matematicos europeos: Fibo-
nacci, Fermat, Descartes, Euler, Fourier...; lo que no nos explican es que quizas estos
matematicos no habrian obtenido sus resultados sin la base de muchos otros “no euro-
peos”, o no habrian sido conocidos en el mundo entero sin las traducciones y adaptacio-
nes de estos. Por nombrar algunos: Al-Jwarizmi, Brahmagupta, Jiu Zhang, etc.

Es importante conocer que la mayor parte de los textos de historia de las matemati-
cas que se han escrito llevan la marca de ese eurocentrismo; sostienen que las matema-
ticas nacieron en Grecia, influenciada notablemente por las tradiciones matematicas de
Egipto y Mesopotamia a las que tampoco se les da la importancia que debiera (Véase la
figura 1), languideciendo durante mil afios en la «Edad Oscuray, y volviendo de nuevo
con el pensamiento griego en la Italia del Renacimiento, sin tener en cuenta que, en rea-
lidad, hubo mucha “actividad matematica” en esa época fuera de Europa.

Mesopotamia

Mundo Helenistico

Edad oscura

Redescubrimiento del saber griego

Renacimiento

<<

Figura 1. Adaptacion de la trayectoria eurocéntrica “clasica” y modificada.
Fuente: Arrieta (1998)

Dentro de las excepciones a esta tendencia, encontramos que Gheverghese (1991)
construye en su libro La cresta del pavo real, una trayectoria alternativa para la Edad Os-
cura y explica que para crear dicha alternativa hay que reconocer que diferentes cultu-
ras en diferentes periodos de la historia han contribuido a las reservas del conocimiento
matematico del mundo. La figura 2 presenta dicha trayectoria del desarrollo matematico,
pero se limita al periodo entre los siglos V y VI de nuestra era (La edad oscura). La idea
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de dicha imagen es destacar la variedad en las actividades e intercambios matematicos
entre diversas areas culturales que siguieron activas mientras Europa permanecia en un
profundo suefio. Adjuntamos la figura por el curioso hecho de que aparezca la ciudad de
Cordoba junto con lejanos lugares como: China, India, Bagdad...

En esa figura 2 de la que venimos hablando, se muestra el papel de los arabes. El co-
nocimiento cientifico que tuvo su origen en la India, China y el mundo helenistico fue
buscado por los estudiosos arabes y luego traducido, refinado, sintetizado y aumentado
en diferentes centros del saber, comenzando por Jund-i-Shapur en Persia en el siglo VI
de nuestra era y trasladandose a continuacion a Bagdad, El Cairo y, finalmente, a Toledo
y Cérdoba desde donde esos conocimientos se extendieron por toda Europa.

Para concluir esta breve introduccion, nos centraremos en plantear actividades sobre
las matematicas arabes que se trataron en la «Edad Oscuray, aunque expongamos alguna
propuesta didactica o ideas sobre las matematicas mayas, egipcias, babilonicas, chinas, e
indias que podrian llevarse a cabo también en las aulas de la ESO.

Por lo tanto, nuestra propuesta de actividad se llevara a cabo con dos propositos:

1) Despertar la curiosidad de los estudiantes por la historia de las matematicas, re-
pasando, a través de diferentes actividades, matematicas y matematicos poco
valorados.

2) Incorporar a la ensefianza una vision historica favorecedora de una verdadera edu-
cacion intercultural, no sesgada, por prejuicios colonizadores y racistas.

Europa ¢ - Mundo
occidental Sicilia [« helenistico

Jund-i-Shapur

(Persia)
& China
Toledo
5 Cordoba
e Bagdad India
El Cairo

Figura 2 — Una trayectoria alternativa para la «<Edad Oscura»
Fuente: Gheverghese, 1991, p. 35.
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CONTEXTO

Proponemos que el contexto en el que se trabaje sea una clase de 2° de E.S.O. El cen-
tro debe poseer ordenadores y el aula disponer de una pizarra digital y de un muro de pu-
blicaciones, todo ello es necesario para llevar a cabo esta actividad.

EXPLICACION GLOBAL DE LA ACTIVIDAD

La idea de esta actividad es que a partir de un mapamundi en blanco el alumnado
vaya “rellenando” dicho mapa con la idea o ideas principales que se traten en su mo-
mento. Por ejemplo, al ver el sistema numérico maya, los estudiantes sefialaran en el
mapa la zona donde se desarrollo, y ademds podran crear murales para adjuntarlos al ma-
pamundi y asi ir completandolo (Figura 3).

15 18 17 18 19
s 88 ses sses

e ©® Matematicas mayas - Matemadticas drabes
Y [ ]
Matemadticas egipcias Matemadticas chinas
L]
Matematicas babilonicas Matematicas indias

Figura 3. Culturas cuyas matematicas que se trataran en la clase.

En la primera sesion de clase, ademads de contarles el contenido que se desarrollard a lo
largo del curso académico, los sistemas de evaluacion, normas, etc., se les planteara el inicio
de esta actividad. El profesor hard, con ayuda de un PowerPoint y/o videos, una sintesis de
la introduccion anterior. Seguidamente, se les dara a los alumnos y alumnas un guion orien-
tativo (Figura 4), sefialando los dias o lecciones en los cuales se volvera a tratar esta activi-
dad. Dicho guion podra estar presente en el muro de publicaciones del aula, permitiendo asi
que los estudiantes tengan una vision global del trabajo, asi como de las conexiones entre
las distintas matematicas. El mapamundi en blanco podria aportarlo el profesor, preferible-
mente en un formato de papel alto (A2 o A1), para tener espacio para colocar otros murales.
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SEPTIEMBRE OCTUBRE NOVIEMBRE
Dia 20: Tema 1: Los
numeros naturales (Numeros
mayas)
DICIEMBRE ENERO FEBRERO
Dia 1: Tema 7: Ecuaciones (y Dia 10: Tema 10: Algebra
matematicas chinas) (Matematicas arabes)
MARZO ABRIL MAYO
Dia 9: Figuras planas Dia 7: Los cuerpos
(Matematicas babildnica) geométricos (Veremos la
geometria en Egipto)
Figura 4. Guion de trabajo (orientativo).
LA NUMERACION MAYA

Puesto que se trata s6lo de una propuesta, no se detalla una programacion al com-
pleto, solo se daran unas orientaciones para que sirva al docente como guia.

De las matematicas de los mayas se puede destacar para el aula, fundamentalmente,
sus numeros y sus calendarios. No obstante, es importante hacer una introduccién histo-
rica sobre esta cultura, por breve que sea. Es de obligacion transmitirles que, desgracia-
damente, esta gran civilizacion ha dejado muy pocas pruebas, en parte, por la destruccion
de los espafioles con su conquista.

Las primeras unidades didacticas en las clases de matematicas, en general, suelen
ser los niameros. Para explicar a nuestros estudiantes el funcionamiento de nuestro sis-
tema de numeracion decimal o por qué sumamos de una determinada manera, nos en-
contramos con que todo ese proceso lo tienen automatizado. Es aqui, por ejemplo, donde
podria incluirse los nimeros mayas. Explicarles que los mayas utilizaban un sistema vi-
gesimal y como eran capaces de formar cualquier nimero a partir de un punto, una raya
y un simbolo parecido a una concha de caracol (Ver figura 5). También estan los calen-
darios mayas, en los cuales los alumnos pueden ver la relacion con la numeracion. Ade-
mas podrian ellos fabricar sus propios calendarios para el curso. Se puede hacer uso de
los siguientes materiales:

*  YouTube — Los mayas y su numeracion vigesimal
(https://www.youtube.com/watch?v=bIR93A9RRvU): Explica muy bien el sis-
tema numérico maya, asi como la diferencia entre el sistema vigesimal maya y el
decimal actual. Ademads, expone de forma muy visual el funcionamiento del ca-
lendario maya (min 12:00), mediante una especie de sistema de ruedas dentadas.

* Sunya — El fin del mundo (http:/sunya00.blogspot.com.es/2012/12/el-fin-del-
mundo.html).
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Figura 5. Numeracion maya.

EGIPTO Y SUGEOMETRIA

Al igual que antes, se daran algunas orientaciones, muy breves, de como se podria
trabajar Egipto dentro de un aula de E.S.O. Egipto es una de las civilizaciones antiguas
mas misteriosas e increibles que existen. Podria ligarse sus matematicas con una unidad
didactica que trate sobre los nimeros o las fracciones. No obstante, Egipto esta lleno de
construcciones de todo tipo (templos, piramides, obeliscos...) con formas geométricas
caracteristicas; sus mediciones también fueron muy importantes. Por eso es interesante
usarlo como actividad.

La piramide de Keops da mucho juego, por la gran cantidad de matematica que hay
en ella. La cultura egipcia y sus matematicas estan presentes en una infinidad de recur-
sos en Internet que pueden usarse para su estudio. Por ejemplo: Calculo de areas, volu-
menes, alturas, perimetros, distancias, etc.

Materiales:

*  YouTube — Misterios de la Gran Pirdmide de Keops
(https://www.youtube.com/watch?v=pg qqBe9BxU)

¢ La matematica en el antiguo Egipto — Garcia Benedito, A.
(http://www.jimena.com/egipto/apartados/mates.htm#geometria)

MATEMATICAS BABILONICAS

El conocimiento actual de las matematicas babilonicas procede de las excavaciones
arqueologicas que se realizaron a mediados del siglo XIX. Se recogieron, en los distintos
emplazamientos arqueologicos de Mesopotamia, casi medio millon de tablillas de arci-
lla, véase la figura 6, de las cuales mas de 300 son de ambito matematico. Es por eso que
existen abundantes fuentes de informacion, al contrario que en Egipto que usaron el pa-
piro que se destruyd mas facilmente.
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Puesto que sus célculos se realizaban en un sistema sexagesimal, podria usarse en el
aula, al igual que con los mayas, su sistema numérico y ver como funcionaban sus mul-
tiplicaciones y divisiones a través de la tablilla Plimpton 322 (ver figura 6a), que lleva
ese nombre porque pertenece al catdlogo 322 de la coleccion Plimpton de la Universi-
dad de Columbia. O hacer uso de la Tablilla YBC 7289 (ver figura 6b), que pertenece a
la Universidad de Yale, previo a una explicacion del teorema de Pitagoras, por ejemplo,
o cuando surja el término V2. Es interesante explicarles que unos mil afios antes de Pita-
goras, los babilonios conocian y utilizaban el resultado que hoy lleva su nombre, o que
para la raiz cuadrada de 2, la manera en que lo calcularon se asemeja al procedimiento
iterativo que usan los ordenadores en la actualidad.

h

Figura 6. a) Tablilla Plimpton 322. b) Tablilla YBC 7289.

CHINA

Existe una gran cantidad de matematica que se desarrollé en China y que se puede
usar como complemento a alguna unidad didactica de cualquier nivel de E.S.O. Su sis-
tema numérico sentd las bases del sistema que tenemos actualmente. Se usaban unas
pequetias varillas de bambl que se disponian siguiendo unas reglas para formar los nu-
meros y poder hacer las operaciones elementales. Una actividad posible es que ellos mis-
mos practiquen dichas operaciones con ayuda de unos palillos de dientes.

Por otro lado, los chinos han tenido siempre, y siguen teniéndolo, un interés por la
numerologia y el misticismo de los nimeros. Cuenta la leyenda que el emperador Yu ad-
quirié dos diagramas, el primero (Hoh tu) de un caballo-dragon que surgid de las aguas
del Rio Amarillo, y el segundo (Lo shu) copiado a partir del dibujo de la concha de una
tortuga sagrada encontrada en un afluente del Rio Amarillo. La figura 7 muestra estos
diagramas.

El Hoh tu esta dispuesto de tal manera que, tanto las secuencias de nlimeros impares
como la de los pares suman 20. El Lo shu es un cuadrado magico en el que los nlimeros
de todas las diagonales, filas y columnas, suman 15. Esto dio lugar a lo que conocemos
hoy como Sudoku.
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Iz HF OO

&

Figura 7- a) Ho tu. b) Lo shu (Needham, 1959, p. 57)

El alumnado podra construir sus propios cuadrados magicos o interactuar con recur-
sos a través de Internet. Existen instrucciones para la construccion del cuadrado magico
que se pueden encontrar, entre otros, en:

e Gheverghese (1991).

e Platea.pntic.mec.es/jescuder - Cuadrados magicos
(http://platea.pntic.mec.es/jescuder/c_magico.htm).

* Recursostic.educacion.es/descartes — Cuadrados magicos 4x4
(http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/CuadMag/

Cuadrados_magicos_4x4.htm).

Ecuaciones y fracciones son temas que se desarrollaron en la cultura china y que tam-
bién podriamos mostrarles a los estudiantes.

INDIA

Uno de los regalos matematicos de la India estuvo centrado en el mundo de los nime-
ros. Esos nimeros comenzaron a utilizarlos en el siglo V d.C., y han ido mejorandolos y
perfeccionandolos a lo largo del tiempo, creando los antepasados de los nueve numera-
les que se utilizan hoy en todo el mundo (Figura 8). Es por esto la importancia de expli-
car eso a los alumnos y alumnas, ya sea al comienzo del tema de los nimeros naturales,
o como curiosidad historica.
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Figura 8. Numeracion hindu (siglo V. d.C.) y actual.

Por ser uno de los matematicos hindties mas grandes, Brahmagupta debe ser nombrado
al menos cuando hablemos de la cultura india y sus matematicas. Demostr6 algunas propie-
dades esenciales del 0 que se ensefian hoy en dia en las escuelas de todo el mundo, asi como
la formalizacion de los nimeros negativos (que los denominaron deudas), permitiendo todo
ello la comprension de que las ecuaciones de segundo grado tenian dos soluciones.

Brahmagupta merece ser conocido por los estudiantes. De esta manera, una actividad
podria ser, haciendo uso de los ordenadores que posee el instituto, realizar una busqueda
biografica, en trabajo cooperativo, su resumen y posterior puesta en el mapamundi. Tam-
bién cuales son esas propiedades importantes del cero y como funcionan (mediante al-
guna actividad interactiva que haya preparado el profesorado), etc.

MATEMATICAS ARABES

Nos gustaria recordar que, desde un primer momento, nuestra idea era centrarnos
en las matematicas arabes por varios motivos. El primero, la importancia que tuvo, ya
que permitié que occidente volviera a tener ese conocimiento matematico que abandon6
siglos atras. El segundo, su cercania a nuestra ciudad, Cérdoba, como capital politica,
cultural e intelectual del imperio musulman, y del mundo, durante varios siglos. Los es-
tudiantes siempre estdn mas receptivos cuando les afecta de alguna manera, y es intere-
sante aprovechar eso. Y tercera, y Gltima, por la belleza y perfeccion de sus matematicas
en la arquitectura islamica. Todos esos motivos son grandes oportunidades para trasla-
darlo al aula.

Dicho de otro modo, ademads del uso de los nimeros, que practicamente les hace fun-
dadores de la aritmética, hicieron del algebra una ciencia exacta, sentaron las bases de
la geometria analitica y dieron un cuerpo de ciencia a la trigonometria plana y esférica.
Organizaron el saber, aclarando y simplificando los conocimientos; pero ademas, supie-
ron extraer de las matematicas, anteriormente casi exclusivamente una ciencia especula-
tiva, sus usos practicos.
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Matematicos arabes en el aula de E.S.O

Cuando hablamos de matematicos en esta época, tenemos que tener en cuenta una
“confusion” entre las diversas ramas del saber. Los cientificos del mundo islamico se dis-
tinguieron por el interés que tenian por todos los dominios y disciplinas cientificas. Los
matematicos, por ejemplo, se ocupaban a menudo de la medicina y sus ideas y teorias se
encuentran en el origen de numerosos trabajos sobre dptica o musica y, desde luego, de
la astronomia, ciencia que se confunde en gran medida con las matematicas en el mundo
arabe. Los matematicos del mundo isldmico eran muy a menudo astrénomos.

Mientras estabamos escribiendo este apartado, nos disponiamos a escribir toda una
biografia de los matematicos mas relevantes, pero nos hemos percatado de que no es la
intencién principal, sino que queremos centrarnos en como poder explicar esto en una
clase de 2° de ESO y qué se tiene que explicar. Adjuntamos, por tanto, una serie de di-
recciones web, o incluso algunos libros de la bibliografia, que tienen esa informacion:

¢ Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi (780 — 850).
(http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/conocer/alkhwarizmi.htm)

e Abbas Ibn Firnas (810 — 887)

* Maslama al-Mayriti (~950 — 1007)

e Azarquiel (1029 — 1087)
(http://www.diariocordoba.com/noticias/cultura/libro-repasa-infancia-cordoba-
azarquiel 33597.html)

Es fundamental que los alumnos sepan que los estudios y obras de Al-Khwarizmi
permitirian el desarrollo posterior de la ciencia en Europa (Infante y Puig, 2013)

En su aritmética se describe y adapta el sistema numérico hinda, llegando a los nime-
ros que tenemos actualmente. Su tratado de d/gebra con titulo “Kitab al-jabr wa’l-muqa-
bala” da origen a la palabra algebra. Es por esto que muchos autores lo llamen £/ Padre
del Algebra. En su tratado sobre astronomia, denominado Sinshind zij, incluye estudios
de calendarios, posiciones reales del sol, la luna y los planetas, astronomia esférica, ta-
blas astroldgicas. Ademas, Al-Khwarizmi posee una manera sistemdtica de realizar los
calculos; esto hace que el concepto de algoritmo se asocie a su nombre, aunque ¢l no
haya sido el inventor del primer algoritmo.

Las matematicas darabes en el aula de E.S.O

A continuacion exponemos una minima parte de las actividades que podrian hacerse.

Resolucion de ecuaciones de segundo grado
Al-Khwarizmi, en su tratado de algebra, nos explica la forma de resolver una ecuacion

de segundo grado sin conocer la formula que utilizamos hoy en dia, ya que por aquel enton-
ces, la forma de mirar las matematicas era diferente. Hay que mostrar las matematicas tal y
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como fueron, tal y como deberian de ser (aunque no se haga). La resolucion de la ecuacion
de segundo grado, por ejemplo, durante todos los afios académicos, se caracteriza por ser re-
suelta mediante una formula que te dan de repente, sin mas historia. Las matematicas no sur-
gen asi; vienen por el interés de resolver casos practicos como el que vemos a continuacion:

2k o

25

Figura 9. Cuadrado para el cilculo de la ecuacién de 2° grado.

El problema de encontrar el lado del cuadrado amarillo de la figura 9 equivale a re-
solver la ecuacion x? + 10x = 39.

El primer término de la ecuacion es x?; es decir, el area del cuadrado amarillo. La
suma de los cuatro rectangulos de color rosa es 4 - 2,5 - x, o bien, 10x, que es el segundo
término de la ecuacion. El area de los cuadrados verdes es: 4 - (2,5 - 2,5) = 25.

De esta manera, el area del cuadrado completo es (x+ 5)2. Este debe ser igual que la
suma de las nueve partes que lo forman; es decir:

(x+52=x>+10x+25=39+25=064

Extrayendo la raiz cuadrada en ambos miembros, tenemos que:

J(x+5)?2% =64
x+5=8
x=3

Si esta actividad la realizamos con cartulinas, los alumnos verian mas claro qué es lo
que se quiere obtener realmente y qué se hace para ello. Existen variantes del ejercicio
anterior, como por ejemplo la figura 10 para calcular la ecuacion: x2 + 6x = 7.

(x+3)2=x*+6x+9=7+9=16

J(x+3)2 =416
x+3=4
x=1
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Figura 10. Cuadrado para el cilculo de la ecuacion de 2° grado.

Matematicas en la Mezquita de Cordoba

La arquitectura islamica es, ademas de bella, perfecta matematicamente. Realizar una
excursion a la Mezquita, y alrededores, para conocer su historia y a su vez tomar medidas
y fotografias de la Mezquita, sin lugar a dudas, una de las mejores oportunidades para
que los alumnos sean competentes y autonomos.

Con la ayuda de algin guion previo que prepare el profesorado, los alumnos podran
ir tomando nota, en el propio guion de trabajo, de los aspectos mas importantes que pue-
den ser estudiados en el aula mas tarde. Por ejemplo, como sigue:

Vigita ol Megquitw der Cérdoba ~ Guion detrabajo-
1. Tomav fotosyde loy awcoy qmemu@mtr%/duramt@lw

visito.
2. Mide la distancia entre unow colwmnar y otro.
-—-metroy
3. Informate de low alfurar que tienen loy awrcoyy de sw
radio
_________________ metros de alto-
Radio_________

4. Tomaw vowioy fotoy deloy distintosy azulejos que
encuentres ew law Megquitow.

5. Toma wnov foto- del aliminow de la Megquito.

[..]

AN
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Por ejemplo, con ese guion, y una vez de vuelta al aula, los alumnos/as podran in-
vestigar qué tipo de arco, de todos los posibles, es el que posee la Mezquita. Existe en
Internet una web, creada por J.M. Arranz, R. Losada, J.A. Mora y M. Sada para alum-
nos de E.S.O, en la que se disponen los distintos arcos posibles con geometria dinamica
hecha con GeoGebra, en la direccion: http:/jmora7.com/Arcos/index.htm. O incluso,
con ayuda del profesor o profesora, adjuntar sus fotos a los recursos de GeoGebra, como
se muestra en la figura 11.

Por otro lado, la arquitectura islamica se caracteriza principalmente por sus for-
mas geométricas perfectas y sus simetrias. Eso mismo también ocurre con numero-
sos azulejos. Los alumnos y alumnas, que tomaron fotos de algunos azulejos, podrian
hacer un estudio de las posibles simetrias, de los giros o traslaciones que podrian ocu-
rrir en el mismo, etc. El grupo de profesores que nombramos con anterioridad, crearon
una web donde es posible ver, mediante una herramienta informética llamada GeoGe-
bra, el comportamiento de ciertos mosaicos y celosias. La direccion es la siguiente:
http://jmora7.com/Mosaicos/index11.htm

En otro apartado de la misma web, relatan como fue su experiencia, en una aula de 2°
de la E.S.O, con la construccién de mosaicos, adjuntando fotografias de las actividades
que los estudiantes realizaron. Una actividad bastante interesante:

http://jmora7.com/Onda/OndaGG/index1.htm

. -
T P
-

7|

AR

[ ] .n) >

1. Arco de medio punto CONSTrUCEIdn  oeecevenens L TERTS Intensidad Imagen ----@----

-/’

=]

p

a7

.
S

-

TP e ——il
s i g .

4

Figura 11. Estudio de los tipos de arcos con GeoGebra.
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Otros recursos sobre geometria islamica, en la Alhambra de Granada:

Video - Cronicas, Alhambra el manuscrito descifrado —

http:/www.rtve.es/alacarta/videos/cronicas/cronicas-alhambra-manuscrito-desci-
frado/1669272/

Se trata de un video que relata la historia de la Alhambra, su arquitectura, sus ma-
tematicas incluso. A pesar de ser un video muy completo y que recomendamos ver a
todos, vamos a centrarnos en el aspecto matematico que podemos aprovechar para al-
guna actividad del aula, parecida a la anterior con los mosaicos. O incluso, si se realiza
una excursion a la Alhambra de Granada, ver eso mismo que dice el video alli y plantear
actividades parecidas a las que hemos hecho anteriormente en la Mezquita de Cordoba.

REFLEXION FINAL

Queda, de esta manera, expuesta de una forma muy general qué y como se puede ex-
plicar una pequeia parte de la historia de las matematicas en un aula de la E.S.O; quere-
mos decir con esto que, la planificacion tiene que ser algo mas elaborado que todo esto.
Aqui so6lo se han dado recomendaciones e ideas.

Para algunos es casi increible que todas estas culturas antiguas hicieran estos descu-
brimientos siglos antes que los matematicos europeos. Y dice mucho acerca de la actitud
occidental hacia las culturas no occidentales el hecho de que casi siempre consideremos
sus descubrimientos como nuestros.

Lo que esta claro es que a occidente le ha costado valorar en su justo término los
grandes descubrimientos realizados por matematicos no occidentales. A medida que los
contactos de occidente con oriente aumentaban durante los siglos XVIII y XIX, asisti-
mos al desprecio por las culturas que se estaban colonizando. Se dio por hecho que los
nativos no podian ofrecer a occidente nada que tuviera valor intelectual; como hemos
visto, eso no ha sido asi.

Se espera que al realizar estas actividades los alumnos tengan una vision diferente de
donde y como se han desarrollado las matematicas, de tal forma que empiecen a adqui-
rir una cultura matematica basica no tradicional.
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Conversaciones durante la comida, o lo que la
escuela puede despertar

Lucia Flores
Pablo Flores

Resumen: A4 partir de una conversacion entre una adolescente y sus padres, durante la
comida, se dio un intercambio de ideas matematicas.
Palabras Clave: Matemdtica informal, conversaciones matematicas.

Conversations during the meal,
or what the school can awaken

Abstract: From a conversation about between a girl and her parents during meal re-
sulted in an exchange of mathematical ideas.
Keywords: Informal Mathematics, math conversations.

Lucia es una chica de 14 afios, esta en 3° de ESO. A través de las conversaciones
en las comidas caseras, con su madre (MA), y su padre (Pa), se reflejan algunas de sus
aficiones.

— Lucia: jQue rollo ese de la métrica! Después de contar las silabas, dicen que no,
que tiene menos, ya que hay que eliminar las sinalefas, considerar las diéresis, ....

— MA: jBien bonita que es!

— Lu: Si, ;verdad? Como tiene que ser endecasilabo, si tiene 13 silabas te inventas
algo para ajustarlo. jVaya cara!

— MA: Pero tiene su sentido. Lo importante es el ritmo del verso...

— Lu: jQue no! Si tiene 13, tiene 13.

— MA: Pero...
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— Lu: Lo que estamos viendo en Matematicas si que es divertido, el cuadrado de la
suma y todo eso

— MA: ;Y eso es divertido?

— Pa: Bueno, me recuerda el chiste del que describia el amoniaco diciendo que olia
bien, y cuando le llevaron el frasco para que lo comprobara, dijo "pues a mi me gusta...".

Etc., etc., etc.

Al cabo del tiempo, un jueves coincidimos en casa Lu y Pa, comiendo los dos solos.
Justo ese dia han tratado algo en clase de matematicas que le inquieta. Este aconteci-
miento me ha parecido tan interesante que me ha hecho redactar el dialogo de la manera
mas fiel posible.

Uno de los jueves de octubre del 2013. Lucia se sienta a comer y suelta, con cierto
enfado:

— Lu: (No me digas que "dosconnueveperiodico" es igual a 3?

— Pa:Je, je, je, (En qué se diferencian?

— Lu: Uno es 2,9999 y el otro 3

— Pa: ;Cual es mayor y cuanto?

— Lu: Yo que sé.. json iguales?

— Pa: Estais dando la relacion entre fracciones y decimales ;Coémo lo has obtenido?

— Lu: Si haciamos n=2,9999., con lo que 10n=29,9999..; por tanto 9n=27 y n es 3

— Pa: ;Entonces?

— Lu: jNo puede ser!

— Pa: Te suena a un endecasilabo..

— Lu: Si, a un endecasilabo alejandrino. jjQue no!!

— Me cuenta que ha sido un tema de clase, que le ha dicho a la profesora que eso no
era posible, que lo ha desconcertado y que la profesora le ha dicho que me lo pregunte.
— Pa: (Cuantos compaieros estan tan afectados como ti por que 2,9999.. sea 3?

— Lu: Alguno mas, a los otros no les ha importado. Entonces ;2,8888.. es 2.9?

— Pa: Réstalos.

— Lu: Sale 0,11... No es lo mismo.

— Pa: Es que hay infinitas cifras periddicas, y el infinito es asi de complicado.

— Lu: Si, eso de que haya la misma cantidad de numeros naturales que de numeros
pares .. O que al dividir el area del circulo entre el cuadrado del radio salga un niumero
con infinitas cifras .

— Pa: Y muchas paradojas mas, como el hotel infinito

Etc., etc., etc.

Por la tarde de ese jueves tuvo que ir a musica, donde comparte con otros compa-
fieros del mismo curso, pero también de bachillerato. Por la noche seguia con el tema.
Lo habia hablado con sus amigos, s6lo uno o dos de ellos se habian sentido tan con-
movidos como ella por este hecho. Otros no sélo no se habian sorprendido, sino que
apoyaban la "falta de seriedad de las matematicas", en que habian visto una demostra-
cion, empleando formulas, de que uno es igual a dos. Lucia les pidio la demostracion,
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diciéndoles, "pero eso no es verdad, 1 no es igual a 2. Una cosa no es igual a dos cosas.
Traeme esta demostracion".

El domingo siguiente volvid a la carga. Al llegar de la calle comenta:

Lucia: Hoy he encontrado una cosa chulisima. 1/3 es 33,3333.. %. Luego 3/3 es
99,99..% y es el 100 %. Ya me “ralla menos”. Estoy mas convencida de que "dos con
nueve periodico" es 3.

A partir de ahi ya tenemos un tema del que hablar, el infinito (y mas alld ). Veré qué
partido le puedo sacar. A los pocos dias coincidimos con la profesora de matematicas de
Lucia. Le agradeci haber sacado el tema, y, sobre todo, haber despertado esta curiosi-
dad en ella. Quedé en escribir este dialogo y enviarselo. Con este envio a Epsilon quiero
hacerlo extensivo a otros padres y profesores de matematicas. Ojala tengan la oportuni-
dad de tener una conversacion tan interesante como esta, en cualquier tema intelectual.
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Resumen: Los contenidos de dlgebra elemental estuvieron presentes en los programas de
enserianza de las Escuelas Normales Superiores y en los programas para las oposiciones a
las Escuelas del Grado Superior durante la segunda mitad del siglo XIX. En este articulo
analizaremos un manual consagrado a la enserianza del dlgebra elemental, el Tratado de
Algebra elemental para las Escuelas Normales (1898), escrito por Enrique Molina Bo-
rrego. Este analisis nos servird para tratar de conocer el nivel de los conocimientos alge-
braicos exigidos a los maestros de primera enserianza superior en dicha época.
Palabras clave: Algebra elemental, Formacion del profesorado, Escuelas Normales Su-
periores, Siglo XIX, Enrique Molina Borrego.

The elementary algebra in Higher Normal Schools
in the late nineteenth century

Abstract: Elementary algebraic contents were present in the syllabus of the Escuelas
Normales Superiores and of the civil service examinations to become an elementary or
middle school teacher during the second half of the XIX century. In this paper we ana-
lyze a textbook devoted to the teaching of elementary Algebra, the Tratado de Algebra
elemental para las Escuelas Normales (1898), written by Enrique Molina Borrego. This
analysis will be useful in order to known the level of the algebraic knowledge of teach-
ers by that time.

Keywords: Elementary algebra, Teacher training, Escuelas Normales Superiores, XIX
Century, Enrique Molina Borrego.
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1. INTRODUCCION

Actualmente el curriculo de Educacion Primaria en Espafia se organiza en torno a
cuatro bloques dedicados respectivamente a la Aritmética, a la medida de magnitudes,
a la Geometria y al tratamiento del azar. En correspondencia con estos bloques de con-
tenidos, los planes de estudio de los Grados de Maestro de Educacion Primaria' no de-
dican tiempo a la formacion algebraica de los futuros maestros. Lo mismo sucede en el
caso de la Educacion Infantil.

Sin embargo, durante la tltima parte del siglo XIX la situacion era diferente. Ya desde
1847, afio en que se dio a las Escuelas Normales la consideracion de Escuelas profesiona-
les (Melcon, 1992, p. 108), encontramos referencia al Algebra en sus planes de estudios.

En este trabajo pretendemos analizar la formacion algebraica de los maestros de pri-
mera enseflanza superior durante esa época. Para ello, puesto que “los libros de texto de-
terminan la ensefianza en la practica mads que los decretos de los diferentes gobiernos™
(Schubring, 1987), nos centraremos en analizar en detalle un manual que consideramos
paradigmatico dada la formacion y los puestos académicos ocupados por su autor: El
Tratado de Algebra elemental para las Escuelas Normales de Enrique Molina Borrego.

Fruto de dicho analisis, realizado siguiendo ideas de Picado, Rico y Gémez (2013),
seremos capaces de determinar los conocimientos algebraicos que se esperaban de los
maestros en esa época.

2. EL ALGEBRA ELEMENTAL EN LOS PROGRAMAS DE ENSENANZA Y
LAS OPOSICIONES DE LA SEGUNDA MITAD DEL SIGLO XIX.

Comenzaremos el trabajo con la revision de algunos textos legales de la época, que tam-
bién muestra la evolucion en el tratamiento de dicha materia dentro de los planes de estudios:

 En el Real Decreto de 30 de marzo de 1849 se incluye unas “Nociones de Alge-
bra” entre las materias que se han de dar durante los tres afios que duren los es-
tudios. Mas en concreto, tanto la Circular del 4 de octubre de 1849, como la del
18 de septiembre de 1850 determinan que dicha materia debe impartirse en el se-
gundo curso.

e En la Real Orden del 24 de septiembre de 1853 estas “Nociones de algebra” se
trasladan al tercer curso del plan de estudios.

e La Ley de Instruccion Publica de 9 de septiembre de 1857 (Ley Moyano) distin-
guia entre los titulos de Maestro de primera ensefianza elemental y superior (con-
sistiendo el segundo en una ampliacion del primero). El Algebra se reservaba para
los Maestros de ensefianza superior. De hecho, el Real Decreto de 20 de septiem-
bre de 1858 establecia entre las asignaturas que debian superarse para optar al ti-
tulo de Maestro de primera ensefianza superior una titulada “Complemento de
Aritmética y nociones de Algebra”.

1. Los autores han consultado los planes de estudios de las universidades de Zaragoza, Valladolid, Gra-
nada y Autonoma de Barcelona. Dado el actual proceso de convergencia europea no cabe esperar diferencias
en el resto de universidades espafiolas.
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En correspondencia con su presencia en los planes de estudios, el Algebra también
hacia aparicion en los programas para las oposiciones a las Escuelas del Grado Superior.
Asi, en la Real Orden de 12 de noviembre de 1894, que establecia dichos programas, se
proponian los diecinueve temas siguientes:

« 62. ;Cual es el objeto del Algebra y en qué se diferencia de la Aritmética? Sig-
nos del lenguaje algebraico: su utilidad. Expresion algebraica monomio y polino-
mio. Ejemplos.

e 63. Coeficiente y exponente. Qué son términos semejantes y como se simplifican.
Formula algebraica. Valor numérico de una expresion literal. Ejemplos.

* 64. En qué consisten las operaciones algebraicas. Como se suman las cantidades
literales. Como se hace la sustraccion algebraica. Ejemplos.

* 65. Origen de las cantidades negativas. Modo de interpretar semejantes expresio-
nes. Convertir la adicion en sustraccion y viceversa. Ejemplos.

* 66. Objeto de la multiplicacion algebraica. Regla para el signo del producto.
Como se multiplican dos potencias de una misma cantidad. Multiplicar un mono-
mio por otro. Ejemplos.

e 67. Como se multiplica un polinomio por un monomio. Separar el factor que sea
comun a varios términos de un polinomio. Cémo se multiplica un polinomio por
otro.

+  68. Cual es el cuadrado de un binomio. idem del cubo. Cuél es el producto de la
suma de dos numeros por su diferencia. Ejemplos.

* 69. Cudl es el objeto de la division algebraica. Regla para el signo del cociente.
Como se dividen dos potencias de una misma cantidad. Dividir un monomio por
otro. Ejemplos.

e 70. Como se divide un polinomio por un monomio. Ordenar los términos de un
polinomio. Dividir un polinomio por otro. Correspondencia entre la division alge-
braica y la aritmética. Ejemplos.

e 71. Qué se entiende por fraccion literal. El valor de una fraccion literal no altera
si se multiplican o dividen sus dos términos por una misma cantidad literal. De-
mostracion y ejemplos.

e 72. Simplificacion de una fraccion literal. Cémo se convierten varias fracciones li-
terales a un denominador comun. Sumar cantidades fraccionarias.

e 73. Sustraccion de cantidades literales fraccionarias. Casos que pueden ocurrir y
modo de resolverlos.

e 74, Multiplicacion de cantidades literales fraccionarias. Casos que pueden ocurrir
y manera de resolverlos.

e 75. Division de cantidades literales fraccionarias. Casos que pueden ocurrir y
modo de resolverlos.

e 76. Qué se entiende por ecuacion. Ecuaciones de primer grado. Trasposicion de
términos en una ecuaciéon. Como se quitan los denominadores. Ejemplos.

e 77. Como se resuelve una ecuacion de primer grado con una incoégnita. Un sis-
tema de ecuaciones con igual nimero de incdgnitas. Métodos de eliminacion.
Ejemplos.
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+ 78. Como se forma el cuadrado de un monomio. idem de un binomio. Extraer la
raiz cuadrada de un monomio. La raiz cuadrada de un producto es igual al pro-
ducto de las raices cuadradas de sus factores. Ejemplos.

e 79. Progresion. Progresion aritmética y geométrica. Término general de una pro-
gresion aritmética. Suma de los términos de una progresion aritmética. Ejemplos.

e 80. Progresion. Progresion geométrica. Término general de una progresion
geométrica. Suma de los términos de una progresion geométrica. Ejemplos.

3. EL TRATADO DE ALGEBRA ELEMENTAL PARA
LAS ESCUELAS NORMALES

El Tratado de Algebra elemental para las Escuelas Normales (Molina, 1898a) fue es-
crito por Enrique Molina Borrego. De este autor s6lo sabemos que fue profesor y secreta-
rio de la Escuela Normal Superior de maestros de Cordoba y catedratico de la asignatura
de Algebra en ese centro de ensefianza, tal como se detalla en la portada de su obra. Ade-
mas de su «Tratado de Algebra», Molina también escribié un Tratado de Aritmética para
las Escuelas Normales (Molina, 1898D).

Dada la formacion académica del autor y su titulo de catedratico de Algebra, estima-
mos que el antedicho manual puede ser una herramienta valida para establecer el nivel
de conocimientos de caracter algebraico exigido a los maestros de primera ensefianza
superior.

TRATADO

D®E

ALGEBRA ELEMENTAL

PARA LAS ESCUELAS NORMALES

PFPOR

DON ENRIQUE MOLINA BORREGO

PFROFRBOKR ¥ ARRATARI) DR LA EBSCUELA NORMAL AUIFERFYR
DE MAHEATRAS DR OORDOHA Y CATEDRATION DR DICHA ABIGNATITRA

BN BATR CEXTRN DR ENSRSAXZA

Figura 1. Detalle de la portada del Tratado de Algebra elemental
para las Escuelas Normales (1898)
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3.1. La estructura del libro

El Tratado de Algebra elemental para las Escuelas Normales ocupa ciento cinco pa-
ginas, no contiene prélogo y sus contenidos se organizan segun las treinta y cinco sec-
ciones siguientes, tal como se detalla en el indice de la obra:

e 1. Nociones preliminares.

e 2. Adicidn de las cantidades algebraicas

e 3. Sustraccion de las cantidades algebraicas

. Multiplicacion de las cantidades algebraicas.

. Consecuencias de la multiplicacion de polinomios.

. Division de las cantidades algebraicas.

. Consecuencias de la division de polinomios.

. De las fracciones algebraicas.

. Célculo de las cantidades con exponente negativo.

e 10. Interpretacion de las expresiones a/0 y 0/0.

e 11. Ecuaciones de primer grado.

e 12. Resolucion de las ecuaciones de primer grado con una incégnita.

e 13. Discusion de los valores de la incdgnita en una ecuacion de primer grado.

e 14. Problemas de primer grado con una incognita

* 14. Eliminacién de incognitas.

e 16. Resolucion de un nimero cualquiera de ecuaciones de primer grado con igual
nimero de incognitas.

e 17. Discusion de los valores de las incognitas de un sistema de dos ecuaciones de
primer grado.

e 18. Problemas de primer grado con dos o mas incognitas.

* 19. Resolucion de un cierto numero de ecuaciones de primer grado con mayor nu-
mero de incognitas.

e 20. Resolucién de varias ecuaciones de primer grado con menor numero de
incognitas.

e 21. Potencias de los monomios.

e 22. Raices de los monomios.

e 23. Coordinaciones.

e 24, Permutaciones.

e 24. Combinaciones.

e 26. Binomio de Newton.

e 27. Potencias de los polinomios.

e 28. Raiz cuadrada de los polinomios.

e 29. Raiz ctbica de los polinomios.

e 30. Célculo de los radicales algebraicos.

e 31. Célculo de las cantidades que tienen exponentes fraccionarios.

e 32. Célculo de las expresiones imaginarias de segundo grado.

e 33. Ecuaciones de segundo grado.

e 34. Discusion de la ecuacion general de segundo grado con una incognita.

e 35. Problemas de segundo grado con una incognita.

°
O 00 3 N L K~
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3.2. El contenido del manual

Picado, Rico y Gomez (2013) consideran que los contenidos de un libro de texto
se pueden caracterizar desde tres categorias: generalidades, contenido matematico y
didactica.

Estos autores establecen diversas unidades de analisis para cada una de las antedichas
categorias. Asi, los aspectos histdricos, los conocimientos previos, etc., sirven como uni-
dades de analisis para la categoria «generalidades»; los conceptos, procedimientos, re-
presentaciones y contextos pueden organizar la categoria «contenido matematico»; por
ultimo, la categoria «didactica» se puede analizar desde los objetivos, tareas, materia-
les, etc.

En lo que sigue utilizaremos una adaptacion de las técnicas anteriores para la carac-
terizacion de los contenidos del «Tratado de Algebra elementaly.

3.2.1. El contenido matemdtico

Para analizar el contenido matematico de la obra objeto de estudio nos centrare-
mos en los aspectos siguientes: Notaciones, conceptos, procedimientos, resultados y
representaciones.

Notaciones

Un aspecto muy a tener en cuenta en las Matematicas en general y en el Algebra en
particular es el uso de distintas notaciones y convenciones por parte del autor. Vamos a
sefalar las principales peculiaridades de este texto.

* Ala hora de construir expresiones algebraicas, el autor utiliza las primeras letras
minusculas del alfabeto para representar los datos o coeficientes y las tltimas para
designar las incognitas. Esta practica es la mas habitual atn hoy en dia. Por otro
lado, los signos para las operaciones o la igualdad que se utilizan son los mismos
que los de la Aritmética salvo los dos simbolos de ambigiiedad: y .

* En lo que concierne a los paréntesis, Molina Borrego también utiliza barras ver-
ticales?, especialmente en aquellos casos en que se deben agrupar términos seme-
jantes (véase la figura siguiente).

(@+0)(@-+D)(@+-c)x+d)=0t1- a|23+ab 22 abe |x+abed
45 -Lac| 4abd
+¢| “ad| J-acd
+d| +bc| -+bed
+bd
+od

Figura 2. Desarrollo del producto de cuatro binomios (p.67)

2. Un simbolismo similar ya fue utilizado por René¢ Descartes en su Geometria (1637).
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* En la seccion 32 (Cdlculo de las expresiones imaginarias de segundo grado) no
se utiliza un simbolo especifico para la unidad imaginaria®.

(@+b/ )+ etd v TT)=(a+0)+ b +d) /=T

Figura 3. Adicion de niimeros complejos (p. 90)

e En el estudio de las combinaciones y permutaciones ordinarias no se utilizan los
numeros combinatorios* o coeficientes binomiales ni el simbolo factorial’.

Conceptos

A lo largo del manual, cuando se introducen conceptos, se utiliza un lenguaje verbal
claro y ajustado al publico al que va dirigido: los futuros maestros de primera ensefianza
superior. En general, las definiciones se acompafian de ejemplos aclaratorios.

Para corroborar esta afirmacion, sirvan los ejemplos siguientes:

“Se llama expresion algebraica al conjunto de letras, o nimeros y letras ligadas

por los signos de las operaciones ordinarias, como por ejemplo, a> b es una expre-

sion algebraica, y la cantidad 2ab? + 12a’h — ab’, es otra expresion algebraica”

(p. 6).

e “Multiplicar una cantidad algebraica por otra es hallar una tercera cantidad que
sea respecto de una de ellas en valor y signo lo que la otra es de la unidad posi-
tiva. La primera se llama multiplicando, la segunda multiplicador y la tercera pro-
ducto” (p. 11).

e “Alareunion de dos cantidades unidas por el signo igual se da el nombre de igual-
dad. La cantidad colocada a la izquierda del signo recibe el nombre de primer
miembro, y la que esta a la derecha segundo miembro. Se llama identidad a la reu-
nién de dos cantidades iguales unidas por el signo igual, y que sélo se diferencian
en la forma, como 6 x 2 x 3 =4x9. Se da el nombre de ecuacion a la igualdad que
contiene una o varias incognitas, como 24x + 2 —2=36"(p.29).

* “Se llaman combinaciones o productos diferentes a todos los diferentes grupos
que se pueden formar con un niimero determinado de objetos tomandolos 2 a 2,
3a3,4a4...nan, de modo tal que un mismo objeto s6lo entre una vez en cada
grupo y que dos cualesquiera de ellos difieran, a lo menos, en uno de los objetos
de que estan formados” (p. 63).

3. El simbolo 7 para la unidad imaginaria fue introducido por Leonhard Euler en su De formulis differentia-
libus angularibus maxime irrationalibus, quas tamen per logarithmos et arcus circulares integrare licet (1794).

’ m , . . . .
4. El simbolo (H) para el nimero de combinaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n fue

introducido en 1827 por Andreas von Ettingshausen (Meavilla, 2012).
5. El simbolo ‘!” para representar el factorial fue introducido por Christian Kramp en 1808 (Meavilla, 2012).
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¢ “Llamamos modulo de una expresion imaginaria de la forma a +b V-1, a la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de las cantidades reales a y b; por tanto el
modulo de la expresion anterior sera Va2+ b?” (p. 91).

Procedimientos

Dado el cardcter eminentemente practico de la obra, los contenidos algebraicos pro-
cedimentales son mas numerosos que los conceptuales. Los procedimientos que se des-
criben y ejemplifican a lo largo del texto se refieren principalmente a: operaciones con
expresiones algebraicas, potencias de exponente entero y fraccionario, resolucion y dis-
cusion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones, operaciones con radicales y operaciones
con numeros complejos.

Las demostraciones que acompanan a algunos de ellos tienen el rigor que puede exi-
girse en un texto dedicado a la formacion de maestros y dota al «Tratado de Algebrax» de
un nivel superior al de algunos textos contemporaneos en los que las pruebas se sustitu-
yen por comprobaciones.

A modo de ejemplo, presentamos la demostracion del contenido procedimental con-
cerniente a la resolucion de una ecuacion de segundo grado incompleta (pp. 93 — 94).

Sea ahora 1a ecuacién incompleta
az®— ba=0).
Dividiendo awbos miembros por &, tendremos
Z‘QEZ:O
a

y separando el factor comin x, resulia

a:( —§)=0.

Para que este producto sea { es necesario que por lo menos
sea O uno de los factores; Inego #=0 cg una solucidn.

8i convenimos que el otro factor mug:— ses igml 4 O, tondre-

meos la ecuacién
T— J =0
a

Pasando-el término conocido al segundo miembro, resnlta que

b
Tr——
a

Do lo-demostrado anteriorinexte, vesulta que la incognita de
una ecuacién de sequndo grado de la forma az®—bx=0, tiene
dos valores: uno de ellos es (0 y el ofro es igual al coeficiente del
segundo término con signo contrario partido por el coeficiente del
primer término,

Figura 4. Procedimiento para la resolucion de una ecuacion de 2° grado
incompleta
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Resultados

Ademas de presentar conceptos y de describir procedimientos, la mayor parte del
texto se dedica a la presentacion de propiedades y de diversos resultados (ya sean propo-
siciones, teoremas o corolarios).

113,  ET valor de un radical no vavia multiplicando su in-
dice por cualquier numero entero positivo, s ademds lo cantidad
subradical se eleva 6 una potencia de igual grado que el que ex-
presa referido nimero entero.

En efecto, elevando ambos miembros de Ia identidad

(V)=

4 la potencia n, tendremos

A=

Pero esta igualdad guiere decir que

i

¢3 la raiz del grado ma de @*, y por lo tanto

. K_- " .|l'_

\_f & = \/ @
La igualdad anterior nos demuestra el principio enunciado, v
también que una cantidad radical no se altera dividiendo el indice

y exponente de lu cantidad subradical por un factor que les sea o-
mia,

Figura 5. Propiedad de los radicales

En la Figura 5 se presenta uno de los multiples ejemplos que pueden encontrarse a lo
largo del texto. Se observa que el autor no se conforma con enunciar el resultado, sino
que presenta una demostracion detallada del mismo en la que se presta mucha atencion a
la hora de explicar y justificar cada uno de los pasos del razonamiento.

Ademas del mencionado rigor en la presentacion y deduccion de los resultados, el
autor presenta en ocasiones apuntes de caracter histérico que contribuyen a ampliar
la formacion del lector. Por ejemplo, en la pagina 66, al inicio de la seccion dedi-
cada a la férmula del Binomio de Newton, leemos la siguiente informacion de carac-
ter historico:

“Newton hallo la formula general para elevar directamente un binomio a una potencia
cualquiera sin pasar por las potencias inferiores, y de dicha formula se deduce facilmente el
medio de formar la potencia de cualquier grado de un polinomio dado. La demostracion de la
formula de Newton se funda en la teoria de las combinaciones.”
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Representaciones

Por representacion (Lopez Esteban, 2011) entendemos cualquier modo de hacer
presente un concepto o procedimiento mediante distintos tipos de simbolos, graficos
o signos. Existe una gran diversidad de modos de representar conceptos y procedi-
mientos matematicos: mediante signos o simbolos especiales, mediante esquemas,
graficos o figuras, principalmente.

En el texto objeto de estudio los sistemas de representacion mas utilizados son el ver-
bal y el que hace uso del simbolismo algebraico (ver Figura 6).

B N o B

‘VEb—CmVa ViVe

Figura 6. Representacion simbolica del radical de un producto (p. 59)

Ademas de estos sistemas de representacion hemos localizado otros tipos de repre-
sentaciones utilizadas de manera esporadica. En concreto:

122

Representacion simboélico-esquematica:

Un ejemplo de este tipo de representacion se observa, por ejemplo, en el tema de-
dicado al producto de polinomios (Figura 7); donde se esquematiza un proceso
en varios pasos.

Multiplicando, 4a’— Hadb-+ 7ah?
Multiplicador. 2a°— Ga2h+ 4ab®
. 8a"—10a% 4 14a%pt
Productos parciales. —24a5h4-30a%% —42a1h?
/ +-16a°h2 —20a4b8-28ahi

Producto total. 8a®-—34a®h4 60a™he—62aih"4-28aM

Figura 7. Representacion simbolico-esquematica del
productode polinomios (p. 14)

Representacion grafica:

Este sistema de representacion es utilizado especialmente en los problemas de moévi-
les. Por ejemplo, en la pagina 34 encontramos el siguiente problema, que ya habia sido
utilizado por otros autores contemporaneos (Moya, 1885; Salinas y Benitez, 1892):

“Dos moviles A’y B’ parten en un mismo instante de los puntos A y B, que distan entre si
d kilometros, y recorren en una misma direccion [y sentido] la recta indefinida MN, el pri-
mero con una velocidad v kilometros por hora y el otro de v’'. ;A qué distancia del punto
B se encontraran, suponiendo que caminan con movimiento uniforme?”
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En la Figura 8 se observa el sistema de representacion utilizado por el autor para
codificar la informacion anterior.

¢

. M

ek
e

Figura 8. Representacion grafica asociada a un problema de maéviles (p. 34)

* Representacion matricial o tabular:
Esta forma de organizar la informacion resulta especialmente util cuando debe
enumerarse una serie de calculos que siguen una pauta comun (Figura 9) o bien
cuando se desean estudiar de forma conjunta los diversos casos posibles en una
situacion concreta (Figura 10).

Formemos las coordinaciones binarias posibles con las letras
a, b, ¢, d.

Para ello, & la derecha de cada letra, se irdn colocando sucesi-
vamente una & una todas las demas letras.

La letra @ nos dard las siguientes coovdinaciones ab, ac, ad.

La letra & » » B ba, bG, bd,
La latra ¢ > > » ca, ¢b, ed.
La letra d » v » da, db, dc.

Figura 9. Representacién matricial de las variaciones ordinarias de cuatro
elementos tomados de dos en dos (p. 61)

_ EBouaciomes. =~ Raices.
]..a r:,::.-*-;-."m-} c==(), :L'F——TM; ’”:Zﬁm
2a 2a

0¥ goAlrto=d, go— CTVENRE, . S—VF-L

20 ' 20
8. om0, g0V by P
3. anP4by—e=0. x= o =3 5,
& axt—br—c=0. » b+'./bs+4”c; = b—y P ac
2 2a

Figura 10. Cuadro resumen de las soluciones de los cuatro tipos de ecuaciones de
segundo grado completas (p. 98)
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3.2.2. Algunas consideraciones diddcticas y metodolégicas

El objetivo del autor del Tratado de Algebra elemental para las Escuelas Normales
es ofrecer a los alumnos de dichas instituciones educativas un libro de texto en el que se
transmitan los conceptos y procedimientos béasicos del Algebra elemental. Para ello, Mo-
lina Borrego utiliza un lenguaje verbal claro, y no carente de rigor, que se ajusta al nivel
matematico del publico al que se dirige el manual.

Los contenidos teodricos y los procedimientos generales que salpican el tratado se
complementan con ejemplos concretos que facilitan su comprension. Ademas, las propo-
siciones y teoremas van acompaiiados de demostraciones que tienen el rigor que puede
exigirse a un texto dedicado a la formacion de futuros maestros. La presencia de demos-
traciones dota al «Tratado de Algebra» de un nivel matematico superior al de otros ma-
nuales contemporaneos en los que las pruebas se sustituyen por comprobaciones.

En cuanto a las representaciones graficas, es notoria la ausencia de aquellas relacio-
nadas con las «expresiones notables» y la resolucion diagramatica de la ecuacion de se-
gundo grado con una incognita propuesta por al-Khwarizmi (Rosen, 1891). Este tipo de
representaciones ya gozaron de cierta popularidad en los manuales medievales y rena-
centistas (Meavilla y Oller, 2013). La exclusion de este tipo de representaciones dismi-
nuye las oportunidades de aprendizaje de aquellos alumnos cuya orientaciéon cognitiva
es eminentemente visual en el sentido de Krutetskii (1976).

En general, los programas de ensefianza han prestado poca atencién a los aspectos
visuales de las Matematicas (excepcion hecha, claro esta, de los conocimientos de tipo
geométrico) y se han centrado casi exclusivamente en su componente analitica. Este en-
foque adolece de las siguientes deficiencias (Meavilla, 1998):

1) No cubre las necesidades de los alumnos visuales o armonico-pictoricos.

2) Propicia el abandono de estudiantes que podrian acceder a las Matematicas a tra-
vés de su componente visual.

3) Oculta los aspectos visuales que ayudan a conseguir la comprension de concep-
tos y procedimientos.

4) Ignora las representaciones visuales como herramientas potentes para la resolu-
cion de problemas no necesariamente geométricos.

5) No contempla las demostraciones visuales como demostraciones matematica-
mente legitimas.

El tratamiento teorico-practico de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones es ade-
cuado. Sin embargo, no se estudian las ecuaciones con radicales ni las ecuaciones reduci-
bles a cuadraticas, topicos que podrian tener cabida en un tratado de Algebra elemental.

Molina Borrego propone el siguiente método (aplicable a problemas con una sola in-
cognita y generalizable a cuestiones que involucren mas) para “poner en ecuacion” un
problema de enunciado verbal (p. 35):

“Laresolucion de los problemas de Algebra se verifica generalmente por medio de ecuaciones,
y como ya nos es conocido el procedimiento que hemos de seguir para hallar en ellas el valor de
la incognita, daremos a conocer el método para ponerlas en ecuacion, ya que no podemos dar una
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regla general fija, por la variacion constante que hay en las relaciones que existen entre los datos
y las incognitas. En primer término debe estudiarse con gran detenimiento el enunciado del pro-
blema, y una vez comprendido representar la incognita por una de las tltimas letras del alfabeto,
sometiendo a esta a todas las operaciones que habrian de verificarse con el nimero que se busca.”

Este método se aplica a la resolucion de treinta problemas: diez de primer grado con
una incognita, diez de primer grado con dos o mas incognitas, y diez de segundo grado
con una incégnita. En ninguno de ellos se comprueba la solucion o soluciones obtenidas.
Esta omision, que elimina la cuarta etapa del modelo teorico de Polya (1989) para la re-
solucioén de problemas, no es recomendable en la formacion del profesorado de Matema-
ticas en general y de la de los maestros en particular.

2°  Determinar la longitud de lo base de un tridngulo sa-
hiendo que el drea del mismo es 320 metros cugdrados y que la
altura tiene 2% metros menos que In base,

En Geometria se demuestra que el 4rea de un tridngulo es
igual 4 la mitad del producto de su base per su altura, esto es
Buse< Altura
——pr——

Llamando x 4 la base del tridngule, la alturs estard represen-
tada por x—24, y tendremos

‘f{x;—%}=390.

Quitando denominadores y pardntesis, resulta
22 —2hae=040.
Pagando todo al primer miembro, serd
a?—Zhe—640==0.

Areq —

Y por tdltime
=124V 144 + 640=12+28
Separando las dos raices, queda
a==124-28=40; a=—10
Lusgo 1a base tiene 40 metros.

Figura 11. Resolucion de un problema de segundo grado con una incdégnita (p. 101)

Pese a esta relativamente amplia coleccion de problemas resueltos, no se proponen
actividades para que el alumno las trabaje y evalue su aprendizaje.

4. IMPLICACIONES PARA LA FORMACION ALGEBRAICA DE LOS
MAESTROS SUPERIORES EN EL SIGLO XIX

El analisis detallado que hemos efectuado del texto de Molina Borrego, que consideramos

significativo a la hora de aproximarnos al conocimiento algebraico, nos permite tener una
idea relativamente clara de la formacion algebraica de los maestros superiores de la época.
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En la figura 12 se organizan (utilizando terminologia actual) los contenidos, tanto
conceptuales como procedimentales, del Tratado de Algebra elemental para las Escue-
las Normales. En dicho tratado no aparece indicacion explicita alguna relativa a la Di-
dactica del Algebra, debido seguramente a que en el programa para las oposiciones a las
escuelas del grado superior (R. O. de 12 de Noviembre de 1894) no se exigian conoci-
mientos relativos a la ensefianza del Algebra.

Ademés, recordando que el lenguaje verbal utilizado en el «Tratado de Algebra» se
ajusta al publico al que va dirigido y que las demostraciones que acompafian a algunas
proposiciones y teoremas tienen el rigor que puede exigirse en un texto dedicado a la for-
macion de maestros, podemos concluir que, a nuestro entender, el Tratado de Algebra
elemental para las Escuelas Normales persigue los objetivos siguientes:

Oftecer a los futuros ensefiantes los contenidos conceptuales y procedimentales
basicos del Algebra elemental (similares a los que actualmente se ofrecen a los es-
tudiantes de Ensefianza Secundaria Obligatoria).

Valorar la utilidad del simbolismo algebraico en la transmision de informacion.
Contribuir a que el futuro maestro aprecie y valore el rigor matematico que esta
presente en algunas demostraciones sencillas concernientes a contenidos basicos
de caracter algebraico.

Valorar la importancia de las ecuaciones y de los sistemas de ecuaciones en la re-
solucion de problemas matematicos elementales.

Los objetivos anteriores permiten enumerar los que consideramos que eran los cono-
cimientos algebraicos exigidos a los maestros de primera ensefianza superior en la parte
final del siglo XIX:

126

Conocer los contenidos conceptuales y procedimentales béasicos del Algebra
elemental

Utilizar el simbolismo algebraico para la transmision de informacion.

Conocer demostraciones sencillas relativas a contenidos basicos de caracter
algebraico.

Resolver algebraicamente problemas matematicos sencillos.
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Expresiones algebraicas
‘ Monomios ‘ | Binomios ‘ | Polinomios | Potencias de
exponente
fraccionario
- - Operaciones
Combinatoria P
Lo .
Potencias de
exponente entero
Binomio de ‘
Newton
‘ Adicion ‘ ‘ Sustraccion H Multiplicacion || Division |
Potenciacion Radicacién
Ecuaciones
Numeros complejos
Expresiones
a/0 y 0/0
Ecuaciones y sistemas Ecuaciones de
de primer grado segundo grado
Discusion || Resolucion ‘ | Resolucion de problemas | | Resolucion ‘ | Discusion

Figura 12. Contenidos del «Tratado de Algebra elemental»
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