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EDITORIAL

Para una revista publicada fuera del circuito comercial no es facil trascender en el
tiempo, sin embargo, en el afio 2014 se cumple el trigésimo aniversario de la revista Ep-
silon y en este periodo se han publicado 30 volumenes y 85 niimeros.

A largo del tiempo la revista ha sufrido cambios tanto en su gestion como en la es-
tructura de contenidos y en la propia maquetacion hasta llegar a su actual version en for-
mato online.

Al frente de la revista han estado cuatro directores coordinando los diferentes comités
editoriales, asi han desempefiado tal funcion: del nimero 0 al 18 Manuel Iglesias Cere-
zal, del 19 al 57 F. Javier Pérez Fernandez, del 58 al 72 Antonio Javier Moreno Verdejo
y del 73 en adelante Alexander Maz Machado.

La revista a podido completar esta trayectoria temporal gracias al esfuerzo e interés
de muchas personas que han colaborado como autores, revisores, gestores y como no
gracias a sus lectores en su mayoria socio de las Sociedad Andaluza de Educacion Ma-
tematica THALES.

En este nimero Luis Rico nos contextualiza aspectos importantes asociados a la crea-
cion de la revista. Por su parte Antonio Moreno brinda su particular visién de Epsilon
desde su experiencia como exdirector de la misma.

En la actualidad la revista es indexada en bases de datos de como MathEdu, Dial-
net y Latindex. Durante el 2013 la edicion ha pasado a ser digital y continua ofreciendo
contenidos de interés para investigadores en educacion matematica como para el profe-
sorado. En los tltimos dos afios se ha incrementado el nimero de articulos de investiga-
cién pero manteniendo los articulos de aplicaciéon inmediata en el aula en las secciones
de ideas para el aula y experiencias. Recientemente hemos incorporado una seccion mis-
celanea donde estan teniendo cabida reflexiones, criticas y otros trabajos que por su ca-
racteristica no se adecuaban a las otras secciones.

La internacionalizacion de Epsilon se evidencia en la citas que recibe y en el aumento
de autores internacionales que colaboran con la revista.

Esperamos que Epsilon prosiga con éxito y se mantenga tan actual como ahora du-
rante muchos afios y podamos seguir celebrando nuevos aniversarios.

Alexander Maz Machado
Director






INVESTIGACION

Epsilon - Revista de Educacion Matemadtica 2013, Vol. 30(3), n° 85, 9-20

Utilizacion de la nocion “ser multiplo” por maestros
de educacion primaria en formacion

Angel Lépez!'?
anlopez169@ugr.es
anlopez@uc.edu.ve

Encarnacion Castro!
encastro@ugr.es

Maria C. Caiiadas!
mconsu@ugr.es

Resumen: El presente trabajo forma parte de una investigacion en desarrollo sobre di-
visibilidad como conocimiento matemdtico de maestros de educacion primaria en for-
macion. En este documento presentamos algunos resultados sobre una de las relaciones
consideradas: “ser multiplo”. Analizamos las producciones de 55 futuros maestros me-
diante una prueba escrita, con el fin de delimitar si identificamos diferentes formas de
expresar tal relacion. Los futuros maestros no utilizaron el término relacion en sus res-
puestas sobre ser multiplo. Mayoritariamente, se basaron en operaciones aritméticas,
con predominio del producto.

Términos clave: Conocimiento matemadtico, divisibilidad, futuros maestros, multiplo

Meaning of relationships “be multiple” shown
by a group of training primary teachers

Abstract: This work is part of an on going study on divisibility and teaching of mathe-
matical knowledge of training primary teachers. In this paper we present some results
about one of the relationships considered “be multiple”. We analyze the production of
the 55 prospective teachers in a written questionnaire to identify if they have different

1. Universidad de Granada.
2. Universidad de Carabobo.



Utilizacion de la nocion “ser multiplo” por maestros de educacion primaria en formacion
A. Lépez, E. Castro y M. C. Canadas

ways of expressing this relationship. Prospective teachers do not use the term relation-
ship in their answers on being multiple. Mostly, they based on arithmetic computations,
with predominance of the product.

Keywords: Mathematical knowledge, divisibility, training primary teachers, multiple

INTRODUCCION

Situaciones que involucran la estructura multiplicativa son frecuentes en la vida dia-
ria, por lo que dicha estructura esta presente en los curriculos escolares de diferentes
niveles educativos. Los maestros de educacion primaria han de trabajar en sus aulas con-
ceptos relacionados con la estructura multiplicativa, algunos de ellos corresponden a la
divisibilidad. En estos conceptos se debe profundizar en el conocimiento de los niimeros
asi como de sus relaciones (Castro y Molina 2011). La divisibilidad es una relaciéon mul-
tiplicativa entre nimeros, y como el producto y la division exacta, son operaciones inver-
sas, la relacion de divisibilidad responde también a una division exacta.

En las aulas de educacion primaria, la divisibilidad se trabaja después de que los es-
colares conozcan la division, exacta y entera, sus términos, y el algoritmo de la division.
Este conocimiento previo puede obstaculizar el aprendizaje de la divisibilidad como re-
lacion, perdurando solamente la idea de la division exacta. Por ejemplo, algunos es-
tudiantes, para conocer si 7 es divisor de 3x7x2 , realizan los productos y dividen el
resultado obtenido por 7, para dar la respuesta después de comprobar si la division es o
no exacta. Asi mismo, aparece esta actuacion ante la simplificacion de expresiones como

3xX5x72 para la que algunos estudiantes realizan inicialmente todos los productos
7
indicados en el numerador y dividen posteriormente el nimero obtenido por 7.

Algunos errores estan vinculados a las dificultades asociadas al vocabulario propio de
la relacion de divisibilidad. En dicho vocabulario se usan diferentes expresiones que, en
algunos casos, son equivalentes; y, en otras, indican la relacion opuesta, en virtud de que
se tome el producto o la divisién como operacion que sustenta la relacion. Por ejemplo:
divisor de, factor de, divisible por, multiplo de. A su vez, la expresion divisor en la ope-
racion de dividir es el nombre de uno de los términos de tal operacion y en la divisibili-
dad hace referencia a un nimero que divide a otro (es divisor de otro). Utilizar el primer
significado, para divisor, durante tiempo impide la percepcion del segundo significado.
Los futuros maestros también incurren en este tipo de errores.

Algunas dificultades con la divisibilidad estan relacionadas con el teorema funda-
mental de la aritmética. Investigadores como Zazkis y Campbell (1996) constatan que
muchos estudiantes para maestros de educacion primaria estan familiarizados con dicho
teorema, pueden enunciar y explicar su significado, pero no lo aplican en diferentes si-
tuaciones de resolucion de tareas o problemas.

Los conceptos relacionados con la divisibilidad caen dentro del campo de la mate-
matica denominado Teoria Elemental de Numeros (Sinclair, Zazkis y Lidljedahl, 2003).
Hay diversas recomendaciones sobre la necesidad de que los futuros maestros estudien
esta teoria, bajo diferentes premisas. Por ejemplo el NCTM (1989) presupone que el

10 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X
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estudio de la teoria elemental de numeros por los maestros de educacion primaria les
proporciona comprension conceptual profunda de las propiedades y las estructuras nu-
méricas. Con posterioridad, destaca el papel importante de dicha teoria para realizar ra-
zonamientos numéricos y resolver problemas no rutinarios (NCTM, 2000). El informe
de la Conferencia de Ciencias Matematicas (Conference Board of the Mathematical
Sciences, 2001) también incide en la misma recomendacion sobre la formacion de los
maestros en teoria elemental de nlimeros, con el objetivo de que entiendan y sean capa-
ces de trabajar en las aulas, con los escolares, ideas fundamentales de dicha teoria.

En investigaciones recientes se pueden observar distintos enfoques sobre teoria de
nimeros como: (a) la comprension de conceptos particulares relacionados con la estruc-
tura y la teoria de nimeros (Brown, Thomas y Tolias, 2002; Ginat, 2006; Lavy, 2006;
Leinkin, 2006; Smith 2006), (b) el papel que estos conceptos podrian desempefar en el
desarrollo del razonamiento matematico (Campbell, 2006; Mason, 2006) y (c) la interre-
lacion entre teoria y practica (Kieran y Guzman, 2006). Todos estos autores insisten en la
necesidad de continuar realizando investigaciones en teoria de nimeros. En este trabajo,
nos centramos en indagar sobre la comprension de la relacion “ser multiplo” que mues-
tran un grupo de maestros de primaria en formacion.

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Tenemos planteados dos objetivos de investigacion y, en este articulo, abordamos el
primero de ellos parcialmente:

1) Determinar el conocimiento que muestra un grupo de futuros maestros de prima-
ria sobre la relacion de divisibilidad.

2) Estudiar la evolucion de dicho conocimiento en el desarrollo de un periodo de en-
sefanza/aprendizaje de dicho grupo de futuros maestros.

METODO

Para el logro del primer objetivo, elaboramos una prueba escrita con la que realiza-
mos un pilotaje, con el fin de indagar en el conocimiento matematico de los conceptos
basicos de la divisibilidad de los futuros maestros.

Tomamos, intencionalmente, un grupo de 55 maestros en formacion de la Facultad
de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada en el curso académico 2011-
2012. Posteriormente, tenemos previsto disefiar un experimento de ensefianza para estu-
diar la evolucién de ese conocimiento mostrado por los futuros maestros.

En este trabajo, nos centramos en los resultados obtenidos en el estudio piloto y, en
particular, en los items de la prueba referidos a la relacion “ser multiplo”, que fueron:

a) Indica si la expresion 24 es multiplo de 6 es verdadera. Explica tu respuesta.

b) Explica, con tus palabras, qué quiere decir que un niimero sea multiplo de otro.

¢) Dado el nimero 33x52x7, escribe tres numeros de los cuales sea multiplo el nu-
mero dado.

Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X 11
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Estos items estan orientados a observar qué consideran los futuros maestros sobre
la relacion “ser multiplo” en tres situaciones particulares: (a) una toma de decision (ce-
rrada) sobre una afirmacion hecha, (b) una consideracion personal de multiplo y (c) una
situacion que pretende generar una respuesta en funcion de la interpretacion que haga el
futuro maestro sobre la tarea.

RESULTADOS
ltem 1

El 74,5% de los futuros maestros respondieron que la expresion es verdadera, el
21,8% respondi6 que la afirmacion es falsa y el 3,7% no respondieron. De los que consi-
deraron que la afirmacion es verdadera, solo 2 no la justificaron. Igualmente, 2 de los fu-
turos maestros que consideraron la afirmacioén como falsa, no la justificaron.

Independiente de su consideracion de la expresion como verdadera o falsa, los fu-
turos maestros hicieron una justificacion de la respuesta basada en la operacion de pro-
ducto. 36 futuros maestros lo hicieron asi y 7 se basaron en la operacion de dividir para
responder. El resto, no respondieron, no justificaron o utilizaron otros procedimientos.

En esta tarea, de los 36 futuros maestros que hicieron uso de la multiplicacion para
responder, 32 lo hicieron considerando el multiplo como el resultado de la operacion de
multiplicar y 4 consideraron el multiplo como el factor en la operacion de multiplicar. A
continuacidn presentamos algunos ejemplos de lo indicado.

Jeronimo® (Figura 1) decidio sobre el multiplo, basandose en la condicion de ser re-
sultado de la tabla de multiplicar, es decir, el multiplo como producto.

C. 24 es multiplo de 6

Lerdederin 6x Mz 2Y (5N prisre. couses rccy\,'\*owﬂg
AL kC« Eeala\.c;K QQ\\ Q

Figura 1. Respuesta de Jer6nimo

Ramoén (Figura 2) también lo consideré como resultado de la operacion y, para justi-
ficarlo, utiliza el producto como principio aditivo.

Entre los que consideraron el miltiplo como un factor en la operacion de multiplica-
cion, esta el caso de Javier (Figura 3) quien dijo que la afirmacion era falsa.

3. Los nombres utilizados son ficticios

12 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X
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c. 24 es multiplo de 6 > Y e 6
ot B SO, quy@ cundo o
o G 2¥.

Figura 2. Respuesta de Ramon

v LTI
}/CJS) / ? Z /L{ ,,[1 o P

c. 24 es multiplo de 6

(\/\UAJﬁ(gp»{cV /za/ V\',\Ofp Nty %w

(CQVL&JJ 6' no ﬂUera

e 6

Figura 3. Respuesta de Javier

Mariela (Figura 4) justifico la afirmacion utilizando la operacion de division, ha-
ciendo explicito el valor del resto en la division, lo cual indica que hace referencia a la
division exacta, y no menciona el cociente.

c. 24 es multiplo de 6
Verdaude «o ,'3\‘ MMU’ 21 QUC‘RL é ;d‘ veoto de. O

Figura 4. Respuesta de Mariela

ftem 2

Sefialamos la marcada tendencia operacional mostrada por los estudiantes para maes-
tros cuando describen “ser multiplo”. La mayoria de los futuros maestros (43) lo descri-
bidé como un proceso orientado por operaciones matematicas. De los 55 a los que se les
planteo esta tarea, 2 dieron una respuesta que consideramos una buena aproximacion al
concepto de multiplo, seglin la teoria de niimeros; 6 no respondieron a la tarea y 4 utili-
zaron otros procedimientos.

En la respuesta de José (Figura 5), consideramos que hizo una buena aproximacion a
la definicion de multiplo: cuando escribi6 con sus propias palabras lo que consider6 que
era que un nimero fuera multiplo de otro, lo hizo tratando de no perder la generalizacion
y manteniendo la estructura multiplicativa. A pesar de que hizo referencia al resultado
de multiplicar dos ntimeros, cuando escribié simbdlicamente la estructura multiplica-
tiva dejo claro que 4 era multiplo de B cuando ocurria que BxC = A. Para que ocurriera
BxC = A4, debia existir el naimero C tal que 4 = BxC.

Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X 13
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O e oS Wuﬂ.&‘\_elﬁ l& o'k’\_o C«-—un«—é\a
adl MJQL?L et~ A&S At o § 2‘.\8\9—163/ -y

Figura 5. Respuesta de José

Observamos que 43 de 55 futuros maestros utilizaron explicitamente las operaciones
matematicas de adicion, multiplicacion y division para explicar “ser multiplo™: 2 estu-
diantes utilizaron la adicion, 38 la multiplicacion y 3 la division.

La operacion de multiplicar fue considerada por los futuros maestros de forma ma-
yoritaria en este item, 38 de 55 la utilizaron. En el uso de esta operacion se diferencian
dos aspectos, determinados por el papel que juega cada numero en la multiplicacion (fac-
tor - producto).

Multiplo como sinonimo de factor: en una expresion como axc=b, hay presentes tres
elementos los cuales juegan so6lo dos roles, el de factor y el de producto. En este sentido,
15 de los 55 estudiantes utilizaron el concepto de factor en la multiplicacion para definir
multiplo, asignandole la categoria de sinonimo de multiplo.

En el caso de la respuesta que di¢ Cristina (Figura 6) hizo referencia a la operacion
de multiplicacion y, en el ejemplo, puso de manifiesto que se refiere al multiplo como el
numero que ocupa el lugar de factor en una multiplicacion. Adicionalmente, indicé que
puede ser multiplicado por un nimero cualquiera.

MORP\© e 3©E, TUoro S5Se ALNE IO MU plucatio
FOC SO i@, A2 CGSreo  IeSL et L OO

I eSKAMOs OO OCT.

o crewEe o H ey mMSWgw aae O

Poige S ekt oo (L) dE cesweo
(esuilsecto (O, .

Figura 6. Respuesta de Cristina

Marta (Figura 7) utilizé en su explicacidén general una sutil condicion: “cuando se
puede hacer una multiplicacion”. Esta condicion parece encaminarse hacia el plantea-
miento de la teoria de nimeros (si existe un ntimero c tal que axc=h). No obstante, esta
idea inicial no la aplico al ejemplo donde se hace clara referencia al resultado que se ob-
tiene y sefiala al factor 3 como el multiplo de 15.

14 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X
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LB nSmaero en W\\)\\ﬁp\o de oivro cuande se PQQAQ Rocer
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NSMefa ceme

Po.r Q{SQN\PKQ L3 es mxﬁ\\ﬁ‘)\a da A3 Porg‘be s \a Y‘C\\)\\\‘\OQ'QQ 95\-5'
QQXS 2\ ) me da 1S oo ceoulkade )

Figura 7. Respuesta de Marta

Maria (Figura 8) hizo referencia a la multiplicacion de nimeros naturales como un
producto no cerrado y ademas establecio la supuesta conmutatividad de la relacion ser
multiplo. Esta propiedad fue claramente identificada para los factores, y la referencia que
hizo sobre la conmutatividad entre “los dos primeros niimeros” estaba establecida sobre
los factores que estaban presentes en la operacion de multiplicacion.

Sqfo qe ¥ w uheo vdue @ whiges 3w v
Wil @\ esoblods & faubicn e winers edes & o
e alioge o bs &= ivews whreres i wolkigles @
Wo Qb& O*Y()A

Figura 8. Respuesta de Maria

Multiplo como sinonimo de producto: en la operacion de la multiplicacion al resul-
tado se le suele llamar producto. En este caso, 23 de 55 futuros maestros definieron mul-
tiplo como el resultado de la operacion de multiplicacion, estableciendo asi que multiplo
es sinénimo de producto. En lo que sigue, mostramos 3 ejemplos donde se puede verifi-
car esta situacion.

Carlota (Figura 9) utilizo una referencia clara al resultado que se obtiene de la mul-
tiplicacion y lo asoci6 a la palabra multiplo. Ademas, establecio la diferencia entre los
roles de los niumeros en una multiplicacion.

Quicce deci ¢ que e cerltode obtesids e (V\A;.\'\’Leeo
W o )*0- abtessido &m_ Ao o {(: A()'g de

PYTENN Loctoces  comeceles o fieusos Wegado o

ese. (esrulted o

Figura 9. Respuesta de Carlota
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En el caso de Raquel (Figura 10), asoci6 multiplo con resultado de multiplicacién
(o producto) “se obtiene multiplicando”. Esta afirmacion tratd de hacerla en términos
generales para cualquier numero entero. Sin embargo, la referencia “se obtiene multi-
plicando” y “se obtiene otro” son claros indicios de la operacion multiplicacion y su aso-
ciacion con sus elementos intervinientes: factores y producto.

En el caso de Rocio (Figura 11), la referencia es explicita a los resultados de la ope-
racion de multiplicacion y mencion6 como condicion para que sea multiplo el hecho que
debe estar donde estan todos los resultados de las multiplicaciones, es decir, la tabla de
multiplicar.

%7 SWNEr>  ep A@ &0 I //é aé/ oo Cuon o se
‘/7%//6 “ne /770(/ 1/%’/// e @){é P S Ooc? /“/"Z»(// /// '//(&{‘7746 Kéé;
TN 0y ors o Sesum s s o5 /710/2(7 s

ff‘;yn

Figura 10. Respuesta de Raquel

oo Liple do oo ¢ ogogece en Ui Aol de

4
O abeneco o5

molliptcane  de. didoe tomness.

Figura 11. Respuesta de Rocio

Item 3

Con respecto este item, 15 de los 55 futuros maestros no respondieron. La mayoria
de los que respondieron (34), realizaron la tarea transformando el nimero dado (escrito
como producto de factores primos) en un niimero escrito en su representacion decimal.
No aprovecharon la situacién dada por la representacion del nimero a través de teorema
fundamental de la aritmética para decidir sobre la cuestion.

En la Figura 12 mostramos la respuesta de Carmen a esta cuestion. Ella hizo la trans-
formacion del nimero dado y escribié que la suma de sus digitos es multiplo de tres. Los
digitos son 4, 7, 2 y 5, que forman el nimero 4275, y que es el resultado de multiplicar
los factores del ntimero dado 33x5%x 7.
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Figura 12. Respuesta de Carmen

Igualmente, Jorge (Figura 13) determiné el resultado de y, a partir de ahi, construye
multiplos del nimero dado, a pesar que la pregunta no plantea que determinen los multi-
plos del nimero, sino, que escriba tres numeros de los cuales el nimero dado es multiplo.

SFEAY 4925, 44So , 4. oo
~

9450
x 2

\bG 00

Figura 13. Respuesta de Jorge

CONCLUSIONES

Comenzamos destacando algunos resultados. Ningun estudiante sefialé explicita-
mente que ser multiplo se refiera a una relacion entre nlimeros, que exige una cierta con-
dicion. La mayor parte de los 55 maestros de primaria en formacion que participaron en
el estudio, asociaron “ser multiplo” con una operacion aritmética, mayoritaria la multi-
plicacion. En la mayoria de los casos, lo asociaron con el resultado de la operacion de
multiplicacién y, en otros casos, con el de factor como un elemento que interviene en la
multiplicacion. Este resultado coincide con el de Zazkis (2001). Esta situacion se pone
de manifiesto tanto para justificar que entre los numeros dados, uno es multiplo del otro
como cuando escribieron con sus propias palabras qué quiere decir que un nimero sea
multiplo de otro. Cuando realizaron la operacion de los factores en que esta descom-
puesto un nimero para comprobar (haciendo la division entre uno de los factores) si la
division es o no exacta, lo consideraron desde la operacion de dividir.

Entendemos que la transformacion del nimero como producto de factores primos a la
forma de escritura como expresion decimal que hacen los futuros maestros esta basada
en la necesidad que sienten de hacer alguna operacion aritmética conocida. Esto les llevo
a no considerar la representacion del nimero como producto de factores primos, a pesar
que esta representacion favorecia la respuesta de manera mas rapida. No identificaron la
relacion de “ser multiplo” en estas expresiones.
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En general, sus actuaciones y respuestas se enmarcan en una percepcion operacional
de la nocion “ser multiplo”. Dentro de esta percepcion operacional, el significado que
asignan estos futuros maestros a “ser multiplo”, presenta tres acepciones, dos asociadas
a la multiplicacion y una a la division.

e Multiplo como resultado de un producto.
» Miultiplo como factor de un producto.
e Multiplo como dividendo de una division exacta.

AGRADECIMIENTOS

Esta investigacion ha sido realizada en el seno del Grupo de Investigacion FQM-193
del Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo ¢ Innovacion de la Junta de Andalucia
“Didéactica de la Matematica: Pensamiento Numérico” de la Universidad de Granada, y
en el marco del proyecto de investigacion EDU2009-11337 “Modelizacion y representa-
ciones en educacion matematica” del Plan Nacional de Investigacion, Desarrollo e Inno-
vacion 2010-2012 del Ministerio de Ciencia e Innovacion de Espaiia.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Brown, A., Thomas, K. y Tolias, G. (2002). Conceptions of divisibility: Success and unders-
tanding. En S. R. Campbell y R. Zazkis (eds.), Learning and Teaching Number Theory:
Research in Cognition and Instruction, 41-82. Journal of Mathematical Behavior Mono-
graph. Westport, CT: Ablex Publishing.

Campbell, S. R. (2006). Understanding elementary number theory in relation to arithme-
tic and algebra. En R. Zazkis y S. R. Campbell (eds.), Number Theory in Mathema-
tics Education Perspectives and Prospects, 19-40. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum
Associates.

Castro, E. y Molina, M. (2011). Introduccién a la divisibilidad. En 1. Segovia y L. Rico
(coords), Matematicas para maestros de educacion primaria, 123-146. Madrid: Pirdmide.

Conference Board of the Mathematical Sciences. (2001). The mathematical education of tea-
chers. Providence, RI: American Mathematical Society.

Ginat, D. (2006). Overlooking number patterns in algorithmic problem. En R. Zazkis y S. R.
Campbell (eds.), Number Theory in Mathematics Education Perspectives and Prospects,
223-247. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

Kieran, C. y Guzman, J. (2006). The number-theoretic experence of 12 - to 15- year-olds in a
calculator environment: the intertwining coemergence of technique and theory. En R. Za-
zkis y S. R. Campbell (eds.), Number Theory in Mathematics Education Perspectives and
Prospects, 173-200. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

Lavy, I. (2006). Learning number theory concepts via geometrical interactive computerized
setting. En R. Zazkis y S. R. Campbell (eds.), Number Theory in Mathematics Education
Perspectives and Prospects, 201-221. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

18 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X



Utilizacion de la nocion “ser multiplo” por maestros de educacion primaria en formacion
A. Loépez, E. Castro y M. C. Canadas

Leinkin, R. (2006). Learning by teaching: the case of sieve of Eratosthenes and one elemen-
tary school teacher. En R. Zazkis y S. R. Campbell (eds.), Number Theory in Mathema-
tics Education Perspectives and Prospects, 115-140. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum
Associates.

Mason, J. (2006). What makes an example exemplary: pedagogical and didactical issues
in appreciating multiplicative structures. En R. Zazkis y S. R. Campbell (eds.), Number
Theory in Mathematics Education Perspectives and Prospects, 41-68. New Jersey, NJ:
Lawrence Erlbaum Associates.

National Council of Teaching Mathematics (NCTM). (1989). Curriculum and evaluation
standards for school mathematics. Reston, VA: Author.

National Council of Teaching Mathematics (NCTM). (2000). Principles and standards for
school mathematics. Reston, VA: Author.

Sinclair, N., Zazkis, R. y Liljedahl, P. (2003). Number worlds: Visual and experimental ac-
cess to elementary number theory concepts. International Journal of Computers for
Mathematical Learning, 8(3), 235-263.

Smith, J. C. (2006). Revisiting algebra in a number theoretical setting. En R. Zazkis y S. R.
Campbell (eds.), Number Theory in Mathematics Education Perspectives and Prospects,
249-283. New Jersey, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

Zazkis, R. (2001). Multiplos, divisores y factores: explorando la red de conexiones de los
estudiantes. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa, 4(1),
63-92.

Zazkis, R. y Campbell, S. R. (1996). Prime decomposition: understanding uniqueness. Jour-
nal of Mathematical Behavior, 15,207-218.

Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 9-20, ISSN: 2340-714X 19






Epsilon - Revista de Educacién Matemadtica 2013, Vol. 30(3), n° 85, 21-36

Aspectos de la fraccion en los modelos de
ensefanza: El caso de un libro de texto

Rubi Real
Bernardo Gomez

Olimpia Figueras

La caracterizacion de los modelos de ensefianza de las fracciones es el proposito princi-
pal de esta investigacion. El estudio incluye el analisis de libros de texto y las sugeren-
cias didacticas del curriculo de secundaria. Este documento versa sobre los aspectos de
la fraccion en el modelo de enserianza estructurado por medio de secuencias de activi-
dades de un libro de primer curso. Los resultados mas relevantes son: los autores favo-
recen el aspecto de fracturador, hay actividades en las que aparecen diferentes aspectos
de la fraccion tales como fracturador, relacion razon y operador razon, ademas se ob-
serva una tendencia al uso de todos discretos.

Palabras clave: Modelos de enserianza, fracciones, libros de texto, fracturador, relacion
razon, operador razon y todos discretos.

Fraction’s aspects on teaching models: the case of a
mathematics textbook

Characterizing teaching model of fractions is the main purpose of this research. The
study included analysis of mathematical textbooks and the didactical suggestions of cur-
rent curriculum for secondary. This paper describes the teaching model of fractions
structured by activities sequences of a first grade textbook for secondary school. The
most relevant results are: the authors favour the aspect of fracturer, there are activities
in which different aspects of fraction such as fracturer, ratio relation and ratio operator
appears, also a tendency to use discrete wholes is observed.

Key words: Teaching models, fractions, textbooks, fracturer, ratio relation, ratio oper-
ator and discrete wholes.
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La comprension de los niimeros racionales es un desafio formidable para el apren-
dizaje, porque, como ha mostrado el analisis de las componentes del concepto llevado
a cabo por diferentes investigadores desde la década de los sesentas, entre otros Rappa-
port (1962), Riess (1964), Novillis (1976), Kieren (1976, 1980 y 1988), Usiskin (1979)
y Berh, Lesh, Post y Silver (1983), puede ser interpretado de hasta seis maneras distin-
tas, conocidas como subconstructos en la terminologia usual: relacion parte-todo, deci-
mal, razdn, cociente, operador y medida de cantidades discretas o continuas.

En relacion con ese desafio, Lesh, Landau y Hamilton (1980) sefialaron que el con-
cepto de nimero racional es un conjunto de subconstructos y procesos integrados que
estan relacionados con un rango amplio de conceptos elementales, los cuales se presu-
pone estan integrados en una gran variedad de situaciones problema. Por su parte, Kieren
(1980 y 1988), quién solo considera cuatro subconstructos: medida, cociente, operador
y razén, argumenta que la relacion parte-todo sirve como base para instaurar los diferen-
tes subconstructos.

Respecto a la didactica de las fracciones, Freudenthal (1983) sostiene que esté carac-
terizada por tendencias unificadoras ya que se supone que los estudiantes pueden apren-
der con un sdlo enfoque. Este autor sefiala que el centramiento en la relacion parte-todo
es limitado, no s6lo fenomenologicamente sino también desde el punto de vista de las
matematicas, debido a que solo produce fracciones propias.

Figueras (1988) afirma que las diferentes nociones de fraccion estan implicitas en los
modelos de ensefianza y en las interrelaciones que se pueden establecer con referentes
mas concretos para los alumnos; en su investigacion identifico cinco modelos de ense-
flanza, asi como las dificultades que enfrentan los estudiantes al estudiar con esos dife-
rentes modelos.

Tanto los resultados de las investigaciones referidas anteriormente, como otros fac-
tores, influyeron en las reformas educativas de los afos 90°s en Espafia, Estados Unidos,
Inglaterra y México. En esos cambios curriculares se incorporaron diferentes significa-
dos de la fraccion, los cuales se reflejaron en las actividades que se proponen en los li-
bros de texto.

Ahora bien, la manera en la que los autores de los libros de texto interpretaron los
cambios curriculares de las reformas educativas para proponer actividades de fracciones
ha sido diferente. Por ejemplo, mientras que en los libros de texto de Estados Unidos se
pone mas énfasis en las situaciones de la vida cotidiana y en la comprension conceptual,
en los de Singapur y Taiwan, se tiende a acentuar el dominio de los procedimientos de
calculo (Yang, Reys y Wu, 2010).

Pese a ese intento por facilitar el aprendizaje de las fracciones incorporando dife-
rentes subconstructos, no se puede decir que hasta este momento se haya logrado di-
seflar una secuencia de ensefianza adecuada. A la vista de como se han incorporado
esos significados en los libros de texto, no es claro en las actividades que se proponen
como se establecen los vinculos entre las diferentes componentes del concepto de tal
forma que le permitan al estudiante integrarlos para construir un mejor objeto men-
tal de fraccion.

Lo anterior pone de manifiesto la necesidad de continuar investigando y analizando
la principal herramienta que usan los profesores para llevar a cabo su practica docente:
el libro de texto.
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MARCO TEORICO

La investigacion tema de este articulo estd sustentada en dos referentes teori-
cos fundamentales: la fenomenologia didactica de Freudenthal (1983), y el modelo
de enseflanza y los procesos de reconstruccion del todo identificados por Figueras
(1988).

Fenomenologia didactica

El analisis fenomenoldgico consiste en describir tanto los fendémenos que se orga-
nizan a través de un concepto u objeto matematico, como las relaciones que se pueden
establecer entre el concepto o estructura y los fendémenos (Filloy, Rojano y Puig 2008,
pag. 39).

En el caso particular que nos ocupa, Freudenthal (1983) describe la fenomenologia
didactica a través de los fenomenos de las fracciones que se pueden considerar como
contextos adecuados en las secuencias de ensefianza (Puig, 1997, pag. 64). Estos feno-
menos estan relacionados con la comparacion o descripcion de objetos, la division de
substancias medidas por magnitudes, la distribucion de cantidades y el sistema decimal
de medida.

Cuando las fracciones se usan en el lenguaje cotidiano, sirven para expresar el resul-
tado de una comparacion de cantidades o valores de magnitud, lo cual se asocia con la
fraccion como comparador, en un primer nivel de abstraccion. Las fracciones también
pueden describir: cantidades o valores de magnitud por medio de otros valores o canti-
dades, razones, procesos ciclicos o periddicos.

En un segundo nivel de abstraccion de la fraccion como comparador se incluyen los
aspectos de operador fracturante, relacion de fractura, relacion razén, operador razon y
transformador.

Si se comparan objetos que estan juntos, uno dentro del otro, o se piensa que lo
estan, la fraccion puede tener un aspecto de operador fracturante o de relacion de frac-
tura. El aspecto de la fraccion como relacion razon esta presente al comparar dos ob-
jetos que estan separados con respecto a un nimero o valor de magnitud. La fraccion
como operador razén actia sobre una cantidad, nimero o valor de magnitud convir-
tiéndolo en otra cantidad o en otro nimero o valor. En su aspecto de transformador, la
fraccion actta sobre las dimensiones de los objetos por deformacion o por aplicacion
a una escala a/b.

Al dividir substancias medidas por magnitudes, éstas se fracturan en partes iguales
para relacionar una parte o algunas partes con el todo, de tal forma que la fraccion repre-
senta una relacion parte-todo y hace referencia a la fraccion como fracturador.

En la distribucion de pequenas o grandes cantidades, las fracciones van a estar rela-
cionadas con un proceso que puede asociarse a un modelo de conjunto finito y/o a un mo-
delo de magnitud, de tal forma que las fracciones representan el resultado de ese proceso
(en el sentido de Freudenthal, 1983, pag. 29).

Las fracciones asociadas a un sistema decimal de medida, la recta numérica o una
unidad de medida pueden corresponder con las fracciones decimales.
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Es preciso mencionar que a partir del espécimen de fenomenologia didéctica de Freu-
denthal centrando la atencion en procesos matematicos, Real y Figueras (en proceso)
estructuraron una red de constructos que se usa como herramienta para analizar los mo-
delos de ensefianza que subyacen tanto en el curriculum, como en los libros de texto.

Modelo de ensefianza y reconstruccion del todo

Figueras (1988) caracterizo un modelo de ensefianza como un conjunto formado por
cinco elementos: 1) los significados de un subconstructo, 2) su tratamiento didactico, 3)
el lenguaje que interviene en la secuencia de ensefianza, 4) las habilidades que se requie-
ren para comprender el significado del constructo a partir del tratamiento didactico, y 5)
las relaciones entre todos estos elementos.

En relacion con los procesos de reconstruccion del todo, éstos implican obtener el
todo continuo o discreto a partir de la parte. De una fraccion, explicita o implicita, en el
enunciado de un problema o en la informacion grafica que representa la relacion entre
la parte y el todo, se identifica una unidad fraccionaria la cual se puede iterar o calcular
para reconstruir el todo.

PROPOSITO Y METODO

El proposito general de la investigacion es caracterizar modelos de ensefianza de las
fracciones. Para ello se decidio analizar los libros de texto y el curriculo de la Escuela Se-
cundaria Obligatoria (ESO) de Espafa y responder las siguientes preguntas:

e (Cuales son los aspectos de las fracciones que se utilizan en los modelos de ense-
flanza subyacentes en los libros de texto de la escuela secundaria?

e (Cuales son las relaciones que se establecen entre los modelos de ensefianza de
los textos y las sugerencias didacticas del curriculo oficial?

Para llevar a cabo el analisis se determinaron cuatro variables por medio de las cuales
se establece una nueva caracterizacion de modelo de ensefianza reinterpretando los ele-
mentos que Figueras (1988) identifico:

1) sentido de uso de las fracciones que aparece en las actividades y explicaciones del
texto, y el proceso matematico en el cual esta implicado ese sentido de uso,

2) la caracterizacion del todo, la parte y la relacion parte-todo,

3) las actividades, las preguntas y su intencionalidad, y,

4) las maneras de resolver las actividades o de responder las preguntas de un usuario
competente del libro de texto.

El significado de un subconstructo considerado en la caracterizacion de Figueras, no

se utiliza explicitamente sino que se incluye en una variable mas completa: el sentido
de uso.
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Por ejemplo, en la actividad “En un mosaico, una fuente ocupa las 2/5 partes de las 80
baldosas. ;Cuantas baldosas ocupa la fuente?”, el significado de la fraccion es de “fractu-
rador” o “relacion parte-todo”, pero al resolver el problema el constructo es de operador,
y por tanto su aspecto es el de operador razéon. Aunque en este ejemplo estan presentes
dos diferentes aspectos de la fraccion, el sentido de uso es el de operador razon ya que la
fraccion convierte una cantidad en otra.

En las actividades, las explicaciones del texto y el proceso matematico subyace el
sentido de uso; éste se identifica a través de la informacion grafica y las formas textuales
que utilizan los autores del libro. Ademas, ese sentido de uso se relaciona con acciones
que corresponden al proceso matematico en el cual esta implicito.

Mediante el andlisis de las formas textuales e informacion grafica incluidas en una ac-
tividad también se caracterizan el todo, la parte y la relacion parte-todo.

Las otras variables, segunda, tercera y cuarta se corresponden en cierto modo con
los elementos segundo, tercero y cuarto: tratamiento didactico, lenguaje y habilida-
des. Estas variables se refieren a las actividades, las preguntas y su intencionalidad;
se analizan considerando el contexto y las formas textuales, de tal forma que se entre-
saca el aspecto de la fraccion y el sentido de uso que los autores de los libros preten-
den favorecer.

También se analizan las posibles maneras en las que un usuario competente resolve-
ria las actividades o responderia las preguntas que éstas plantean, centrando la atencion
en los sentidos de uso que estan involucrados en los procesos matematicos utilizados por
el resolutor.

A continuacion se describe con ejemplos la aplicacion de la metodologia al libro
de texto de primero de secundaria de la serie publicada en 2007 por la editorial
Marfil.

CARACTERIZACION DEL MODELO DE ENSENANZA
DEL LIBRO DE TEXTO

El estudio de las fracciones en el libro de texto antes citado se organiza a través de
una secuencia de ensefianza dividida en dos secciones con diferentes actividades. La pri-
mera también incluye el estudio de numeros decimales y porcentajes. La segunda sola-
mente se centra en las fracciones. En los siguientes apartados se incluye el analisis de
algunas actividades de las secciones de ese texto.

Resultados del analisis de la primera seccion
En el parrafo introductorio, ver Figura 1, al hablar de un tipo de nimero muy 1til para

indicar las partes de un todo, pareciera que los autores se refieren a las fracciones. Sin
embargo, se incluyen los nimeros decimales y los porcentajes.
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FRACCIONES, DECIMALES
Y PORCENTAJES

Vas a trabajar un tipo de niimero muy Gtil para indicar las partes de un todo, y que con toda seguridad
ya habras usado en primaria. Estas actividades nos servirdn para ir recordando esos nimeros y para
con posterioridad, en los siguientes apartados, estudiarlos de forma mas separada y poder asi aprender
algunas propiedades y operaciones con cada uno de ellos.

Figura 1. Parrafo introductorio de la primera seccion (Marfil, 2007, pag. 50).

La primera seccion estd formada por siete apartados (44-50); cuatro tratan sobre frac-
ciones (44, 45, 46 y 50).

El apartado 44, Las figuras escondidas, tiene cuatro actividades: 44.1 ;Qué fraccion
veo?, 44.2 ;Cuantos cristales hay?, 44.3 El tren y 44.4 La chimenea.

En la actividad 44.1 (ver Figura 2), el todo y la parte estan caracterizados por image-
nes, el todo es una ventana dividida en 8 partes, cada parte contiene un cristal; sugiriendo
la unidad fraccionaria 1/8. Aunque se pueden identificar varias particiones del todo, 1/2,
1/4 y 1/8, se centra la atencion en la que tiene mas elementos.

44. LAS FIGURAS ESCONDIDAS
44.1. ;Qué fraccion veo?
Esta ventana tiene 8 cristales cuadrados.

& ¢Qué fraccion de la ventana puede verse ahora?

Figura 2. Caracterizacion grafica de la parte y el todo continuo, discretizado de
manera textual con referencia a la particion (Ibid).
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Considerando la unidad fraccionaria mas pequefia, la respuesta es 2/8, pero tomando
en cuenta la unidad fraccionaria formada por 2 cristales, es 1/4. El todo es continuo, un
rectangulo dividido en 8 partes iguales, pero también puede ser discreto, 8 cristales. Al
requerir una fraccion que describa la relacion entre la parte y el todo se trata de la frac-
cién como fracturador.

Enla actividad 44.2 (ver Figura 3), el fragmento de texto ““...puedes ver 1/3 de la ven-
tana” caracteriza la unidad fraccionaria: un cuadrado dividido en cuatro partes iguales.

44.2. ;Cuantos cristales hay?
& En este otro caso puedes ver 1/3 de la ventana. jCuantos cristales tiene la
ventana?

Figura 3. Caracterizacion de la parte de forma grafica y simbélica, bisqueda de
un todo continuo discretizado a través de la particion (Ibid).

Para reconstruir el todo se puede iterar tres veces esa unidad fraccionaria y obtener un
rectangulo dividido en 12 partes iguales. La fraccion describe una relacion entre la parte
y el todo asociada a la fraccién como fracturador. En este caso, la parte es de un todo con-
tinuo aunque también se puede asociar a una parte discreta.

En la actividad 44. 3 (ver Figura 4), se caracteriza la parte y la unidad fraccionaria a
través de “...puedes ver solo 1/4 de este tren...” y de la imagen; cada unidad fracciona-
ria estd compuesta por tres vagones. El fragmento textual “...el tren completo” caracte-
riza al todo discreto.

La fraccion 1/4 describe la relacion entre la parte y el todo; se refiere a la fraccion
como fracturador. El todo se puede reconstruir iterando cuatro veces la parte visible del
tren, 3 vagones, obteniéndose un tren de 12 vagones.

El fragmento “...las 4/5 partes...” y la pregunta ;Cuanto mide en total? caracterizan
la parte y el todo continuo en la actividad 44.4 (ver Figura 5). La fraccion 4/5, represen-
tada por un segmento de recta al que se le asocia un valor de magnitud: 12 metros, des-
cribe una relacion entre la parte y el todo.

Para determinar el valor de la unidad fraccionaria, el segmento de recta que repre-
senta 4/5 partes de la altura puede partirse en cuatro partes iguales mediante la operacion
12 + 4 = 3 y reconstruir el todo iterandola cinco veces, o bien calculando 3 x 5 =15. El
aspecto de la fraccion es de fracturador.
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44.3. El tren
& Tu puedes ver sdlo 1/4 de este tren. El resto del tren esté en el tdnel. Cudn-
tos vagones tendra el tren completo?

Figura 4. Caracterizacion de la parte de manera grafica y simbolica, bliisqueda de
un todo discreto (Marfil, 2007, pag. 51).

44.4. La chimenea
& Debido al humo, solamente podemos ver las 4/5 partes de esta chimenea.
¢Cuanto mide en total?

Figura 5. Caracterizacion de las partes de forma grafica y simbdlica, busqueda de
un todo continuo, discretizado a través de unidades de medida (Ibid).

El apartado 45 del libro de texto incluye cuatro actividades: 45.1 La valla, 45.2 Com-
pleta la valla, 45.3 El rombo y 44.4 La cuadricula, de las cuales so6lo se describe el ana-
lisis de las primeras dos.

“Esta valla mide 24 metros de largo” es la frase que en la actividad 45.1 caracteriza al
todo continuo: la longitud de la valla expresada con un valor de magnitud. Como puede
verse en la Figura 6, la valla esta dividida en dos partes diferenciadas por el color y esta
formada por tablas horizontales y tablas verticales distribuidas de manera equitativa.

La caracterizacion de la parte estad dada por la imagen y por las palabras “fraccion”
y “parte”. Pareciera que se sugiere contar para responder la primera pregunta, en vez de
comparar la parte pintada y la no pintada. Con este proceso es claro que la primera es tres
veces mayor que la segunda, evocando una particion del largo de la valla en cuatro par-
tes iguales. Por ello, la fraccion 3/4 indicaria el valor de la longitud de la parte pintada y
describiria la comparacion de una parte con respecto a la otra, destacando a la fraccion
como comparador.
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45.1. La valla

© Esta valla mide 24 metros de largo. ;Qué fraccidn de la valla hay pintada de
verde?

& ¢Qué longitud tiene la parte pintada?

Figura 6. Todo continuo discretizado por unidades fraccionarias graficasy a
través de unidades de medida (Ibid).

Si la primera pregunta se responde a través del conteo el aspecto de la fraccion es de
fracturador, si se responde mediante la comparacion entre el nimero de tablas pintadas
y el numero de tablas no pintadas, el aspecto de la fraccion es de relacion razon. Para
responder la segunda pregunta el aspecto de la fraccion 3/4 es de operador razon ya que
convierte el valor de magnitud 24 en 18 mediante la operacion 3/4 x 24 = 18.

En la actividad 45.2 (ver Figura 7), se caracteriza la parte y el todo continuo a través
de los textos ““...1/5 del total de la valla...” y “...la longitud total...”.

45.2. Completa la valla

T puedes ver parte de una valla en este dibujo. La parte que ves pintada es
1/5 del total de la valla.

ANV ST X K S SZ 7

& ¢Cual es la longitud total de la valla?

Figura 7. Convivencia de dos particiones distintas: unidad fraccionaria simbolica,
unidad de medida grafica, bliisqueda de un todo continuo discretizado (Ibid).

La fraccion 1/5 describe la relacion entre la parte y el todo, asociada a la fraccion
como fracturador. Para reconstruir el todo se requiere considerar la unidad fraccionaria
1/5 =10 metros—y calcular 5 x 10 = 50.
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En la actividad del apartado 46 (ver Figura 8), se caracteriza el todo discreto y la

parte mediante los textos ““...baraja espafiola de 40 cartas...”, “...probabilidad...” y “...
el porcentaje de veces que deberia salir un as seria del 10%”.

46. ;JUGAMOS CON LA BARAIJA?
En una baraja espafiola de 40 cartas se saca una carta al azar.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que sea de oros?
b) &Y de que sea de bastos?
c) ¢Y de que sea un rey?
d) &Y de que sea un ndmero menor que 77
e) Mat afirma que al jugar 40 partidas, el porcentaje de veces que deberia
salir un as seria del 10%. ¢Estas de acuerdo?

Figura 8. Uso de la fraccion como comparador en un contexto de probabilidad
(Marfil, 2007, pag. 52).

El estudio de las fracciones en un contexto de probabilidad es lo que mas llama la
atencion de esta actividad.

Considerando que la probabilidad tedrica relaciona el nimero de casos favorables y
el namero de casos posibles, en las dos primeras preguntas se trata de relacionar el ni-
mero de cartas de un palo y el nimero de cartas de toda la baraja, de tal modo que la frac-
cion 10/40 representa esa relacion.

Para responder la tercera pregunta se puede relacionar el nimero de cartas que tie-
nen rey y el nimero de cartas de la baraja o el nimero de reyes y el nimero de cartas por
palo, estas relaciones se representan con las fracciones 4/40 y 1/10.

En la cuarta pregunta, también se trata de relacionar el numero de cartas con un nu-
mero menor que 7 y el nimero de cartas de toda la baraja o el nlimero de cartas con un
nimero menor que 7 y el nimero de cartas por palo, las fracciones 24/40 y 6/10 repre-
sentan estas relaciones.

Aunque el aspecto de la fraccion es de relacion razon, también se puede considerar
que es de fracturador ya que se hace referencia a un subconjunto de elementos con res-
pecto al cardinal de ese conjunto.

El apartado 50 contiene seis actividades, solo se hara referencia a dos: en una de ellas,
la 50.2 se incluye en la Figura 9. Los textos: “...3/5 partes de la superficie...” y “...la
superficie total del planeta es de 510 millones de kilémetros cuadrados” caracterizan la
parte y el todo respectivamente.

Para obtener cuantos kilometros cuadrados estan cubiertos por agua, primero se debe
considerar que la fraccion 3/5 es un fracturador que describe una relacion entre la parte y el
todoyéstadebereinterpretarse comounoperadorrazonquetransformaunvalordemagnitud
en otro de lamisma especie 3/5x 510=306, lo cual se relaciona con la fraccion como com-
parador. Para obtener cuantos kilémetros cuadrados son de tierra firme, se debe interpretar
la fraccion 2/5 como fracturador y reinterpretarla como un operador razén obteniéndose
2/5x 510 =204.
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50.2.
Aproximadamente las 3/5 partes de la superficie terrestre estd cubierta por
agua. Sabemos que la superficie total del planeta es de 510 millones de kilé-

metros cuadrados. ;Cudntos km? estdn cubiertos de agua y cuéntos son tierra
firme?

Figura 9. Caracterizacion verbal de un todo continuo discretizado a través de
unidades de medida; partes complementarias (Marfil, 2007, pag. 55).

Resultados del analisis de la segunda seccion

Como puede apreciarse en la Figura 10, en el parrafo introductorio de esta seccion se
pone énfasis en la fraccién como una relacion entre dos cantidades describiéndola como
un fracturador. También se hace referencia a la fraccion como una cantidad que se puede
expresar de diferentes formas a través de fracciones equivalentes.

FRACCIONES

Las fracciones representan la forma mas natural de indicar la relacion entre dos cantidades. La pala-
bra fraccién deriva del latin y significa romper o dividir un todo en partes. Y es ese significado, entre
otros, el que trabajaremos mas extensamente, viendo que en muchas ocasiones se puede expresar |a
misma cantidad de forma diferente por medio de fracclones equivalentes. Practicaremos también la
suma y resta de fracciones.

Figura 10. Parrafo introductorio de la segunda seccion (Marfil, 2007, pag. 56).

Esta seccion incluye siete apartados (51-57): ;Quién llega antes?, Dados y fraccio-
nes, El paraiso del donut, La abeja en el panal, El lenguaje de las fracciones, Repartos y
fracciones y ;Practicamos un poco? De estos apartados se incluye el analisis de las acti-
vidades de cuatro de ellos.

Un juego que requiere comparar y ordenar fracciones se propone en la actividad 51,
ver Figura 11. Varias pueden ser las rutas que conducen a la llegada, se comentaran tres.
Una es fijarse en la menor distancia entre la salida y la llegada, es decir, la diagonal del
rectangulo, el disefiador del juego optd por poner la solucion justamente en esa direc-
cion: 3/8, 3/4,7/8, 8/7 y 8/3; esa situacion trivializa la resolucion debido a que basta ve-
rificar que efectivamente la fraccion siguiente es mayor que la anterior.

Otros acercamientos a la resolucion del juego son: 1) usar fracciones equivalentes,
que conduce a la comparacion de numeros enteros, y 2) determinar el complemento a 1 o
2 unidades de cada una de las fracciones, es decir,de 1/2 a1, 1/2;de 3/4 a 1, 1/4; de 2/3
a 1, 1/3. Este tltimo acercamiento se puede visualizar con segmentos de recta y en con-
secuencia se comparan valores de longitud. Obsérvese que en los tres casos el aspecto de
la fraccion que sobresale es el de comparador.
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51 ;QUIEN LLEGA ANTES?
Nimero de jugadores: Dos.
Material: Este tablero.

wl vl snl oo [

L/5 iz €/9 g1 g/9
s/t LM g 13 g
2 3ly 4/3 5/3 L1

Reglas del juego:
# Hay que llegar desde la salida hasta |a llegada mediante un camino
que una fracciones crecientes.
o No se pueden saltar celdas y te puedes mover desde una celda a
otra en sentido horizontal, vertical o en diagonal.
= Gana el jugador o jugadora que haya necesitado ocupar menor
namero de celdas.

Figura 11. El todo se caracteriza de manera implicita
como un segmento de recta (Ibid).

En el apartado 52 (ver Figura 12), se requiere formar 36 fracciones considerando los nu-
meros que quedan hacia arriba al lanzar un par de dados. Posteriormente se deben identificar
las fracciones mayores, menores o iguales que 1 y las fracciones reducibles e irreducibles.

52. DADOS Y FRACCIONES
Lanzamos dos dados cibicos de distinto color al aire, escribimos los nimeros
gue aparecen y formamos con ellos una fraccidn.

a) ¢Cudntas fracciones saldran mayores que 17 &Y menores que 17 E igua-
les a 1?

b) Vamos a fijarnos en las fracciones menores que 1; éstas pueden ser
reducibles o irreducibles. Mat apuesta por una fraccién reducible y Tica
por una irreducible. ¢Quién tiene mayor probabilidad de ganar?

) &Y si apuestan con las fracciones mayores gue 17

0,
%

Figura 12. Caracterizacion a través del texto del todo y las partes (Ibid).

Debido a que las preguntas de los incisos b y ¢ hacen referencia a la probabilidad de
un suceso, el aspecto de la fraccion es de relacion razon.
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En el apartado 54 (ver Figura 13), el todo continuo —un poligono— discretizado
a través de la particion en 23 partes iguales esta caracterizado por la imagen. La re-
lacion entre la parte y el todo se caracteriza a través de las expresiones “relacion” y
“probabilidad”.

Para responder la primera pregunta se debe comparar el nimero de hexagonos de
color rojo con respecto al numero de hexagonos de color blanco mediante una relacion
razdn, lo cual se asocia a la fraccion como comparador.

Al referirse a la probabilidad de que una abeja esté en la zona roja en la segunda pre-
gunta, la fraccién puede describir una relacion entre la parte y el todo o una relacion
razén de tal forma que emerge la fraccion como fracturador o comparador.

54. LA ABEJA EN EL PANAL
a) ¢Qué “relacién” hay entre la parte roja y la parte blanca del panal?
b) Una abeja se encuentra en este panal.
4Qué probabilidad hay de gue esté en la

zZona roja?

Figura 13. Caracterizacion del todo y la parte a través del texto y la informacion
grafica (Marfil, 2007, pag. 57).

El apartado 55 contiene tres actividades: El lenguaje de las fracciones, 55.1 Deportes
y 55.2 La excursion; se incluye el analisis de dos de ellas.

En la primera actividad el todo discreto y las partes estdn caracterizados mediante
los textos: nimero de alumnos, la mitad, la cuarta parte, la sexta parte y hay dos muje-
res, ver Figura 14.

55. EL LENGUAIE DE LAS FRACCIONES

Hay una leyenda que afirma que al preguntar a Pitagoras sobre el ndmero de
sus alumnos, respondid: “La mitad estudia Matematicas, la cuarta parte la
naturaleza, |la sexta parte medita en silencio; ademas hay dos mujeres”

& Site preguntamos por el nimero de sus alumnos, ¢Qué estrategia seguirias?

Es facil que no hayas sabido resolver este problema, pero, jy con estos otros?

Figura 14. Caracterizacion textual del todo y las partes (Ibid).
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Para determinar el numero de alumnos se pueden sumar las fracciones
1/2+1/4+1/6=11/12 e identificar que la parte que falta es la fraccion unitaria 1/12, la cual
estd formada por dos mujeres. Para reconstruir el todo se puede calcular 2 x 12 =24. A
diferencia de la actividad 44.3 El tren, la reconstruccion del todo no implica iterar la frac-
cién unitaria.

Considerando que esta actividad implica la sumatoria de partes de un todo discreto y
su reconstruccion, el aspecto de la fraccion es de fracturador.

En la actividad 55.2 (ver Figura 15), el todo discreto se caracteriza con las expresio-
nes “... los 200 alumnos™ y la parte con “... los 3/8”.

55.2. La excursion

Se ha organizado una excursidn. De los 200 alumnos y alumnas de 12 de ESO,
sdlo se han apuntado los 3/8. ;Cuantas personas piensan ir de excursién?
¢Cuantos se van a quedar? ¢Qué fraccidn del total suponen?

Figura 15. Caracterizacién textual y simbélica del todo y las partes (Ibid).

Para responder la primera pregunta se puede considerar que la fraccion 3/8 representa
una relacion parte-todo y que ésta se puede reinterpretar como un operador razoén con-
virtiendo una cantidad en otra 3/8 x 200 = 75, de tal forma que subyacen los aspectos de
la fraccion como fracturador y operador razon. Para responder la segunda pregunta se
puede calcular 200 - 75 = 125. En el caso de la tercera pregunta se puede responder cal-
culando 1 - 1/3 =5/8 o representando la relacion entre el nimero de personas que se que-
dan y el nimero de personas en total a través de una fraccion, lo cual en ambos casos se
asocia con la fraccion como fracturador.

En la actividad 55.3 (ver Figura 16), el todo continuo esta caracterizado a través de
las palabras “tarta” y “otra igual”, las partes mediante las fracciones 3/5 y 13/20.

55.3. El goloso
Mat comié en el cumpleafios de Tica los 3/5 de su tarta y Tica se comid en el
de Mat los 13/20 de otra igual. {Quién de los dos comid mas?

Figura 16. Caracterizacion simbélica de las partes (Ibid).

Para comparar las fracciones y determinar cual es la mayor, se puede convertir la
fraccion 3/5 en una fraccion equivalente. En esta actividad subyace la fraccion como
comparador.
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CONCLUSIONES

En la primera seccion 5 de 9 actividades incluyen “todos” discretos; en dos de estas,
mientras que la informacion de la imagen puede hacer referencia al todo continuo, las
formas textuales y las preguntas centran la atencion en el discreto. En la segunda seccion
8 de 16 actividades incluyen todos discretos. Por lo tanto, se puede decir que se observa
una tendencia al uso de todos discretos.

Con respecto a los aspectos de la fraccion, se identificaron los de fracturador, relacion
razdn y operador razon. En las actividades en las que se identificaron dos aspectos distin-
tos, algunas incluyen la fraccion como fracturador y como relacion razon, y otras la frac-
cién como fracturador y como operador razon.

En relacion al modelo de ensefianza tanto la caracterizacion del todo, la parte y la
relacion parte-todo, como las preguntas se pueden asociar a diferentes aspectos de la
fraccion. Las preguntas de las actividades en las que estan presentes dos aspectos de la
fraccion pueden favorecer uno de ellos. Las maneras de resolver las actividades o de res-
ponder las preguntas pueden implicar la interpretacion de diferentes aspectos de la frac-
cion sefialados en el parrafo anterior.
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Resumen: En este trabajo sobre la historia de las formas de demostracion en dlge-
bra mostramos y explicamos algunas demostraciones de los algoritmos de solucion de
las formas candnicas de las ecuaciones de segundo grado, basadas en procedimientos
de cortar y pegar, que provienen de la tradicion del dlgebra babilonica, realizadas por
al-Khwarizmi en su Kitdb al-jabr w’al-muqabala, y que son las primeras de las que se
tiene constancia en la historia del algebra, comparandolas con las de Pedro Nunes, en
su Libro de algebra en arithmetica y geometria que es el primer libro de dlgebra escrito
en espainiol en el que hay demostraciones.

Términos clave: Demostracion en dlgebra, historia del dlgebra, al-Khwarizmi, Pedro
Nunes.

A comparison between Pedro Nunes’ and
al-Khwarizmr’s demonstrations of the algorithms
that solve the canonical forms of quadratic equations

Abstract: In this paper on the history of the ways of demonstration in algebra, we show
and explain some demonstrations of the algorithms that solve the canonical forms of
quadratic equations carried out by al-Khwarizmi in his Kitdb al-jabr w’al-muqabala.



Una comparacion entre las demostraciones de Pedro Nunes y al-Khwarizmi de los algoritmos...
F. Infante y L. Puig

These demonstrations are the first ones extant in the history of algebra, and are based
on cut and paste procedures, which come from the tradition of Babylonian algebra. We
also compare them with Pedro Nunes’ demonstrations in his Libro de algebra en arith-
metica y geometria, which is the first book on algebra written in Spanish in which these
algorithms are demonstrated.

Key words: demonstration in algebra, history of algebra, al-Khwarizmi, Pedro Nunes.

INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca dentro de un estudio sobre la historia de las formas de demos-
tracion en algebra'. Desde el comienzo del algebra arabe medieval ya se hace un esfuerzo
explicito por dar una justificacion para las soluciones de las formas candnicas, mas alla
de s6lo mostrar el algoritmo de solucion. En este sentido la manera en que al-Khwarizm1
justifica esos algoritmos en su Kitdb al-jabr w’al-mugdbala abre el camino a todo un
proceso que continuaran otras figuras de la ciencia arabe y que luego tendra su repercu-
sion en el algebra de la Europa Medieval, y en particular en Pedro Nunes.

En el libro de algebra de al-Khwarizmi, lo que hoy llamariamos ecuacion canoénica de
segundo grado, y = ax? + bx + ¢, aparece desglosada en seis formas, tres simples y tres
compuestas. Para cada una de las compuestas, al-Khwarizmi presenta un algoritmo de
solucion y una demostracion del algoritmo (o, en un caso, dos demostraciones), basada
en procedimientos de cortar y pegar que provienen de la tradicion del algebra babilonica.

Siglos después, Pedro Nunes en su Libro de algebra en arithmetica y geometria tam-
bién presenta una serie de formas canonicas, sus algoritmos y demostraciones.

El presente trabajo pretende mostrar y comparar las demostraciones que realizo al-
Khwarizmi, que son las primeras de las que se tiene constancia en la historia del alge-
bra, con las de Pedro Nunes, que es el primer libro de algebra escrito en espafiol en el
que hay demostraciones.

El articulo est4 organizado en cuatro secciones: la primera es una breve introduccion;
en la segunda, se puntualizan algunos aspectos sobre las formas candnicas de las ecua-
ciones de segundo grado y sus algoritmos a la luz de la obra de al-Khwarizmi; en la ter-
cera, se contextualizan las demostraciones de ambos autores; finalmente, en la cuarta, se
estudian en detalle cuatro ejemplos de las pruebas elaboradas. Para ello hemos elegido
una sola forma canonica, la primera forma compuesta, que tomamos como ejemplo pa-
radigmatico, de la que presentamos tres pruebas de Pedro Nunes y una de al-Khwarizmi
(de las dos que presenta, excepcionalmente, en este caso).

Las fuentes que hemos utilizado para examinar las demostraciones son las que indi-
camos a continuacion.

En el caso de al-Khwarizmi, hemos consultado la edicion cldsica de Rosen (1831),
hecha a partir del unico manuscrito conocido en su época (Oxford Bodleyan Library,
Hunt. 212, fol. 1v-54r, 1342), con traduccion al inglés; la reciente edicion de Rashed

1. Uno de los productos de ese estudio es el Trabajo de Fin de Master Un estudio de las demostraciones
de los algoritmos de solucion de las formas canonicas de las ecuaciones de segundo grado en al-Khwarizmi,
Abii Kamil, Marc Aurel, Juan Pérez de Moya y Pedro Nunes, defendido por uno de nosotros en la Universi-
tat de Valeéncia en 2010 (Infante, 2010).
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(2007), hecha a partir de varios manuscritos, con traduccién al francés, y la edicion de
Hughes (1986) de la traduccion latina medieval de Gerardo de Cremona. Hemos tenido
en cuenta la leccion de Hoyrup (1998), segun la cual la traduccion latina de Cremona es
mejor testimonio del texto de al-Khwarizm1 que el manuscrito arabe conservado en la
Bodleyan. Rashed también le da ese valor a la traduccion de Cremona en su reciente edi-
cion que utiliza mas manuscritos. También hemos consultado la edicion arabe de Mas-
harrafa y Ahmad (1939), hecha a partir del manuscrito de Oxford y las ediciones de la
traduccion latina medieval de Robert de Chester (Karpinski, 1915; Hughes, 1989).

La version castellana la hemos compuesto a partir de la traduccién latina de Cre-
mona y la version francesa de Rashed, contrastandolas con el texto arabe. Hemos usado
“tesoro” como traduccion de mal, término que Rosen traduce por “square”, Rashed por
“carré” (en cursiva) y Cremona por “census”, siguiendo también en esto la opinion de
Heoyrup.

En el caso de Pedro Nunes, hemos utilizado el texto original, del que hay dos edicio-
nes que solo se diferencian en la portada y el pie de imprenta (Nuifiez, 1567a, 1567b).
También hemos consultado la edicion de la Academia de Ciencias de Lisboa de las Obras
Completas de Pedro Nunes, en la que el texto aparece en el volumen VI (Nunes, 1946).

Para estudiar esas demostraciones, seguiremos el tipo de analisis usado en Puig
(1998, 2011c) en Infante y Puig (2009) y en Infante (2010). En concreto, examinare-
mos en detalle la construccion de la figuras que sustentan las demostraciones y el papel
que desempefian en éstas, comparandolas con lo que en esos textos se llaman procedi-
mientos de cortar y pegar, siguiendo la interpretacion de Heyrup (1994, 1996, 2002a)
del algebra babilonica. En Puig (2011a) se compara explicitamente los procedimientos
de cortar y pegar babilonicos con la construccion de las figuras en las demostraciones de
al-Khwarizmi, extremo que no podemos tratar aqui.

LAS FORMAS CANONICAS

Al-Khwarizmi comienza su libro exponiendo cuales son las especies de niimeros (e-
soros, raices y simples nimeros) que se usan en los calculos, dice que, en los céalculos
necesarios para resolver los problemas, “unas [especies de nimeros] pueden ser igua-
les a otras”, y establece todas las posibilidades, tres simples y tres compuestas, que son
las siguientes (escribimos la forma candnica en una traduccion conforme del arabe, que
conserva la terminologia de al-Khwarizmi, y una equivalencia en el lenguaje del alge-
bra actual):

1) Tesoro igual a raices x> = bx.

2) Tesoro igual a nimeros x? = c.

3) Raices iguales a nimeros bx = c.

4) Tesoro y raices igual a nimeros x> + bx = c.
5) Tesoro y nimeros igual a raices x*> + ¢ = bx
6) Raices y nimeros igual a tesoro bx + ¢ = x2.
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Para lo que hemos llamado especies de numeros, Pedro Nunes (siguiendo a Luca Pa-
cioli, segiin Cajori, 1993), usa el término de dignidades, y los nombres de las dignida-
des que se corresponden con fesoro, raiz y simple nimero son censo, cosa y numero. Las
formas candnicas Pedro Nunes las llama conjugaciones de la igualdad, y mantienen la
misma estructura y namero que las de al-Khwarizmi, es decir, seis conjugaciones orga-
nizadas en dos grupos: tres simples, de dos dignidades y tres conjugaciones compuestas
por tres dignidades. El orden en que se enuncian es diferente: Pedro Nunes parece ha-
berlas organizado por grado de dificultad, cambiando el orden de las dos ultimas con-
jugaciones compuestas. Sin embargo, es relevante el parecido en la estructura de cada
conjugacion.

EL ALGORITMO DE SOLUCION DE LA ECUACION CANONICA

Para cada una de las seis formas candnicas, al-Khwarizmi propone un algoritmo de
solucion. Analicemos el de la cuarta forma canodnica, “tesoro y raices igual a nimeros”
(x? + bx = 0), usando el mismo esquema con que en Puig (1998, 2011a) se analiza la
quinta forma canonica.

Veremos el algoritmo propuesto y, en paralelo, la simbolizacion en términos modernos.
Al-Khwarizm utiliza ejemplos genéricos para explicar sus algoritmos y sobre ellos estruc-
tura su demostracion. En este caso, el ejemplo es el que figura en el recuaro de la pagina 41.

En la obra de Nunes se pueden encontrar tres grupos principales de algoritmos, el pri-
mero son los que él llama Reglas “antiguas” —muy semejantes a las de al-Khwarizmi—
aunque en términos generales. Hacia el final de la obra se presentan los que Nunes llama
Nuestras Reglas, que son un nuevo grupo de algoritmos para las conjugaciones com-
puestas, y, a continuacion de éstas, muestra otro nuevo grupo de reglas, enfocadas en la
generalizacion de los algoritmos de solucion de las conjugaciones. En este trabajo nos
referiremos a los dos primeros grupos.

SOBRE LAS DEMOSTRACIONES

Abdeljaouad (2002) sefiala que “Lo que distingue a al-Khwarizmi de sus predece-
sores [...] es su deseo de justificar los algoritmos de resolucion de las ecuaciones cua-
dréaticas [...] Esta parte del tratado de al-Khwarizmi no sirve de nada al calculador, pero
permite al autor mostrar que su trabajo es cientifico, en el sentido de que sus objetos
matematicos han sido definidos y las propiedades que se derivan de aquéllos han sido
demostradas”.

De manera semejante Pedro Nunes, ha sido muy cuidadoso de estructurar matemati-
camente su trabajo, justificando y demostrando todas las “Reglas de q[ue] vso”, como él
mismo lo menciona (Nunes, 1567a).

Pero volvamos a al-Khwarizmi para examinar qué tipo de pruebas son las que desa-
rrolla. Lo primero que podemos observar es que éstas emplean figuras y construcciones
geométricas, pero que no son demostraciones que sigan el esquema de las presentadas en
los Elementos, con el recurso a definiciones y proposiciones ya demostradas.
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Los tesoros mas las raices iguales a un
namero es por ejemplo cuando dices: un
tesoro y diez raices son iguales a treinta

. . . 2 4 = 2 4+ —

y nueve dirhams, cuyo significado es: de X+ 10x=39 wHbx=c
qué tesoro al que se le afiaden diez de sus
raices el total es treinta y nueve.
Procedimiento: divide en dos las raices, 10 b
lo que en este problema resulta cinco. ? =5 —

2
Multiplicalo por si mismo, y resulta (5)2=25 %
veinticinco. =

2
Alo que le afiades treinta y nueve, y sera 25+39=64 2
sesenta y cuatro. (é} +c
Cuya raiz extraes, que es ocho; \/a _g

de la que substraes la mitad de las raices, 8-5=3 >
que es cinco. Queda tres, [bj oo b

que es la raiz del tesoro, y el tesoro es
nueve.

(Rashed, 2007, pp. 100-101; Hughes, 1986, p. 234)

En las pruebas de al-Khwarizm1 hay figuras geométricas, como también las hay en el
texto euclideo, pero la demostracion es un discurso que describe operaciones de cortar
y pegar las figuras y de relacionar partes de ellas, y que no busca el fundamento en defi-
niciones, postulados y proposiciones ya demostradas, sino en lo que se atestigua por la
vista, sin poner en duda en ningin momento lo que se ve.

En Puig (2009b, 2011b, 2011c) se propone una clasificacion preliminar de las de-
mostraciones en textos algebraicos pre-simboélicos en tres grandes tipos, denominados
“demostraciones ingenuas”, “demostraciones geométricas” y “demostraciones algebrai-
cas”. Se llama “ingenua” a una demostracion cuya argumentacion se apoya en una figura
geométrica que estd acompafiada de letras, y en un discurso que se refiere a lo que se ve
en la figura, y a acciones sobre ella, y en el que la garantia de la verdad de lo que se dice
es lo que se ve en la figura. “Geométrica” se reserva para las demostraciones que siguen
el modelo euclideo, en las que sigue habiendo figuras geométricas, pero en las que la ga-
rantia de la verdad ya no reside en lo que se ve en la figura, sino en el conjunto de la ar-
quitectura del texto euclideo: definiciones, postulados y proposiciones ya demostradas.
Finalmente, se llaman “algebraicas” las demostraciones en las que las figuras geométri-
cas han desaparecido, y el discurso demostrativo se apoya en las operaciones que se rea-
lizan con las expresiones algebraicas.
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Siguiendo esta caracterizacion, diremos que las demostraciones de al-Khwarizmi son
“ingenuas”, y que, en algunos momentos hay un embrién de demostracion “algebraica”
(este extremo no lo mostramos en este articulo, pero si en Puig, 2011b), pero no hay de-
mostraciones “geométricas’?. Veremos también como las pruebas realizadas por Pedro
Nunes son “geométricas”, y en algunos casos “algebraicas”.

LAS DEMOSTRACIONES DE LA CUARTA FORMA CANONICA

Al-Khwarizmi propone para esta forma candnica dos pruebas diferentes, lo que ya es
una singularidad. De la primera de ellas, Hayrup (1996) ha logrado rastrear sus origenes
en Babilonia, y es una prueba que utiliza una figura diferente de la que veremos aqui, que
en su construccion no sigue estrictamente el algoritmo, que presenta una explicacion mas
detallada y que emplea una identidad algebraica en su argumento.

Hemos escogido para este trabajo la segunda prueba de al-Khwarizmi, porque en ella
se sigue fielmente el algoritmo de solucion en la construccion de la figura. Ademas esta
demostracion presenta un cercano parecido con las que luego desarrollara Pedro Nunes.
Esta prueba utiliza lo que Hoyrup (1994) considera que era un procedimiento ya cono-
cido por los babilonios, con el nombre del “Método Akadio”.

Para analizarla, seguiremos el texto, realizando la comparacion con el algoritmo en
notacion moderna y como ejemplo genérico, y, en paralelo, describiremos la construc-
cion de la figura. Es importante anotar como los dos autores s6lo presentan para cada de-
mostracion una figura ubicada al final de la demostracion.?

2. El hecho de que las demostraciones de al-Khwarizmi no siguen el patron euclideo, y por tanto no son
“geométricas” en el sentido que estamos dandole a ese calificativo, ya esta presente en el mismo siglo 1x. El
ejemplo mas claro de ello es el optisculo que escribe Thabit ibn Qurra (836-901), con el expresivo titulo de La
rectificacion de los problemas del dlgebra mediante demostraciones geométricas" (Luckey, 1941). Thabit ibn
Qurra llama “geométricas” a las demostraciones que nosotros estamos llamando “geométricas”, por lo que no
hay en ellas procedimientos de cortar y pegar a la manera akadia, y si hay referencia explicita al entramado
demostrativo de los Elementos de Euclides. En Puig (2011c¢) se compara una demostracion “ingenua” de al-
Khwarizmi con una demostracion “geométrica” de Thabit ibn Qurra.

3. En las ediciones del texto de al-Khwarizmi revisadas solo aparece una figura, al final de cada una de
las pruebas. La unica excepcion que conocemos es la edicion de Karpinski (1915) de la traduccion latina me-
dieval de Robert de Chester, en la que en particular para esta prueba del cuarto caso se muestran dos figuras
como del Manuscrito de Dresden, pero todo apunta a que sea de la mano de algin comentarista.
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DEMOSTRACION DEL ALGORITMO PARA TESORO Y RAICES IGUAL A

NUMEROS

(VERSION

2) DE

AL-KHWARIZMI

al-Khwarizmt

Algoritmo
Ej. Genérico

Algoritmo
Not. Moderna

Representacion Geométrica

En cuanto a la causa es la que
sigue [...]

(Rashed, 2007, pp. 108-109;
Hughes, 1986, p. 236)

Hay otra figura que conduce a lo
mismo: que es la superficie 4B,
que es el tesoro. Queremos ana-
dirle diez de sus raices.

x2+10x = 39

xX2+bx=c

Dividimos entonces diez en dos
mitades y resulta cinco. Y hace-
mos de ella dos superficies

N | o

en las dos partes de 4B, que
son las supetficies C y N, cuya
longitud es igual a los lados de
la superficie 4B, y cuya anchura
es cinco, que es la mitad de
diez. Nos queda por tanto sobre
la superficie AB un cuadrado
que es de cinco por cinco, que
es la mitad de diez raices que
habiamos afiadido en las partes
de la primera superficie.
Sabemos que la primera
superficie es el tesoro y que las
dos superficies que estan sobre
sus dos partes son diez de sus
raices, y que todo es treinta y
nueve,

(52 =25
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Algoritmo Algoritmo

al-Kinvarizmi Ej. Genérico | Not. Moderna

Representacion Geométrica

y que falta para completar la

figura mas grande el cuadrado

de cinco por cinco. Este es B D
[ j ve

veinticinco, que afiadimos a | 25439 =64
treinta y nueve para completar
la superficie mas grande, que B
es la superficie DE. Se obtiene
de todo esto sesenta y cuatro.
Tomamos su raiz, que es un lado (
de la superficie mas grande, que \/a =8

es ocho. Si le quitamos lo mismo E
que le habiamos afiadido, que es
cinco, queda tres, que es el lado 2
de la superficie 4B, que es el 8-5=3 (éj + _b
tesoro, y por tanto es su raiz, y 2 Figura 1
el tesoro es nueve. [Y ésta es la
figura]

(Rashed, 2007, pp. 110-113;
Hughes, 1986, p. 238)

DEMOSTRACIONES DE PEDRO NUNES

Las pruebas de las conjugaciones de Nunes se pueden organizar en varios grupos.
En el primero las demostraciones tienen un referente geométrico, y se apoyan en pro-
posiciones del segundo libro de los Elementos de Euclides. Estas pruebas presentan ras-
gos comunes con las de al-Khwarizmi. Un segundo grupo estd formado por las pruebas
que se basan en la proposicion 1.47 de los Elementos (teorema de Pitdgoras) sobre la que
se estructura el esquema demostrativo de la prueba. Un tercer grupo estd formado por
las pruebas de las “Reglas Nuevas”, los algoritmos nuevos propuestos por Nunes. Este
grupo es relevante, porque estas pruebas no tienen un referente geométrico, son “alge-
braicas”. Finalmente, en un ultimo grupo se demuestran estas mismas “Reglas Nuevas”
nuevamente con el apoyo del libro segundo de los Elementos.

En este trabajo s6lo profundizaremos en los primeros tres grupos citados, comen-
zando por las pruebas de referente geométrico. Asi a continuacion se presentan las prue-
bas de Pedro Nunes correspondientes a la misma cuarta forma canonica de al-Khwarizm.
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DEMOSTRACION DEL ALGORITMO ANTIGUO DE LA PRIMERA

CONJUGACION COMPUESTA (VERSION 1) PEDRO NUNES
Representacion
Pedro Nunes Notac. Moderna (geométrica
CONS. GEOMETRICA b
Lamitad del numero de cofisfe reprefente por Se construye el segmento 2
lalinea a.b. La qual lleuaremos adelanteeften- | 4C con
diendola hafta el punto c.y fea b. c. vnlado del 4 B , C
cenfo ignoto,el qual cenfo juntamente conlas AB="
cofas q nos fueron propueftas en numero noto 2
aun el valor de cada vnafeaignoto,feygua- | BC= x
lan con el numerd que por fi puftmos noto por
rercera quantidad de la conjugacion primera,y 5 _ E 2
queremos por eftas cefas concedidas conofcer | X +hx=c
quiro feael valor dela cofa,g eslaraizdel qua- | Si sabemos que b y ¢ son
drado fundado fobrelalinea b.cHaremospor | .1 <tantes conocidas
F G
tanto {obre todalalinea ‘a. c. el quadrado a.c. . .
d.e, y fobrelalinez b.c. el quadrado b.c.g.f. | Se realizan las construccio- ¥
G eselcenfo propuefto. y eftenderemoslasdos | nes de los cuadrados
ACDEy 4 B ¢
BCGF=x?

linéasb f. f ‘g. haftalos puntosy. h, enlosla-
do$.e.d.2. e. ylafigura'e.y. fih, pefulrara quas
drada,ylos dosreftangulos a'b.f.h.yf g.d y.
feran yguales,por la ygualdad de las lineas op
pofitas equidiftantes,ydclos dos lados del qua
dradob. c.f. g.

E voraue a.b. es lamitad del

nunieto delas cofas que fueron propueftas,y la
lineab. f. es lado del cenfo ignoto,fera por efta
canfa el re@angolo a.b. f. b lamitad del va~
lor delas dichas cofas conforme ala dodrina
del capitulo paffado,y otro tanto valdra elre-
&angnlo f.g. d.y. y losdos reftangulosjuntos.

feran'el entero valor delas cofas.

Se extienden los dos seg-
mentos BF' y FG hasta los
puntos Y y H en los lados
EDy AE

EYFH cuadrado,
ABFH =FGDY

AB =
BF =x
ABFH= 1’7"

SIS

FGDY= b;"
ABFH +FGDY=bx

ABFH = FGDY
ABFH + FGDY = bx

Eporqlas [cosas]

fas-con el cenfo todo juntamente fue propuefto
ygugl avn cierto’ numero o quantidad nota,
feran por efta caufa los dos reétangulos con el
cenfo o quadrado b.c. g.f. envna Siima co-

noscidos.

Aefta Sima afadiremos el quadra-
do e, y.fyh,elqual es noto, por-quc tiene por.

fadolalinea f. h.  por fer ygualalalinea a. b.
es conofcida, y refultara el quadrado vniuerfal

Por la premisa de la
demostracion

X +bx=c
ABFH+FGDY+BCGF=c

ABFH +
FGDY +
BCGF +
EYFH

= ACDE
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Representacion

Pedro Nunes Notac. Moderna Geométrica

[total ACDE]
Como

g todo en fi coprehende,el qual fera conofcido, | FH=AB= % es conocido
por efta caufa fulado qeslalineaa. c, fera co- 2

nofcido . Deftalinea a.c.q nos es nota,facare. by

mos lalinea a.b. § nos es nota,por fer lamitad | EYFH= (,j es conocido

del numero delas cofas, y reftara conofcido el 2

lado b.c.del quadrado b, c.g.f. y la raiz del Jae

mefmo quadrado otro f» feranota. Yefto es lo y ACDE= (—) +ces

g 2
g fe propufo para demonftrar.

Luego qualn]Jdo wvn censo y cosas conocido, por lo tanto
en numero conoscido se proponen | Podremos hallar su  lado ABFH+FGDY+BCGF=c
yeuales a vn  numero  conoscido, | AC'y restindole 4B que es

[x* + bx = ] bien hazemos en tomar la mitad | conocido tendremos BC=x Figura 2

del numero delas cosas que es AB [é} y

2 TRADUCCION AL
multiplicarlo en si haziendo el quadrado ALGORITMO
EYFH {(%ﬂ y juntarle el numero propuesto Xabx=c

que se da conoscido {[g)z +C:| el qual numero b

es la summa de los dos rectangulos, y del 2

quadrado BCGFy de toda la summa q[ue] es el ( %
)

quadrado vniuersal [total ACDE] tomar la raiz,
[ (g]xﬂ la qual raiz es respondente

b 2
[correponde] a las vnidades o qualn] (E) +c
tidad del lado AC. Del qual quitando la

mitad del numero de las cosas {b} qlue]

b 2
es AB restara conocida la raiz del censo BCGF [5) +c

7
{(EJ +C-§} la qual raiz se representa
2 2

por el lado BC[...] y esto queriamos

demontftrar,como enla primeraregla delas ¢5-

pueftas fecontiene.Defta figuray demonftracié T [ ) +eo— L4
vfo Euclidesen la quarta propoficion del.z.lib, 2 2
[Euclides 11.4]*

para prouar que fi Jalinea a. ¢, fuere partida en FASE EUCLIDEA

dos partes,como cnel punto b. el quadrado de

todala Enc:it a, ¢, feraygual alos quaderoést de | Se usa la proposicion I1.4 de
entrambas las partes,juntamerite con el rectan
gulo g lasparres contienen tomado dos vezes. los Elementos (cft. nota 4)

(Nuiiez, 1567a, f. 6v.)

Varias caracteristicas son relevantes en este primer grupo de pruebas de Nunes:
la primera es que utiliza como referencia figuras muy semejantes a las usadas por al-
Khwarizmi. En segundo lugar, que estas demostraciones son “geométricas”, ya que las
pruebas cuentan con el respaldo de referencias directas a Euclides.

4. Euclides "I1.4 Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la (recta) entera es igual a los cuadra-
dos de los segmentos y dos veces el rectangulo comprendido por los segmentos". Puertas (1991, v.1, p. 270).

46 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 37-54, ISSN: 2340-714X



Una comparacion entre las demostraciones de Pedro Nunes y al-Khwarizmi de los algoritmos...
F. Infante y L. Puig

La estructura de esta prueba posee tres partes y una introduccion. En la primera, se
construye la figura justificando cada paso con propiedades geométricas, y, una vez que
se tiene esta figura con las caracteristicas adecuadas, comienza la segunda parte en la que
se hace una traduccion del algoritmo de solucion de la conjugacion a cada una de los ele-
mentos correspondientes de la figura; la tercera y Gltima parte es un comentario en el que
se cuenta como Euclides utilizo esta misma demostracion y figura para probar una deter-
minada proposicion, en este caso la 1.4, y se explica como esta proposicion esta intima-
mente relacionada con la prueba en cuestion.

De esta manera Nunes organiza toda su prueba, sin nombrar a Euclides, pero tenién-
dolo en mente, pues, después de que parece que ha terminado la prueba con todo el rigor
necesario, incluye la proposicion de los Elementos que encaja perfectamente en el ra-
zonamiento, como volviendo a demostrarlo, pero esta vez con el respaldo de Euclides.

La division en estas tres fases, construccion geométrica, traduccion del algoritmo y
fase euclidea, es uno de los dos modelos, que con frecuencia va a utilizar Pedro Nunes
como estructura de sus demostraciones.

La idea basica de la prueba es la misma: la relacion entre el cuadrado mayor con los
dos cuadrados pequefios y los dos rectangulos congruentes contenidos todos ellos en el
mayor. Pero en la demostracion de Nunes se pueden contar las tres fases anotadas. Es di-
ferente el formato de al-Khwarizmi, en el que las propiedades geométricas estdn inmer-
sas en la misma discusion sobre el algoritmo y en la construccion de la prueba.

Por otro lado, la funcion que desempefia la figura es diferente en las dos demostra-
ciones aunque en ambas se busque el respaldo de la geometria para darle validez al argu-
mento de la prueba. En la de al-Khwarizm1 la figura es fundamental en tanto que sobre
ella se realizan transformaciones y se visualizan relaciones, y es sobre ella que se en-
tiende la demostracion a partir de lo que se ve. Sin embargo, en la de Pedro Nunes, aun-
que la figura también cumple un papel ilustrativo del razonamiento y marca claramente
las relaciones entre sus partes, estas relaciones ya no son por la figura en si, sino por las
propiedades generales alli representadas, que ya han sido justificadas y son necesarias
para poder desarrollar la demostracion. Ahora bien, si que es importante la figura en la
de Pedro Nunes en cuanto al detalle con que se ha construido para que sea una réplica de
la presentada por Euclides, de manera que sea evidente la inclusion en el razonamiento
de la proposicion adecuada de los Elementos —en este caso la II. 4—, con lo cual el crite-
rio de validez de la prueba ha tomado otro nivel.

Veamos en el apartado siguiente la prueba de esta misma conjugacion, pero ahora con
el uso de la proposicion 1.47 (teorema de Pitagoras).
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DEMOSTRACION DEL ALGORITMO ANTIGUO DE LA PRIMERA
CONJUGACION COMPUESTA (VERSION 3) PEDRO NUNES

Pedro Nunes

Notac. Moderna

Representacion Geométrica

Sea

1a linea a. b. el numero delas cofas,y el nume-
ro que pufimos fer ygual alas cofas conel cenfo
tengapor lado quadrado 41, cadradal

la linea® z

y partiremos
lalinea a.b. por la mitad enel punto d. y deffe
milmo punto falgalalinea d. e. que hagaangu-
los rectos conlalinea a.b. y haremos d.e. ygual
ala linea z

ydel punto e.parab.lleuaremos linea
rectae. b, y quedara por efte modo conftituido
ehtriangulo re@tangulo e.d. b. Eftenderemos
pues la linea d. b, quanto cumilicrc,ydeua
cortaremos d. f. ygual ala linea e. b: y dezimos.
Que lalinea b, . ¢s lado de vn cenfo,que junta.:
mente con las cofascuyo numeroes a.b.fe ¥
guala con el numero propuefto, que tiene por
lado cuadrado [rafz cuadrada] la linea zy la
demonstracion sera esta

Sean:
AB=b
z=AVe¢

Se construye
ED 1 AB en el punto

D, con

DB="1?
2

DE=z=+V¢

Triangulo EDB es
rectangulo

DF=EB

BF=x

Sea la premisa a
demostrar:

xX*+bx=c

y la demostracion sera
esta:

A

b B

z=vc

z=\e

[SERS

El quadrado de b. e.es ygual al quadrado

de ed.y al quadrado de d.b. ainbos juntas,por
1a propoﬁ’cio..ﬂ.del primero lib.de Euclides, Y
porg b.e,y d.f. fon yguales,tanto valdra luego
el folo quadrado de d.f. quanto los dichos dos
.quadrados de b.d. yd. .

BE’=DE’+DB’?

por la proposicion 1.47
de los Elementos, y
como:

BE=DF
DF’=DE’+DB?

¥ por que efle mifimo

quadrado de d.f. vale tanto como los dos qua-
drados deb.d. y de b.f. con el duplo del reftan
oulo coprehenfo por d.b.y b.f.por la.4.propo
proposicio[n] del segu[n]do lib. [Euclides
I14]

Y como también:
DF?=DB’+ 2DB x BF +BF’

por la proposicion 11.4 de
los Elementos

5. Se ha cambiado la notacion original de Pedro Nunes, para la linea ¢ por z, en favor de la claridad.

48

Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 37-54, ISSN: 2340-714X




Una comparacion entre las demostraciones de Pedro Nunes y al-Khwarizmi de los algoritmos...
F. Infante y L. Puig

Pedro Nunes

Notac. Moderna

Representacion Geométrica

facaremos por tanto deflas

dos siimas q por comun fentencia fon yguales,
el comun quadrado,q es dela linea b.d. y Gdar:
el quadrado dela linea d.e. ygual ala siima de
quadrado de b. f. con el duplo del rectangulc

comprehenfo por d.b.y b.f.

Y porque d.b. es
la mitad del numero delas cofas,pornemos b.f.
lado del cenfo, y fera por tanto el rectangulo
-comprehenfo por d. b. y b.f. ]2 mitad del valor
delas cofas,y el duplo defte rectangulo fera ¢l
entero valor dellas. y el cenfo con las cofas ferd
ygua_lcs‘al.c_luadrado dela lipea 'd. e. d pufimos
ygual a la linea z
cuyo quadrado pufimos que
“fueffe el numero,q en principio aiemos puefto
fer ygual a las cofas juntamente con el cenfo,y
efto eslo que queriamos demonftrar.””

(Nuiiez, 1567a, f. 14r.)

{ DF? = DE? + DB?
DF? = DB? + 2DB X BF + BF?

DE*=2DB X BF +BF’

Entonces:
2DB X BF = bx
DE*=c

Luego:
DE’=2DB X BF +BF*

2
¢ = bx +

y esto es lo que queria-

Figura 3

mos demonstrar.

Aparte de incluir la proposicion 1.47 de los Elementos, que permite establecer nuevas
relaciones entre los términos de la expresion y que obliga al necesario cambio en su re-
presentacion grafica, ademads, esta prueba presenta ciertas variantes interesantes.

El rigor es el rasgo fundamental aqui, ya que es por esta razon por la que se ha estruc-
turado la prueba. Pedro Nunes considera las demostraciones “antiguas” faltas de rigor —
ya que presuponen la existencia de la solucion de la ecuacion— y decide presentar este
grupo de pruebas, en donde el presupuesto de la igualdad de la conjugacion se demues-
tre. En otras palabras, Pedro Nunes busca probar que la ecuacion es posible, que siem-
pre tendra respuesta.

En sus palabras “[...] en la demonstracion de la primera [conjugacion] presupone-
mos, que vn censo con las cosas en qualquier numero que ellas sean, puede[n] ser ygua-
les aqualquier numero, [...] [y] este presupuesto no es cierto. Por lo qual sera necessario
demonstrarlo. [...]”° (Nufiez, 1567a, f. 14r.).

Por esto Nunes comienza su prueba con dos segmentos —los dos datos de la ecuacion
by ¢ 0, mas exactamente, b y vc —y, a partir de ellos, con el uso de la proposicion 1.47
y de la I1.4 y el andamiaje construido, consigue establecer la conjugacion que quiere de-
mostrar, con lo cual ha logrado su principal objetivo: mostrar que la conjugacion siem-
pre tiene solucion.

La estructura de esta prueba no es lineal, pues simultaneamente esta llevando ade-
lante dos razonamientos: por una parte, las relaciones pitagoricas entre los segmentos y
sus areas, y, por otra parte, la estructura para el uso de I1.4. En la medida en que se ha
construido desde los primeros pasos el cuadrado del lado DF'y sus poligonos relaciona-
dos, se percibe la estructura de la prueba y el uso de I1.4. El punto culminante es el uso

6. La cursiva es nuestra.
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de la identidad que permite interrelacionar estos dos argumentos en uno solo: “[...] saca-
remos por tanto destas dos sumas q[ue] por comun sentencia son yguales, el comun qua-
drado, q[ue] es dela linea BD y q[ue]dara el quadrado dela linea DE ygual a la summa
del quadrado BF con el duplo del rectangulo co[m]prehenso [comprendido] por BD y
BF.[...]"”7. Y apartir de este momento se retoma la demostracion puntual de la conjuga-
cion utilizando la proposicion 11.4, pero se ha ganado todo el razonamiento preliminar.

Finalmente, revisemos las pruebas que realiza Nunes para sus nuevos algoritmos,
pero sin utilizar el referente geométrico, tal vez la mas clara evolucion en la obra del pro-
ceso de prueba hacia nuestra idea moderna de demostracion matematica.

DEMOSTRACION DEL ALGORITMO NUEVO PARA LA PRIMERA

CONJUGACION COMPUESTA PEDRO NUNES
Pedro Nunes Comentario Algoritmo Algoritmo
Nuevo (AN) | Antiguo (AA)
[ STas nueftris Reglas tienen Tu fundamen- | |8 Prucba busca estable- | 2, 5 — ¢ X +bx=c
t0 en Jas antiguas, que en fu lugar auemos | cer la equivalencia entre b
demonfirado. los dos algoritmos b 2
En el Algoritmo Nuevo »?

(AN) se eleva al cua-
drado el término de las
cosas [b’] y el numero
[c, el término indep.] se 4c
multiplica para ser 4c.

En el Algoritmo Anti-
guo (AA) se eleva al
cuadrado la mitad del
nimero de las cosas

[(g)z] y el nimero [¢] no

Porque multiplicamos todo

¢l numero delas cofas en f1,y el numero por 4,y
por la Regla antigua , multiplicavamos en fi la
mitad del numero delas cofas,y el numero no fe

multiplicauna,

Y quedara por tanto proporcion

quadrupla entre €l quadrado dél numero delas
cofas, y el quadrado dela mitad, como tam;bien
¢l numero crefcio en quadruplo..Y larazé defto
es, que el duplo y el fubduplo mulriplicados en

fi,hazen quadruplo y fubquadruplo,
[proporcién en cuartas partes]

se multiplica.

Los dos términos del
AN quedan en propor-
cion cuadrupla (son cua-
tro veces) con respecto a
los términos del AA.

7. Veamos esta parte del razonamiento en notacion moderna
Sean z=+c=ED,4B=b,DB= g,BF =x
_ BE*=ED*+DB
Si pg-pr
DF? = ED* + DB’
{DFZ = DB? +2DBx BF + BF*

ED* =2DBx BF + BF*?
c = bx +x
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Pedro Nunes Comentario Algoritmo Algoritmo
Nuevo (AN) | Antiguo (AA)
Tos qua= ;

ylosqua N Las sumas de los tér-

druplos en'vna siima tambie iquedan en l2 mif- :

ma proporcion quadrupla con los fubguadru- | TINOS — que  Son con-

plos pucttos en vna siima. Y efto [e demuefira | secuentes en una

por el quinto libro de Euclides: por(lue fideyn -y sdrupl

antecedentc para [u conlequente ay la propor— propc')rcwn cuadrupla,

cion { tiene otro antecedente con fu confequen- | también quedan en pro-

te, tal proporcion auradelos antecedentes jun~ - .

tosalos confequentes juntos, qualay de vnode porcion  cuddrupla con

los antecedentes a fu c6fequente.y elto firve pa- | respecto a la suma de Y
ralaprimeraReglay, sus antecedentes. b+ 4c (—] +e

y defta maneralo gue por vha via 2

Esto se demuestra por la
proposicion V.12 de los
Elementos.?

De esta forma la expre-
sion del AN sera cuadru-
pla (cuatro veces) la del
AA.

refulta,ora fea fumando,como en la primera
sera quadruplaalo querefulta por laotra via,

Luego la raiz de esta ex-
presion en el AN es el
doble de la expresion en
el AA.

Asi el valor de la cosa
[x] sera el mismo por
ambos procedimientos.

\Vb* +4c

2x=~b>+4c b

x=%[db2+4c—b]

El esquema de esta demostracion consiste en lograr la equivalencia que establece
Pedro Nunes entre el algoritmo “antiguo” ya demostrado y el algoritmo nuevo que hay
que demostrar. Esa equivalencia la consigue apoyandose en la Teoria de las proporciones.

Esta prueba marca una profunda diferencia dentro de las presentadas por Nunes, en la
medida en que cambia radicalmente el contexto de justificacion. Aunque sigue inmerso
dentro del marco de los Elementos y por ende mantiene parte de las caracteristicas que
ha empleado en otras pruebas, como el rigor, o la justificacion de cada paso en térmi-
nos de reglas o proposiciones ya demostradas, sin embargo, se desprende del referente
geométrico, las justificaciones vienen ahora de la Teoria de las proporciones, del Libro
V de los Elementos.

Este cambio en el marco de justificacion también implica cambios en el lenguaje em-
pleado y la forma de justificacion, lo que implica separarse del referente concreto, de
la figura, para pensar en nuevas reglas y propiedades, mas abstractas. Pero mas alla de
ello, este cambio implica el que se utilicen identidades algebraicas como justificaciones,
y por ende transformaciones algebraicas, no exactamente iguales a las actuales, pero

8. Euclides V.12: "Si un numero cualquiera de magnitudes fueren proporcionales, como sea una de las
antecedentes a una de las consecuentes, asi seran todas las antecedentes a las consecuentes" (Puertas, 1991,
v.2, p. 37).
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identidades sobre variables, en términos de proporciones, y en proposiciones del Libro
V de Euclides.

A manera de conclusion

Hemos visto como las ecuaciones canonicas en al-Khwarizmi y Pedro Nunes estan
estrechamente relacionadas, manteniendo la misma estructura y cantidad, a pesar de las
diferencias plasmadas en el lenguaje y la generalidad.

En los autores estudiados se notan cambios en los tipos de demostracion, desde unas
primeras demostraciones realizadas con la ayuda de figuras en que la justificacion de los
argumentos y transformaciones se da por procesos de “cortar y pegar”, y donde la vera-
cidad estd dada en términos de aquello que se ve. Para pasar luego a un estado de pruebas
en que también con la ayuda de figuras se estructuran argumentos pero donde la veraci-
dad esta expresada en términos de las propiedades de las figuras y sus particulares carac-
teristicas, incluyendo ahora como herramienta de demostracion todo el saber geométrico
y en particular las proposiciones de los Elementos de Euclides. Para pasar finalmente a
demostraciones en donde la referencia a la figura ya no es necesaria, pero mas que €so,
es que toda la funcion justificadora de la Geometria se ha remplazado por otras herra-
mientas, las del algebra, en particular las de la Teoria de las proporciones, plasmada en
los Elementos de Euclides.

También hay diferencias en los dos autores estudiados en cuanto a la funcion de la fi-
gura en la prueba. Ya hemos dicho que en al-Khwarizmi la figura es fundamental ya que
sobre ella se visualizan relaciones y se realizan transformaciones, y la garantia de la ver-
dad de la demostracion estd en lo que se ve; mientras que en Pedro Nunes lo que se busca
en la figura son las propiedades generales que ya han sido demostradas en los Elemen-
tos de Euclides, y la garantia de verdad es la arquitectura euclidea, por lo que la impor-
tancia del examen de la figura en detalle reside en que sea una réplica de la presentada
por Euclides, de manera que sea evidente la inclusion en el razonamiento de la proposi-
cion adecuada de los Elementos.

Finalmente otro aspecto que vale la pena destacar es el cambio en el rigor, desde
argumentos justificados por la figura, y las caracteristicas que “se ven” en ella en al-
Khwarizmi, se va cambiando en Pedro Nunes hacia pruebas justificadas por propiedades
geométricas y proposiciones de los Elementos, hasta proponer una prueba en que mas
que justificar el algoritmo, lo que se busca demostrar es la seguridad de su existencia en
todos los casos. Aspecto éste que lleva el rigor matematico a una nueva cota.
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Resumen: Este estudio analiza las referencias citadas en los articulos publicados por
autores espanioles de Educacion Matemdtica en revistas indexadas en el Social Science
Citation Index. El proposito del estudio es conocer cudles son los autores y los documen-
tos mas citados y por tanto identificar a los autores mas influyentes en el darea en Esparia.
Se utilizaron técnicas bibliometricas ampliamente conocidas y utilizadas a nivel na-
cional e internacional. Se hallo que el autor mas citado es espariol y una alta citacion
de articulos y autores relacionados con la resolucion de problemas, la psicologia del
aprendizaje y las aplicaciones de teorias de la educacion matemdatica.
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Who are the Spanish authors of mathematics
education and what cited in the Social Science
Citation Index

Abstract: This study analyzes the references cited in articles published by Spanish
authors of Mathematical Education in indexed journals in the Social Science Cita-
tion Index. The purpose of the study is to know what the most cited authors and pa-
pers are and therefore identify the most influential authors in the field in Spain.
Widely known and used at national and international level bibliometric techniques were
used. It was found that the most cited author is Spanish and high citation of articles and
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Keywords: Mathematics education, research, Spain, analysis of references

EDUCACION MATEMATICA Y PRODUCCION INVESTIGADORA

La investigacion cientifica que se realiza en todas las ramas del conocimiento se sus-
tenta en las bases que otros investigadores han puesto previamente, de tal forma que
brindan soporte, apoyo u orientan sobre qué y como investigar. Es decir, que la base de
la investigacion en cualquier disciplina o profesion depende en gran medida de la revi-
sion, del escrutinio atento y regular de las publicaciones que se originan de la actividad
cientifica (Frias y Romero, 1998).

Para conocer el estado de desarrollo de las disciplinas, como la educacion matematica
(EMA), es necesario conocer ;qué se investiga?, ;quienes lo hacen y donde?. De igual
forma resulta importante saber si los autores utilizan sus investigaciones previas en sus
trabajos, o ¢qué tipo de documentos utilizan en sus investigaciones?, ;cuéles son los do-
cumentos o las investigaciones que ejercen influencia?, ;quiénes son los autores de re-
ferencia en la investigacion sobre Educacion matematica en Espafa? Estas son algunas
de las cuestiones que revelan el estado del arte y el dinamismo o estancamiento de un
campo cientifico.

En otros campos de la ciencia este tipo de estudios son algo normal, porque oftre-
cen una vision de las tendencias y patrones metodoldgicos y conceptuales por los que se
estan desarrollando los avances cientificos. Para esto se recurre al analisis de citacion de
los documentos cientificos (Herther, 2008; Moed, 2005; Leydesforff, 2003; Behrens. y
Luksch, 2011).

A nivel internacional son escasos los estudios que utilizan técnicas bibliométricas
para la EMA. El primer trabajo conocido es el realizado por Fiorentini (1993) que ana-
lizo las tesis de maestria y doctorado en Brasil. Posteriormente Donoghue (1999) clasi-
fica la investigacion en EMA de acuerdo a las técnicas utilizadas para su realizacion. Mas
recientemente Erdogan y Yucedag (2011) estudian las tesis doctorales de EMA en Tur-
quia segun los topicos abordados.

En Espafia se han realizado estudios previos para determinar el marco bajo el cual
se encuadra la EMA a nivel local. Para ello se han analizado los simposios SEIEM tra-
tando de determinar los métodos de investigacion utilizados (Godino, Carrillo, Castro,
Lacasta, Munoz-Catalan y Wilhelmi, 2012; Maz-Machado, Bracho-Loépez, Torralbo-Ro-
driguez, Gutiérrez-Arenas y Hidalgo-Ariza, 2011), las redes de colegios invisibles en las
tesis doctorales (Maz-Machado, Bracho-Lopez, Torralbo-Rodriguez, Gutiérrez-Arenas,
Jiménez-Fanjul y Adamuz-Povedano, 2012), los aspectos relacionados con la citacion de
la EMA en las tesis doctorales (Fernandez-Cano, Torralbo, Rico, Gutiérrez y Maz, 2003)
o en los articulos de revistas nacionales (Bracho-Lopez, Maz-Machado, Gutiérrez-Are-
nas, Torralbo-Rodriguez, Jiménez-Fanjul, y Adamuz-Povedano, 2012) o en una sola de
caracter internacional (Maz, Torralbo, Vallejo, Fernandez-Cano y Rico, 2009).

Llinares (2008) asi como Maz y Torralbo (2007), realizaron unas primeras aproxima-
ciones a los articulos EMA por autores espafioles en revistas indexadas en bases de datos
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internacionales (SSCI y ERIH) hallando una muy baja produccion. Estos dos estudios
utilizaron metodologias diferentes y por tanto difieren en sus resultados. Llinares partio
de un listado de revistas especificas y busco los autores espafioles alli firmantes, esta op-
cion permitia que trabajos de EMA publicados en otras revistas quedaran fuera del es-
tudio. Por su parte Maz y Torralbo, partieron del listado de todo el profesorado adscrito
al area de conocimiento de didactica de la matematica de las universidades espafiolas y
luego buscaron a cada uno de los autores en SSCI. Esto hizo que aparecieran articulos
de estos profesores pero en los que las tematicas eran de diferentes a la EMA (matema-
ticas, algebra etc.).

La principal limitacion o error de estos dos trabajos seminales sobre la produccion
cientifica de EMA por autores espafioles, es que se asumieron que la investigacion rela-
cionada con la EMA sélo la realizan investigadores del area o que se publica solo en re-
vistas de EMA o de educacién, dejando por fuera investigadores de otras areas y revistas
de otras disciplinas donde también se puede investigar sobre temas relacionados con la
educacion matematica como por ejemplo la psicologia.

Como ha transcurrido un lustro desde estos estudios y debido a la incorporacion de
mas revistas de educacion iberoamericanas en el SSCI parece conveniente hacer un es-
tudio sobre la EMA realizada en Espaiia e indexada en esta base de datos a través de los
articulos cientificos. Por ello, para este estudio se plantean los siguientes objetivos rela-
cionados con los autores espafioles de educacion matematica que publican articulos en
revistas indexadas en el SSCI.

a) Identificar los patrones de citacion.
b) Identificar los articulos y libros mas citados en Espafia.
¢) Conocer cudles son los autores y las revistas que se citan.

Con estos objetivos se pretende conocer cuales son las influencias recibidas por los
autores espafioles y que se manifiestan en la citacién que plasman en sus articulos.

METODOLOGIA

Las técnicas bibliométricas son herramientas idoneas para este tipo de estudios
porque desde hace mucho tiempo se han desarrollado técnicas especificas para el es-
tudio de las citaciones, cocitaciones y referencias a nivel internacional (Leydesdorff,
y Vaughan, 2006) como lo revelan los trabajos sobre diversas ciencias y disciplinas
(Hooten, 1991; Moed y Garfield. 2004; Sudhier, 2007). En educacion ya se utilizan
para investigar cuales son los patrones de citacion en articulos y tesis doctorales (Aren-
cibia y De-Moya, 2008; Maz-Machado, Torralbo-Rodriguez, Gutiérrez-Arenas y Mo-
rales, 2012).

Como punto de partida del estudio se buscaron en SSCI todos los articulos entre los
afios 1980 a 2012 en los que aparecieran por lo menos dos de los descriptores que per-
miten caracterizar a aquellos de EMA y que han propuesto Adamuz-Povedano, Jiménez-
Fanjul y Maz-Machado (2013), unos referidos al aspecto matematico y otros al &mbito
educativo.
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Mathemat* OR Algebra OR Arthmetic OR Geometry OR Topology
AND

Curricul®* OR Instruc* OR History OR Educ* OR Learn* OR Teach* OR Assessment
OR Didactic* OR School* OR student* OR Goal* OR Knowledge* OR classroom* OR
Achievement OR Competen* OR Problem solving OR Skill* OR PISA OR TIMSS OR

Dyscalculia

Figura 1. Descriptores que caracterizan un articulo de EMA

Se siguieron procesos similares a los realizados por estos autores en el mencionado
estudio. Se descartaron las revisiones, cartas, editoriales etc., es decir solamente se con-
sidero lo que internacionalmente se conoce como documentos citables (Moed, 2005).
Luego se seleccionaron aquellos en los que uno de los autores fuera espafiol o que tenga
vinculacién con instituciones espafiolas. Una vez identificados los articulos (234) se le-
yeron todos los abstracts para verificar que correspondian a EMA, esto permitié elimi-
nar articulos que correspondian a evaluacion de la ciencia y que incorporaban algunos
de los descriptores utilizados para finalmente obtener 170, que sera la muestra analizada.
De todas formas no existe una absoluta garantia de que se recuperen todos los articulos
de autores espafioles porque algunas investigaciones han detectado errores en los regis-
tros de los nombres (Ruiz-Pérez, Delgado y Jiménez-Contreras, 2006).

La informacion obtenida fue descargada en una base datos relacional ad hoc, y se co-
piaron todas las referencias bibliograficas presentes en cada articulo. Esta informacién
esta dada por la secuencia: Apellido de primer autor, inicial del nombre, afio, revista, vo-
lumen, nlimero de la primera pagina y DOI si lo tiene, como por ejemplo: CARPENTER
TP, 1981, J RES MATH EDUC, V12, P27, DOI 10.2307/748656, si es un articulo. Si la
referencia corresponde a un libro la secuencia cambia como en la siguiente: SCHOEN-
FELD AH, 1985, MATH PROBLEM SOLVING. Es decir si es libro se indica el titulo
abreviado sin numero de volumen o pagina y si es articulo se indica el titulo de la revista
con volumen y/o pagina. Debe aclararse que en WoS solamente se indica el primer autor,
por lo que si un articulo tiene varios autores, los otros no contaran para la frecuencia de
citacion o auto citacion para este estudio.

Se utilizaron procesos informaticos para aislar cada referencia bibliografica y poste-
riormente se recurrié al SPSS V.18 para obtener las frecuencias. Fue necesario realizar
procesos de normalizacion de firmas de autores para evitar fraccionamiento en la asigna-
cion de citacion, debido a que muchos autores no tienen el habito de mantener una sola
firma académica y en ocasiones ponen uno o los dos apellidos o si tiene nombres com-
puestos a veces ponen uno u otro 0 ambos.

Hubo dificultades en la estandarizacion de algunos nombres de autores, ademas de
los nombres similares o casos extremos como ocurre con Enrique Castro Martinez y En-
carnacion Castro Martinez, porque las iniciales de ambos son Castro, E. y por lo tanto a
partir solo de los datos registrados en las referencias no es posible en muchos ocasiones
asignar las citaciones a uno u otro.

Si bien no se consideraron las autocitas para los resultados de citacion, esto solo fue
posible para aquellas referencias donde el autocitante es el primer firmante, porque en
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WoS solo se indica al primer autor. Por lo tanto, si un autor es coautor de un articulo
donde el firma en segundo o tercer lugar y cita dicho articulo, esta cita sera valida para
el conteo y asignacion de frecuencias. Esto es palpable en las citas hechas a documen-
tos escritos por autores que conforman un mismo grupo de investigacion o son colabo-
radores frecuentes.

La dificultad por la sola mencion del primer autor en las referencias de WoS también
es problematica porque en los articulos que se derivan de las tesis doctorales es el doc-
torando quien aparece como primer firmante y el director de mayor prestigio suele fir-
mar de ultimo, lo mismo que en trabajos derivados de proyectos. Esto hace que cuando
se cita dicho trabajo la cita solo se asigne al doctorando y no se comparta con quien le
dirigio.

Estos dos ultimos aspectos se han hecho visibles a lo largo del estudio, pero en este
trabajo decidimos no profundizar en su andlisis, pero si consideramos abordarlo para un
futuro estudio.

RESULTADOS Y DISCUSION

Se obtuvieron 170 articulos de EMA en los que uno de los autores es espaiiol o vin-
culado a instituciones espafiolas (Tabla 1). El autor mas prolifico es Salvador Llinares,
siendo ademas el unico gran productor en términos de Lotka con el 7,05 % del total de
los articulos publicados.

Autor N° articulos
Llinares, S 12
Godino, JD

Font, V
Orrantia, J
Vicente, S

Batanero, C
Chamoso, JM
Planas, N
Fernandez, C
Garcia, M
Wilhelmi, MR

(S RV, I BV, e N e N I N RN I U B o3 INe]

Tabla 1. Autores espaiioles con mayor niimero de articulos publicados (n >5)

Los 170 articulos generaron 6736 referencias bibliograficas, de las que el 54,71% co-
rresponden a articulos publicados en revistas y el 39,76% a libros o capitulos de libros
(Tabla 2). Las citas a tesis doctorales y actas de congreso son minimas.
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Tipo de referencia N° %
Revistas 3488 54,71
Libros 2535 39,76

Actas 225 3,53

Tesis 128 2,01

Total de referencias 6736 100

Tabla 2. Tipos de referencias citadas por autores espafioles de EMA en SSCI.

En total se citan 1216 revistas diferentes y de diversos ambitos cientificos. La tabla 3
presenta las revistas mas citadas. Se observa que los primeros lugres lo componen revis-
tas especificas de EMA, de psicologia y generalistas de educacion. Las dos més citadas
son propias del area y ampliamente reconocidas a nivel internacional: Educational Stu-
dies in Mathematics y el Journal for Research in Mathematics Education. Asi mismo,
debe destacarse la buena citacion de tres revistas espafiolas: Ensefianza de las Ciencias,
PSICOTHEMA, e Infancia y Aprendizaje, si bien no son especificas de EMA. Las citas a
estas primeras revistas representan solamente el 12,2 % del total de las citas.

Revista N° de citas
Educational Studies in Mathematics 108
Journal for Research in Mathematics Education 97
Journal of Educational Psychology 76
Teaching and Teacher Education 57
Cognition and Instruction 43
Learning and Instruction 38
Psychological Review 38
The Journal of Mathematical Behavior 37
For the Learning of Mathematics 37
Journal of Learning Disabilities 35
Enserianza de las Ciencias 34
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa RELIME 34
PSICOTHEMA 33
Recherches en Didactique des Mathématiques 30
British Journal of Educational Psychology 29
Infancia y Aprendizaje 25
Fuzzy Sets and Systems 23
Psychological Bulletin 23
Higher Education 22

Tabla 3. Revistas mas citadas en EMA por autores espaiioles en SSCI
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Si centramos la atencidn en las revistas especificas de EMA, en la tabla 4 se presen-
tan las mas citadas. Entre estas se hallan dos revistas mexicanas: Revista Latinoameri-
cana de Investigacion en Matematica Educativa Relime y Educacion Matematica, pero
ninguna espafola, para hallar la primera debemos ir hasta el lugar 17 para encontrar la
revista UNO con seis citas. Esta revista aparece citada en WoS como REV DIDACTICA
MATEMA.

Revista N°
Educational Studies in Mathematics 108
Journal for Research in Mathematics Education 97
Journal of Mathematical Behavior 37
For the Learning of Mathematics 37
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa Relime 34
Recherches en Didactique des Mathématiques 30
Educacion Matematica 17
Journal Math Teacher Education 14
Mathematical Thinking and Learning 10
Mathematics Education Research Journal 9
Mathematics Teacher 9

Tabla 4. Revistas de EMA mas citadas por autores espaiioles en SSCI (n >9)

A continuacion se muestran cudles son los diez articulos mas citados por los auto-
res espafoles en EMA (Tabla 5), encabezando el listado el publicado por Kinstsch en
1988. Entre estos hay una prevalencia de los aspectos cognitivos y la resolucion de pro-
blemas. Es destacable que entre estos diez hay dos tanto de Walter Kinstch, profesor
Emérito de Psicologia y Neurociencia de la Universidad de Colorado, como de Juan
Diaz Godino catedratico de Didactica de la Matematica de la Universidad de Cérdoba.
(Véase Tabla 5).

La tabla 6 presenta los cinco libros mas citados y alli también la lista la encabeza
Kintsch. Entre los mas citados se encuentra un capitulo de Salvador Llinares en el Han-
dbook del afio 2006. Es significativo que el libro de Cohen ocupe el segundo lugar por
ser un referente metodoldgico sobre el uso de la estadistica en las ciencias del compor-
tamiento. (Véase Tabla 6).

En total se citan 3819 autores diferentes, incluyendo autores institucionales como el
NCTM. En la tabla 7 se presentan los autores mas citados (n > 11). El autor mas citado es
Juan D. Godino del Departamento de Didactica de la Matematicas de la Universidad de
Granada, por delante de autores clasicos en EMA como Carpenter o en Educacion como
lo es Piaget. Entre los mas citados hallamos una institucion la OECD y asi como un autor
latinoamericano, Ernesto Sanchez. (Véase Tabla 7).
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Articulo N° de citas
1 Kintsch, W. (1988). The role of knowledge in discourse comprehension: A 3
construction-integration model. PSYCHOL REV, V95, P.163
Riley, M.S. y Greeno, J. G. (1988). Developmental Analysis of Understan-
2 | ding Language About Quantities and of Solving Problems. Cognition Ins- 8
truct, V5, P49.
Godino, J.D., Contreras, A. y Font, V. (2006). Analisis de procesos de ins-
3 [ truccion basado en el enfoque ontoldgico- semiodtico de la cognicion mate- 7
matica. Recherches en Didactique des Mathématiques, V26, P39
Hegarty, M., Mayer, R. E. y Monk, C. A. (1995). Comprehension of Arith-
4 | metic Word Problems. A Comparison of Successful and Unsuccessful Pro- 7
blem Solvers. J Educ Psychol, V87, P18.
5 Kintsch, W. y Greeno, J. G. (1985). Understanding and solving word arith- 7
metic problems. Psychological Review, 92(1), 109-129
Yackel, E. y Cobb, P. (1996). Sociomathematical norms, argumentation, and
6 [ autonomy in mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, 7
27(4), 458-477.
7 Briars, D. J. y Larkin, J. H. (1984). An Integrated Model of Skill in Solving 6
Elementary Word Problems. Cognition Instruct, V1,245-29
Godino, J. D. y Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal
8 | de los objetos Matematicos. Recherches en Didactique des Mathématiques, 6
V14, P325
Reusser, K. (1988). Problem solving beyond the logic of things: Contextual
9 [ effects on understanding and solving word problems. Instructional Science, 6
17(4), 309-338.
Siegel, L.S. y Ryan, E.B. (1989). The development of working memory in
10 [ normally achieving and subtypes of learning disabled children. Child Deve- 6
lopment, 60, 973-980.
Tabla S. Articulos mas citados por los autores espaiioles de EMA (n > 6)
Libro N° de citas
| Kintsch, W. (1998). Comprehension: A paradigm for cognition. New York: 7
Cambridge University Press
) Cohen, J. (1988). Statistical power analysis for the behavioral sciences (2° 6
ed.). Hillsdale, NJ: Erlbaum
Lave, J., y Wenger, E. (1991). Situated Learning: Legitimate Peripheral
3 S . Ll 6
Participation: Cambridge University Press.
Llinares, S. y Krainer, K. (2006). Mathematics (student) teachers and tea-
4 cher educators as learners. In: Gutierrez, A. y Boero, P. (Eds.). Handbook 5
of research on the Psychology of Mathematics Education: Past, Present
and Future (p. 429- 459). Netherlands: Sense Publishers.
Riley N.S., Greeno, J. y Heller J.I. (1983). Development of children’s pro-
5 | blem solving ability in arithmetic. In: Ginsburg HP, (Ed). The development 5
of mathematical thinking (pp.153-96). New York: Academic Press
Tabla 6. Libros mas citados por los autores espafioles de EMA (n >5)
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Autor citado Total sin autocitas
Godino JD 41
Carpenter TP 38
Piaget J 29
Kintsch W 27
Geary Dc 26
Verschaffel L 21
Schoenfeld AH 21
De Corte E 20
Fuson KC 18
Duval R 15
Fischbein E 15
OECD 14
Cobb P 14
Riley MS 13
Siegel LS 13
Sanchez E 12
Damore B 11
Dubinsky E 11
Greer B 11
Mayer RE 11

Tablas 7. Autores mas citados

Un aspecto de interés es conocer cudles son los autores espaifioles que investigan y
publican en EMA que sus colegas citan, por ello en la tabla 6 se presentan aquellos cita-
dos cinco o mas veces. Es significativo que el mas citado, Godino, cuadruplica las citas
del segundo, Vicente Bermejo quien estuvo vinculado al Departamento de Psicologia
evolutiva y de la Educacion de la Universidad Complutense de Madrid y el tercero Sal-
vador Llinares de la Universidad de Alicante. De manera general los autores espafioles

son poco citados. (Véase Tabla 8).
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Total Sin autocitas
Godino JD. 41

Bermejo V. 10

Llinares S.
Camacho M.
Civil M.

Coll C.

Puig L.

Font V.
Chamoso JM.

—_
(=)

Gomez-Chacén 1.
Aguilar M.
Planas N.

Jiménez JE.

Batanero C.

Castro E.

Contreras A.
Ibafies M.
Rico L.

LN fhh fh [hh|h | hh | Lh | NN | [ [0 [0 |[O |©O

Tabla 8. Autores Espafioles mas citados

CONCLUSIONES

Lo primero que se evidencia es el incremento de la produccion de articulos EMA por
autores espafoles. Si comparamos la produccion hallada en SSCI, 170 articulos, con la
obtenida en los estudios de Llinares (2008) y el de Maz y Torralbo (2007) que fue de 5y
44 respectivamente, se deduce o que aumento exponencialmente la produccion o que los
métodos utilizados entonces no eran muy precisos como ya se ha indicado.

Si se asume que las tesis doctorales son investigaciones de calidad que dan origen a
publicaciones cientificas, se esperaria que por lo menos en los tltimos afios de cada tesis
se publicara al menos un articulo en alguna revista indexada en SSCI. Pero si se compa-
ran los resultados de productividad de articulos (Tabla 1) con los de la productividad en
la direccion de tesis doctorales (Maz-Machado, Bracho-Lopez, Torralbo-Rodriguez et
al, 2012) se observa que no hay ninguna correspondencia. Creemos que a futuro esto no
sera asi porque muchas universidades empiezan a exigir indicios de calidad para la lec-
tura de tesis doctorales y estos pasan por publicar en las revistas de prestigio de las in-
dexadas en el SSCI.
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Entre los autores mas productivos surgen autores que no figuraban antes en otros es-
tudios de productividad local (Maz, Torralbo, Vallejo et al, 2009; Bracho-Lopez, Maz-
Machado, Torralbo-Rodriguez et al, 2012).

El auge que tuvo hasta hace pocos afos la resolucion de problemas queda visible en
las huellas de citacion tanto de los articulos como a ciertos autores. Asi mismo la compo-
nente psicologica del aprendizaje ocupa una gran parte de la base documental que citan
los autores espaiioles de EMA.

El que la OECD sea no solo el primer autores institucional si no que globalmente
también figure entre los mas citados, es un reflejo del impacto de los informes PISA en
la comunidad investigadora en Espafia.

Se verifica que las revistas Educational Studies in Mathematics y Journal for Re-
search in Mathematics Education son las principales fuentes de informacion de caracter
internacional para los autores espafioles en EMA.

Es importante sefialar que el autor mas citado sea un autor espafiol, esto indica que el
area se retroalimenta de sus resultados locales.

Como ya se ha indicado parece que la produccion va en aumento, sin embargo, estos
resultados de productividad deben tomarse con cautela porque también pueden ser cau-
sados por el ingreso a SSC/ de un mayor nimero de revistas de Educacion de lengua
espafiola.

A futuro deberian compararse estos resultados con los que se puedan obtener del
mismo estudio pero con otras bases de datos de reconocido prestigio internacional como
son SCOPUS o EduMath, que ademas tienen una mayor cobertura de revistas especifi-
cas de educacion matematica.
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Trenzados y mosaicos arabes con cuerdas

David Crespo Casteleiro
Centro Educativo Agave, Huércal de Almeria

José Luis Rodriguez Blancas
Universidad de Almeria

M?* Carmen Sanchez Melero
Centro Educativo Agave, Huércal de Almeria

Resumen: En este articulo presentamos una experiencia de aula, llevada a cabo con
alumnos de 3° de ESO, en la que hemos trabajado las simetrias y los movimientos en el
plano a través del Arte Nazari de la Alhambra de Granada. El estudio de las propieda-
des geométricas subyacentes en este tipo de decoraciones ha sido abordado mediante la
confeccion de mosaicos con hilos de colores.

Palabras clave: Matematicas, Geometria, Simetria, Lacerias, Alhambra.

Plaited and Arab Mosaics with strings

Abstract: In this article we present a classroom experience, carried out with students
of 3rd ESO, in which we have worked symmetries and movements in the plane through
Nazari Art of Granada's Alhambra. The study of the geometric properties underlying this
type of decoration has been addressed by making mosaics with colored threads.

Key words: Mathematics, Geometry, Symmetry, Ornaments, Alhambra.

INTRODUCCION

La Ley de Educacion de Andalucia CEJA (2007), puntualiza en el articulo 38 las com-
petencias basicas entre las que se encuentra la cultural y artistica, gue supone apreciar,
comprender y valorar criticamente diferentes manifestaciones culturales y artisticas,
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utilizarlas como fuente de disfrute y enriquecimiento personal y considerarlas como
parte del patrimonio cultural de los pueblos. Asimismo en el articulo 40, relativo a la
Cultura andaluza establece que e/ curriculo debera contemplar la presencia de conte-
nidos y de actividades relacionadas con el medio natural, la historia, la cultura y otros
hechos diferenciadores de Andalucia, como el flamenco, para que sean conocidos, va-
lorados y respetados como patrimonio propio y en el marco de la cultura espariola y
universal.

Por su parte, la Orden de 10 de agosto de 2007, por la que se desarrolla el curriculo
correspondiente a la ESO en Andalucia establece como contenidos relevantes en la asig-
natura de Matematicas las formas, figuras y sus propiedades. En particular aporta que:
la presencia de mosaicos y frisos en distintos monumentos permitira descubrir e inves-
tigar la geometria de las transformaciones para explorar las caracteristicas de las re-
flexiones, giros y traslaciones, y para determinar relaciones entre la composicion de
transformaciones.

Situada la necesidad juridica del proyecto, nos centramos ahora en su origen. El se-
gundo autor que firma este articulo, realizé una reproduccion usando cuerdas de colores
de una laceria nazari situada en la sala Mexuar de la Alhambra de Granada (que en los
proximos meses se podra adquirir en un kit para poder reproducirla). El articulo sobre la
misma, fue primer premio de Carnaval de Matematicas en octubre de 2012 Autor (2012).
Ese mismo mes, se celebro la II Jornada del profesorado de Matematicas de la provin-
cia de XXXX y establecimos un compromiso para trabajar de manera colaborativa y una
puesta en practica en el aula, en el Centro Educativo XXXX, ya que en el tercer curso,
se ha establecido este afio académico un Taller de Matematicas, que cuenta con una hora
lectiva semanal. Esta union propicid la presentacion de un proyecto elegido para ser ex-
puesto en la XI Feria de la Ciencia, en Sevilla, titulado Trenzados y mosaicos arabes con
cuerdas.

Dicho proyecto ha participado también en la final del concurso internacional (paises
de habla hispana o portuguesa) Ciencia en Accion, en la modalidad de laboratorio de
Matematicas, celebrado en Bilbao, entre los dias 4 y 6 de octubre de 2013.

Este articulo desgrana la experiencia de aula que vamos a relatar.

OBJETIVOS
Los objetivos pedagdgicos que queriamos conseguir eran:

a) Conocer como se trenzan este tipo de mosaicos arabes, llamados lacerias, y que
aparecen habitualmente en alicatados, en paredes de yeso o techos de madera,
tanto en el Alcazar de Sevilla como en la Alhambra de Granada.

b) Descubrir con su construccion el tipo de simetria que tienen y situarlos dentro del
grupo cristalografico.

¢) Estudiar el motivo minimo presente en las lacerias y su reflexion usando cajas de
espejos.

d) Aprender el concepto de friso y los siete grupos que se generan por los distintos
movimientos.
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EL PROYECTO

Nos planteamos como poder abordar los contenidos de Matematicas sobre movi-
mientos en el plano, y decidimos realizar tres actividades:

A. Trabajo con espejos

Nos propusimos el estudio de una laceria, a través del motivo minimo que la genera y
los movimientos que hay que aplicarle para obtener el mosaico completo. Para ello esco-
gimos una situada en la Alhambra del tipo p4m segtn la clasificacion de los grupos cris-
talograficos planos como puede verse en Rodriguez, M. (2010), cuya tesela fundamental
es un triangulo rectangulo isosceles. Tras dibujarla, colorearla y plastificarla, trabajamos
el concepto de escala realizando otras al 50% y al 25%, poniendo asi de manifiesto que
la razon de las areas es la razon de semejanza al cuadrado, esto es: que para las del 50%
nos hacian falta cuatro teselas y para las del 25% eran 16, formadas en dos grupos uno
con la misma tesela y otro con la que se produce por simetria axial mediante un eje que
pasa por un cateto.

Establecimos también el empleo de otros materiales en la construccion de la tesela,
como es la goma eva, reproduciendo en distintos colores los poligonos que aparecen en
la laceria.

Hustracion 1: Tesela fundamental en la caja de espejos sobre cartulina
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Ilustracion 2: Tesela fundamental en la caja de espejos construida a partir de
piezas de goma eva.

Ilustracién 3: Teselas al 50% en la caja de espejos.
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B. Construcciones con hilos

Una vez barajados distintos modelos y superficies a recubrir Islamic (2012), nos decan-
tamos por la laceria reproducida en la caja de espejos que esta presente en la Sala Mexuar
de la Alhambra. Su construccion con hilos suponia el trabajo previo de pintar la tabla sobre
la que se iba a colocar y clavar las puas que nos sirven para que los hilos cambien su di-
reccion. Para ello, se facilitd a los alumnos una plantilla asi como una copia de la ima-
gen para facilitar el trenzado. Agrupados los alumnos en grupos de dos y encontrandose la
clase desdoblada en la asignatura de Tecnologia, se dio a elegir entre la reproduccion de
la laceria o la de las celosias del Palacio de Comares (que se encuentran actualmente en el
Museo de la Alhambra). En todas las actividades, habia que reconocer con anterioridad los
movimientos que las dejan invariantes y que facilitan el trabajo del trenzado.

El estudio de las simetrias que se encierran en estas manifestaciones artisticas, per-
mitié introducir el concepto de divisibilidad para determinar el nimero de colores ne-
cesarios para formar las estrellas y poligonos y que dejen invariante la figura mediante
giros y reflexiones.

En el proceso constructivo, hay que tener en cuenta que si un hilo pasa por arriba de
otro, cuando se interseque con el siguiente, ha de pasar por debajo de éste. En la cons-
truccion de los mosaicos de las celosias, la imaginacion de los alumnos permitié incor-
porar mejoras al planteamiento inicial, como por ejemplo hacer una trenza con el hilo
que se iba a utilizar, o poner las puas dobles para dar grosor a la trama y que se pareciese
mas al modelo que tratdbamos de reproducir.

Iustraciéon 4: Alumnos trabajando en la colocacién de las ptas.
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Ilustracion 5: El mosaico con todas las puas clavadas.
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Iustracion 6: Dibujo de M.C. Escher, 1922. Fuente: [Parque (2013)].
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Ilustracion 7: Celosias del Palacio de Comares (Sala de las Camas). Fuente:
Alhambra (2012).

Ilustracion 8: Colocacién de los primeros hilos.
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Tlustracion 10: Uno de los mosaicos terminados.
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Ilustracién 12: Lacerias expuestas en la XI Feria de la Ciencia de Sevilla,
en mayo de 2013.

C. Grupos de frisos
Los siete grupos de frisos, pueden ser representados usando la silueta de los pies

como motivo minimo y mediante saltos producir los movimientos necesarios, es decir,
traslacion, reflexion vertical y horizontal, asi como el giro de 180°. Para ello imprimimos
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y recortamos 14 siluetas del pie derecho y otras tantas del izquierdo. Al igual que las te-
selas fundamentales que usamos en las cajas de espejos, procedimos a forrar nuestros
pies, pues asi aumentamos su tiempo de vida util. Posteriormente y usando cinta transpa-
rente de embalar, los fijamos al suelo. Es recomendable dejar un hueco suficiente entre
uno de los frisos y el siguiente, para poder reproducir en este espacio los movimientos
oportunos.

Ilustraciéon 13: Los siete grupos de frisos saltando

MATERIALES NECESARIOS

a) Para el trabajo con espejos

¢ Una caja de espejos con forma de escuadra.

e Cartulina blanca.

e Lapiz, goma y regla.

e Un compas (para trasladar las puntas de las estrellas del modelo a la cartulina).
e Ceras y lapices de colores.

e Forro adhesivo transparente.

e Tijeras.

b) Para las lacerias (En la web de la Alhambra http://www.alhambratienda.es se
podra adquirir un kit con los materiales basicos e instrucciones detalladas para su
realizacion).

e Tabla de madera contrachapada de 40x40 cm y 1 cm de grosor.
* Pintura, disolvente, rodillos de espuma y brochas.
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e Ptias de 2cm de longitud.
e Imagen de la laceria.
* Plantilla con la situacién de las puas.
¢ Cinta adhesiva comun.
e Lana de calidad de colores diferentes.
¢ Pinzas.
* Tijeras.
¢) Para los frisos
e Cartulinas tamafio A4 del color deseado.
e Forro adhesivo transparente.
* Tijeras.
¢ Cinta adhesiva de embalar.
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XV CONGRESO SOBRE ENSENANZA Y APRENDIZAJE

DE LAS MATEMATICAS (XV CEAM)

El sentido de las matematicas. Matematicas con sentido
https://thales.cica.es/xvceam

Del 3 al 5 de julio de 2014 vamos a celebrar en Baeza (Jaén) el XV Congreso de Ensefianza
y Aprendizaje de las Matematicas cuyo lema en esta edicion sera: “El sentido de las matemati-
cas: matematicas con sentido”.

El congreso se realizara en la Universidad Internacional de Andalucia, en la sede Antonio Ma-
chado de Baeza.

Esperamos contar con tu presencia para compartir experiencias que nos ayudaran a mejorar en
nuestra profesion.

En esta web publicaremos toda la informacion de este XV CEAM asi como las distintas moda-
lidades de inscripcion para participar y presentar trabajos.

iiOs esperamos en Baeza!!

Bloques tematicos
El congreso se estructurara en los siguientes bloques tematicos::
»  Bl. Aprendizaje matematico con sentido.
*  B2. El sentido de la interdisciplinariedad.
»  B3. Experimentar y sentir las matematicas.
»  B4. Materiales y recursos para dar otro sentido a las matematicas.

Normas de participacion

Para el XV CEAM se podran presentar cuatro tipos de trabajos:

+ Comunicaciones: son intervenciones breves en las que se podra exponer y compartir a
otros participantes puntos de vista sobre educacion matematica, experiencias de aula, etc.

»  Talleres: son cursos practicos con una duracion de dos horas cuyo principal objetivo es la
manipulacion de materiales, software, la exposicion de actividades concretas, etc.

e Posters: suponen una forma visual de trasmitir resumidamente alguna experiencia de aula
o planteamiento didactico de algun aspecto de las matematicas.

*  Zoco Matematico: pretende ser una oferta que se hace a todos aquellos asistentes que de-
seen disponer de un espacio fisico y horario en el que puedan presentar materiales didacti-
COs, recursos, etc.

Mas informacion en la web del CEAM http://thales.cica.es/xvceam

Inscripcion
Las cuotas de inscripcion son:
CUOTA REDUCIDA Hasta
Después del 15/5/2014
el 15/5/2014

Socios (de THALES o de la FESPM) 80 € 120 €

No socios 140 € 180 €

Estudiantes desempleados 40 € 40 €

Contacto
Puedes contactar con la organizacion del XV CEAM a través de
»  El email xvceamthales@gmail.com
* o la direccion postal : Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES. C/ Herma-
nos Carvajal, n° 5 - 2° D. 23740 Andujar
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Matematicas en el cine I:
Los crimenes de Oxford

Lucia Vazquez Rodriguez
Universidad de Cadiz

Resumen: Los momentos de ocio de nuestros jovenes estan ocupados por los amigos,
la musica, el ordenador, el deporte, las videoconsolas,... y en gran medida por el cine
v la TV. Por ello, este trabajo pretende fomentar el gusto por las Matemdticas a través
del cine, promover actividades para llevar al aula, provocar el gusto por la busqueda de
Matematicas en el desarrollo de una pelicula, popularizar y divulgar las Matemdticas,
asi como servir de referencia al resto de profesorado para el diserio de actividades que
busquen el desarrollo de una amplia gama de competencias curriculares en el alumnado
participante en la experiencia.

Palabras claves: cine, pelicula, GeoGebra, ESO.

Mathematics in cinema I:
The Oxford Murders

Abstract: Leisure time of young people are occupied by friends, music, computer, sports,
video games,... and largely by films and TV. Therefore, the objetives of this work are to
promote mathematics through films, to create activities to develop in the classroom, to
make students like searching for mathematics while they are watching a film, to popu-
larize and publish mathematics and to be useful as a reference to the other teachers in
order to design activities that develop many curricular competencies in students that are
participating in this experience.

Key words: cinema, film, GeoGebra, Secondary Education.
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INTRODUCCION

Este trabajo pretende fomentar el gusto por las Matematicas a través de la pelicula
propuesta Los crimenes de Oxford, promover actividades para llevar al aula, popularizar
y divulgar las Matemaéticas, asi como servir de referencia al resto de profesorado.

Comenzaremos con la introduccion de la ficha técnica y artistica de la pelicula, y un
resumen para situar a los alumnos en el contexto donde se desarrollan los hechos. Tam-
bién comentaremos una breve filmografia del director, guionistas y premios recibidos.

A continuacién explicaremos la temporalizacion de las distintas sesiones que utiliza-
remos para llevar a cabo la actividad propuesta. Primero se proponen una serie de cues-
tiones para ir pensando y responder en la tltima sesion, y una vez vista la pelicula se
plantean actividades agrupadas en cuatro partes:

¢ Primera Parte: Reflexiones sobre aspectos o frases citadas en la pelicula.
e Segunda Parte: Pi, la razon aurea y la sucesion de Fibonacci.

e Tercera Parte: Circulo, pez, tridngulo, tetraktys, ...

e Cuarta Parte: Ternas pitagoricas.

FICHA TECNICA Y ARTISTICA

Director: Alex de la Iglesia.

Afo: 2008

Duracion: 110 minutos

Género: Criminal, Suspense, Romance
Reparto:

* Elijah Wood (Martin)

* John Hurt (Arthur Seldom)

* Leonor Waitling (Lorna)

e Julie Cox (Beth)

e Dominique Pinon (Podorov)

¢ Dominique Pinon (Frank)

e Jim Carter (Inspector Petersen)

e Anna Massey (Mrs. Eagleton)

e Alex Cox (Kalman)

e Tom Frederic (Ludwig Wittgenstein)

* Roque Baiios (Director)

e Alan David (Mr. Higgins)

e Tim Wallers (Abogado Defensor)

e Jan East (Howard Green)

e Charlotte Asprey (Mujer de Howard Green)
Productora: Eurimages, Tornasol Films, Telecinco Cinema, La Fabrique de Films.
Guion: Alex de la Iglesia, Jorge Guerricaechevarria.
Web: www.loscrimenesdeoxford.com

Musica: Roque Bafios
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Fotografia: Kiko de la Rica

Efectos especiales: Anthony Parker, Bernard Newton, Joe White, Jon Moore, Neal
Champion, Nick P. Phillips, Peter Hawkins, Scott Peters

Efectos visuales: Anibal del Busto, Carlos Trijueque, Daniel Trujillo, Félix Bergés,
Guillermo Orbe, Inma Nadela, Rafa Solorzano, Ramén Ramos, Thorsten Rienth

Fecha de estreno en Espania: 18 de enero de 2008.

Presupuesto: 8 000 000 € produccion, 997 000 € marketing.

Recaudacion: 8 206 091,51 € en Espaia, 2 750 123 dolares en Francia.

SINOPSIS

Martin (Elijah Wood) es un estudiante estadounidense que llega a Oxford para
que el prestigioso Arthur Seldom (John Hurt) dirija su tesis. Lo que no imagina es
que cuando su casera (Anna Massey) aparezca asesinada, alumno y profesor se veran
envueltos en la resolucion de un crimen donde su asesino les esta dejando pistas
constantemente.

La muerte de la anciana no es sino el primero de una serie de asesinatos con inquie-
tantes puntos en comun. Son crimenes casi imperceptibles, que podrian incluso pasar por
muertes naturales si no fuera porque cada uno de ellos viene acompafado de un mensaje:
una imagen, un signo diferente en cada ocasion que, muerte a muerte, va dando forma a
una serie cuya logica deberan descifrar los protagonistas. Recorrer ese camino supondra
poner a prueba no solo las convicciones matematicas sino la propia forma de entender
el mundo del profesor y del alumno ;Podemos conocer la realidad? ;Es posible alcan-
zar la verdad?

BREVE FILMOGRAFIA DEL DIRECTOR

Alejandro de la Iglesia Mendoza naci6 en Bilbao, Vizcaya, Euskadi el 4 de diciembre
de 1965, conocido como Alex de la Iglesia, es un director, productor y guionista de cine
espafiol, antiguamente historietista.
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Licenciado en Filosofia por la Universidad de TR
Deusto, empez6 a dibujar historietas en los fanzi- : ; N .U&" —
nes No, el fanzine maldito y Metacrilato, y en revis- ' :
tas como Trokola, Burdinjaun, La Fia del Ocio o La
Comictiva.

Su primer y Unico corto como coguionista y di-
rector, Mirindas asesinas (1991), acapard premios en
numerosos festivales, y sirvio para que Pedro Almo-
dovar, a través de su productora El Deseo, se animase
a apadrinar su primer largometraje, Accion Mutante
(1993).

Su segunda pelicula El Dia de la Bestia (1995),
consigui6 seis Premios Goya (entre ellos el de Mejor
Direccion), y fue galardonada en los festivales de
Géradmar y Bruselas, ademas de recibir el aplauso
unanime de la critica y publico en los Festivales de
Venecia, Toronto y Sitges, convirtiéndose ademas en
uno de los mayores éxitos de taquilla de la temporada.

Perdita Durango (1997) supuso su tercer largome-
traje y el segundo producido por Andrés Vicente Gomez
después del éxito abrumador de £/ Dia de la Bestia.

Muertos de Risa (1999) y la acaparadora de Goyas
La Comunidad (2000) supusieron un punto de in-
flexion en su metedrica carrera. De ahi pas6 a con-
vertirse ademas en su propio productor en 800 balas
(2002), a través de Panico Films. Abord6 un marmi-
tako-western inaudito rodado en Almeria y protagoni-
zado por un Sancho Gracia iconico.

Crimen perfecto (2004) es su vuelta al humor negro,
que para muchos criticos contiene la esencia del mejor =
Alex de la Iglesia, a estas alturas de su pelicula un ci- o
neasta respetado y admirado en todo el mundo, con los é"@ADA
fans mas devotos del universo cinematografico.

Los crimenes de Oxford (2007), protagonizada
por Elijah Wood y John Hurt estd basada en la novela
argentina Crimenes imperceptibles. En XXIII edicion de los premios Goya fue candidato
a mejor pelicula, mejor director y mejor guion adaptado.

Balada triste de trompeta (2010) fue galardonada con dos premios en la 67* Mostra
de Venecia, al mejor guién y el Ledn de plata a la direccion. Ademads, fue nominada a
quince premios Goya en 2011. De todos ellos recibi6 galardones al mejor maquillaje y a
los mejores efectos especiales.

En 2012 estren6 La chispa de la vida protagonizada por Salma Hayeky, José Mota
y rodada en Cartagena. En otofio de 2012 ha iniciado el rodaje de la comedia “Las bru-
jas de Zugarramurdi”, con un extenso reparto que incluye a Carmen Maura, Macarena
Gomez, Hugo Silva, Mario Casas...

[}

N i —
TRISTS.
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GUIONISTAS

Alex de la Iglesia

Jorge Guerricaechevarria es uno de los guionistas mas prolificos e importantes del
cine espafiol. Ha sido guionista y coguionista de muchas de las peliculas de Alex de la
Iglesia y Daniel Monzon. También ha escrito para Pedro Almododvar en Carne trémula.

Ha ganado un Premio Goya por el guion de Celda 211, basado en la novela del mismo
nombre de Francisco Pérez Gandul. También ha sido finalista en los Goya por los guio-
nes de El dia de la bestia y La comunidad, en la categoria de guion original, y ha recibido
una nominacion al mejor guidon adaptado por Los crimenes de Oxford. En 2008, Zinema-
stea premi0 su carrera como guionista.

PREMIOS

La siguiente tabla recoge la XXIII edicion de los premios Goya, de los cuales desta-
car entre las nominaciones, premio a mejor musica original, mejor montaje y mejor di-

reccion de produccion:
Categoria Persona Resultado
Mejor pelicula Candidata
Mejor director Alex de la Iglesia Candidato
. ., Jorge Guerricaechevarria .
Mejor guion adaptado Alex de la Iglesia Candidatos
Mejor musica original Roque Baiios Ganador
Mejor montaje Alejandro Lazaro Ganador
Mejor direccion de produccion Rosa Romero Ganadora
NIVEL CURRICULAR

El nivel educativo recomendado para el visionado y la realizacion de las actividades
propuestas es 1° o 2° Bachillerato. No obstante, cada profesor/a adecuara el nivel de di-
ficultad de las actividades de ampliacion a los niveles curriculares.

OBJETIVOS DIDACTICOS GENERALES
* Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y en

sus relaciones con los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de cual-
quier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los conflictos.
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Desarrollar destrezas basicas en la utilizacion de las fuentes de informacion para,
con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacion
basica en el campo de las tecnologias, especialmente las de la informacion y
la comunicacion.

Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado que se estructura en
distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los
problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

OBJETIVOS DIDACTICOS CONCRETOS

Ademas de los objetivos didacticos ya propuestos en el apartado anterior, propongo
los siguientes:

Desarrollar la capacidad del pensamiento l6gico matematico.

Acrecentar la capacidad de observacion.

Mejorar en los estudiantes su capacidad de andlisis deductivo y habilidades para
formular y resolver problemas de la vida diaria.

Resolver problemas de matematica recreativa, utilizando el razonamiento basado
en la logica.

Descubrir procedimientos y estrategias utilizadas en la resolucion de problemas
matemati- cos, a partir de este tipo de actividades.

Utilizar herramientas TIC para tareas de investigacion bibliografica.

Aumentar la habilidad del pensamiento l6gico reflexivo en los escolares, para la
resolucion de problemas de la vida diaria en las matematicas.

Este tipo de actividades de resolucion de pequefios problemas de ampliacion y situa-
ciones tienen una gran importancia didactica en los procesos de formacion matematica y
podriamos decir que con esta pelicula y todas las actividades derivadas de la misma, se
pretende dar al alumnado una vision diferente de las Matematicas, haciéndolas misterio-
sas, divertidas y atrayentes.

TEMPORALIZACION

88

Son necesarios al menos 6 periodos lectivos.

Se propone utilizar también sesiones de tutoria. No se puede predecir el nimero
exacto pues esta actividad ira en funcion del grado de implicacion y del nivel de
conocimientos previos del alumnado.

Utilizaremos, ademas, una clase para la introduccion al tema y a la pelicula, con
el comienzo de la proyeccion y el resto para la vision pautada.

También es recomendable para la asignatura optativa de oferta obligada de 2° de
Bachillerato: Proyecto de Investigacion Integrado.

La actividad también es muy adecuada para la celebracion de Jornadas Cultura-
les, Congresos, Cursos de Extension Universitaria, Cursos de Verano o similares.
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PUNTOS DE INTERES ANTES DEL VISIONADO DE LA PELiCULA

Algunas cuestion para plantear al alumnado, no todas tienen que ser contestadas,
antes de ver la pelicula son las siguientes:

1) (Conocéis a los directores y guionistas de Los crimenes de Oxford? ;Y a los ac-
tores principales?

2) (Os parece que la pelicula estad relacionada con el mundo de las Ciencias o mas
bien con el de las Letras?

3) (Coémo creéis que estan relacionadas las Matematicas y los crimenes?

4) (Qué son realmente las Matematicas?

5) (Qué son las series numéricas? ;Existen series numéricas en la naturaleza? Citar
varios ejemplos.

6) (Qué son las ternas pitagéricas? ; Existe relacion con algin resultado ya estudiado?

SUGERENCIAS DIDACTICAS Y ACTIVIDADES DE APOYO

A continuacidén enumeramos una coleccion de actividades para plantear en clase al
alumnado tras ver la pelicula, y ayudar a adquirir las diferentes competencias basicas en
el area de Matemaéticas.

Primera Parte: Comenzamos con algunas reflexiones sobre aspectos o frases
citadas en la pelicula

1. El Tractatus Logico - Phillosophicus de Ludwig Wittgenstein, magna obra para la
fundamentacion de la verdad l6gico matematica, es la cita de arranque en la conferencia
de Seldom en que apoya su tesis. {Podemos conocer la verdad?

2. “No existen ninguna verdad fuera del mundo de las matematicas”

2.1. (Estas de acuerdo con la afirmacion?

2.2. En caso negativo, citar ejemplos.

“De lo que no se puede hablar mejor es callar”

3.1. ;Estas de acuerdo con la afirmacion?

3.2. En caso afirmativo, cita un caso real donde lo hayas aplicado.

Axiomas indeterminados.

4.1. ;Qué son? Ejemplo citado en la pelicula.

4.2. Se supone que la publicacion en prensa de la pauta del asesino le llevara a modificarla,
(crees que el hecho de la observacion influye en el comportamiento del objeto observado?

5. Buscar informacion sobre la maquina enigma.

5.1. El problema del descifrado de la clave cambiante de la maquina Enigma, uti-
lizada por los nazis en sus transmisiones durante la II Guerra Mundial, fue resuelto
por un equipo de matematicos encabezado por Alan Tiiring. La anciana Mrs. Eagleton
lo recuerda en primera persona. Segun ella, ;donde se encuentra la maquina enigma
original?
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5.2. ;Conocéis otra pelicula sobre o donde aparezca la méquina enigma?
6. Teorema de Godel: “Cualquier enunciado puede ser valido”. ;Estas de acuerdo?
Discusion en clase.

Segunda Parte: Pi, la razon durea y la sucesion de Fibonacci

Martin piensa que hay un orden que preside la naturaleza. Llega a decir “Creo
en el nimero pi” y hace referencias a la razon durea y la sucesion de Fibonacci. Sel-
dom, mas potente en su argumentacion, le replica: “;Hay armonia y belleza en el cre-
cimiento desordenado de un cancer? Esas ideas son sélo miedo. Es triste, pero es lo
que hay”.

1. Expresar vuestra opinién sobre la postura de Martin y la de Seldom en esta escena.
2. {Conocéis la sucesion de Fibonacci? Escribir los 10 primeros términos.

Parejas

1

3. Presencia de la razon aurea en la naturaleza, en el arte y en la arquitectura. Buscar
dos ejemplos (imagenes) en cada caso. Consultar la siguiente pagina web:
http://aureo.webgarden.es/menu/naturaleza sobre el nimero aureo, la divina proporcion
y sus caracterisitcas.

Tercera Parte: Circulo, pez, triangulo, tetraktys, ...

kay:o"n 4:»'49_
T 87

*5 ;5\4«&]0? L‘ ‘”‘7“

o M{zr‘an

iy Aemcp aotreechild

90 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 83-94, ISSN: 2340-714X



Matematicas en el cine I:Los crimenes de Oxford
L. Véazquez R.

Esta misteriosa sucesion aparece sucesivamente tras los crimenes ocurridos en la pe-
licula. Vamos a estudiarla con un enfoque matematico:

1. Tomemos el primero de los términos: el circulo.

1.1. ;Cual es el significado del circulo segiin Martin? Propén otro significado mate-
matico para el circulo.

1.2. GeoGebra: ;Sabes obtener la longitud de una circunferencia dada a partir de po-
ligonos regulares inscritos en ella, cada vez con mayor nimero de lados?

1.2.1. Suponiendo que el didmetro de la circunferencia es 1, jcual es el perimetro de
un triangulo, inscrito en ella?, ;y el de un cuadrado?, ;y el de un octégono?

1.2.2. Deduce cual seria el perimetro de un poligono regular de n lados, inscrito
en ella.

1.2.3. Cuando n sea muy grande, ;hacia qué valor se va acercando el perimetro?

1.3. GeoGebra: ;Qué ocurre con poligonos circunscritos? Deduce cuadl es el perime-
tro de los poligonos circunscritos a la circunferencia, conociendo su diametro.

2. Nos fijamos en el segundo término de la sucesion: el pez o vesica piscis.

2.1. GeoGebra: ;Sabrias construir el pez a partir de dos circulos? Se puede construir
como la parte comtin a dos circulos del mismo radio, de forma que la circunferencia de
cada uno pasa por el centro del otro.

2.2. Suponiendo que los radios de los circulos valen 1, demuestra que los triangulos
de la figura son todos equilateros.

2.3. Calcula la distancia AC y el area del tridngulo ABD.

2.4. ;Cual es el area de la vesica piscis?

A

D Cc B

3. El tercer término de la sucesion es el triangulo equilatero.
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3.1. Esta figura geométrica es muy familiar, y de ellas conocemos muchas cosas.
(Cuaéles son las propiedades de un tridngulo equilatero?

3.2. GeoGebra: Calcula el area de un tridngulo equildtero conociendo la longitud del
lado, 4 cm. ;Y si el lado mide 5 cm? ;Y sies 10 cm?

3.3. (Existe alguna relacion entre el lado de un tridngulo equilatero y su altura?

3.4. Si el tridngulo equilatero estd inscrito en una circunferencia, ¢cudl es la relacion
entre el lado del triangulo y el radio de la circunferencia? Propén un ejemplo para ilus-
trar tu solucion.

3.5. Calcula la longitud del lado de un tridngulo equilatero conociendo el valor de su
area, 36 cm?.

3.6. ;Puede haber un triangulo equilatero en el que su lado y su area sean numeros
enteros? Demuéstralo.

4. Llegamos al cuarto término: la tetraktys.

4.1. ;Qué es la tetraktys? La suma de los cuatro primeros numeros naturales: 1 + 2
+3+4=10.

4.2. Wikipedia: ;Qué son los nimeros triangulares? También puede considerarse
como el cuarto numero triangular, pues éstos forman la sucesion 1, 3, 6, 10,....

4.2.1. ;Cudl seria el quinto numero triangular?

4.2.2. Busca la expresion general de los nimeros triangulares. ;Por qué se llaman
asi?

4.3. Wikipedia: ;Qué son los nimeros cuadrados perfectos? Dime un ejemplo.

4.3.1. Se tiene que 1+3 =4, ;4 es un cuadrado perfecto?, 3+6 =9, ;9 es un cuadrado
perfecto? (Esto ocurre con los dos siguientes numeros tridngulares consecutivos?

4.3.2. Demuestra que un numero cuadrado perfecto se puede descomponer como
suma de dos numeros triangulares consecutivos.

Cuarta Parte: Ternas pitagoricas

1) Wikipedia: ;Qué son las ternas pitagoricas? Son numeros enteros positivos x, y,
z, que cumplen la igualdad x> + y* = z°.
2) Encuentra varias ternas pitagoricas.
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3) Sia, by csonuna terna pitagorica, jn-a, n-b, n-c, siendo n un numero entero po-
sitivo, también lo son? Demuestralo.

4) Comprobar que las ternas de numeros de la forma 2n + 1, 2n?+ 2n, 20>+ 2n + 1,
siendo z un nlimero entero positivo, forman una terna pitagorica para cualquier
valor de n.

5) Hacer lo mismo con la terna a?- b?, 2ab, a*>+ b?, siendo a y b enteros positivos,
con g mayor que b.

6) Fermat demostrd que el area de un triangulo pitagorico (es decir, cuyos lados for-
man una terna pitagoérica) no puede ser un niimero cuadrado perfecto. Lo con-
sigui6 utilizando un método de demostracion del que él fue su creador y que se
denomina del descenso infinito. {En qué consiste este método? ;Cdodmo se aplica
en este caso?

Finalmente, tras la discusion grupal sobre las primeras cuestiones propuestas antes de

ver la pelicula, pediremos que cada alumno/a haga un comentario personal de esta peli-
cula: lo que le ha gustado, lo que no, si le ha aportado algo,... ;la recomendarias?
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Comienzo de la Revista Epsilon
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Resumen: En marzo 2014 se cumple el trigésimo aniversario de la publicacion del pri-
mer niimero de la Revista Epsilon. Rememorar este hecho y evocar brevemente algunas
circunstancias relevantes que lo acompariaron, es el encargo recibido de la actual di-
reccion de la Revista, para su conmemoracion. A ese propdsito responden estas notas.
Palabras Clave: Revista Epsilon, Educacion matematica.

Beginning of the Journal Epsilon

Abstract: In March 2014, the thirtieth anniversary of the publication of the first issue
of the Journal Epsilon holds. Remembering this fact and briefly recall some relevant cir-
cumstances that accompanied it, is the task received from the current leadership of the
Jjournal for its commemoration. These notes are directed to this purpose.

Keywords: Journal Epsilon, Mathematics education

CONTEXTO DE CAMBIO E INNOVACION EDUCATIVA EN LA DECADA DE
LOS 80

La innovacion educativa de Espafia en los 80 y las decisiones e iniciativas escolares
que se adoptaron en ese tiempo hay que entenderlas en un contexto de cambio curricular
y de renovacion administrativa, derivados de la reforma educativa planteada por el go-
bierno socialista, ganador de las elecciones generales en 1982. En julio de 1983 el Mi-
nisterio de Educacion y Ciencia publica el documento programatico Hacia la Reforma,
revisado en septiembre de 1985. Este documento presentaba los principios y las pro-
puestas de cambio del flamante Ministerio, liderado por el Ministro Maravall, para el
conjunto del sistema educativo espafiol. La nueva administracion propone los primeros
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proyectos de reforma como hipotesis de trabajo, elaboradas por grupos de estudio, que
deben ser experimentadas antes de difundirse a todo el sistema educativo. Los cambios
no se conciben como prescriptivos y organizados desde arriba (Rico y Sierra, 1994).

La reforma comienza con la elaboracion o, al menos, aceptacion de unas hipdtesis
previas por parte del Ministerio de Educacion, seguida de una fase de pre-experimenta-
cion de un afo, que se continta con la experimentacion propiamente tal durante cinco
afios; finalmente, después de una evaluacion de las experiencias, la difusion de los resul-
tados y su generalizacion al sistema. Paralelamente, se inicia un proceso de reformas en
los servicios del sistema educativo que llevan a la creacion de Centros de Apoyo, Centros
de Profesores, asi como a la iniciacion de programas especificos, como el Atenea, para la
introduccion de las Nuevas Tecnologias en el sistema educativo.

Las innovaciones educativas en curso pusieron de manifiesto deficiencias en el equipa-
miento e infraestructura de los Centros, falta de recursos y escasez de personal especializado
en el propio sistema educativo. Estas carencias llevaron a plantear la necesidad de equipos
multiprofesionales de apoyo a los proyectos en curso e hicieron igualmente evidente la ne-
cesidad de formacion y actualizacion del profesorado. Equipos Psicopedagdgicos y Servi-
cios de Orientacion Escolar y Vocacional surgen como respuesta a las anteriores demandas.

Los Centros de Profesores (CEP) se crean y regulan, mediante el Real Decreto
2112/84 de 14 de noviembre (MEC, 1984b), y surgen con la finalidad de vincular la for-
maciéon permanente y la actualizacion del profesorado a cada entorno concreto y a las
necesidades especificas de los centros. Los Centros de Profesores proponen seguir el mo-
delo britanico, pais con gran tradicion de educacion descentralizada, con participacion
activa y protagonizada por los mismos profesores.

En su preambulo, el mencionado Real Decreto, establece:

“La preocupacion por la mejor asignacion de los recursos disponibles y la conviccion
de que el trabajo en equipo constituye el principal activo en la propia renovacion pedago-
gica de los docentes, imponen la necesidad de arbitrar nuevas formulas para el perfeccio-
namiento del profesorado; formulas que sean coherentes con una concepcion del Profesor
como profesional dotado de un alto grado de autonomia que adecua la ensefianza a las con-
diciones del medio y no se limita a la mera ejecucion de los programas.” (MEC, 1984b).

Los Centros de Profesores son espacios institucionales de encuentro, donde profesio-
nales de distintos centros y niveles pueden compartir sus preocupaciones, intercambiar
experiencias y documentos, disefiar propuestas conjuntas de innovacioén. En los Centros
de Profesores se fomenta y se percibe la urgencia del trabajo coordinado y la relevancia
de los grupos de trabajo y de las sociedades disciplinares.

En el momento de su creacion se rechaza implicitamente el modelo de cursillos, vin-
culado en ese momento a los Institutos de Ciencias de la Educacion, y se apuesta por un
desarrollo de la autonomia del profesor basado en la valoracion critica de la practica edu-
cativa sobre un modelo de investigacion-accion.

LEY DE REFORMA UNIVERSITARIA Y AREAS DE CONOCIMIENTO

La reforma del Sistema Universitario espafiol también se inicia en estos afios, con
la promulgacion de la Ley de Reforma Universitaria (MEC, 1983). La Autonomia
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Universitaria y la Estructura Departamental son dos piezas claves de la nueva or-
ganizacion de las universidades. En este contexto, como parte del desarrollo nor-
mativo, surgen las areas de conocimiento cuyo catalogo y funciones se regulan y
establecen.

Por Areas de Conocimiento se entienden “aquellos campos del saber caracteriza-
dos por la homogeneidad de su objeto de conocimiento, con una comun tradicion histo-
rica y la existencia de comunidades investigadoras nacionales o internacionales” (MEC,
1984a, Art 2°.2.).

El Catalogo de Areas de conocimiento universitarias se aprueba en 1984. Entre las
nuevas disciplinas universitarias que se integran como areas de conocimiento se encuen-
tra la Didactica de la Matematica (MEC, 1984a, Anexo), lo cual tendra considerable im-
pacto en la valoracion de las matematicas escolares por el sistema educativo espafiol, en
el desarrollo del conocimiento profesional del profesor de matematicas como conoci-
miento disciplinar especifico, y en la propia constitucion de la Didactica de la Matema-
tica como disciplina.

RESPONSABILIDAD DEL PROFESORADO ANTE LOS CAMBIOS

Cambios en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Los cambios normativos,
organizativos y curriculares mencionados, producidos en Espana en la década de los 70
y comienzos de los 80 responden a distintos requerimiento politicos, sociales, demogra-
ficos, econdomicos y académicos pero, todos ellos, con implicaciones en la ensehanza y
el aprendizaje de las matematicas.

Como respuesta a estas demandas y necesidades, a comienzos de la década de los 80,
se produce en Espafia el despegue del movimiento asociativo de los profesores de mate-
maticas, debido a la necesidad de abordar los problemas de la educacion matematica, in-
cluida la investigacion educativa, desde un marco amplio y mejor que el de los grupos
de renovacion. Asi, se producen durante estos afios la constitucion de Sociedades de pro-
fesores de Matematicas. En 1978 se funda la Sociedad Canaria Isaac Newton, en 1980
la Sociedad Andaluza de Profesores de Matematicas Thales y en 1983 la Sociedad Ara-
gonesa Pedro Ciruelo. Estas nuevas sociedades, sin precedentes en nuestra tradicion, se
sustentan en la innovacion y el intercambio de experiencias educativas, en los nuevos
centros y organismos que la administracion educativa proporciona a los profesores en
ejercicio y en las nuevas exigencias de rigor académico planteadas a las disciplinas edu-
cativas desde la universidad.

El movimiento asociativo coordina y organiza una comunidad emergente de educa-
dores matematicos, cuya actividad atin no ha concluido de crecer y desarrollarse (Rico y
Sierra, 1991). Desde sus comienzos, el movimiento asociativo pone manifiesto una con-
ciencia firme del papel destacado de las matematicas en el sistema educativo, por sus
funciones sociales y formativas. Este movimiento muestra la responsabilidad civica y la
autonomia profesional de los docentes de matematicas de todos los niveles, que partici-
pany promueven la reforma del sistema educativo, toman iniciativas sobre su propia for-
macion y promocion profesional, y descubre el sentido de pertenencia a una comunidad,
con intereses intelectuales y profesionales propios.
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El movimiento asociativo de los profesores de matematicas emprende durante
estos afios iniciales una gran expansion y se compromete activamente con la reforma,
bien en su promocidn, o bien en su critica. Relacionados con los proyectos de reforma
en marcha se producen documentos relativos al curriculo de matematicas para la en-
sefianza secundaria; también se realizan algunos encuentros importantes que mantie-
nen vivo el debate y aportan nuevas ideas a los profesores de matematicas espaioles.
En 1987 la Sociedades constituyen la Federacion Espafiola de Sociedades de Profe-
sores de Matematicas que, en el momento actual, abarca profesores de matematicas
de todos los niveles y se extiende a todas las Comunidades Autéonomas.

EL COMIENZO DE LA REVISTA EPSILON

En este marco de cambios y de reformas, que afectan a la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas escolares en todos los niveles del sistema educativo, desde preescolar
hasta la universidad, el 4 de febrero de 1984, 132 profesores andaluces de matematicas
en ¢jercicio, de todos los niveles educativos, toman la decision de constituir la Asocia-
cion de Profesores de Matematicas de Andalucia (APMA). Entre sus fines principales
esta la publicacion de la Revista Epsilon.

Portada del N° 1 de la Revista Epsilon (1984)
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El Editorial del primer nimero hace una declaracion programatica sobre la nueva re-
vista. En primer lugar, se presentan los promotores de la publicacion y se argumenta la
conveniencia del titulo: “Es éste un nombre [Epsilon] (cuyo) caracter es bien conocido
por todos tan pequerio como se quiera y a la vez importantisimo, por estar presente en
lo conceptos fundamentales de la Matematica y trazar fronteras, sujetas a variacion, que
aglutinan alrededor de un objetivo infinidad de elementos, dejando muy pocos fuera. Asi
quiere ser Epsilon, un objetivo que retina a todos los admiradores de la matemética y que,
por esta vez, no deje a nadie fuera.

En segundo lugar, el editor argumenta que la publicacion es un objetivo de la Asocia-
cion de Profesores de Matematicas de Andalucia. La publicacion se propone “superar la
desconexion existente entre niveles educativos, el desconocimiento de experiencias que
hacen otros compaiieros, la ignorancia de muchos acerca de caminos a seguir para obte-
ner ayudas que permitan avanzar en nuestros proyectos educativos, la imposibilidad de
asistir a todos los cursos o seminarios que se organizan (...) queremos que estas paginas
sirvan como ayuda en el trabajo y como medio de expresion de la Asociacion” (Pérez,
1984).

La Revista inicia su andadura en los locales de la Seccion de Matematicas de la Fa-
cultad de Ciencias de la Universidad de Granada, y se propone publicar 3 nimeros anua-
les. Las seis secciones que estructuran la revista se mantienen durante su primer periodo
de edicion entre 1984 y 1987: Articulos. Practica, Informatica, Experiencias Educativas
en Matematicas, Educacion y Cultura, y Resefias de Libros y Revistas. Las secciones
muestran el cumplimiento del programa de trabajo asumido por los editores de Epsilon.
Se publican 100 trabajo en los 9 nlimeros de este primer periodo, que concluyen con un
monografico dedicado a estudiar la presencia de las matematicas en la Alhambra.

1984 es un afo en que confluyen una serie de factores, y se concretan distintas pro-
puestas educativas que estan en marcha. La creacion de los Centros de Profesores en
este aflo expresa la decision de la administracion educativa de proporcionar al profeso-
rado en ejercicio soporte administrativo, infraestructuras y apoyos para la innovacion y
la reforma educativa. 1984 es el aflo en que la organizacion del sistema universitario es-
tablece y desarrolla las areas de conocimiento —entre ellas la Didactica de la Matema-
tica- como parte central de su arquitectura, del nuevo marco académico y administrativo
de la universidad espafiola.

EPILOGO

En marzo de 1988 se publica el nimero 10 de la Revista Epsilon, dando por concluida
la primera etapa e inaugurando una segunda etapa de la Revista. Esta segunda etapa tiene
su origen en la unificacion de la Asociacion de Profesores de Matematicas de Andalucia
(APMA) y la Sociedad de Profesores de Matematicas Thales, en la nueva Sociedad An-
daluza de Educacion Matematica Thales (SAEM- THALES).

En la presentacion del nuevo periodo, el Presidente de la sociedad, Gonzalo Sanchez
Vazquez, destaca de este hecho:

“En este afo tiene lugar la unificacion del movimiento de profesores de la Comunidad
Auténoma de Andalucia. Al mismo tiempo estd a punto de consolidarse una Federacion
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de Sociedades de todo el Pais que coordine las actividades nacionales e internacionales
en torno a la Educacion Matematica.

Estos hechos importantes son el producto final de un proceso de convergencia de ac-
ciones dispersas nacidas espontaneamente en el territorio espafiol como consecuencia de
las preocupaciones, trabajos y reuniones de miles de profesores de matematicas.

La nueva situacion debiera reflejarse en las publicaciones periodicas y asi parece 16-
gica consecuencia la existencia de una sola revista regional en la que se fusionen las dos
existentes actualmente y la creacion de una revista nacional, con el apoyo de la Socieda-
des que trabajen en el ambito del Estado Espafiol.

Este nimero que presentamos es el primero de la segunda época de las Revistas EP-
SILON y THALES que se publicaban hasta ahora por las dos Sociedades de Andalucia
(APMA y SPMA). Se ha considerado que la mayor antigiiedad de EPSILON debia pre-
valeces en cuanto al titulo de la nueva Revista, como 6rgano de la tinica Sociedad Anda-
luza de Educacion Matematica “THALES”. Con ello mantenemos en la misma portada
los nombres que han simbolizado la actividad anterior de los dos colectivos andaluces.*
(Sanchez Vazquez, G. Epsilon, n® 10, p. 7.)

A partir de aqui da comienzo una nueva etapa, la de los afios 90 y posteriores, cuya
historia esta por escribir.

Centros de profesores, departamentos universitarios y areas de conocimiento, socie-
dades de educadores y de profesores de matematicas, son tres instrumentos cuya pre-
sencia y desarrollo coinciden en el tiempo a mediados de la década de los 80. Son tres
instituciones diferentes y complementarias, sin cuya coordinacion no es posible enten-
der el inicio de la publicacion y edicion de la Revista Epsilon. Los profesores andaluces
de matematicas que, en su momento tomaron la decision de su puesta en marcha, respon-
dieron libre y generosamente a los retos educativos del momento y, para ello, se dotaron
de medios con los cuales llevar a término su tarea.
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Resumen: Con motivo de celebrarse 30 afios de la revista épsilon, se presenta una vi-
sion de la revista por quién fue uno de sus directores.
Palabras clave: Revista épsilon, politica editorial

Epsilon: A journal that takes challenges

Abstract: On the occasion of 30 years of the journal epsilon, a vision of the magazine
who was one of its directors is presented.
Keywords: Journal Epsilon, Editorial Policy

Cuando recibi una llamada solicitindome el encargo de dirigir la revista EPSILON
senti una cierta incomodidad. La revista hasta ese momento habia sido bien dirigida y
asumir su gestion era un importante riesgo. Por otro lado, se trata de uno de los encargos
mas ilusionantes que se pueden afrontar como profesor de matematicas.

Durante su direccion hubo muchos momentos extraordinarios y algunos también des-
alentadores pero afortunadamente el tiempo sélo deja en el recuerdo los primeros, de-
jando pervivir una energia propia de las actividades que se llevan a cabo con idealismo
y que se realizan acompanadas de un magnifico equipo.

El equipo editorial fue la base de este periodo y el culpable de todo lo bueno que se
hiciera durante el mismo. Me referir¢ a ellos a lo largo del texto porque no puedo conce-
bir esta etapa de direccion sin él.

La primera decision del equipo editorial fue plantearnos qué podiamos aportar como
impronta personal. El analisis del contexto en el que nos encontradbamos inmersos nos
dio las claves para trabajar.
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EL CONTEXTO EDUCATIVO DE ESTE PERIODO

El contexto de la educacion matematica en el que se desarroll6 nuestra gestion en Ep-
silon estuvo marcado por cambios que la sociedad asimil6 con virulencia.

Por un lado, la nueva Ley Organica de Educaciéon (LOE). La introduccion de esta Ley
suponia, entre otros muchos, cambios en los descriptores que muestran el aprendizaje de
las matematicas (aparecen las competencias matematicas en el curriculo), la forma de al-
canzar dicho aprendizaje (uso de los conocimientos en contextos) y los fundamentos del
aprendizaje matematico (se pasa de un modelo constructivista a un modelo funcional)
(Véase Rico, Diez, Castro, y Lupiafiez, 2011).

La interpretacion de los resultados de las evaluaciones PISA no mostraba la mejor
cara de la educacion matematica. E14/12/2007 el diario El Pais recogia una noticia de la
agencia EFE cuyo titular no dejaba lugar a dudas: “Mates: necesita mejorar”, en relacion
a los resultados de la evaluacion PISA 2006.

Los resultados del aprendizaje de las matematicas se convirtieron en una competicion
internacional en la que los docentes, el sistema educativo o ambos se jugaban el presti-
gio permanentemente. Una noticia de agencia publicada por El Pais titulaba asi: “China
toma la delantera en la Olimpiada de Matematicas” y subtitulaba, no sin retranca:”Los
seis participantes chinos aseguran haber resuelto todas las pruebas, “que no eran difi-
ciles” -Dos de los seis espafioles no consiguen acabar el ultimo de los tres ejercicios-".

Otro cambio que se gesto en este periodo fue el de la formacion inicial del profeso-
rado. El CAP dejo paso a un Master profesional para la labor docente. Esta transforma-
cion se produce gracias al mejor conocimiento de las competencias profesionales del
profesor de matematicas, pero los medios de comunicacion se enzarzaban en discusiones
al margen de los resultados de la investigacion en Educacion Matematica. Asi mientras
Pardo (2008), afirmaba que con la implantacion del Master “se condena a los profesores
y alumnos de secundaria a la indigencia intelectual”, R. Porlan replicaba diciendo que
esta campaiia de desprestigio al futuro Master era consecuencia del “desprecio hacia las
ciencias de la educacioén”, “implican una concepcion “precientifica” -dominada por las
apariencias de “sentido comun”- en relacion a los procesos de ensefianza y aprendizaje
y a los cambios sociales de nuestro tiempo” y “dejan ver las resistencias a la innovacion
propias de una ideologia conservadora y obsoleta”.

LOS TEMAS TRATADOS

En este contexto, el equipo editorial afronto el reto de proporcionar al profesorado
tanto un espacio de debate como herramientas para afrontar los nuevos cambios. Para
ello se estructuro la revista en las secciones siguientes:

Articulos. Pedro Nieto, Consuelo Cafadas y Francisco Ruiz llevaron esta seccion
que componia el nucleo fundamental de la revista. Estaba abierta a cinco modalidades
de trabajos:

e Investigaciones en educacion matematica con sustento teorico que posibilitaran
un avance en la comprension del fenémeno de estudio
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* Ensayos: reflexiones acerca del fendmeno educativo que contribuyesen a la re-
formulacion o conceptualizacion de un problema, tema o metodologia, que se
ubicaran en el debate del momento sobre el tema y manejasen una bibliografia
pertinente y actualizada.

* Informes de experiencias cuya finalidad era la transformacion o innovacion edu-
cativa (experiencias docentes).

* Estudios de tipo evaluativo o diagnostico que mostrasen una aproximacion
tedrico-metodoldgica innovadora o que valorasen resultados de diferentes
estudios.

* Estados de conocimiento sobre un tema.

Debate. Manuel Alcala y Ana Rodriguez guiaron esta seccion propiciando el debate e
intercambio de ideas entre los autores, de una parte, y la comunidad de profesores y lec-
tores, de otra. Los resultados del informe PISA, el uso de las calculadoras graficas en el
aula y en la prueba de Selectividad, el proceso de evaluacion de diagnostico en Andalu-
cia, la utilidad de las matematicas, el aprendizaje y ensefianza de la geometria, el Practi-
cum del Master del Profesorado de Secundaria de Matematicas, educacion matematica y
solidaridad, fueron temas que se enfocaron desde perspectivas diversas con la intencion
de generar un espacio de reflexion.

Seccion de problemas comentados, coordinada por Pepe Mufioz y que cont6 con la
colaboracion del Grupo Alquerque. En este apartado se planteaban problemas para su re-
solucion y se analizaban sus soluciones con base en la idea de que la resolucion de pro-
blemas es la piedra angular del aprendizaje y la dificultad de su introduccion en clase.
Se facilitaron problemas de ingenio, juegos de estrategia y pasatiempos de los medios
de comunicacién para cuya resolucion se utilizaban las mismas técnicas que en la de
problemas.

Seccion TIC. La acertada coordinacion de Agustin Carrillo de Albornoz recogia infor-
macion sobre distintos recursos que el profesorado podia incorporar a su aula, mostraba
actividades practicas sobre su uso intentando favorecer con ello el cambio metodolégico
que supone la introduccion de las TIC en la ensefianza de las matematicas.

Seccion “+ que una asignatura”. Esta seccion pretendio hacer un analisis de las po-
sibilidades didacticas de distintos materiales y juegos, de manera que el profesor fuese
consciente del beneficio de su incorporacion a su tarea habitual. La coordinacién de Ra-
fael Ramirez permiti6 resaltar importantes aspectos matematicos con la introduccion de
novedosos juegos y retos en cuya solucion participaron los lectores.

Seccion “Reflejos matemdticos”. Con ella, Pablo Flores consiguié descubrirnos si-
tuaciones en las que se necesitaba cierta sensibilidad para captar las matematicas que
aparecen en situaciones poco habituales. Recogié reflejos matematicos inesperados,
poco habituales, en los que la mayoria de las personas no ven matematicas o las ven de
manera superficial.

Seccion “El saber st ocupa lugar”. Belén Cobo se ocup6 de incluir informaciones
publicadas tanto en papel como en otros soportes. Permitiendo que el profesorado pu-
diera disponer de resefias de trabajos o bibliografia comentada que podian ser de interés
sobre un tema relacionado con las matematicas y su enseflanza y que pudieran servir al
profesorado para enriquecer su trabajo.

Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n° 85, 101-104, ISSN: 2340-714X 103



EPSILON: Una Revista que asume retos
A. Moreno V.

LA PAGINA WEB Y EL DISENO

Con el objetivo de subrayar la nueva etapa de Epsilon, su aspecto exterior se modi-
fico en cuanto a tamafio, nimero de paginas, encuadernacion, portada y aspecto general,
insertando una fotografia en portada procedente en muchas ocasiones de concursos de
fotografia matematica de las Delegaciones Provinciales de Thales. Se incorpord un per-
sonaje, Epsiloncito, diseiiado por Marta Flores con el proposito de incluir una nueva co-
municacion con el lector. Un contacto previo al acercamiento al texto.

Uno de los retos mas complejos asumidos por el equipo fue poner en marcha una pa-
gina web que recogiera los resumenes de los diferentes nimeros a modo de escaparate y
también abriese otra puerta mas al lector para que se colara en la Revista y su comunica-
cion con el equipo editorial. La labor hubiera sido imposible sin Maria Pefias.

Alli, el profesorado podia participar en los debates, aportar puntos de vista de las distin-
tas secciones y colaborar en la resolucion de los retos que se le proponian desde Epsilon.

LA PERVIVENCIA DE LOS RETOS A LOS QUE SE ENFRENTABA EPSILON

Esta estructura pensada para dar respuesta a las necesidades del profesorado era cu-
riosamente muy similar a la que tenian los nimeros de EPSILON cuando inici6 su anda-
dura en el afio 1983 dirigida por Rafael Pérez Gomez. En aquellos inicios la Revista se
organizaba en torno a Articulos, Practica, Informatica, Experiencias educativas, Educa-
cion y cultura y Resefias de libros y revistas.

Podria decirse que los retos a los que se enfrentaba la Revista entonces, entendidos
como dar soporte, ayuda y conocimiento al docente y su practica en el aula, no variaron
sustancialmente en esos veinte afios. Se modificaron los canales de acceso al profesorado
con la existencia de una pagina web y de correo electronico pero el profesorado tenia las
mismas necesidades que se convertian en el reto de EPSILON: acercar los resultados de
la investigacion al profesorado de matematicas de todos los niveles educativos, mostrar
experiencias de buenas practicas docentes y mostrar las posibilidades didécticas de ma-
teriales y recursos para permitirle la innovacion en el aula.

Nuestro periodo paso6, pero el contexto en el que desarrollamos nuestra labor perdura.
Se le pide al docente que interiorice metodologias propias del aprendizaje funcional, que
elabore materiales que permitan el desarrollo de la competencia matematica, la introduc-
cion de la tecnologia en el aula, la innovacion, conocer los resultados de investigacion...
Para responder a esos retos, EPSILON contintia acompafiando al profesorado de mate-
maticas de todos los niveles educativos treinta afos después.
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Resumen: Los criterios de divisibilidad configuran un topico matemdatico que ha inte-
resado a los matematicos desde la antigiiedad. En este articulo presentamos un intere-
sante y poco conocido resultado sobre divisibilidad estudiado por Blaise Pascal en su
De numeris multiplicibus (1655). También veremos como el matematico granadino José
Mariano Vallejo recogio este resultado en el Tratado elemental de Matematicas (1812)
para justificar los criterios de divisibilidad cldsicos mas sencillos. Terminaremos pre-
sentando el resultado de Pascal en su forma mas general, utilizando lenguaje moderno.
Palabras clave: Criterios de divisibilidad, Blaise Pascal, José Mariano Vallejo, Histo-
ria de las Matematicas, siglo XVII, siglo XIX.

Since José Mariano Vallejo to Pascal:
remembering an old divisibility criterion

Abstract: The study of divisibility criteria is a mathematical topic with has interested
mathematicians since long time ago. In this paper we present an interesting but Little-
known result about divisibility studied by Blaise Pascal on his De numeris multiplici-
bus (1655). We will also see how the mathematician from Granada José Mariano Vallejo
gathered this result on his Tratado elemental de Matemdticas (1812) in order to justify
the more simple classical divisibility criteria. We will finish by presenting Pascal s result
in its more general form using modern language.
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1. INTRODUCCION. UN CURIOSO CRITERIO DE DIVISIBILIDAD

El estudio de criterios de divisibilidad ha atraido la atencién de los matematicos
desde antiguo (Dickson, 1919). En la ensefnanza actual los conceptos de multiplo y divi-
sor se introducen en el tercer ciclo de la Educacion Primaria (10-12 afios), mientras que
los criterios de divisibilidad mas elementales se presentan en el segundo curso de la Edu-
cacion Secundaria Obligatoria (13-14 afios).

Para comenzar vamos a presentar e ilustrar mediante un ejemplo un criterio de divi-
sibilidad por 7 valido para numeros de 6 cifras.

Supongamos que tenemos un determinado niimero de 6 cifras escrito en el sistema
decimal (que es al que todos estamos acostumbrados). Asi pues, nuestro niimero sera de
la forma:

N= deds ... Ay,

donde q; es la cifra de las unidades, a, la de las decenas, y asi sucesivamente.

En esta situacion se tiene que el numero N es multiplo de 7 si y soélo si el nimero
a,t3a,2ast6a+4as+5a, es multiplo de 7.

Por ejemplo, si consideramos N = 676368, resulta que:

8+(3%x6)+(2x3)+(6x6)+(4xT7)+(5%6) = 8+18+6+36+28+30 = 126.

Por lo tanto, como 126 = 7x18, el numero original es multiplo de 7. De hecho, se
comprueba dividiendo que 676368 = 7x96624.

Este criterio de divisibilidad por 7 para numeros de 6 cifras es un caso particular de
una situacion mucho mas general y bastante poco conocida.

En este pequefio trabajo vamos a presentar dicho resultado general, cuyo origen se
remonta, al menos, hasta el siglo XVII en la obra de Blaise Pascal y que puede encon-
trarse en la obra del matematico granadino del siglo XIX José Mariano Vallejo.

2. ELMETODO DE PASCAL

Blaise Pascal naci6 el 19 de junio de 1623 en Clermont - Ferrand y murio6 el 19 de
agosto de 1662 en Paris.

Su padre, el matematico Etienne Pascal, se hizo cargo de su educacion, y decidid que
Blaise no iniciara los estudios de matematicas hasta haber cumplido los quince afios. Asi,
los textos consagrados a esta disciplina fueron puestos fuera del alcance del joven Pas-
cal. Sin embargo, la prohibicion paterna despertd su curiosidad por la geometria y a los
doce afios de edad ya habia descubierto que la suma de los angulos interiores de un trian-
gulo es igual a dos rectos. Ante tal descubrimiento, Etienne cambi6 de parecer y regalo a
su hijo un ejemplar de los Elementos de Euclides.
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A los catorce afios, Blaise acompafaba a su progenitor a las reuniones del padre Mer-
senne en las que participaban cientificos de la talla de Roberval y Desargues, a los die-
ciséis publicé su Essay pour les coniques, y a los dieciocho disefid y construyd una
maquina calculadora.

Figura 1. Blaise Pascal

Pascal tuvo, sin duda, una de las mentes mas privilegiadas de la historia, pero se inte-
res6 mas por la teologia que por las matematicas, disciplina a la que se dedic6 de forma
intermitente. A pesar de ello, sus contribuciones al estudio de las conicas, al “tridngulo
aritmético” (que también se conoce como “triangulo de Pascal”), y al calculo de probabi-
lidades le convierten, en palabras del historiador Carl B. Boyer (1986), en el mayor “po-
dria haber sido” de la historia de las matematicas'.

En uno de esos intermitentes momentos en los que se decidié a hacer Matemati-
cas, alla por el afio 1655, Pascal publicé el articulo De numeris multiplicibus ex sola
characterum numericorum additione agnoscendis. En él, presenta un método general
y algoritmico para determinar cuando un numero es divisible por otro. En las lineas si-
guientes vamos a describirlo (Meavilla, 2010).

El método de Pascal se apoya en la construccion de dos sucesiones numéricas una de
las cuales se escribe sobre la otra:

1. Aunque a juzgar por su frase “vale mas saber alguna cosa de todo, que todo de una sola cosa” no cree-
mos que esta apreciacion supusiera un problema para Pascal.
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1) La primera sucesion (la superior) es la de los nimeros naturales, escritos de de-
recha a izquierda.
2) La segunda sucesion (la inferior) se construye atendiendo a las indicaciones
siguientes:
i.  Se escribe un uno debajo del 1 de la sucesion superior.
ii. Del producto 10 1 [= 10] se resta A tantas veces como sea posible. Lo que
sobra, llamémosle B, se escribe debajo del 2 de la primera sucesion.
iii. Del producto 10 B se resta A tantas veces como sea posible. Lo que sobra, lla-
mémosle C, se escribe debajo del 3 de la sucesion superior.
iv. Del producto 10 C se resta A tantas veces como sea posible. Lo que sobra, lla-
mémosle D, se escribe debajo del 4 de la primera sucesion.
v. Ete.

Procediendo indefinidamente de este modo se llega al siguiente par de sucesiones:
.......... 9 8 7 6 s 4 3 2 1 [S1]
.......... I H G F E D C B 1 [S2]

A partir de aqui, Pascal propone: Si un numero es tal que el producto de la cifra de
sus unidades por 1, mas el producto de la cifra de sus decenas por B, mas el producto
la cifra de sus centenas por C, mas el producto de la cifra de sus millares por D, etc., es
multiplo de A, entonces el numero también es multiplo de A.

En las figuras siguientes se presentan las demostraciones dadas por Pascal para los
casos de dos y tres cifras, respectivamente. (Véanse figuras 2 y 3).

3. ELMETODO DE PASCAL “RESCATADO” POR JOSE MARIANO VALLEJO

José Mariano Vallejo nacio en el pueblo de Albufiuelas, muy cerca de Granada, el 30
de mayo de 1779. Para obtener informacion sobre su vida podemos recurrir, por ejemplo,
a Juan Bautista Peyronnet, quien nos ofrece los siguientes datos biograficos (Seminario
pintoresco espaiiol. Num. 52, 28 de diciembre de 1856, pp. 409-410):

“Desde su nifiez dio pruebas nada equivocas del gran talento que mds tarde, y
con el estudio de la filosofia llego a su completo desarrollo, siendo el discipulo mas aven-
tajado de la Universidad de Granada. Los progresos que hizo al aprender las matematicas,
llamaron la atencion de los profesores de la Universidad, que le aconsejaron pasase a Ma-
drid para perfeccionarse en este ramo tan importante del saber humano, lo que Vallejo eje-
cuto presentandose a la Real Academia de San Fernando para que lo admitiese en clase de
alumno de las clases de matematicas. Desde aquel momento empezo sus estudios bajo la di-
reccion del eminente y respetable profesor D. Antonio Varas y Portilla a quien Vallejo respeto
siempre como padre. No fueron estériles las lecciones de tan digno profesor, pues muy luego
se vieron los adelantos del discipulo con las adiciones que escribio (y publico la Academia)
a la Geometria de D. Benito Buails. Terminados sus estudios, obtuvo la catedra de matemdati-
cas del Real Seminario de nobles de Madrid, en una lucida oposicion en que revelo sus dotes
como profesor y como hombre de ciencia. Desemperio este cargo hasta que con motivo de las
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Verum ex constructione, est. . . . . .« « .. .. to— B multiplex A.
Quaare ducendo 10— Bin Nest. . . . .. 10 N— Bin N maltiplex A.
Si ergo contingitetesse . . . .. ... ..M+ Bin N multplicem A.
Ergo ambo ultimi multiplices juncti . . . . 10N -+ M erunt malt. A.
Id est N in columna denarii et M in columnd

unitatis, 5¢0 DUMErns . . . . . - . .0 .. N M est maultiplex A.
Q.E.D.

Figura 2. Demostracion para nimeros de dos cifras.

Atex construoctione €8t. .......vcvuivennnnan 10 — B, multiplex A.
Quare maultiplicando 10 — B per z0.......... 100 — 10 B, mault. A,
Etducendo ipsosin V................ 100 V — 10 B in V, molt. A.
Sed est etiam ex constractione................. 10B — C, malt. A,
Quare ducendoin V.........c.vnn 10Bin V—Cin V, mult.. A.
Sed ex ostensis......... SRR 100 V— 10B in V, mult. A.
Ergo juncti duo ultimi.................. 100V—C in V, mult. A.

Jam verd ostendemus ot in secundo casu. . 10 N— B in N, malt. A-
Ergo juncti doo ultimi, 100 V4 10N — Cin V— Bin N, mault. A,
Ergo si contingat hos numeros. C in V4 B in N +- M, esse malt. A.
Ambo nltimi juncti, nempe. ...... 100V 4 10 N 4 M, est mult, A,

Seu V, in columni centenarii, N denarii et
M unitatis, hoc est numerus VN M, est multi-
plex A, Q.E.D.

Figura 3. Demostracién para nimeros de tres cifras.

ocurrencias del ario 1808 se trastorno completamente la marcha de todos los asuntos (...).
Terminada la guerra, y restablecido el Gobierno legitimo en Madrid, se dedicé a continuar la
publicacion de su tratado de matematicas, y en 1818 al estudio de conducir aguas a Madrid,
en vista de la escasez que ya entonces se notaba; presentando en 1819 al Rey D. Fernando
VII una memoria sobre tan importante asunto, y otra al Excmo. Ayuntamiento. Estos traba-
jos fueron bien acogidos por el Monarca y por la Corporacion Municipal; y a no ser por las
ocurrencias del aiio 1820, se hubiera llevado a cabo tal proyecto que posteriormente se in-
tento realizar, pero cuyas circunstancias especiales retardaron la ejecucion (...). A la vez que
desempenaba multitud de comisiones del Gobierno y su destino de oficial del ministerio de la
Gobernacion, escribia obras importantes que han contribuido de una manera muy eficaz a la
ilustracion del pais, siendo muy notable la Memoria sobre la curvatura de las lineas, que se
recibio con mucho aplauso en la Academia de Paris. Retirado en Francia desde el afio 23 al
29, se dedico a viajar por Francia, Bélgica, Holanda e Inglaterra, estudiando y adquiriendo
datos para la obra que sobre el movimiento y aplicaciones de las aguas publico en tres volu-
menes en el aiio 1833, obra que contiene todos los conocimientos adquiridos y desenvueltos
hasta aquella época. Vallejo pertenecia al partido liberal progresista, en cuyas filas ha per-
manecido constantemente hasta su muerte, y, por lo mismo, no figuro hasta el aiio de 1834
en que volvio a desempeiiar el cargo de Director de Instruccion publica. Con este motivo re-
doblo su celo; y con la constancia que le era tan caracteristica, se dedico a escribir varias
obras de instruccion primaria (de cuyo desarrollo y engrandecimiento era el mas entusiasta
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partidario) estableciendo aparatos sencillos para facilitar la escritura y el estudio de la Arit-
mética. Vallejo ha sido presidente de la seccion de ciencias fisicas y matematicas de la Aca-
demia de ciencias, y Vice-Director de la Sociedad Economica de Madrid. Cooperd para el
establecimiento del Ateneo en 1820, y para su restablecimiento en 1835, y presidio sus sec-
ciones de ciencias fisicas y matemadticas (...). El 4 de marzo de 1846, murio tan insigne varon,
llorado por sus amigos, y dejando un vacio dificil de llenar (...).”

Figura 4. José Mariano Vallejo

Vallejo escribid diversos textos dedicados a la ensefianza de las matematicas del mas
alto nivel. Uno de ellos en su Tratado elemental de matemdticas?, en el que se aborda
desde la Aritmética elemental hasta la Mecénica, pasando por el Célculo Diferencial o la
Trigonometria esférica.

En el Tomo primero de la Primera parte de este Tratado elemental de matemadticas se
trabaja la Aritmética basica. En la pagina 73 de este tomo se presentan los criterios de di-
visibilidad basicos mas sencillos: los correspondientes a la divisibilidad por 2, por 3, por
Sy por 11. (Véase figura 5).

Tras presentarlos, Vallejo se lamenta del tratamiento que suele recibir el tema de los
criterios de divisibilidad y se propone presentar el material con total rigor:

“Todas estas reglas las dan generalmente los autores sin demostracion ninguna, y solo
se contentan con verificarlas, algunos mds delicados se paran a demostrar algunas de ellas,
atendiendo en cada caso a observaciones particulares; pero nosotros vamos a resolver esta

2. El titulo completo de la obra es Tratado elemental de Matematicas escrito de orden de S. M. para uso
de los caballeros seminaristas del Seminario de Nobles de Madrid y demas casas de educacion del Reino
(1812).

110 Epsilon, 2013, Vol. 30 (3), n® 85, 105-116, ISSN: 2340-714X



De José Mariano Vallejo a Pascal:recordando un antiguo criterio de divisibilidad
A. M. Oller M. y V. Meavilla S.

cuestion en general, cosa que no tenemos noticia se halle en ningun libro elemental, por
medio del siguiente:

PROBLEMA. Dado un numero cualquiera, conocer si es divisible por otro numero cual-
quiera, por otros medios diferentes de los que suministra la division.”

El autor plantea el problema de la construccion de criterios de divisibilidad en toda
su generalidad. A continuacion, pasa a describir el siguiente procedimiento que permite
caracterizar la relacion de divisibilidad entre dos ntimeros. Una lectura detenida muestra
claramente que se trata del método de Pascal:

TRATADO ELEMENTAN.

,
DE MATEMATICAS
ESCRITO DE ORDEN DE S.M.
PARA USO DE LOS CABALLEROS SEMINARISTAS
DEL SEMINARIO DE NOBLES I'E MADRINDY
X Dl.m (tm-.\.s DE EDUCACION DET, Iu‘l‘-ll

POR D. JOSE MARIANO VALLEJO,

CUTERRATICD g fi de Matemaitons, Forgfoscion, y Difienrar ot dies Plesins
o idicihor Seriinaariv: y o e actuslidad, opfiviad 655 e Trewman. e i Neertania de b
Eobrersacin de bt Poberulie, ¢ individue de Wariar ertabloimiotoe e,

TERCERA EDICION
cor 'ry&i-z.'a v corteiderablements. aumentids .
TOMO I. PARTE EI'IUME'RI&
gue contienc la Aritmetica y Algebra.
BARCELONA.
Jmprenta del Gobicrno l-uiiri co superior
A%0 DFE 1821,

o o7

Figura 5. Portada de la tercera edicion del Tratado elemental de Matemdticas (1821)

“Res. Formese ante todas cosas un conjunto de niimeros con el orden siguiente: pongase
en un lugar separado 1; a su izquierda el residuo que quede de restar el numero que ha de ser-
vir de divisor, todas las veces que se pueda de 10, a la izquierda de este residuo, pongase el
que quede de restar el divisor propuesto, todas las veces que se pueda, de diez veces la resta
anterior, a la izquierda de este el que quede de restar el mismo divisor todas las veces que
se pueda de diez veces el residuo anterior, y continvese de este modo hasta encontrar tantos
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residuos de estos, como guarismos tiene el que ha de servir de dividendo, o hasta que los re-
siduos sean cero,; después multipliquese el ultimo guarismo del que ha de servir de dividendo
por 1, que es el primero de este conjunto de numeros, el segundo del dividendo por el segundo
de estos numeros, el tercero por el tercero, etc. hasta que cada guarismo del dividendo se haya
multiplicado por el correspondiente en este conjunto, sumense todos estos productos, y si la
suma es divisible por el divisor dado lo sera también el dividendo propuesto.”

El propio Vallejo sefala la autoria del resultado en la pagina 76, indicando lacénica-
mente “que es de Pascal”. Sin embargo, no da indicacion alguna respecto a la obra en la
que hubiera podido aprender dicho resultado.

Tras la descripcion del criterio, Vallejo lo aplica a modo de ejemplo a los numeros
6232 y 19. Posteriormente detalla las demostraciones de los casos en los que el divi-
dendo tiene una, dos y tres cifras. En esos casos, la demostracion dada por Vallejo con-
siste en el desarrollo detallado de las que hemos mostrado en las Figuras 2 y 3. Para el
caso general el autor se limita a sefialar que “/o mismo demostrariamos cuando tuviese
mas guarismos”.

Una vez establecida la validez general del método de Pascal, el autor se dedica a mos-
trar como pueden deducirse de €l los criterios clasicos de divisibilidad por 2, 3, 5, 6, 9,
11 y 13. Para ello, Vallejo calcula las sucesiones de restos por los que hay que multipli-
car cada una de las sucesivas cifras del dividendo. En concreto obtiene:

Divisor Sucesion de restos (de izquierda a derecha)

2 1,0,0,0,0,...

3 L,1,1,1,1,..

5 1,0,0,0,0,...

6 1,4,4,4,4,...

9 L,1,1,1,1,..

11 1,10, 11, 10, 11,...

13 1,10,9,12, 3,4, 1, 10,...

Es evidente que recordando el modo en que se construye la sucesion de restos corres-
pondiente a un divisor, podemos “fabricar’” a nuestro antojo los criterios de divisibilidad
por un numero cualquiera.

Por ejemplo, si deseamos construir un criterio de divisibilidad por 7, basta con calcu-
lar Ia sucesion de restos correspondiente (recordar la introduccion):

re1,3,2,6,4,5,1,3,2,... (n>0).

Asi, dado un niimero N expresado en base 10:

k
N = Z ¢, 104,
i=0

se tiene que 7 es divisor de N siy solo si 7 es divisor de N' =3 ¢
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Ademas, el método de Pascal posee la evidente ventaja de ser recursivo, en el sentido
de que puede aplicarse nuevamente al nimero N’ obtenido para estudiar su divisibilidad
y, en cada paso en que se aplique el método, el nimero cuya divisibilidad debe estudiarse
es cada vez mas pequefio.

4. EL ENUNCIADO GENERAL Y SU EXTENSION A CUALQUIER BASE

En esta seccion vamos a presentar el método de Pascal para determinar si un niimero
es divisible por otro con un lenguaje mas moderno. Gracias a ello podremos dar una
demostracion general muy condensada, asi como extenderlo al caso en que utilicemos
bases de numeracion cualesquiera y no necesariamente la base decimal.

Supongamos que tenemos un entero VN, expresado en un sistema de numeracion en
base b cualquiera:

k
N = 2 Cibi.
i=0

. . . .y m
Dado un entero m cualquiera, construimos recursivamente una sucesion {T,f )}
.. nz0
del siguiente modo:

(m) _
rg =1,
™ = br, " (mod m), con 0 < 7," <m - 1, para todo n > 1.

En estas condiciones, el resultado de Pascal afirma que m divide a N si 'y so6lo si m di-
vide a:

k

N’ = Z ciri(m).

i=0

La demostracion de este resultado es bastante sencilla. Por construccion, tenemos que
7, = B,m + br, " para algin entero B,. En consecuencia, razonando recursivamente,
se tiene que, para todo n > 0:

r,m=A,m + b".

Asi pues, tenemos que:
k k

N' = Z ciry™ = Z(ciAim +cb) = Am + N,

i=0 i=0

de donde el resultado de Pascal se sigue directamente.
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Como ejemplo de este resultado mas general tenemos el siguiente criterio de divisi-
bilidad por 3 para nimeros escritos en base 2, cuya justificacion y comprobacion deja-
mos como ejercicio al lector: Un numero N escrito en base 2 es multiplo de 3 si y solo si
la suma de las cifras de posicion impar (unidades, centenas, etc, ...) mas el doble de la
suma de las cifras de posicion par (decenas, millares, etc,...) es multiplo de 3.

5. ALGUNAS REFLEXIONES HISTORICO-DIDACTICAS

Si revisamos libros de texto de Ensefianza Secundaria Obligatoria actuales en los que
se presentan algunos criterios de divisibilidad elementales (por ejemplo el criterio de di-
visibilidad por 2, por 3, por 5, etc.) observaremos que presentan defectos similares a los
apuntados por Vallejo ya en 1812: los resultados se presentan no ya sin demostracion,
sino sin justificacion alguna mas alla de la presentacion de algunos ejemplos concretos.

Evidentemente la demostracion que hemos presentado en la seccion anterior va, tanto
por el lenguaje como por su complejidad, mas alla de lo que puede tratarse en un aula
de Secundaria.

Sin embargo, pensamos que a ese nivel si que hay espacio (debe haberlo) para que los
alumnos traten de descubrir (aunque sea por ensayo y error) algunos criterios de divisi-
bilidad sencillos. Igualmente creemos que el método de Pascal puede introducirse, dado
su caracter algoritmico, sin muchos problemas e incluso puede justificarse (siguiendo la
demostracion original de Pascal) en los casos de dos o tres cifras. Una vez hecho esto,
los alumnos pueden construir las sucesiones de restos correspondientes y “fabricar” asi
distintos criterios de divisibilidad.

El caracter elemental que se otorga desde la enseflanza a la Aritmética del nimero
natural (desaparece del curriculo ya a partir del tercer curso de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria) hace que este tipo de resultados elementales abordables desde un punto de
vista superior queden en el olvido.

Con este trabajo, ademas de “rescatar” del olvido este resultado de Pascal, hemos pre-
tendido poner de manifiesto el modo en que el estudio de textos antiguos de Matematicas
puede aportar ideas interesantes que presentar en el aula.

En este sentido, pensamos que el uso de fuentes historicas y textos antiguos es de es-
pecial interés con maestros y profesores en formacion. El trabajo a realizar se desarrolla-
ria segun las siguientes fases:

1) Busqueda, lectura y estudio de los textos.

2) Andlisis del contenido de dichos textos, poniéndolo en relacion con el curriculo
actual de matematicas.

3) Profundizacion, desde un punto de vista matematico, en el contenido estudiado.

4) Disefio de actividades para el aula a partir del trabajo anterior.

En las secciones anteriores hemos desarrollado los tres primeros puntos anteriores (el

segundo sdlo superficialmente). Dejamos al lector interesado el desarrollo mas detenido
del segundo punto, asi como el trabajo sobre el cuarto.
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Resumen: El pensamiento matematico y la docencia en Matematicas se retroalimentan
mutuamente y tienen aplicaciones prdcticas.
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Las matematicas estan constituidas por conocimientos que se adquieren pensando. Por
ello necesitan una capacidad de pensamiento en el alumno que va a adquirir dichos conoci-
mientos. Esta capacidad también se desarrolla al estudiar matematicas. Por ello, capacidad de
pensamiento y conocimientos matematicos son dos polos que se retroalimentan mutuamente.

No siempre los alumnos que nos encontramos tienen bien formada la capacidad de
pensamiento, que tiene distintos aspectos:

1) Capacidad logica.

2) Intuicion

3) Capacidad de generalizacion.
4) Capacidad de aplicacion.

Por ello es necesario que el profesor, al mismo tiempo que va enunciando los cono-
cimientos matematicos vaya formando la capacidad de pensamiento de los alumnos con
comentarios y preguntas.

Aunque el objetivo directo de un curso de matematicas son los conocimientos enun-
ciados como lemas, proposiciones y teoremas, objetivo indirecto es el desarrollo del pen-
samiento que ayuda a

1) Comprender lo que nos rodea.

2) Realizar instrucciones sabiendo para qué son.

3) Aumentar los conocimientos descubriendo relaciones al plantearse

4) nuevas preguntas.

5) Decidir mas libremente.

6) Innovar.



Docencia de las matemdaticas
L. Contreras C.

Las clases se pueden dividir en tedricas y practicas, aunque a veces conviene dar cla-
ses teorico-practicas con aplicaciones concretas de los teoremas.
En cuanto a las explicaciones tedricas, conviene hacer:

1) Motivacion conceptual o histdrica de los conceptos (si es posible
2) ambas, mejor).

3) Enumeracion de aplicaciones.

4) Definiciones.

5) Ejemplos que faciliten la comprension de las definiciones.

6) Demostraciones rigurosas de los lemas proposiciones y teoremas.

En cuanto a las clases practicas conviene:

1) Proponer problemas relacionados con la teoria explicada, enumerados en orden
de dificultad progresiva.

2) Hacer que los alumnos entiendan bien los enunciados leyéndolos en voz alta.

3) Pedir ideas que sean ttiles en la resolucion de problemas.

4) Redactar con precision las soluciones de los problemas para que al ser copiados
puedan ser entendidos por el alumno en casa.

5) A veces hay varias ideas que dan distintos métodos para resolver un problema.
Entonces conviene comprobar que los distintos métodos dan el mismo resultado.

6) Siempre que sea posible se relacionaran entre si distintos ejercicios.

Para que al mismo tiempo que los alumnos vayan adquiriendo conocimientos mate-
maticos, vayan desarrollando su capacidad de pensamiento, conviene hacer al hilo de la
clase comentarios y preguntas que

1) Les hagan tomar conciencia de lo que saben.

2) Les hagan tomar conciencia de lo que no conocen

3) Les fomenten el interés por aumentar sus conocimientos estudiando, y el deseo de
trabajar en los problemas practicos.

A lo largo del curso se debe haber mejorado:

1) La capacidad de comprension de los problemas.
2) El vocabulario y el lenguaje matematicos.
3) La sintaxis de las expresiones.

Al final de curso, se debe haber desarrollado:

1) La curiosidad en general.

2) La satisfaccion por los conocimientos nuevos adquiridos asi como por sus
aplicaciones

3) El afan de comprobacion.

4) Afan de generalizacion.
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5) Toma de conciencia de ciertas limitaciones de los conocimientos adquiridos,
cuando no se generalizan completamente.

Estas indicaciones son validas para todos los niveles de docencia matematica, aun-

que su realizacion debe ser de acuerdo con el entorno y con el nivel de cada grupo de
alumnos.
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