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EDITORIAL

Este afio se cumplen 30 afios de la revista Epsilon y coincidiendo con estas efeméri-
des, la revista se adapta a los nuevos tiempos y pasa del formato impreso a un formato
digital. No ha sido una decision facil. Desde que el actual comité editorial asumié la di-
reccion de la revista ha estado haciendo consultas para tal fin. Tras muchas reuniones y
valorando tanto los beneficios como los posibles aspectos negativos, la Junta directiva
de la Sociedad Thales acord6 llevar a cabo este cambio a partir del primer numero del
afio 2013.

Con estos cambios también se produciran otros en el consejo editorial y consejo ase-
sor de la revista, por lo que aprovecho para dar las gracias a todos los que han venido
colaborando de manera desinteresada con la revista y que no continuaran. A todos ellos
muchas gracias.

Se ha inaugurado una nueva seccion de temas variados en la revista y que denomina-
remos “Miscelanea”. En ella tendran cabida aquellos articulos que no encuadren en las
tres secciones fijas de la revista, investigacion, ideas para el aula y experiencias. Esta de-
cision se ha tomado en vista de que hay muchos articulos que se envian a Epsilon con
temas de interés para nuestros lectores pero que al no corresponder a las secciones de la
revista, lamentablemente hemos tenido que rechazar, no por falta de calidad o rigor, sino
por falta de adecuacion a la estructura de la revista. Esperamos que con esta nueva sec-
cion nuestros colaboradores sigan haciéndonos llegar sus manuscritos.

Durante el curso 2011-2012, el departamento de Estadistica e Investigacion Opera-
tiva de la Universidad de Granada organizé el I Certamen del Sur “Incubadora de Son-
deos y Experimentos” que corresponde a la fase local (en Andalucia, Ceuta y Melilla) de
los Concurso Tipo Incubadora de Sondeos y Experimentos cuya fase nacional organiza
la Sociedad de Estadistica e Investigacion Operativa (SEIO). El objetivo fundamental de
estas iniciativas es fomentar la ensefianza y el aprendizaje de la Estadistica en los niveles
no universitarios. La revista Epsilon publicara a lo largo de este afio los trabajos ganado-
res en las tres categorias participantes y para ello iniciamos en este numero con el gana-
dor del Primer premio en la categoria 1°y 2° de ESO de la fase local.

Alexander Maz Machado
Director






INVESTIGACION
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Validacion de un cuestionario sobre actitudes hacia
las matematicas de estudiantes preuniversitarios

Antonio Humberto Closas
Universidad Nacional del Nordeste (Argentina)

Stella Nora Gatica y Juan Antonio Renaudo
Universidad Nacional de San Luis (Argentina)

Resumen: En este trabajo nos hemos fijado como objetivo principal llevar a cabo la va-
lidacion empirica de un cuestionario sobre actitudes hacia las matematicas. El estudio
se realizo utilizando una muestra compuesta por 215 jovenes, ingresantes en el ario 2009
a distintas carreras que se imparten en la Universidad Nacional de San Luis, Argentina,
con una media de 18.64 arios (DE = 2.43). Los resultados indican que el instrumento
evaluado posee una aceptable fiabilidad y validez de constructo, asi como predictiva
respecto del rendimiento académico, por lo que puede considerarse una prueba apro-
piada para medir el concepto objeto de interés.

Palabras clave: actitud, matematicas, evaluacion, preuniversitarios, rendimiento.

Validation of a questionnaire on attitudes towards
mathematics in pre-university students

Abstract: We have set as a main aim for this work to carry out the empiric validation
of a questionnaire about attitudes towards Mathematics. The research was done using a
sample made up of 215 young people, entering different careers taught at the National
San Luis University, Argentina in 2009, with an average age 18.64 years old (SD =
2.43). The results show that the tested instrument is trustworthy and valid as a construct,
as well as predictable of the academic performance; for this reason, it can be considered
as an appropriate test to measure the concept object of interest.

Key words: Attitude, Mathematics, testing, entering university, academic performance.



Validacion de un cuestionario sobre actitudes hacia las matematicas de estudiantes preuniversitarios
Closas, A. H., Gatica, S. N. y Renaudo, J. A.

INTRODUCCION

En la ensenanza superior, la permanencia, la graduacion con un rendimiento acadé-
mico de calidad y la desercion, son temas de suma trascendencia y actualidad que gene-
ran profundas preocupaciones en las autoridades y en los diferentes sectores educativos
de nuestro pais. Sin embargo, a pesar que estas problematicas de manera permanente son
abordadas por quienes en mayor o menor medida participan en la educacion formal, los
niveles de abandono, especialmente en primer afio de aquellas carreras en las cuales las
matematicas se caracterizan por desempefiar un papel relevante, siguen siendo elevados.
Por inconvenientes de distinta indole y origen, los alumnos dejan sus estudios en esta
etapa —lo que conlleva un costo social considerable—, siendo una de las causas mas fre-
cuente la imposibilidad de aprobar esta asignatura.

Existe en el imaginario colectivo de los alumnos que las asignaturas del area de ma-
tematicas son las mas dificiles de superar y, en consecuencia, son las que mas influyen
en las deserciones. Es un hecho constatado que los alumnos acceden a la Universidad
con una preparacion deficiente en general y particularmente en matematicas, tanto que
no les permite entender las ensefianzas que tienen lugar en este nivel superior y, en con-
secuencia, no pueden aprender. Esta es una disciplina tal que los conocimientos que se
adquieren tienen que fundamentarse en los anteriores; de manera que resulta practica-
mente imposible comprender un concepto si el estudiante no conoce aquellos en los que
éste se apoya.

La experiencia de algunos autores de este trabajo en el proceso de ensefianza de
matematicas en los cursos de nivelacion para el ingreso universitario que se imparten
en la Facultad de Ingenieria y Ciencias Econdémico Sociales (FICES), de la Universi-
dad Nacional de San Luis (UNSL), les ha permitido observar que existe una impor-
tante distancia entre lo que opinan los teoricos de la educacion y los docentes ocupados
de ejercer la profesion en la instancia mencionada. Estas diferencias de opiniones se
observan respecto de la importancia y utilidad que poseen las matematicas, tanto desde
el punto de vista de la formacion general de la persona como de los conocimientos
en si mismos, y la actitud que los estudiantes tienen frente a esta asignatura, a priori
poco favorable, que inferimos conlleva una valoracion incorrecta de este tipo de co-
nocimiento y de una ausencia total de conciencia respecto de su relevancia cognitiva
y formadora.

SIGNIFICADO Y CONCEPTO DE ACTITUD

Existen diferentes significados, conceptualizaciones y descripciones relacionadas
con el constructo objeto de interés. En principio, en el diccionario de la Real Acade-
mia Espafiola (2001) se mencionan tres definiciones del concepto actitud (del latin
actititdo), una de las cuales indica que es la disposicion de &nimo manifestada de algun
modo (e.g., actitud benévola, pacifica, amenazadora, de una persona, de un partido, de
un gobierno).

A su vez, de acuerdo con el diccionario Akal de Psicologia (Doron y Parot, 1998),
la nocion de actitud califica una disposicion interna del individuo frente a un elemento
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Closas, A. H., Gatica, S. N. y Renaudo, J. A.

del mundo social (grupo social, problema de sociedad, etc.) que orienta la conducta que
adopta en presencia, real o simbdlica, de este elemento. La mayoria de los autores con-
cibe una actitud como una estructura tridimensional integrada que tiene un caracter a la
vez cognitivo (juicios, creencias y saberes), afectivo (sentimientos favorables o desfavo-
rables), y conativo (tendencia de accion), siendo esta ultima componente la que predeci-
ria mejor el comportamiento del individuo.

En lineas generales, las actitudes son aquellas manifestaciones que expresan algin
grado de aprobacion o desaprobacion, gusto o disgusto, acercamiento o alejamiento. Las
actitudes son por tanto predisposiciones para actuar que el individuo tiene hacia determi-
nado tema, materia, suceso o idea llamado usualmente objeto de actitud (Berliner y Cal-
fee, 1996; Zabalza, 1994).

Las actitudes son adquiridas (Zabalza, 1994); nadie nace con predisposicion posi-
tiva o negativa hacia algo. La forma en que se logran las actitudes es variada, provi-
niendo de experiencias positivas o negativas con el objeto de la actitud (por ejemplo,
un profesor que explicaba muy bien o muy mal) y/o modelos (que pueden provenir de
compaiieros de clase, docentes, padres de familia, materiales impresos o de otra clase
de estereotipos que difunden los medios de comunicacidn). Asi, las actitudes se vuel-
ven inevitables, todos las tenemos hacia aquellos objetos o situaciones a las que hemos
sido expuestos.

El objeto de actitud es definido como cualquier entidad abstracta o concreta hacia
la cual se siente una predisposicion favorable o desfavorable. Por ejemplo, un estu-
diante frente a las matematicas (objeto de actitud) puede mostrar una actitud favora-
ble cuando dice que le gustan las clases de esta materia, hace sus tareas antes de jugar,
cree que las matematicas son importantes o muestra interés por leer libros de esta asig-
natura. Desde la perspectiva de Alemany y Lara (2010), la actitud puede determinar
los aprendizajes y, a su vez, estos aprendizajes pueden mediar para la estabilidad o no
de esta actitud.

Diversas investigaciones se han ocupado de la problematica objeto de este trabajo.
Asi por ejemplo, Bazan y Sotero (1998) reportan los resultados de un estudio psicomé-
trico realizado mediante un cuestionario de actitudes hacia las matematicas, aplicado a
ingresantes en la Universidad Nacional Agraria La Molina, Lima, Pera. En el trabajo de-
sarrollado, los autores pudieron constatar que no existe distincion por sexo en la actitud
hacia las matematicas, s6lo hallaron diferencias en la dimension aplicabilidad por espe-
cialidad y en los constructos afectividad y habilidad por edad.

Mato (20006), en su tesis doctoral, elabora cuestionarios y analiza actitudes y ansie-
dad hacia las matematicas de alumnos de escuelas secundarias y como el rendimiento
escolar puede verse influenciado por éstas. En el trabajo mencionado realiza un estudio
en funcion de las variables: colegio, curso, sexo, nivel de formacion y profesiones de los
padres y de las madres. Sugiere que los docentes deberian, también, tener en cuenta los
aspectos afectivos y motivacionales tanto como los elementos cognitivos y procedimen-
tales de la instruccion.

Este fendmeno también fue investigado por Valdez (2000), quien reporta que en la
escuela media, inicialmente las actitudes hacia las matematicas son positivas pero con el
transcurso del tiempo, el escaso éxito en las actividades relacionadas van debilitando la
vitalidad y el interés de los alumnos.
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A su vez, en el trabajo de Henriquez, Quiroz y Reumay (1996), se abordan algunos
de los agentes externos (dados por el medio o por el contexto), e internos (reflexion per-
sonal), que influyen en las actitudes del alumno al enfrentar el proceso de aprendizaje de
las matematicas. Sostienen que una dificultad importante en el estudio de esta asignatura,
es la falta de motivacion para hacerlo, lo que se debe fundamentalmente a las actitudes
negativas con las que el estudiante afronta el tratamiento de las matematicas.

En relaciéon con la ultima apreciacion, se encuentra la opinion de Fontana (1989),
quien luego de hacer un estudio de las diferencias de conducta (componente activo de la
actitud) y de sus problemas, sefiala que entre las causas que los originan, se encuentran:
el aburrimiento, el propdsito deliberado de querer perturbar la clase o de molestar al pro-
fesor, la aptitud, el autoconcepto y la ausencia de éxitos.

Conocer y estudiar las causas que originan deficiencias en el dominio de las com-
petencias matematicas es una labor estratégica para proponer acciones que permitan
mejorar la enseflanza de esta materia en los distintos niveles educativos. En parti-
cular, resulta interesante el estudio de la actitud que asumen los estudiantes, pues
representa un factor influyente en el proceso de construccion y adquisicion de las ca-
pacidades basicas que contribuyen al desarrollo del pensamiento matematico (Cas-
tro, 2002).

PROPOSITO DEL ESTUDIO

Con el fin de contar con un instrumento de medicidén que nos permita conocer,
con cierta precision y rigurosidad —tanto conceptual como técnica—, cual es la actitud
hacia la disciplina bajo analisis de los sujetos de la muestra (ingresantes en la FICES
de la UNSL), nos proponemos principalmente en este estudio efectuar en el contexto
citado la validacion empirica del cuestionario estructurado de respuesta cerrada de-
nominado Escala de actitudes hacia la Matematica (EAHM), desarrollado por Bazan
(1997).

Recoger, observar y analizar los datos que deriven de la aplicacion del instrumento
descripto en el &mbito antes referido, genera ciertamente la posibilidad de contar con una
prueba validada empiricamente en el espacio académico de la muestra. Este hecho es, sin
duda, relevante puesto que permitira adoptar decisiones o brindar explicaciones eficien-
tes y eficaces acerca del fendmeno objeto de interés. También dara lugar a la posibilidad
de estudiar de manera mas ajustada ciertas asociaciones con otras variables relacionadas
con los resultados educativos.

METODOLOGIA

Participantes: debido a que nuestro interés radica en trabajar con una muestra en la
cual su unidad se encuentre formada por la totalidad de los estudiantes que componen
una entidad con definida personalidad como es el grupo-clase, hemos considerado ade-
cuado —luego de estratificar la poblacion en estudio (los estratos estuvieron representa-
dos por dos areas: Ingenieria y Ciencias Economicas)— apelar al método de muestreo por

12 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 9-24,
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conglomerados. Por otra parte, en virtud de que nuestra propuesta reside en trabajar con
un grupo particular de ingresantes, la seleccion de la muestra es de tipo no probabilistico
de caracter intencional y accidental.

Area Carrera Alumnos Edad
Ing. Industrial n=44 (12m, 32 h) M=19.05 DE=3.31
Ingenieria Ing. Electromecénica | n =32 (32 h) M=18.13 DE = 1.41
n=123 Ing. Quimica n=15(11m,4h) M=18.07 DE=10.70
M=18.50 DE=2.33 | Ing. Agrondémica n=21(8m, 13 h) M=18.10DE=1.18
Ing. en Alimentos n=11(8m,3h) M=18.82 DE=2.68
Cs. ];;onomlcas (Liiocnt:rclior Publico =45 (34m. 11 h) M=1907 DE =298
n= .
M=18.83 DE =254 | Administracion n=47(G0m, 17h) | M=18.59 DE =2.05
n=215(103m, 112h) M=18.64 DE=2.43

Tabla 1. Detalles relativos a la muestra empleada en la investigacion empirica

Finalmente, la muestra estuvo compuesta por un total de 215 sujetos (103 mujeres
y 112 hombres) y fue seleccionada de una poblacion de 295 alumnos ingresantes, en el
afio 2009, a la FICES de la UNSL, con una media de 18.64 afios (DE = 2.43). Algunas de
las caracteristicas de la muestra utilizada en esta investigacion, se ilustran en la Tabla 1.

Disefo

Esta investigacion, de naturaleza no experimental basicamente, puede considerarse
en una segunda etapa también explicativa. Si consideramos como criterio el tipo de in-
formacion que se proporcionard y el modo de recogerla, el disefio es de estilo descrip-
tivo mediante encuesta.

Por otra parte, en atencion a la forma de administrar el instrumento de medicidn, en
este estudio empleamos la técnica del cuestionario. A su vez, si tenemos en cuenta el
marco donde se lleva a cabo, estariamos hablando de una investigacion de campo. Ade-
mas, en razon de cobmo se miden y analizan los datos, es una investigacion de linea cuan-
titativa. Teniendo en cuenta la instancia de recoleccion de la informacion, este trabajo
revela una estrategia de corte transversal.

En lineas generales, desde el ambito de la confrontacion tedrica-empirica, podria-
mos sefialar que la investigacion responde a un proceso de caracter hipotético-deductivo,
puesto que pretendemos comprobar si la conceptualizacion teorica de la cual partimos
se ajusta a la realidad objeto de estudio, a través de la recoleccion de datos y su poste-
rior analisis estadistico.

Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 9-24 13
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Procedimiento

Una vez seleccionada la muestra, la recogida de datos se llevo a cabo, en cada uno
de los grupos-clase, en una unica instancia. En primer lugar se les informé a los alum-
nos participantes que la aplicacion del instrumento en cuestion respondia a un trabajo
de investigacion cuyo objetivo es evaluar un cuestionario sobre sus actitudes hacia
las matematicas. También se les indicd sobre la importancia de responder sincera-
mente a los distintos temas planteados, que sus respuestas tendrian un caracter estric-
tamente confidencial y que la participacion en el estudio era una decision totalmente
voluntaria.

El momento temporal de este proceso fue el mes de marzo de 2009, mas pre-
cisamente el dia de inicio de clases y posteriormente a la evaluacion diagnodstica
sobre conocimientos generales elaborada por propedéutica de la UNSL. La aplica-
cion del cuestionario EAHM la efectuaron los propios profesores, con el margen de
tiempo adecuado en virtud de las consultas formuladas en la prueba (en promedio 20
minutos).

Instrumentos

El cuestionario que evaluamos en el contexto descripto estd compuesto por 31 items
agrupados en cuatro dimensiones: afectividad, aplicabilidad, habilidad y ansiedad (las
tres primeras poseen 8 items cada una y la lltima contiene 7 items); su aplicacion puede
hacerse en forma individual o colectiva. Del total de items, 18 estan formulados en sen-
tido positivo (e.g., las matemdticas son amenas y estimulantes para mi) y 13 en sentido
negativo (e.g., las matematicas usualmente me hacen sentir incomodo y nervioso). Para
la medicion de las respuestas a los items se ha utilizado una escala de tipo Likert, en la
que las opciones fueron valoradas de 1 (totalmente en desacuerdo) a 5 (totalmente de
acuerdo) puntos. En la prueba original (Bazan, 1997), los indicadores de fiabilidad y de
validez fueron correctos y se calcularon a partir de los datos empiricos recogidos en una
muestra de 256 sujetos. Los detalles acerca del analisis de las caracteristicas psicomé-
tricas del instrumento y la discusion sobre si existen diferencias en la actitud bajo estu-
dio considerando la edad, sexo y especialidad de ingreso, se encuentran disponibles en
Bazan y Sotero (1998).

Asimismo, con el fin de evaluar la validez predictiva —mediante regresion logis-
tica— del cuestionario EAHM respecto del rendimiento académico, hemos utilizado
como variable respuesta las calificaciones alcanzadas por los alumnos encuestados
en la evaluacion diagnostica del ano 2009 de la asignatura de matematicas —varia-
ble dependiente de tipo dicotomica (aprobado/reprobado)—, las cuales fueron obte-
nidas a partir de los documentos estandar que existen al respecto (actas académicas
de examen). Se han seleccionado las calificaciones puesto que son el criterio social y
legal del rendimiento en el ambito de las instituciones educativas. Por otra parte, es
el indicador mas utilizado en las investigaciones sobre el tema a pesar de la disper-
sion o falta de consenso de los diferentes centros e incluso entre los profesores de un
mismo centro.

14 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 9-24,
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Técnica para el analisis de datos

Como podra comprenderse, una vez que se dispuso del instrumento, el primer paso
fue ponerlo a consideracion de los profesores del area de matematicas, a efectos de eva-
luar cualitativamente: a) la pertinencia del contenido de los items propuestos (indicado-
res subjetivos de validez) y b) el cuestionario en su conjunto (indicadores de la validez
factorial o estructural). Las apreciaciones formuladas por un grupo de 10 docentes
acerca del test objeto de evaluacion tuvieron un porcentaje de coincidencia respecto del
primer punto del 90% y de la clasificacion de los items en las cuatro dimensiones de la
EAHM del 85%. Sin duda, los analisis realizados en la linea de validez cualitativa (jui-
cio de expertos y grado de acuerdo) fueron sumamente valiosos, a fin de minimizar los
margenes de error del instrumento de medicion al momento de su utilizacion en nuestro
espacio cultural. Sabido es que la validez de una prueba es un indicador del grado en que
ésta es capaz de medir lo que realmente pretende medir, por lo que resulta relevante su
evaluacion tanto cualitativa como cuantitativa.

En segundo término, luego de construida la base de datos en formato electronico
a partir de la informacion obtenida por la aplicacion del test, se llevaron a cabo di-
ferentes analisis cuantitativos pertenecientes al dominio de la estadistica descriptiva
e inferencial y de la psicometria (algunos estadisticos centrales y de dispersion, co-
rrelacion item-total, fiabilidad, analisis correlacionales, regresion logistica y anali-
sis factorial).

Los diversos calculos realizados permitieron, por un lado, conocer el comporta-
miento de cada uno de los items que componen las categorias de la prueba y de cada
una de sus dimensiones y, por otro, la fiabilidad y la validez de constructo del ins-
trumento. En un momento intermedio —entre los andlisis clasicos de correlacion y
factorial—, fue posible determinar la validez predictiva del cuestionario, asi como la
ecuacion de regresion que mejor describia la asociacion entre la variable criterio (ren-
dimiento matematico) y las variables predictoras (dimensiones de la EAHM). En todos
los casos, el procesamiento de los datos fue realizado con ayuda del programa infor-
matico SPSS 15.0.

RESULTADOS
Estudios iniciales de los items del cuestionario aplicado

En atencion al propoésito de esta investigacion y a los analisis estadisticos que fue-
ron anunciados en el apartado anterior, se presentan de forma sintética los resultados de
aquellos indicadores que nos han parecido mas convenientes calcular para caracterizar la
muestra en los diferentes items! de la prueba aplicada.

1. Cabe indicar que las respuestas de aquellos items del cuestionario que tenian sentido negativo fueron
revalorizados de 1 (totalmente de acuerdo) a 5 (totalmente en desacuerdo), al momento de realizar los analisis
estadisticos. De esta manera, puntajes altos en las respuestas denotan mayor actitud positiva y puntajes bajos
mayor actitud negativa hacia las matematicas
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En efecto, en la Tabla 2, puede apreciarse la media, la desviacion estandar, la corre-
lacion item-total y el coeficiente alfa de Cronbach. Los dos primeros estadisticos son de
mucha utilidad, puesto que cuando se analiza un conjunto de datos numéricos, el cono-
cimiento de ambas medidas ayuda a comprender, entre otras cosas, la distribucion de los
datos de la muestra.

El tercero de los cuatro estadisticos mencionados (correlacion item-total), recoge el
grado de relacion que cada uno de los items posee con el total de la dimension a la que
pertenece, lo que puede considerarse un indicador de su grado de discriminacién. La fia-
bilidad es una de las caracteristicas fundamentales de un test, una de las formas de eva-
luarla es a través del cuarto estadistico (coeficiente alfa de Cronbach) el cual indica
la precision o estabilidad de los resultados; sefiala la cuantia en que las medidas de la
prueba estan libres de errores casuales. Véase Tabla 2.

Llegados a este punto, creemos oportuno destacar algunos aspectos que surgen de la
lectura de los valores que se encuentran en la tabla anterior, obtenidos a partir de los ana-
lisis efectuados sobre los datos muestrales.

En efecto, en primer término es importante mencionar que la media, la desviacion
tipica y los coeficientes alfa de Cronbach, relativos a las distintas dimensiones de la
EAHM, asi como al total de la prueba, han resultado similares a los valores de estos esta-
disticos informados en el trabajo elaborado por Bazan y Sotero (1998); lo que era de es-
perar en atencion a que no se realizaron modificaciones de ningln tipo en el texto de las
preguntas ni en la estructura de la escala original.

En cuanto a las correlaciones entre cada uno de los items y la puntuacion total de
la dimension a la que pertenecen, salvo algunas excepciones (nos referimos a los casos
en los que el coeficiente 7, es inferior a .25), debemos sefialar que en general son co-
rrectas. En promedio, las correlaciones mas altas se observan en las subescalas deno-
minadas en el instrumento Afectividad y Aplicabilidad, en menor medida se encuentran
en la dimension Habilidad, en tanto que los valores mas bajos se hallan en la catego-
ria Ansiedad.

Por otra parte, los resultados indican que el cuestionario utilizado puede considerarse
un instrumento con una fiabilidad bastante aceptable puesto que los coeficientes alfa en-
contrados para el total de la prueba (.92), como para cada una de las dimensiones (véase
Tabla 2), en todos los casos igualan o superan el criterio de .70 recomendado (Nunnaly
y Bernstein, 1994).

Respecto de los indicadores a de Cronbach cuando se excluye el item, podemos se-
fialar que la situacion es semejante a la detallada para los coeficientes de correlacion
item-total, en cuanto a que se observan los valores mas altos en las dimensiones Afec-
tividad (oscilan entre .68 y .79) y Aplicabilidad (varian de .63 a .75), valores algo me-
nores en la subescala Habilidad (se hallan entre .63 y .72), mientras que los mas bajos
se encuentran en la dimension Ansiedad (van de .50 a .70). Cada uno de los coeficien-
tes obtenidos en esta instancia descriptiva del analisis de fiabilidad pueden considerarse
correctos (atn los logrados para el Gltimo constructo), en atencién al escaso niimero de
elementos o items (entre 7 y 8) que participan al momento de formalizar sus respecti-
vos calculos.
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Dimension ftem M DE Crorrelacwn ¢ d? Crornbach
item-total sin el item
ftem 1 3.30 0.91 .56 71
. ftem 5 3.86 1.22 .53 71
A(fg‘;:‘eﬁ‘:‘;d ftem 9 258 123 Ve 73
M= 28,68 ftem 13 3.39 137 55 70
DE-53) ftem 17 3.11 1.42 22 79
~ 5 ftem 21 371 137 63 .68
oe=- ftem 25 435 111 28 77
ftem 29 438 1.08 49 72
ftem 2 446 0.73 .55 67
L ftem 6 4.04 1.06 43 69
Alzlécii‘bi“;ad ftem 10 4.2 0.95 51 67
Jyilipsipes ftem 14 3.59 152 28 74
DE=4281 ftem 18 4.30 1.09 57 65
s ftem 22 4.10 1.25 36 71
“=- ftem 26 4.42 0.99 64 63
ftem 30 3.42 1.39 24 75
ftem 3 2.78 1.10 .54 63
. ftem 7 2.96 1.26 45 .66
I({;li’tﬂﬁa;i ftem 11 2.89 1.09 32 70
V638 ftem 15 3.95 111 38 68
DE—4.57 ftem 19 3.46 112 54 63
76 ftem 23 3.06 1.07 A7 65
“=- ftem 27 4.42 0.98 32 69
ftem 31 2.85 1.12 22 72
ftem 4 3.55 1.20 .54 .50
Ansiedad ftem 8 2.84 1.19 26 .62
(7 items) ftem 12 3.80 1.14 46 54
M=2443 ftem 16 3.41 1.05 37 .57
DE =420 ftem 20 3.92 1.27 39 .57
a=.70 ftem 24 2.81 1.25 13 70
ftem 28 4.11 1.15 44 .55
EAHM (31 items) M=112.04 DE=1427 a=.92

Tabla 2. Estadisticos descriptivos, de correlacion y de fiabilidad de los items
medidos en prueba

Analisis correlacionales
En este apartado llevaremos a cabo analisis correlacionales (véase Tabla 3) entre las
cuatro dimensiones que integran la prueba EAHM, asi como entre éstas y la variable

rendimiento académico. La primera razon por la que se realizan estos estudios radica en
el hecho de que los coeficientes que se obtengan permitiran en principio, por un lado,
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confirmar o no las relaciones que se presume existen entre los distintos constructos del
cuestionario y, por otro, reconocer la presencia de asociaciones estadisticamente signifi-
cativas entre éstos y los resultados académicos, con el fin de observar inicialmente la va-
lidez predictiva del cuestionario objeto de interés.

El segundo motivo de los analisis correlacionales reside en que estd proyectado,
luego de la siguiente etapa de este apartado, realizar un analisis factorial exploratorio
con dichas categorias (a efectos de evaluar la validez de constructo de la prueba) y es
siempre de utilidad examinar previamente las relaciones lineales que las mismas presen-
tan (en principio, con el fin de seleccionar adecuadamente el procedimiento de rotacion
que se empleara al momento de solicitar la matriz de pesos factoriales).

De acuerdo con los resultados de la Tabla 3, puede afirmarse que la totalidad de las
dimensiones que componen el cuestionario, como era de esperar, correlacionan de ma-
nera positiva y estadisticamente significativa (varian de .29 a .66, p <.01). No obstante,
de estos seis valores, cuatro de ellos resultaron inferiores a los respectivos coeficientes
encontrados en el estudio de Bazan y Sotero (1998), mientras los dos restantes fueron
superiores (r = .61, escalas Afectividad y Aplicabilidad; » = .54, escalas Aplicabilidad y
Habilidad). Mas alla del valor que poseen los indices hallados, lo relevante es que resul-
taron significativos; es decir, pudo ser contrastada —a partir de los datos de la muestra— la
existencia de correlaciones lineales entre los distintos pares de subescalas que componen
el cuestionario bajo estudio.

También el total de los coeficientes de correlacion biserial puntual entre las catego-
rias de la EAHM y el rendimiento matematico resultaron estadisticamente significativos,
algunos de ellos al nivel .01, como es el caso de los correspondientes a las subescalas
Afectividad (r,, = .26) y Aplicabilidad (r,, = .24), y otros al nivel .05, como sucede con
los indices de las dimensiones Habilidad (7, = .20) y Ansiedad (7, = .15).

A decir verdad, estabamos esperanzados en que los coeficientes de correlacion entre
las distintas categorias de la prueba y los resultados educativos fuesen mejores, en aten-
cién a que estudios importantes —como los realizados en EEUU entre 1994 y 1996 por
la National Assesment of Education Progress (NAEP)— daban cuenta de la existencia de
una relacion significativa y directa entre las actitudes de los alumnos y el rendimiento
en matematicas. Sin embargo, lo destacable de los indicadores obtenidos en esta parte
del estudio es que la presuncion que teniamos al respecto; esto es, la presencia de aso-
ciacion entre ambos constructos, pudo ser empiricamente comprobada. Esta aprecia-
cion nos lleva a sostener que, en principio, las distintas categorias de la EAHM serian
de utilidad para configurar un modelo que permita clasificar en el futuro los resultados
académicos (véase tabla 3).

Regresion logistica

En vista de los resultados del analisis correlacional, hemos considerado adecuado
emplear en la estimacion del modelo de regresion logistica el método “Introducir”, in-
gresando como variable criterio el Rendimiento matematico (de tipo dicotomica, 1 =
aprobado y 0 = reprobado) y como variables explicativas o covariables las dimensiones
Afectividad, Aplicabilidad, Habilidad y Ansiedad (por cierto, todas de tipo continuas).
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. S .. . Rendimiento
Afectividad | Aplicabilidad | Habilidad Ansiedad L.
matematico
Afectividad 1 61%* L66%* 49%* 26%*
Aplicabilidad 1 54%* 20%* 24%*
Habilidad 1 S1F* 20%
Ansiedad 1 5%
Rendimiento |
matematico

Tabla 3. Matriz de correlaciones
*p<.05**p<.01
Nota: Para cuantificar el grado de relacion lineal entre dos dimensiones de la EAHM (variables conti-
nuas) se utilizo el coeficiente de correlacion de Pearson. En cambio, para evaluar la asociacion entre cada una
de las dimensiones de la EAHM y el rendimiento matematico (variable dicotdmica) empleamos el coeficiente
de correlacion biserial puntual.

En virtud de las opciones elegidas y de los datos de la muestra, el modelo logit obtenido
presenta la siguiente ecuacion:

1

P(Rend. matematico) = 1 + o 1309+ 009 Afectiv+ 011 Aplicab +0.12 Habilid + 0.15 Ansied)

La tabla Variables en la ecuacion, que proporciona el programa SPSS 15.0, mues-
tra los valores estimados para los coeficientes del modelo: By = -13.09, B, = .09, B, =
A1, By =.12 y B4 = .15; junto con sus respectivos p-valores asociados: .001, .01, .03,
.03 y .04. Puede observarse que los p-valores asociados a los coeficientes By, By, B; y
B, son inferiores a .05; por lo tanto, para un nivel de significacion o = .05, se rechaza la
hipoétesis de que dichos coeficientes son nulos y, en consecuencia, concluimos que las
variables asociadas a los mismos (Afectividad, Aplicabilidad, Habilidad y Ansiedad,
respectivamente) son relevantes a la hora de explicar el comportamiento de los resulta-
dos en matematicas.

La tabla mencionada, ademas de los coeficientes de regresion (By, By, By, B3y By)
y de sus p-valores, presenta entre otras informaciones los respectivos estadisticos de
Wald: 10.55, 5.62, 4.60, 4.23 y 3.38. El hecho de que todas las variables tengan un
coeficiente positivo y un estadistico de Wald mayor a uno, nos lleva a pensar que
cualquier incremento en los niveles de las variables independientes tendra un efecto
significativo sobre la variable respuesta. Esto revela que aquellos estudiantes que tie-
nen puntajes altos en las respuestas a los items de cada una de las dimensiones que
participan en el modelo, poseen mayores probabilidades de tener un correcto rendi-
miento académico.

Si aplicamos el modelo usando los datos correspondientes a un estudiante de la
muestra que tenga valores superiores a la media en cada una de las dimensiones que
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conforman la EAHM (e.g., Afectividad = 32, Aplicabilidad = 36, Habilidad = 30 y An-
siedad = 28), obtendremos:

L. 1 1
p(Rend. matematico) = | + o 1276+ 0.09x32 +0.11x36 + 0.12x30 + 0.1528) = 1+ '88 = 0.87

Puesto que, por una parte, la probabilidad obtenida desde luego varia entre 0 y 1y,
por otra, que el punto de corte se encuentra por defecto en SPSS establecido en .5, se
concluye que al sujeto —cuyos datos hemos utilizado para llevar adelante los calculos—
el modelo lo clasificara como aprobado, lo cual es absolutamente razonable en virtud de
las puntuaciones elegidas en las variables predictoras.

Como es facil comprender, en esta clasificacion el numero de aciertos globales del
modelo es uno de los indicadores mas importante de la bondad de ajuste del mismo. En
este sentido, cabe sefialar que el modelo estimado resulta muy bueno para predecir las
categorias de la variable dependiente, ya que si se aplicara la clasificacion a las obser-
vaciones realizadas, se obtendria un porcentaje de éxitos del 81.3%, segun fue posible
comprobar.

Finalizamos este apartado indicando: a) los andlisis descriptivos y correlacionales,
llevados a cabo en los dos apartados precedentes, proporcionaron informacion cohe-
rente con el modelo logit obtenido; b) la aplicacion de la regresion logistica muestra
que los estudiantes que denotan una actitud favorable hacia las matematicas, tendrian
mayores probabilidades de alcanzar los objetivos del curso; ¢) evidentemente, fue posi-
ble apreciar la validez predictiva respecto del rendimiento matematico de la escala bajo
estudio.

Analisis factorial

Si bien, en una aproximacion tedrica puede decirse que las variables medidas se en-
cuentran agrupadas en determinados factores, emplearemos la técnica del analisis fac-
torial a efectos de identificar empiricamente estas variables latentes; es decir, contrastar
la validez de constructo o estructural del cuestionario EAHM.

Antes de realizar el analisis factorial exploratorio, hemos comprobado la adecua-
cion de los datos para este tipo de estudio. Una sintesis de los resultados es la siguiente:
a) determinante de la matriz de correlaciones practicamente nulo; b) medida de ade-
cuacion de la muestra de Kaiser, Meyer y Olkin, indice KMO = .81, ubicado en un
rango que se considera bueno de potencial explicativo de las variables (Kaiser, 1974);
c) contraste de esfericidad de Bartlett con x2(465) = 1878.95, p = .00. En vista de los
valores obtenidos, en principio, el analisis factorial es una opcion pertinente que nos
ayudard a identificar los factores subyacentes al grupo de los 31 items que se analizan.

Para determinar la solucion factorial hemos empleado el criterio clasico; esto es, la
extraccion de tantos factores como haya en la solucion inicial con autovalores superiores
a la unidad, lo que se realiz6 por el método de componentes principales y rotacion obli-
cua (método: normalizacion promax con Kaiser, pardmetro: A = 4, valor que por defecto
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se encuentra en SPSS), por tratarse de dimensiones correlacionadas. Este procedimiento
ha delimitado —en coincidencia con la estructura del cuestionario original— cuatro fac-
tores que explican un 58.83% de la varianza total, lo que puede interpretarse como un
porcentaje aceptable, puesto que para investigaciones que se realizan en areas de psico-
logia social lo recomendable es que la varianza acumulada se encuentre, al menos, entre
el 50% y 60% (Henson y Roberts, 2006).

Los factores identificados corresponden a las cuatro dimensiones sefialadas a nivel
conceptual, y segun los resultados del analisis efectuado el factor que permite expli-
car la mayor cantidad del total de la varianza de la muestra es Afectividad (27.80%), en
este sentido el segundo factor es Aplicabilidad (12.24%), el tercer factor es Habilidad
(9.95%), mientras que en el ultimo lugar se encuentra el factor Ansiedad (8.84%).

Evidentemente, en atencion a lo que antecede, podemos sefialar que el modelo facto-
rial ha verificado un aspecto que es estratégico en toda accién de modelado estadistico:
la “parsimonia”, explicacion mas simple entre varias posibles. En efecto, la estructura
obtenida, por un lado, posee un reducido niimero de factores y, por otro, todos ellos son
susceptibles de interpretacion sustantiva.

En resumen, los distintos indicadores obtenidos a lo largo de esta investigacion nos lle-
van a concluir que la escala bajo estudio es fiable y presenta tanto validez predictiva respecto
del rendimiento matematico (modelo logit), como validez de constructo (modelo factorial).

En la Tabla 4 se recogen, para cada uno de los factores subyacentes, los valores pro-
pios, el porcentaje de varianza tanto explicada como acumulada, los items correspon-
dientes, sus comunalidades y finalmente sus cargas factoriales.

Soélo nos resta comentar que los resultados de los distintos andlisis estadisticos imple-
mentados en este apartado indican, por una parte, que el comportamiento de las dimen-
siones de la EAHM armoniza aceptablemente con el encontrado en el estudio realizado
por Bazan y Sotero (1998) y, por otra, que se encuentran en consonancia de modo indivi-
dualizado, no conjuntamente, con los aportados por otras investigaciones desarrolladas
sobre el tema objeto de estudio (véase Tabla 4).

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el presente estudio nos habiamos propuesto principalmente concretar, en un domi-
nio estadistico de tipo descriptivo, inferencial y psicométrico, la validacion empirica del
cuestionario EAHM, empleando una muestra conformada por estudiantes de nivel preu-
niversitario. Pues bien, en vista de los resultados obtenidos en el marco de esta investi-
gacion, podemos afirmar que el objetivo planteado ha sido logrado.

En efecto, a partir de los estudios iniciales (media, desviacion tipica, correlacion
item-total, fiabilidad) realizados sobre los items y las dimensiones del test utilizado, asi
como de los analisis implementados posteriormente (correlacionales, regresion logistica,
factorial), fue posible comprobar que la prueba aplicada constituye un instrumento fiable
y valido para medir sentimientos, creencias y tendencias de los alumnos hacia las mate-
maticas o las clases de esta asignatura.

En relacion con la fiabilidad de la escala, los resultados indican que puede consi-
derarse un instrumento aceptable puesto que los coeficientes alfa de Cronbach de

Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 9-24 21



Validacion de un cuestionario sobre actitudes hacia las matematicas de estudiantes preuniversitarios
Closas, A. H., Gatica, S. N. y Renaudo, J. A.

Factor Valo‘r Vari.anza Varianza item Comunalidad Sat.lfra-

propio explicada | acumulada cion

ftem 1 51 78

ftem 5 49 .63

ftem 9 43 49

» ftem 13 .63 81
Afectividad 3.46 27.80 27.80 ftem 17 60 77
ftem 21 57 46

ftem 25 .60 78

ftem 29 67 .79

ftem 2 61 75

ftem 6 68 .88

ftem 10 .59 .85

N Item 14 .61 Sl
Aplicabilidad 1.52 12.24 40.04 frem 18 46 67
ftem 22 64 93

ftem 26 57 63

ftem 30 .59 74

ftem 3 .61 67

ftem 7 .62 76

ftem 11 .66 .80

o ftem 15 64 55
Habilidad 1.24 9.95 49.99 ftem 19 s <0
ftem 23 .63 54

ftem 27 52 42

ftem 31 .69 .85

ftem 4 41 47

ftem 8 .62 48

ftem 12 71 .87

Ansiedad 1.10 .84 58.83 ftem 16 .53 31
ftem 20 65 .85

ftem 24 .55 31

ftem 28 54 70

Tabla 4. Resultados obtenidos en el analisis factorial por componentes principales y
rotacion oblicua

consistencia interna encontrados para el total de la prueba, como para cada una de sus
dimensiones, en todos los casos igualan o superan el valor .70. A su vez, como comple-
mento de la informacion dada, podemos decir que las correlaciones (corregidas) entre
cada item y el factor correspondiente fueron siempre muy razonables, hallindose los va-
lores mas bajos en las dimensiones Ansiedad y Habilidad, mientras que los mas altos se
observan en las subescalas Afectividad y Aplicabilidad.

En razoén de los resultados conseguidos en el estudio de validez predictiva, nuestra apre-
ciacion respecto de los niveles de discriminacion, mediante los constructos de la escala,
de los resultados educativos es logicamente favorable; esto es, pensamos que la EAHM es
una prueba que clasifica adecuadamente a los estudiantes con diferentes grados de logro
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académico. Asi por ejemplo, utilizando el modelo obtenido en el apartado de regresion lo-
gistica, podemos inferir que los alumnos que poseen mayor actitud favorable hacia las mate-
maticas (puntajes altos en las dimensiones de la escala), tienen una probabilidad mas elevada
(superior al 50%) de aprobar esta materia. Por el contrario, aquellos estudiantes con mayor
actitud negativa (puntajes bajos en las dimensiones del cuestionario), tendrian una menor
probabilidad (inferior al 50%) de lograr un buen rendimiento académico en la asignatura.

Con respecto al andlisis factorial realizado, podemos sefialar que el mismo nos per-
miti6 contrastar que, efectivamente, la estructura resultante posee caracteristicas simila-
res a las que proporciona el modelo logit que se propone. Nos referimos concretamente a
la ordenacion facilmente observable que presentan los porcentajes de varianza explicada
por cada una de las dimensiones en el modelo factorial y los respectivos estadisticos de
Wald en el modelo de regresion puesto que, mientras los primeros permiten distinguir el
nivel relevancia de las dimensiones para explicar el total de la varianza acumulada, los
segundos indican el grado de importancia de los coeficientes de regresion a fin de eva-
luar los resultados en matematicas.

Aunque en su generalidad, los resultados muestran evidencia que el cuestionario bajo
estudio presenta suficientes bondades para ser utilizado en la evaluacion de las actitu-
des hacia las matematicas, asi como en la explicacion del rendimiento académico en esta
asignatura, creemos necesario considerar algunas limitaciones.

En primer lugar, los participantes de la presente investigacion fueron alumnos de un
centro académico especifico, lo que no permite hacer inferencias sobre otros estudian-
tes preuniversitarios. A su vez, los sujetos no fueron seleccionados en forma aleatoria,
por lo que en general no corresponderia extender los resultados sobre otras poblacio-
nes no representadas en la muestra. En segundo lugar, no se puso a prueba la EAHM
en funcion de variables demograficas como la edad o el género de los participantes,
por lo que seria interesante en proximos trabajos, analizar en el ambito de aplicacion
del cuestionario como se manifiestan las actitudes hacia las matematicas al considerar
estos aspectos.

En definitiva, y a pesar de las limitaciones expuestas, por lo que los resultados logra-
dos deberian aceptarse con cierta cautela, pensamos que el trabajo realizado debe ser re-
conocido como un paso adelante en el abordaje del complejo tema objeto de estudio vy,
consecuentemente, un aporte a la comunidad académica y cientifica, con posibles pro-
yecciones en politica y gestion educativa.

El trabajo llevado a efecto nos hizo ver con interés el desarrollo de futuras investiga-
ciones en torno a los siguientes temas: a) andlisis de validez externa y de criterio de la
EAHM; b) estudios de diferencias cuantitativas con respecto a distintas variables, tales
como el tipo de carrera que siguen los estudiantes o el grado de estudio alcanzado por los
padres; ¢) replicacion de la actual elaboracion usando un disefio longitudinal, con evalua-
ciones periddicas durante los afios de permanencia de los estudiantes en la universidad o
en un intervalo de tiempo determinado. En este ultimo caso, el tipo de disefio que se utiliza
proporcionaria informacién sobre los posibles efectos o cambios que ocurren en las acti-
tudes por causa de la edad y la adquisicion de nuevas competencias, entre otros factores.

Como tltima reflexion se indica que el hecho de haber validado empiricamente la
EAHM en un determinado contexto académico y socio-cultural, da origen a contar con
un nuevo marco de referencia, lo cual permite ampliar la aplicacion de la prueba objeto
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de analisis; en esta oportunidad, utilizando una muestra conformada por estudiantes pre-
universitarios con residencia en la zona centro-oeste de Argentina. La actitud hacia las
matematicas representa un concepto subyacente relativo a una asignatura cuyo proceso
de ensefianza-aprendizaje constituye una de las principales preocupaciones de las politi-
cas educativas en la mayoria de los paises y regiones de nuestro planeta.
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Resumen: Esta comunicacion forma parte de una investigacion mas amplia sobre Maria
Antonia Canals, realizada desde la perspectiva biogrdfica mediante la elaboracion de
una historia de vida. Aqui se presenta el eje educacion-matematicas, uno de los que re-
corre toda su trayectoria personal, y en el que destacan cuatro momentos o etapas que
han ido configurando la relacion de Maria Antonia con las matemdticas y con la educa-
cion a lo largo de su vida.

Palabras Claves: Maria Antonia Canals, historia de vida, profesorado, formacion de
maestros. Educacion matemadtica

The use of life stories in research on teachers: the
case of Maria Antonia Canals

Abstract: This paper is part of a wider investigation about Maria Antonia Canals, made
from a biographical perspective by developing a life history. Here is the education-math-
ematics axis, which runs through his personal career and highlights four stages or steps
that have been formed the relationship of Maria Antonia with mathematics and educa-
tion throughout her life.

Keywords: Maria Antonia Canals, life history, teaching, teacher training, Mathemat-
ics education

EL PANORAMA SOBRE LOS ESTUDIOS DEL PROFESORADO

Resulta logico que en el ambito de la investigacion educativa la figura del profeso-
rado ocupe un lugar central. Desde la década de los treinta del siglo XX, se han sucedido
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numerosos trabajos de investigacion empirica que han dado lugar a diversos modelos
que intentan explicar el comportamiento de la actuacion del profesorado en su trabajo
en el aula.

Una revision de los principales paradigmas contemporaneos de investigacion didac-
tica hasta la década de los ochenta se encuentra en Pérez (1985). En lineas generales, se
puede decir que se trata de un proceso que va, en primer lugar, de los modelos mas sim-
ples a los mas complejos (en términos del numero de variables consideradas y de las re-
laciones entre ellas), y en segundo lugar desde las metodologias cuantitativas hacia las
perspectivas etnograficas de caracter cualitativo.

Hasta la década de los ochenta, estas investigaciones mantienen, implicitamente, un
modelo de ensefianza cuya finalidad es el maximo rendimiento del alumno, modelo que
también se supone que comparten docentes e investigadores; a la vez que adolecen de
un excesivo caracter estatico de la investigacion, por lo que no se puede analizar como
la propia practica docente modifica los esquemas mentales del profesorado (Contreras,
1985). Pero esa década puede entenderse como la ruptura con los modelos precedentes
de investigacion del profesorado y la consolidacion de una nueva perspectiva cientifica.
La obra de Elbaz (1983) intenta comprender la situacién desde la perspectiva del profe-
sorado, y analiza el conocimiento practico a partir de un estudio de caso mediante entre-
vistas y observacion de clase. En la misma linea se encuentran los trabajos de Clandinin
(1986) y Connelly y Clandinin (1986).

Pero también en esa misma década se recomienda el uso de métodos biograficos en
este campo (Goodson, 1981), ya que es necesario “recorrer su trayectoria (lo que incluye
sus diferentes momentos de aprendizaje y experiencias profesionales) para comprender
el «lugar» en el que se sitia y su disposicion para la innovacion y el cambio” (Hernan-
dez, 2004, pp. 10-11). El libro de Goodson (2004) es el que mejor resume este nuevo pa-
norama en los estudios sobre el profesorado desde la perspectiva biografical, que tiene,
entre otras, la ventaja de permitir que “los docentes analicen y reflexionen sobre su vida
y su labor profesional de tal modo que puedan dar respuestas mas profundas y podero-
sas frente al mundo socialmente construido de la educacion” (Goodson, 2004, p. 39).

PERSPECTIVA BIOGRAFICA Y METODOLOGIA

La perspectiva biografica se centra en las trayectorias personales, entendidas como
sistemas complejos en donde se producen interrelaciones entre multiples aspectos (per-
sonales y sociales), y en donde muy pocas veces la causalidad lineal sirve para expli-
car dichas trayectorias. El analisis de estas trayectorias permite “captar mediante qué
mecanismos y qué procesos ciertos individuos han terminado encontrandose en una si-
tuacion dada y cémo tratan de acomodarse a esa situacion” (Bertaux, 2005, p. 19). La
mirada retrospectiva de la perspectiva biografica sirve para establecer conexiones entre

1. La obra original en inglés es de 1992, por lo que la traduccion al castellano doce afios después puede
significar el retraso afiadido del caso espaiiol. La tesis doctoral de R. Arnaus (1993) puede sefialarse como
el momento en que esta tradiciéon metodologica entra en el ambito académico de la pedagogia en la univer-
sidad espafiola.
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la cronologia y los espacios sociales de las trayectorias personales (Valles, 1997). Ejem-
plo de ello a nivel espafiol es el trabajo sobre Margarita Comas (Sierra y Lopez, 2011).

Dentro de esta perspectiva, en esta investigacion se realiza un estudio de caso unicoz,
que se justifica porque:

[...] considera al caso estudiado como algo tnico, raro, excepcional. (...) La ex-
cepcionalidad del caso puede darla también el hecho de que el caso es algo unico
e irrepetible (...). Por Gltimo, el caso puede ser excepcional dado su impacto o re-
levancia en la sociedad en la que se ubica (Coller, 2000, pp. 35-37).

Algo de todo esto se encuentra en la persona de M. A. Canals.
Para esto se ha elaborado una historia de vida, recogiendo datos de diferentes fuentes:

— 10 entrevistas3 grabadas a M. A. Canals, realizadas en los meses de diciembre de
2009 (en Girona), y febrero y septiembre de 2010 (en Albacete).

— 20 entrevistas grabadas a otros sujetos: antiguos alumnos de M. A. Canals, padres
y madres de antiguos alumnos y compafieros/as de escuela, universidad y otros
ambitos profesionales.

— 7 documentos publicados sobre M. A. Canals.

Para el analisis de estos datos he seguido la idea de D. Bertaux de hallar la estruc-
tura diacronica de la historia reconstruida. Los datos con los que se elabora una histo-
ria de vida no presentan un discurso perfectamente lineal de la trayectoria de los sujetos,
por ello es necesario establecer esa estructura diacronica. A partir de ahi, “el analisis de
una entrevista biografica tiene por objeto explicitar las informaciones y significados per-
tinentes que en ella se contienen” (Bertaux, 2005, p. 90), y para desarrollar un analisis
comprensivo de este tipo de materiales se precisa de imaginacion y rigor,

[...] tal es el binomio fecundo que da origen a un buen andlisis comprensivo. Pero
aqui la prioridad es de la imaginacion, puesto que se trata de imaginar, es decir,
crearse una representacion (primero mental y después discursiva) de las relaciones
y procesos que han dado origen a los fendémenos de los que hablan los testigos, casi
siempre de forma alusiva (...). La reconstruccion de la estructura diacronica no es
solo una operacion técnica; esa reconstruccion prepara al analista para la biisqueda
de vias de causalidad secuencial, de procesos en cadena (Bertaux, 2005: 91).

2. Creo que la perspectiva biografica, es una delimitacion que pertenece al terreno estrictamente metodo-
logico, mientras que el estudio de casos pertenece ya al ambito mas tecnologico de la investigacion. La pers-
pectiva biografica marca qué tipo de investigacion se realiza (por qué se hace asi), y el estudio de caso tinico
establece como se hace.

3. Todas las entrevistas realizadas se adaptan a lo que se denomina entrevista abierta, en profundidad o
entrevista semiestructurada (personalmente prefiero la primera denominacion), sobre cuya mecanica puede
consultarse un texto breve (Aguilar, 1999).
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MARIA ANTONIA CANALS Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

La historia de vida de M. Antonia Canals permite comprender numerosos aspectos de
su trayectoria personal. Aqui sélo trataré uno de ellos, importante sin duda, pero no mas
que muchos otros que desarrollaré con mas amplitud en otro &mbito4. Me refiero a la en-
seflanza de las matematicas.

En la ensefianza de las matematicas confluyen dos ambitos diferentes. La enserianza
y las matemdticas, y estos dos ambitos forman uno de los ejes que atraviesan la trayecto-
ria personal de M. Antonia. Actualmente, nadie duda de su relevancia en la ensefianza de
las matematicas, pero la relacion de estos dos ambitos a lo largo de su vida presenta al-
gunos momentos en los que no han estado tan unidos, y con los que se puede compren-
der dicha evolucion.

Origen familiar

El contexto familiar de M. Antonia estaba vinculado directamente con la educa-
cion. Su madre era maestra, al igual que su abuela paterna y dos tias. Su abuelo ma-
terno fue profesor de instituto y su padre, ingeniero, también trabajo como maestro
para costear su carrera universitaria (él fue el primer referente para M. Antonia de las
matematicas).

Mi padre era ingeniero. Le gustaban mucho las mates, segiin siempre me ha con-
tado mi madre, pues él muri6 pronto, cuando yo tenia 8 afios. Esta imagen de mi
padre se fue creando y grabando en mi, en mi infancia, desde los 8 afios en ade-
lante, de manera fuerte; yo me parecia a él, y de hecho tenia ya facilidad, dispo-
sicion natural y gusto para las mates. Y oia a mi alrededor, que los mayores lo
comentaban, y en esto, y en otras cosas, decian “es la imagen de su padre...” El
fue mi idolo a imitars.

Pero esta vinculacion familiar, ademas, se produce en un contexto social determi-
nado. En 1930, afio de nacimiento de M. Antonia, finaliza la dictadura de Primo de
Rivera y las instituciones educativas catalanas vuelven a la normalidad. Es decir, a la si-
tuacion en la que se encontraban en 1923. Sin entrar en detalle de todo el proceso histo-
rico que comienza a finales del siglo XIXs, conviene destacar el papel que desempeiio la
Mancomunitat de Catalunya, presidida por E. Prat de la Riba desde 1914, que cred, entre
otras instituciones, tres escuelas municipales Montessori en Barcelona, una de ella di-
rigida por Dolors Canals, tia de M. Antonia y en donde esta comenzo su escolarizacion
hasta el inicio de la Guerra Civil.

4. Esta comunicacion forma parte de un proyecto mas amplio de tesis de doctorado, que realizo en la
Universidad de Salamanca bajo la direccion de los profesores Modesto Sierra y M* Carmen Lopez.

5. Este es el formato en el que apareceran las citas literales de las entrevistas realizadas. Cuando no fi-
gure expresamente su autor/a, se trata de una cita de M. Antonia Canals.

6. El origen de este proceso podria situarse en el movimiento cultural catalan conocido como Renai-
xenga, cuyo maximo esplendor se produce en la segunda mitad del siglo XIX, y entre cuyas caracteristicas se
encontraban la busqueda de las raices de la cultura catalana y la defensa de las libertades nacionales.
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En aquellos afios, en Catalufia se desarrollaban proyectos educativos que estaban
en la vanguardia europea. Como ejemplos se pueden mencionar la estrecha relacion de
la pedagogia catalana con el Instituto Rousseau de Ginebra, o la creacion, en 1914, de
la Escola de Bosc, dirigida por A. Monroy y R. Sensat, cuyo principio fundamental era
poner al alumno en el centro de todo el sistema educativo’.

En definitiva, en este primer momento de la trayectoria de M. Antonia existia una
gran relacion con la educacion (tradicion familiar y vinculacion con los movimientos de
renovacion pedagdgica, especialmente con el sistema Montessori), pero también con las
matematicas, area en la que destacaba claramente y con la que mantenia una vinculacion
personal por la figura de su padre. De hecho, durante toda su trayectoria escolar las mate-
maticas eran la asignatura que mas satisfacciones le producia y en la que destacaba clara-
mente sobre el resto de compaiieras. Finalizados los estudios de bachillerato, la voluntad
de M. Antonia era la de estudiar la carrera de Ciencias Exactas, y para ello tuvo que con-
vencer a su madre ya que, en principio, era reacia a esa idea.

Universidad

Entre 1947 y 1953 cursa la carrera de Ciencias Exactas. Durante este periodo su in-
terés fundamental, en el &mbito académico, son las matematicas. También finaliza, en
1950, los estudios de Magisterio en la Escuela Normal de Tarragona, pero se trata de algo
casual, que lo realiza porque no le supone excesiva dificultad y entra dentro de la tradi-
cion familiar.

Pero esta experiencia universitaria presenta dos caras muy diferentes. Por un lado
estan las matematicas, que le siguen apasionando (especialmente la geometria), pero por
otro esta la propia dinamica de la ensefianza universitaria que, salvo contadas excep-
ciones, entra en conflicto con los planteamientos pedagogicos que ella arrastra desde su
origen familiar. No se trataba de que los profesores universitarios adoptasen tal o cual
metodologia, era algo que estaba mas relacionado con las relaciones personales profesor-
alumno, y que recuerda el principio fundamental de la Escola del Bosc seialado antes:
se trataba de una ensefianza absolutamente despersonalizada, el alumno dejaba de ser su-
jeto para convertirse en objeto.

Ante esto, los principios morales de M. Antonia generan un cierto rechazo hacia la
propia universidad, pese a tener claras oportunidades de proseguir su carrera profesional
en ese &mbito académico.

Terminé muy decepcionada respecto a la universidad como instituciéon y me
prometi a mi misma nunca mas poner los pies en ella (evidentemente, no lo he
cumplido). Me propusieron ir a Frankfurt para hacer alli una tesis de Topologia,
y rehusé absolutamente la idea, sin ninguna duda (y entonces era una ocasion
extraordinaria).

7. Sobre la renovacion pedagogica en Catalunya puede consultarse la excelente obra de F. Aisa (2007).
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Asi, en lugar de proseguir la carrera académica universitaria, comienza a trabajar im-
partiendo clases de matematicas en el Liceo Francés y en el Instituto de bachillerato
Joan Maragall.

Escuela

Su trabajo como profesora de matematicas solo dura 3 afios. Pese a su formacién ma-
tematica universitaria, el entorno familiar relacionado con la renovacion pedagogica en
Catalunya le presenta, en 1956, la oportunidad de integrarse en una experiencia escolar
promovida por M. Teresa Codina: la Escuela Talithas.

Eso si era interesante y no las clases que yo estaba dando (mucho mejor pagadas,
pero bastante vacias, s6lo con contenido matematico). Ella me proponia montar y
dirigir el parvulario (que podia llegar a 5 clases). No en matematicas sino “el par-
vulario”, global, formar los maestros (pues no los habia formados para nuestro ob-
jetivo), etc... jEso era una decision muy fuerte!

Me fui con Teresa y otras mujeres entrafiables (lo son hoy aun, las que quedan)
entre ellas Marta Mata; empezamos, y trabajé en la escuela TALITHA durante 6
afios. Alli aprendi todo lo que sé sobre la educacion; aprendi que no se trata de en-
sefiar sino de propiciar que alguien aprenda, descubra, progrese... Y esto es lo que
siempre he creido y creo.

En muchos aspectos, la Escuela Talitha se desarrolla con una dindmica muy simi-
lar a la de las innovadoras escuelas catalanas anteriores al golpe de estado de F. Franco,
al tiempo que sirve (junto a otras experiencias similares) para ir conformando un nuevo
grupo de maestras y maestros catalanes que entran en contacto con algunos de los peda-
gogos catalanes de principios del siglo XX, que todavia vivian en Barcelonas.

El sefior Gali decia, todo esto que decis, hace 30 afios en Blanquerna ya lo hacia-
mos, pero no, no te preocupes, no te preocupes, siempre hay que descubrir el Me-
diterraneo (M. Teresa Codina).

La experiencia de Talitha va a resultar decisiva en la trayectoria personal de M. An-
tonialo. En muchos aspectos se puede considerar que le sirve para desarrollar personal-
mente lo que, de alguna manera, ya conocia por su origen familiar, pero al menos hay dos
cuestiones nuevas que han guiado todo el desarrollo profesional posterior de M. Antonia:
la innovacion desde la reflexion sobre la practica escolar y la formacion de maestros me-
diante el trabajo en grupo. Mas adelante volveré sobre este tltimo punto.

8. El primer contacto entre M. Antonia y M. Teresa Codina se produce gracias a la tia Dolors Canals, an-
tigua directora de una de las escuelas municipales Montessori de Barcelona fundadas en 1915.

9. Sin pretender ser exhaustiva, destacan las figuras de A. Gali y A. Martorell, y las escuelas Virtélia,
Costa i Llobera, Talitha 'y Ton i Guida.

10. Para profundizar en la experiencia educativa de la Escuela Talitha es imprescindible consultar la obra
de M. Teresa Codina (2007).

30 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 25-34,



El uso de las historias de vida en la investigacion sobre el profesorado: el caso
Sotos, M.

En 1962 deja Talitha para crear una nueva escuela, Ton i Guida, en un barrio de Bar-
celona (Verdiim) habitado por clases populares y carente de toda clase de servicios pu-
blicos. Aqui va a poner en practica todo lo que aprendi6 en Talitha, manteniendo como
uno de los puntos basicos la formacion de un equipo docente coherente con el proyecto,
y con una dindmica de permanente andlisis y reflexion sobre su propia practica!!l. Sin pro-
fundizar en ello, rescato dos opiniones sobre esta escuela:

Como pez en el agua, /sabes lo que quiero decir?, sentirte bien, sentirte valorado,
que te tenian en cuenta, que tus problemas les preocupaban ;sabes lo que quiero
decir? que eras alguien que se salia del monton, que es lo que ha de ser la educa-
cion para el maestro ;no? El maestro sabe un poco tu vida, y se preocupa por ti
y... fuera de lo que es la familia ;jno? la escuela es un espacio de libertad y respon-
sabilidad al mismo tiempo ;eh? porque tenias que hacer las cosas y hacerlas bien.
(Antiguo alumno de Ton i Guida)

La escuela Ton i Guida no hubiera funcionado tan exitosamente sin la presencia
de un equipo cohesionado y fuerte, con afinidad de ideales educativos y sociales,
y con espiritu de sacrificio y generosidad, siempre con Maria Antonia por delante.
(Antigua profesora de Ton i Guida)

La realidad de estos equipos docentes contrastaba con el panorama general respecto
a la formacion del profesorado en Espaia, que arrastraba carencias en el &mbito peda-
gbgico y que estaba, mayoritariamente, incapacitado para afrontar proyectos educativos
de este tipo. De ahi que la formacioén docente fuera uno de los aspectos fundamentales
para intentar que la renovacion pedagogica catalana tuviera garantias para su desarrollo.
Las personas que dirigian estas escuelas mantenian contactos periodicos para reflexio-
nar sobre sus practicas, y fueron el nticleo de la Asociacion de Maestros Rosa Sensat,
creada en 1965.

Formacion de maestras/os

La Asociacion Rosa Sensat es la institucion que pretende afrontar las dos necesida-
des bésicas para poder desarrollar una escuela nueva catalana: el trabajo en equipo y la
formacion permanente de maestros. En la Asociacion se retinen los profesores de las es-
cuelas con un mismo ideario en la linea de la pedagogia activa, para formar profesores,
siguiendo la linea de los maestros que habian vivido esta pedagogia durante la II Repu-
blica, asi nace Rosa Sensat y las escuelas de verano.

Hasta entonces, el trabajo en equipo que se desarrollaba en Ton i Guida tenia la par-
ticularidad de que dicho equipo habia sido seleccionado por la propia M. Antonia, mien-
tras que la apertura hacia otras escuelas y con otros profesionales podia incrementar la
heterogeneidad de estos nuevos equipos de trabajo.

11. La historia de 7on i Guida esta perfectamente documentada por R. Sola (2003).
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Personalmente me costaba, porque yo soy un poco sui generis y conmigo no me
gusta que se metan, pero tuve que aceptar que aprendiamos todos unos de otros, y
fui empezando con esto. Y bueno, entonces en Rosa Sensat me lo acabe de creer
del todo, lo comprobé totalmente, fue como una plenitud de este tomar conciencia
de la importancia del grupo.
Ademas, la organizacion de la Asociacion se realizd por areas de conocimiento, y
aqui es donde M. Antonia vuelve de lleno al campo de las matematicas!2.

El objetivo primero fue doble: coordinacion entre algunas escuelas y formacion
de los maestros. Marta Mata fue el eje de ambos asuntos. En este contexto ella me
dijo: “t0 eres la responsable de todo lo que se haga de matematicas en esta casa”.
Yo me emocioné. Todavia me tenian por profesora de matematicas, yo que habia
abandonado este campo... y mi responsabilidad renacio.

Esto no implicé que abandonase su trabajo en Ton i Guida, ya que permanecio en la
Escuela hasta 1979. Pero la Escuela estaba plenamente consolidada y M. Antonia co-
menzo6 a desarrollar una intensa labor en la formacion de maestras/os, mediante escuelas
de verano, charlas y cursos que, con el tiempo, fueron ampliandose a todo el territorio
del Estado Espafiol.

Dentro de esta dinamica, su vuelta a la universidad resultaba absolutamente perti-
nente. Asi lo entendieron en la Universidad Autonoma de Barcelona, que encontro en la
Asociacion Rosa Sensat un grupo de profesionales con los que poder afrontar los estu-
dios de formacion del profesorado con ciertas garantias, y M. Antonia comenz6 en 1975
su trabajo como profesora de Didactica de las matematicas!s.

Me vino Pilar Benejam a buscar a Rosa Sensat, claro ya existia Rosa Sensat, Rosa
Sensat influyd mucho en todas estas cosas, y me vino a buscar y dice es que que-
remos una persona licenciada en matematicas pero al mismo tiempo especialista
en infantil. (A quién iban a buscar? no habia nadie mas, efectivamente no habia
otra que yo, entonces claro, dije tengo que ir.

Para el trabajo en el campo de la didactica de las matematicas, M. Antdnia retine una
serie de elementos que resulta muy dificil encontrar en otra persona. Su formacién ma-
tematica es muy solida, tanto que tras 28 afios sin dedicarse a las matematicas universi-
tarias, no tuvo dificultades para superar, en 1981, las oposiciones nacionales para cubrir
las plazas de Escuelas de Formacion de Maestros. También cuenta con la experiencia
de 25 afios como maestra de educacion infantil y primaria, experiencia caracterizada
por el trabajo de reflexion e innovacion en diferentes grupos de maestras/os; junto al

12. Ya durante los ultimos afios que trabajo en Ton i Guida, dado el crecimiento de la escuela y la espe-
cializacion de los docentes de la ultima etapa de la educacion primaria, impartia clases de matematicas. Ade-
mas, su conocimiento del método Montessori le garantizaba unas capacidades, en el ambito de la ensefianza
de las matematicas en educacion infantil, muy por encima de lo habitual. Pero la propia M. Antonia seguia
considerandose, basicamente, una maestra de parvulario, hasta que en Rosa Sensat se dedica a la ensefianza
de las matematicas.

13. También trabajo en la Universitat de Vic y en la Universitat de Girona, en esta ultima continila como
profesora emérita.
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conocimiento tedrico y practico de las corrientes de ensefianza de las matematicas que se
desarrollaron a principios del siglo XX (Montessori, Dienes, Piaget...)

Eso significa que tiene un bagaje matematico, una formacion matematica que
tiene instalada, y tiene mucho sentido comun, ha estado en la escuela, le apasiona
la educacion y la formacion y claro, hay poca gente que tenga tanta pasion por la
educacion y tanta pasion por las matematicas y tanta personalidad para comuni-
carlas. (Profesor de universidad, antiguo compafiero de M. Antonia)

En las matematicas en educacion infantil hay poca sensibilidad hacia la importan-
cia del contenido y mas la actividad por la actividad, el aspecto sensorial, el uso
del material, pero la recension de la idea matematica que hay detrds no se hace,
entonces Maria Antonia eso lo hacia, porque lo tenia, le gustaban las matematicas,
y ademas le gustaba sobre todo la educacion. Lo de la educacion matematica eso
puede ser un paradigma, empezd matematicas pero se dedico a la educacion, en-
tonces... por tradicion. Ahora lo que se dice en términos de educaciéon matematica,
como didactica era antes un paradigma, la practica de la sensibilidad educativa y
la sensibilidad matematica y no es hacer teorias sobre la didactica de la matema-
tica sino vivirla, sentirla y analizarla (Profesor de universidad, antiguo compafiero
de M. Antonia).

En un primer momento, en el origen familiar y social de M. Antonia coincidian el
ambito de la educacion y el de las matematicas; pero tras su breve formacion matema-
tica universitaria, su trayectoria derivo hacia la educacion escolar. Pero ha sido precisa-
mente esa experiencia escolar la que la lleva, finalmente al campo de la formacion de
maestras/os en educacion matematica, cumpliendo asi un proceso que, historicamente,
abarca mas de un siglo.

CONCLUSIONES

Aunque no resulta una novedad, conviene insistir en la necesidad de utilizar la pers-
pectiva biografica para el estudio del profesorado (necesidad extrapolable a cualquier
otro ambito profesional). S6lo conociendo toda la trayectoria personal de un sujeto se
esta en disposicion de comprender como se ha ido conformando y evolucionando dicha
trayectoria. En el caso de Maria Antonia Canals, su trayectoria profesional esta centrada
en la educacion y en las matematicas.

Su origen familiar y su entorno social le sirvieron para sentar las bases de como ella
entiende la educacion en general y la educacion matematica en particular. Cuando esas
bases son lo suficientemente solidas, las diferentes oportunidades que se presentan en su
biografia no le hacen abandonarlas, sino que son esos principios (pedagogicos y también
morales) los que le permiten orientarse entre ellas.

La innovacion docente tiene que estar orientada desde la practica escolar. Si lo que se
pretende es traspasar los limites de la investigacion, hacia el ambito de la investigacion,
el desarrollo y la innovacion, resulta fundamental la reflexion sobre las practicas escola-
res, orientada siempre desde el interés del alumno como sujeto de su propia educacion.
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El desarrollo de cualquier proyecto educativo requiere de un equipo docente compro-
metido con el mismo, de ahi la importancia de la formacion docente para cualquier sis-
tema educativo. Sin equipos docentes no hay proyectos educativos, por lo que cualquier
sistema educativo que no promueva, consolide y mantenga este tipo de equipos, esta in-
capacitado para desarrollar proyectos educativos coherentes.
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movimiento ondulatorio y del sonido

Francisco Moreno Soto
LE.S. “Zurbaran” (Badajoz)

INTRODUCCION

Uno de los problemas que encontramos en la asignatura Matematicas Il de 2° de Ba-
chillerato es que, en muchas ocasiones, la temporalizacion de la materia no satisface las
necesidades de uso de herramientas matematicas en otras disciplinas como la Fisica. En
este nivel, tampoco podemos pasar por alto la dificultad que los alumnos encuentran con
la asimilacion de los conceptos matematicos y su aplicacion a otras areas. Parece asi evi-
dente la necesidad de poner en marcha todos los recursos de los que disponemos, y en
particular los relacionados con las TIC, para conseguir tanto una correcta asimilacion del
contenido matematico como su correcta extrapolacion a otras materias, en aras a conse-
guir un proceso de ensefianza-aprendizaje de calidad.

Veamos con un ejemplo como podemos soslayar estos problemas. Para ello, expon-
dremos a lo largo de este trabajo una unidad didactica en la que con el uso de la Pizarra
Digital Interactiva, el software libre Graphmatica y el programa Ondas 2.1 trabaja-
remos el Analisis de funciones y aplicaremos lo aprendido en el estudio del movimiento
ondulatorio y el sonido.

Con el objetivo de buscar soluciones tanto al problema de la temporalizaciéon, como
al de la extrapolacion de los conocimientos matematicos desarrollaremos esta unidad de
forma conjunta con los compafieros del Departamento de Fisica y Quimica. La unidad
didactica esta organizada de modo que en cada sesion los alumnos trabajen la unidad du-
rante dos horas seguidas: la hora de Matematicas y la de Fisica, evitando asi un retraso
con respecto a la temporalizacion general del curso
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LA IMPORTANCIA DEL TRABAJO CONJUNTO

El peso de las evidencias y las conclusiones de multiples estudios sefialan con cla-
ridad y contundencia que el trabajo colaborativo entre profesores constituye uno de
los mas determinantes criterios de calidad. Estudios como los de Mufioz-Repiso y
otros (1995), en el contexto espafiol, refuerzan estas tesis. Son multiples las eviden-
cias e indicios que avalan la certeza de la afirmacion anterior. Asi, la idea y la nece-
sidad del trabajo entre ensefiantes que comparten la educacion de un contingente de
alumnos en el mismo establecimiento escolar, basado en la colaboracion, se justifica
por numerosos motivos. Algunos, aunque no siempre considerados en nuestras prac-
ticas como ensefiantes, conviene recordarlos aunque son bien evidentes y de sentido
comun:

— La accion sinérgica suele ser mas efectiva y eficaz que la accion individual o que
la simple adicion de acciones individuales. Mediante la colaboracion parece mas
factible mejorar las ayudas pedagdgicas que proporcionamos a nuestros estudian-
tes, ofrecer una oferta educativa mas completa.

— La colaboracion mediante el trabajo en equipo permite analizar en comun proble-
mas que son comunes, con mayores y mejores criterios.

A estas razones habria que afiadir una que parece fundamental: la colaboracion me-
diante el trabajo en equipo es un objetivo en la educacion escolar. Los curriculos que se
desarrollan en la totalidad de los paises democraticos recogen con claridad el encargo
que tienen los ensefiantes de capacitar a sus alumnos para esas tareas. Como consecuen-
cia, si los profesores no damos ejemplo de trabajo colaborativo mediante practicas ba-
sadas en el trabajo en comun, la coordinacion y la ayuda mutua, dificilmente podremos
ser creibles y conseguir las capacidades que, en ese sentido, parece que deberiamos pre-
tender en los alumnos.

Al referirnos a trabajo colaborativo, queremos designar la accion de obrar conjunta-
mente con otro u otros con el proposito compartido de alcanzar un mismo fin. La accion
de colaborar puede desarrollarse entre diversos estamentos: profesorado, alumnado, pa-
dres y madres; entre servicios: inspeccion, servicios psicopedagogicos de apoyo a los
centros...; entre centros educativos, etc. En este caso, la colaboracion entre docentes, es
un modo de trabajar de dos o mas personas, compartiendo recursos, para alcanzar unos
propositos especificos durante un periodo de tiempo determinado, que tiene como carac-
teristicas y requisitos principales los siguientes:

i) Es voluntario.

ii) Esta establecido en términos de colegialidad, entre iguales; no existe predominio
por parte de ninguno de los agentes; en igualdad de condiciones independiente-
mente de rangos jerarquicos o situaciones administrativas.

iii) Se basa en la lealtad y en la confianza reciprocas.

iv) Implica, por tanto, un determinado planteamiento ideoldgico (ausencia de jerar-
quias, equidad, igualdad entre participantes, voluntad de transformacion y me-
jora...) (Hall y Wallace, 1993).
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v) Supone, a diferencia de la simple cooperacion, realizar en comun, participativa-
mente, el disefio de lo que se pretende alcanzar o desarrollar; acordar la metodo-
logia de trabajo y discutir y evaluar en comun el proceso y los resultados.

Un equipo de trabajo consiste en un grupo de personas trabajando juntas las cua-
les comparten percepciones, tienen una propuesta en comun, estan de acuerdo con los
procedimientos.

EL PROGRAMA GRAPHMATICA Y LA PIZARRA DIGITAL INTERACTIVA
(PDI)

Graphmatica

Es una aplicacion informatica de cardcter matematico especialmente disefiada para
graficar funciones. Algunas de las caracteristicas que presenta son:

— Automaticamente determina el tipo de grafico que colocamos basidndose en las
variables usadas

— Reconoce dominios de ecuaciones, si los incluimos.

— Ajusta la razén x/y cuando modificamos el rango de los ejes o cambia el ta-
mafio de la ventana de graficos para que se mantenga el aspecto apropiado del
grafico.

— Soporta inecuaciones cartesianas.

— El procesador de ecuaciones sigue las reglas matematicas: multiplicacion impli-
cita, libreria completa de funciones matematicas, y no es necesario aislar varia-
bles antes de graficar.

— También es posible realizar calculo numérico y simbolico: derivadas, integrales y
puntos criticos de cualquier funcion cartesiana.

La Pizarra Digital Interactiva

Cada vez existe mayor nimero de recursos tecnoldgicos en las aulas y uno de los
mas utilizados es el videoproyector. Un paso mds en esta tecnologia son las Piza-
rras Digitales (PD) y las Pizarras Digitales Interactivas (PDI), que aporta mayo-
res ventajas.

La PD es sistema tecnoldgico, generalmente integrado por un ordenador y un video-
proyector que permite proyectar en una superficie plana contenidos digitales en un for-
mato idoneo para visualizacion en grupo.

La “Pizarra Interactiva”, también denominada “Pizarra Digital Interactiva”(PDi)
consiste en un ordenador conectado a un videoproyector, que muestra la senal de dicho
ordenador sobre una superficie lisa y rigida, sensible al tacto o no, desde la que se puede
controlar el ordenador, hacer anotaciones manuscritas sobre cualquier imagen proyec-
tada, asi como guardarlas, imprimirlas, enviarlas por correo electrénico y exportarlas
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a diversos formatos. La principal funcion de la pizarra es, pues, controlar el ordenador
mediante esta superficie con un boligrafo, el dedo -en algunos casos- u otro dispositivo
como si de un raton se tratara. Es lo que nos da interactividad con la imagen y lo que lo
diferencia de una pizarra digital normal (ordenador + proyector).

Ventajas de su uso conjunto

— Haciendo uso de Graphmatica junto con la Pizarra Digital Interactiva podemos
exponer con claridad, rapidez y precision gran parte del tema de funciones y gra-
ficas que nos ocupa. - Es un elemento motivador para el aprendizaje de los alum-
nos, aumentando sus aportaciones en clase, la atencion y retentiva de éstos gracias
a su mayor participacion.

— Aumenta la comprension: permitiendo mostrar mas ejemplos para comentar y
ademas permite visualizar conceptos y procesos complejos, dificiles o imposibles
de exponer en clase con la pizarra tradicional.

— Se pueden preparar clases mucho mas atractivas y documentadas, permitiendo
guardar los materiales que se van creando. Esto también es fuente de motivacion
para el docente, ademas de obtener mejores resultados de sus alumnos.

— Ayuda en Educacion Especial, pudiendo compensar problemas de visién (en
la PDI se puede trabajar con caracteres grandes), audicion (la PDI potencia un
aprendizaje visual), coordinacion psicomotriz (en la PDI se puede interactuar sin
raton ni teclado)...

Vamos a aprovechar estas caracteristicas para representar con el programa Graph-
matica un sistema de ejes cartesianos y, con la PDI, interactuar directamente sobre la
superficie de proyeccion. El objetivo es desarrollar el tema de funciones mediante el len-
guaje de las graficas con ayuda de los recursos TIC mencionados.

EL SOFTWARE ONDAS 2.1.

Esta herramienta se dirige fundamentalmente al alumnado y a docentes del ultimo
curso de la Educacion Secundaria, como un complemento de las clases y de las prac-
ticas y experiencias respecto a la Fisica Ondulatoria, con la que se pretende, de forma
cualitativa:

e Comprender los aspectos basicos de la interferencia mediante la superposicion de
pulsos.

e Analizar algunos de los parametros que intervienen en el movimiento ondulatorio.

*  Modelizar dos fenomenos tipicamente ondulatorios: la interferencia y la difraccion.

e Dar una vision tnica de la interferencia y la difraccion, independientemente de la
naturaleza del movimiento ondulatorio.
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* Completar la informacion de la interferencia y difraccion de las experiencias con
la cubeta de ondas y el laser a través de graficos de la perturbacion total y del cua-
drado de la amplitud.

e Comprender el concepto de Paquete de ondas y su importancia en la formulacion
de la mecanica cuantica.

Las modelizaciones que se proponen en los distintos modulos estan limitadas al ana-
lisis del movimiento ondulatorio en una y dos dimensiones.

Desde un punto de vista fisico, el objetivo del programa es facilitar la manipulacién
de los fenomenos ondulatorios mencionados, en ocasiones a expensas de la precision, es
decir, se trata de una herramienta didéctica y no de un simulador.

EL SISTEMA EDUCATIVO EXTREMENO

“Tras quedarse fuera de todas las revoluciones, Extremadura no podia dejar pasar de
largo también la tecnoldgica”. Esta premisa que fue la que motivé al Gobierno autono-
mico a implantar un plan de informatizacion de la ensefianza en 2002. La apuesta fue
total: equipos informaticos, conexion a internet, formacion al profesorado y, lo mas des-
tacado, el desarrollo -por primera vez en Espafia- de un sistema operativo especifico para
la educacion basado en software libre, el GNU LinEx, que después copiarian Andalucia,
Valencia, Madrid o Castilla-La Mancha.

El sistema educativo extremefio cuenta con mas de 70.000 ordenadores. EI 99% usa
exclusivamente programas de codigo abierto, totalmente gratuitos. Ademas, el desarrollo
y el mantenimiento de LinEx es asumido directamente por la Administracion para elimi-
nar los limites econdémicos en el acceso a las tecnologias. De hecho, se asignd un funcio-
nario técnico a cada centro para administrar la intranet

UN PASO POR DELANTE: LAS AULAS EXTREMENAS YA TIENEN
PORTATILES

El anuncio del Ministerio de Educacion de dotar con portatiles a los alumnos de 5° de
Primaria el curso 2009-2010 cayd “muy de sorpresa”. En Extremadura, ya disponemos
de portatiles en todos los institutos
UNIDAD DIDACTICA

Pasemos ahora a describir la unidad didactica de la que estamos hablando

Caracterizacion de funciones.
Aplicacion al estudio del movimiento ondulatorio y del sonido
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IDENTIFICACION / CONTEXTUALIZACION

Asignaturas: Matematicas Il y Fisica

Nivel educativo y curso: 2° de Bachillerato.

Tematica concreta: Andlisis de funciones. Movimiento ondulatorio. Estudio del

sonido.

Objetivos:

— Comprender y aplicar los conceptos y procedimientos matematicos propios del
Analisis de funciones a otras ciencias.

— Emplear los recursos aportados por las tecnologias actuales (PDI, Graphmatica)
para obtener y procesar informacion, facilitar la comprension de fendmenos di-
namicos, ahorrar tiempo en los calculos y servir como herramienta en la resolu-
cion de problemas.

— Reforzar el aprendizaje de conceptos y procedimientos propios del analisis de
funciones, especialmente de las funciones sinusoidales.

— Reforzar el aprendizaje de conceptos y procedimientos propios de las ondas y el
sonido.

— Manejar la experimentacion y la modelizacion asistidas por ordenador de fenome-
nos fisicos (sonido, ondas).

— Dinamizar el estudio de este tema complementando sus aspectos abstracto y for-
mal con representaciones visuales y auditivas.

Duracion de la actividad: 5 sesiones.

Numero de alumnos y caracteristicas:

Grupo reducido de alumnos de 17 a 18 afios, de un instituto de ensefianza secunda-
ria. Todos disponen de ordenador en sus casas y tienen acceso a los programas que uti-
lizaremos. También disponemos de un ordenador portatil por alumno en el laboratorio

Pizarra digital utilizada:

Se utiliza la pizarra digital interactiva fija montada en el laboratorio de Fisica y un
portatil con los programas y archivos de imagenes y sonidos previamente cargados. Tam-
bién es necesario acoplar un micréfono normal de PC, y como reproductor de sonido, el
altavoz del portatil, o uno conectado a él, dado el reducido niimero de alumnos.

Recursos:

— Libro de texto y cuaderno de apuntes y ejercicios, como en una clase habitual.

— Graphmatica Es una aplicacion informatica de caracter matematico especialmente
diseiada para graficar funciones

— Programa ONDAS 2.1. (http://eureka.ya.com/explorar). Se trata de un simulador
sencillo que presenta modelizaciones de fendmenos ondulatorios producidos por
ondas armonicas (propagacion, interferencia, difraccion, etc.).

— Programa Creative Wave Studio (CTWAVE 32: disponible en el software asociado
a la tarjeta de sonido Sound Blaster).

— Algunos archivos de imagenes, texto o sonidos para utilizar en las sesiones rela-
cionadas con el tema seleccionado.
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DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD
Breve descripcion:

Comenzamos el curso por el bloque de Analisis para evitar el problema que sefiala-
mos en la introduccion respecto a la temporalizacion de los contenidos de las materias
Matematicas y Fisica. Asi durante una serie de sesiones, que abarca parte del primer tri-
mestre, estudiamos los conceptos de limites, continuidad, derivadas, propiedades de las
funciones derivables y aplicaciones de la derivada. Una vez trabajado el bloque de Ana-
lisis, procedemos a desarrollar las sesiones en las que aplicamos los conceptos estudia-
dos anteriormente a la descripcion del movimiento ondulatorio y del sonido.

El profesor de Matematicas dedica dos de estas sesiones a que el alumno se familia-
rice con las caracteristicas esenciales del programa Graphmatica y a la aplicacion de las
mismas al estudio de funciones sinusoidales. Algunas de las caracteristicas esenciales de
este software han sido enumeradas anteriormente.

Mia [t Ram Ooaou kok Cibun g
OFRED v F¥¥y R4 % i rh HEB
T

Figura 1

Posteriomente, dedicamos tres sesiones a la aplicacion de lo estudiado en la clase de
Matematicas al estudio del movimiento ondulatorio y del sonido. Estas tres sesiones se
desarrollan conjuntamente con el profesor de Fisica. Para ello, en una primera sesion
se presenta ante los alumnos una serie de modelizaciones de fenomenos propios de las
ondas armdnicas que tienen que ver con su propagacion e interferencia. Con ayuda del
programa ONDAS, se muestran los graficos elongacion-posicion de las ondas individua-
les, de su superposicion y del cuadrado de la amplitud (intensidad), evolucionando con el
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Figura 2.

tiempo. Durante la actividad, tanto el profesor de Fisica como el profesor de Matemati-
cas explican el significado de los graficos y proponen a los alumnos preguntas y sugeren-
cias para comprobarlas a continuacion. Véase Figura 2.

Las sesiones segunda y tercera se desarrollan mientras se trata el tema del sonido. En
las explicaciones preliminares se utiliza la pizarra digital para ilustrar las explicaciones
de los profesores con algunos esquemas e imagenes fijas (curvas habituales en el tema,
caracteristicas principales de estas, percepcion del sonido, fuentes de sonido, diagrama
de audicidn, etc.) y posteriormente volvemos a recordar como podemos utilizar el pro-
grama Graphmatica para construir esas curvas.

A continuacién se utiliza el programa CTWAVE 32 para grabar sonidos directa-
mente o procesar archivos de sonido previamente grabados y analizar los parametros
de su onda sonora, como la frecuencia, amplitud, o su composiciéon armonica. Esto per-
mite medir las caracteristicas de los sonidos y relacionarlas con las propiedades perci-
bidas por el oido

Listado de actividades propuestas a los alumnos:
1. Representacion de curvas

— El docente facilita un documento a cada alumno en el que haya ejercicios del tipo
siguiente:

De acuerdo con el teorema de Fourier, “cualquier funcion periodica puede expre-
sarse como suma de una serie de funciones seno y coseno” (en casos particulares, sélo
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de senos o s6lo de cosenos). La utilidad de este teorema estriba en que permite reducir
el analisis del movimiento ondulatorio al de las ondas sinusoidales. Asi, si tenemos un
movimiento ondulatorio de ecuacion y = f{x - v-¢), es posible considerarlo formado por
la superposicion de los movimientos ondulatorios que corresponden a los términos de la
serie trigonométrica en que podemos descomponer la funcién dada. Ademas, si no se co-
noce la ecuacion del movimiento ondulatorio pero se dispone de una representacion gra-
fica del mismo pueden determinarse sus componentes por medios mecanicos.

Como ejemplo de una serie de Fourier, la onda rectangular representada en la figura
(a) puede obtenerse como suma de la serie:

y=A-senx+ 1/3 A-sen 3x + 1/5 A-sen 5x + ...

En la figura (b) se han representado los tres primeros términos de esta serie, y en la
(c) su suma. Obsérvese que, con s6lo sumar tres términos, la serie sinusoidal ya se apro-
xima a la forma de la onda dada.
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Figura 3.

Lleva a cabo este estudio con Graphmatica
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1. Modelizacion de fenomenos ondulatorios con el programa ONDAS:

— Observacioén de pulsos y ondas arménicas en una o en dos dimensiones: se repre-
sentan frente al espacio la evolucion en el tiempo de ondas individuales, de su superpo-
sicion, y del cuadrado de su amplitud (mapa de intensidad). Se analiza matematicamente
lo observado.

Se estudia el efecto producido al cambiar los parametros de cada onda (longitud de
onda, fase inicial, velocidad y amplitud).

— Proyeccion del video AVI del mismo programa que muestra la interferencia de dos
ondas circulares superficiales y su mapa de intensidades, que permite comprender la in-
terferencia de las ondas en la superficie de un estanque.

111 Andalisis de sonidos con el programa CTWAVE 32:

— Medida experimental de la frecuencia, amplitud y periodo de un sonido cualquiera
a partir del registro de su onda sonora. Relacioén con las representaciones graficas pre-
viamente obtenidas

— Relacionar sonoridad, tono y timbre de un sonido con los parametros de su onda:
amplitud, frecuencia y complejidad arménica. Por ejemplo, comparando varias notas en
varios instrumentos musicales.

Papel de los alumnos:

Los alumnos participan desde sus asientos proponiendo y llevando a la practica cam-
bios o modificaciones en las simulaciones, o discutiendo entre todos cuestiones que sur-
jan durante la actividad ante lo visto en la pantalla. También participan mas activamente,
por turno, produciendo y grabando frente al ordenador los sonidos propuestos por el pro-
fesor o ellos mismos, para analizar a continuacion, con la ayuda del profesor de Mate-
maticas, los graficos obtenidos en la pantalla. El docente invitara a algunos alumnos o
alumnas a proyectar sus resultados al grupo y, si se dispone de pizarras individuales (Ta-
bletPC), el alumnado puede resolver sus ejercicios al grupo desde cada mesa (En la en-
seflanza publica esto es, a dia de hoy, una utopia).

Papel del profesor:

El profesor dirige la actividad demandando la participacion y avivando el interés
de los alumnos (cada uno en su area). Explica la estructura y manejo basicos del pro-
grama. Mientras explica los conceptos basicos, muestra la simulaciéon de los mismos.
Propone retos, formula preguntas y anima a los alumnos a que comprueben las res-
puestas en ese mismo instante, experimentando frente a su ordenador o frente a la pi-
zarra digital (Esto ultimo implica una cierta familiarizacion con el uso de este recurso).
También emplaza a los alumnos a que sigan investigando mas posibilidades en el or-
denador de sus casas.

Evaluacion de la actividad:

La evaluacion se basa en una encuesta informal a los alumnos acerca de qué les ha
aportado esta actividad, y en los resultados de la prueba escrita en la que se evaluan todos
los contenidos del bloque de Analisis (Matematicas) y del bloque de vibraciones y ondas
(Fisica).
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También evaluamos los resultados, teniendo en cuenta tanto la destreza en el
manejo de los recursos como la correcta asimilacion de la materia curricular. Por
ello conviene que los resultados de los ejercicios que han resuelto los alumnos que-
den almacenados para que el docente los pueda revisar después o que cada alumno
resuelva un ejercicio en la Ultima sesidén para poder comprobar la adquisicion de
conocimientos.

CONCLUSIONES

Una experiencia docente como la que acabamos de exponer no estaria completa
sino se exponen los resultados de la misma. Una de las maneras de cuantificar dichos
resultados es la de observar las calificaciones obtenidas en las dos materias implica-
das. Asi, a continuacion se expondran los resultados obtenidos en las pruebas de eva-
luacién correspondientes al bloque de Analisis en Matematicas 11 y al estudio de las

ondas en Fisica.
2008/2009 2010/2011 2011/2012
Matematicas I  Fisica | Matematicas I  Fisica Matematicas II Fisica
5 4,6 8 9,4 7 7,8
2 3.9 4 4,1 2 4,4
1 34 4 6,5 2 9
1 52 4 3,6 4 52
6 6,3 9 9,6 9 9,6
8 8,9 9 9,1 10 9,6
3 2,2 7 8,3
8 8,5
6 7,3
Nota Nota Nota
Nota Media Media Nota Media Media Nota Media Media
3,8 54 5,9 6,4 6,1 7,7

Tabla 1. Comparativa de notas

Los primeros resultados, curso 2008/2009, reflejan las notas de ambas materias antes
de llevar a cabo la experiencia descrita en este trabajo (Muestra control). Los siguientes,
curso 2010/2011, se corresponden con los del primer afio que se llevé a cabo la experien-
cia. Por ultimo, los del curso 2011/2012 se refieren al ultimo afio en el que se ha llevado
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a cabo esta experiencia y en el que ya se han corregido algunos de los fallos detectados
en el curso anterior durante el desarrollo de la mismat.

Veamos que conclusiones obtenemos de los datos anteriores

1) Tanto en Matematicas como en Fisica observamos una mejora de los resultados
obtenidos. Si nos centramos en la evolucion de las notas medias a lo largo de los cursos

Matematicas: 3.8 < 5.9 <6.1
Fisica: 5.4 <6.4<7.7

vemos que:

e Claramente los resultados mejoran respecto al afio control en el que aun no se
habia llevado a cabo la experiencia

e En el Gltimo curso, 2011/12, los resultados son mejores que en el 2010/11, primer
afio en el que se habia llevado a cabo la experiencia

e Los resultados en Fisica son siempre mejores que en Matematicas

2) Si observamos la nube de puntos construida con los datos obtenidos, esta refleja
claramente una correlacion lineal positiva entre los resultados en ambas materias.

Calificacion Analisis - Calificacion Ondas

0 T L] L] L] T
0 2 4 6 8 10 12
. . . y =0,6772x + 2,9961
Calificacion Analisis R2= 00,6333
Figura 4.

Si llevamos a cabo un ajuste lineal obtenemos un coeficiente de determinacion R2 =
0,6333. En este tipo de ajuste este coeficiente coincide con el coeficiente de correlacion
lineal, por lo que tenemos r2 = 0,6333 o equivalentemente r = 0,796 =~ 0,8, lo que indica
una correlacion lineal positiva bastante fuerte

Por tanto, podemos concluir que la mejora en la asimilacion de conocimientos en el
bloque de Analisis en Matematicas lleva asociada una mejora evidente en este campo de
la Fisica dedicado a las ondas.

1. Los profesores encargados de desarrollar esta experiencia han sido los mismos durante los tres cursos
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Esta conclusion conduce a pensar que el planteamiento de experiencias docentes
como la expuesta en este trabajo pueden resultar de interés para el logro del objetivo
planteado: “una mejora en la asimilacion de los conceptos matematicos y en su extrapola-
cion a otras materias, mediante el trabajo conjunto e interdisciplinar y el uso de las TIC”

Valoraciones
Ventajas que aporta el uso de la pizarra digital:

Los alumnos se muestran mucho mas motivados y participativos que en una clase ha-
bitual. También pueden mostrar interés por seguir investigando en el ordenador de sus
casas aspectos relacionados con lo visto en la clase. Con esta unidad didactica se persi-
gue la integracion, muy interesante desde el punto de vista didactico, de la explicacion
del profesor, el trabajo conjunto de profesores de varias materias, la resolucion de ejerci-
cios, el trabajo de laboratorio y la discusion en grupo.

REFLEXION FINAL

Con esta experiencia se puede comprobar que la pizarra digital es una herramienta di-
dactica muy potente en la ensefianza de las ciencias experimentales. En especial, permite
ayudar al alumno a asimilar fendmenos dificiles de comprender si se recurre solo a pala-
bras o al formalismo matematico, como puede ser el de las ondas.
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Resumen: La Historia de las Matematicas y el conocimiento de la génesis y evolucion
de los contenidos matematicos desemperian un papel fundamental en la formacion de los
Profesores de Matematicas, como muchos autores vienen sefialando desde hace ya mas
de un siglo. Sin embargo, este enfoque todavia no esta plenamente asentado en nuestros
estudios de grado y posgrado, aun siendo cada vez mas demandado. En este trabajo pre-
sentamos una experiencia docente en relacion con un Trabajo Fin de Master realizado
dentro del Programa de Master Interuniversitario Matemdticas, que versa sobre la his-
toria del Teorema de Rolle.

El Teorema de Rolle es un resultado fundamental de Andlisis Matemdtico que nues-
tros alumnos de Bachillerato estudian. Sin embargo, suele desconocerse quién era Rolle
v la historia del teorema que lleva su nombre. En este trabajo mostramos el perfil alge-
brista de Rolle y como expuso su Teorema en un contexto algebraico, totalmente alejado
del Calculo; e indagamos en el proceso mediante el cual el Teorema de Rolle muta del
Algebra al Andlisis a lo largo de los siglos XVIII y XIX.

Palabras clave: Teorema de Rolle, Historia, Educacion Matematica

About the origin and evolution
of the Rolle’s Theorem

Abstract: The History of Mathematics and the knowledge of the genesis and evolution
of the mathematical contents play a basic role in the training of teachers of mathematics,
as many authors have pointed out since more than one century ago. However, this ap-
proach is not fully seated still in our postgraduate (and grade) programs, in spite of its
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demand. In this work we show a teaching experience in relation to a Master Thesis work
which was carried out within the Interuniversity Master's Programme ‘“Mathematics”,
which deals with the history of Rolle’s theorem.

The Rolle’s Theorem is a fundamental result of Mathematical Analysis which is stu-
died by our High School students. Nevertheless, it is not usually known who was Rolle
and the history of the theorem that takes his name. In this work we show the algebraic
profile of Rolle and how he exposed his Theorem in an algebraic context unrelated with
Calculus, and we investigate in the process by means of which the Theorem mutates from
the Algebra to the Analysis throughout the XVIIIth and XIXth century.

Keywords: Rolle’s Theorem, History, Mathematics Education.

MOTIVACION DE LA EXPERIENCIA DOCENTE.

Las normativas educativas actuales, asi como los planes de calidad que las acompa-
flan, ya contemplan de forma precisa las necesidades formativas especificas de nuestros
profesores de Ensefianza Secundaria. Es por ello que la Ley Orgénica de Educacion de
2006 articul6 una formacion de posgrado orientada a la especializacion profesional, que
es la que habilita para el ejercicio de las profesiones de Profesor de Ensefianza Secunda-
ria Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de Idiomas (final-
mente regulada con la Resolucion de 17 de diciembre de 2007).

En cuanto a los profesores de Bachillerato en activo, la adquisicion (y acreditacion)
de un nivel de formaciéon mas cualificado se reconoce por la Administraciéon como mérito
curricular (véase, por ejemplo, el apartado titulado Méritos Académicos, en el baremo
del RD 850/1993 de 4 de junio a que se refiere la Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre,
de la Ordenacion General del Sistema Educativo).

Sea como fuere, el hecho es que son muchos los profesores de Ensefianza Secunda-
ria (con o sin empleo) que demandan actualmente una formacion de posgrado, que en un
momento dado (ya sea a corto o a medio plazo) los habilite para realizar una Tesis Doc-
toral. Al menos esa es nuestra impresion personal. Y ademads, parece que buena parte de
los alumnos de posgrado con este perfil perciben como ajenos muchos de los temas de
investigacion que se trabajan habitualmente en las distintas lineas de investigacion de los
masteres universitarios (por considerarlos desvinculados de las materias y problematicas
que les competen como profesores de Ensenanza Secundaria). Dicho de otro modo: por
lo general, estos alumnos de tercer ciclo no se sienten atraidos por adquirir las compe-
tencias necesarias para realizar una labor investigadora similar a la que realizan los pro-
fesores de universidad y los investigadores de los organismos publicos de investigacion,
en temas que nada tienen que ver con la Enseflanza Secundaria, y hacerlo ademas con
el “handicap” (o la desventaja) de tener que desarrollar dicha actividad vinculados a un
puesto de trabajo que no estd pensado para ello. De hecho, probablemente, no conside-
ren factible ni rentable el esfuerzo de formacion requerido para hacer de la investigacion
una doble actividad profesional que discurra en paralelo a la de profesor de Bachillerato
(que es la remunerada para ellos). Podriamos decir que sélo excepcionalmente, o de ma-
nera coyuntural, estos alumnos se refugian en la Ensefianza Secundaria para, desde alli,
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colaborar con la investigacion que se hace en las universidades en determinados temas
muy especializados, desligados de los que atafien la docencia preuniversitaria.

Por otra parte, como argumentabamos antes, los alumnos de posgrado que respon-
den al perfil de Profesor de Secundaria tienen necesidades formativas propias, de-
rivadas de la importancia y la complejidad de su labor profesional, asi como de los
estandares de calidad actuales requeridos desde el marco europeo de educacion en el
que estamos inmersos. Parecen por tanto demandar una formacién especifica que, fo-
mentandola y llevandola a buen puerto, los capacite al maximo nivel en su propio
desempefio docente como profesores de Ensefianza Secundaria. Se configura asi la
Educacion Matematica en el foro interdisciplinar (o trasfronterizo) que ha de servir de
punto de encuentro desde el cual impulsar y canalizar todas estas necesidades forma-
tivas. Y dentro de la Educacion Matematica ha de concebirse, como no podria ser de
otro modo, la Historia de la Matematica como una herramienta estructural y procedi-
mental de primer nivel.

En relacion con la problematica descrita se presenta a continuaciéon una experiencia
docente. Para ello haremos un resumen (evitando aqui los desarrollos matematicos) del
Trabajo Fin de Master realizado por el primer autor de esta ponencia bajo la direccion de
la segunda autora, dentro del Programa de Master Interuniversitario “Matematicas” (im-
partido por varias universidades andaluzas).

INTRODUCCION AL ESTUDIO REALIZADO

Uno de los principales resultados del Analisis Matematico es el Teorema de Rolle.
Dicho teorema, en su version moderna, afirma lo siguiente:

Sea una funcion real de variable real f:[a, b] — R, continua en [a, b] y derivable
en la, b[. Si fla) = f(b), entonces existe un valor c € la, b| tal que f'(c) = 0.

Como es bien conocido, el Teorema de Rolle, el Teorema del valor medio de La-
grange y el Teorema del valor medio generalizado de Cauchy son resultados equivalen-
tes (a partir de cada uno de ellos se deducen los dos restantes), y como corolario de ellos
se obtienen todos los resultados fundamentales del Calculo Diferencial (como son el de-
sarrollo en serie de Taylor, la regla de I’Hopital para el calculo de limites indeterminados,
asi como los teoremas clasicos para el calculo de maximos y de minimos que permiten
el estudio y la representacion de funciones).

En los textos actuales, por lo general, para demostrar el Teorema de Rolle se usan los
teoremas de Bolzano-Weierstrass (sobre la condicion necesaria de extremo relativo, ob-
tenida a partir del teorema de los ceros de Bolzano) y de Weierstrass (sobre funciones
continuas definidas en un intervalo cerrado y acotado). Por tanto, la secuencia logica de
los teoremas anteriores es la siguiente:

B-W (1817) - Weierstrass (1850) - Rolle (1691) - Lagrange (1801) - Cauchy (1823).
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Claramente se aprecia en la sucesion de estos resultados una llamativa anomalia
temporal: el teorema de Rolle es mas de cien afios anterior al resto de los teoremas
mencionados.

Esto se debe a que originalmente Rolle expuso su resultado en un contexto totalmente
alejado del Calculo. Rolle era un algebrista sin apego alguno al Calculo Infinitesimal,
que habia publicado su teorema (el Teorema de Rolle) en un tratado de Algebra, for-
mando parte del llamado Método de las Cascadas que €l habia ideado para resolver las
ecuaciones polindmicas. Por tanto, dicho resultado nacié en un contexto meramente al-
gebraico y fue demostrado con técnicas algebraicas.

Durante el siglo XVIII y primera mitad del XIX el Teorema de Rolle se mantuvo
como un resultado para la resolucion de ecuaciones que no llegd a alcanzar mucha re-
levancia. A partir de la segunda mitad del siglo XIX dicho teorema se transforma en un
resultado fundamental de Andlisis (paraddjicamente habiendo sido Rolle un detractor
destacado de esta disciplina). En las secciones posteriores se detalla el proceso mediante
el cual el Teorema de Rolle muta del Algebra al Analisis.

LA FIGURA DE MICHEL ROLLE

Como indica Fontanelle (1729), Michel Rolle naci6 el 21 de Abril de 1652 en Amber,
una pequefia ciudad de la region francesa de Auvernia, en el seno de una familia de clase
media. A los 23 afios viajo a Paris con la intencion de dar clases particulares. Debido a
sus habilidades matematicas y a su gusto por esta materia, pronto se empezo a interesar
por los trabajos de Diofanto y de Bachet de Meziriac y Jacques Ozanam (matematicos
contemporaneos afincados en Paris). Este tltimo fue un apasionado de las matematicas
recreativas que con frecuencia divulgaba acertijos y curiosidades matematicas muy po-
pulares en Francia. En 1682 Rolle consigui6 publicar en el Journal des Scavans la so-
lucion de un problema propuesto por Ozanam: “Encontrar cuatro nimeros tales que la
diferencia entre cada dos de ellos es tanto la suma de los tres primeros como un cua-
drado perfecto”.

La solucion de Rolle fue calificada de “elegante”, y le reporto cierta fama entre el cir-
culo de matematicos de la época. En particular, llamé la atencion de Jean-Baptiste Col-
bert, Ministro de Finanzas de entonces, que le otorgd una beca (que le permitié continuar
con sus trabajos matematicos) como premio a la publicacion mencionada. En 1685 Rolle
fue elegido miembro de la Academia de las Ciencias de Paris como “alumno de astro-
nomia”, responsable de preparar experimentos. Sobre esa fecha el Marqués de Louvois
(que era entonces el Ministro de la Guerra de Louis XIV) lo contraté como profesor tutor
para su cuarto hijo. A este tltimo Rolle le dedica su Traité d’Algebre de 1690, su obra
mas famosa, y su posterior Démonstration d une méthode pour résoudre les égalitez de
tous les degrez de 1691.

En 1699 la Academia de las Ciencias le concedio la “’Pension de Geometria”, cargo
de cierta relevancia. Ese mismo afio Rolle publicé su Methodes pour resoudre les ques-
tions indéterminées de I’algebre.

A principios del siglo XVIII, Michel Rolle se vio envuelto en una disputa desen-
cadenada en la Academia de las Ciencias, sobre la validez de los métodos del Calculo
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Infinitesimal de Newton y Leibniz, justo cuando I’Hoépital publicé en 1696 su obra
Analyse des infiniment petits. En relacion con esta polémica, por un lado estaban los se-
guidores del nuevo Calculo, y por otro los criticos con él. Rolle se posiciond de manera
activa en esta ultima faccion, denostando al Célculo Infinitesimal por su falta de rigor y
su propension al error. Posteriormente Rolle también criticd abiertamente la Geometria
de Descartes.

La criticas de Rolle al Calculo Infinitesimal, no exentas de algunas equivocaciones e
imprecisiones, sirvieron para poner de manifiesto la falta de rigor del Calculo por aquel
entonces lo que, en cierto modo, impulso la investigacion sobre los retos planteados por
una disciplina emergente que todavia no se habia acabado de entender (a falta de una
nocion rigurosa de limite). Jean Itard, en el Dictionary of Scientific Biography, fina-
liza la biografia de Rolle afirmando que “Rolle era un habil algebrista que rompid con
las técnicas cartesianas; y cuya oposicion a los métodos infinitesimales, a la postre, fue
beneficiosa”.

En 1708 Rolle sufri6é un ataque de apoplejia del que logr6 recuperarse. Muri6 el 8
de Noviembre de 1719, a la edad de 68 afios tras un segundo ataque que ya no resistio.

ORIGEN DEL TEOREMA DE ROLLE

Michel Rolle aport6é un método algebraico para localizar las raices de una ecuacion
polinémica de cualquier grado con una sola incégnita. El método aparece publicado en
su Traité d’Algebre de 1690, con el nombre de “Método de las Cascadas”.

Bajo una perspectiva analitica, el Método de las Cascadas de Rolle consiste en deri-
var sucesivamente la ecuacion polindmica original hasta llegar a una ecuacion de primer
grado, que facilmente se puede resolver. Una vez resuelta esta ecuacion de primer grado,
su solucién se usa para acotar (o delimitar) las soluciones de la ecuacion derivada ante-
rior, que es una ecuacion de segundo grado. A su vez, estas soluciones sirven para acotar
las de la derivada anterior; y asi sucesivamente hasta llegar a la ecuacion original, cuyas
raices quedan acotadas por las de su derivada. A las derivadas sucesivas de la ecuacion
original Rolle las llamé “cascadas”.

Por tanto, en terminologia actual, el Método de las Cascadas de Rolle se sustenta en
el siguiente resultado ubicado en el contexto de las funciones polindmicas:

Corolario (Rolle): Sea f{x) una funcion polinomica. Entre dos raices reales suce-
sivas de f'(x) = 0 no puede haber mds de una raiz real de f{x) = 0.

Por supuesto que Rolle no considera en ningiin momento la derivada de una funcion.
Lo que realmente hace es lo que se expone, de forma muy resumida, a continuacion:

En primer lugar, como explica en el Capitulo V del libro segundo de Traité d’Algebre,
Rolle somete la ecuacion a un proceso de “preparacion” por el cual, manipulando alge-
braicamente el polinomio original obtiene, en cuatro etapas, otro polinomio con coefi-
ciente lider igual a uno, y cuyas raices reales son todas positivas, y se relacionan con
las del polinomio de partida mediante un conveniente cambio de variable (para detalles
y justificacion del proceso véase Rolle (1690), asi como el Trabajo Fin de Master antes
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aludido). De este modo, en el Método de las Cascadas se parte de una ecuacion polino-
mica ya preparada (por lo que sus raices son todas positivas):

g+ a1 x+ apx> + -+ a, x™ L+ x" =0,

Entonces se multiplica cada término de la ecuacion por los correspondientes términos
de la progresion aritmética 0, 1, 2, 3, ..., n, con lo que se obtiene

0ap+ lajx+ 2a,x*> +---+ (n— Da,_x™ '+ nx™ = 0.

Rolle sefiala que el método es valido para cualquier progresion aritmética que se uti-
lice. Como indica Barrow-Green (2009, p.741), Johann Hudde habia empleado ya esta
técnica de multiplicar cada término del polinomio por los correspondientes términos de
una progresion aritmética, si bien Rolle no hace ninguna referencia a Hudde.

A continuacion, se divide por la incdgnita x, obteniéndose la cascada:

a +2ax..+ (n— Da,x"2+nx™ =0

Reiterando el proceso se van obteniendo las sucesivas cascadas, hasta llegar a la pri-
mera cascada de la forma ax + b = 0, que se resuelve sin dificultad (Illamemos x, a su
solucion).

Ahora Rolle considera la cascada siguiente (que es un polinomio de grado dos) y ob-
tiene su gran hipotesis (esto es, una cota superior de sus raices que determina mediante

el valor 4 = (ﬂ +1) donde u es el valor absoluto del mayor coeficiente negativo de la ecua-
¢

cidn y c es el coeficiente lider), su pequeria hipotesis (que es una cota inferior de sus raices;
que por tratarse de polinomios con raices positivas la toma igual a cero), y sus Aipotesis me-
dias (que son las raices de la cascada anterior, en este caso, x,). En consecuencia, la cascada
que nos ocupa tendra una raiz en el intervalo [x,, 4]y otra en el intervalo [0, x,]. Mediante el
método de la biseccion, Rolle procura obtener buenas aproximaciones de estos valores (y si
es posible, el valor exacto), que de nuevo seran las hipotesis medias de la cascada
siguiente.

Asi, las raices de la cascada siguiente deben de estar contenidas en los intervalos de-
terminados por su gran hipotesis, las hipotesis medias recién obtenidas y cero (la pe-
queria hipotesis). De nuevo aplicara el método de la biseccion para aproximarlas. De este
modo se llegara finalmente a estimar las raices del polinomio de partida.

Rolle llama raices efectivas a las raices reales y distintas de una ecuacion polinémica;
y a las raices que no son efectivas las llama raices desfallecientes. A las raices reales y
multiples (contadas a partir de su segunda aparicion) Rolle las llama raices desfallecien-
tes de la primera especie, y a las raices complejas las llama raices desfallecientes de la
segunda especie. Ademas, Rolle es capaz de determinar (apoyandose en regla de los sig-
nos de Descartes) de qué tipo son las raices de la ecuacidn original a partir de la sucesion
de signos que resulta de evaluar las hipdtesis en las distintas cascadas. Finalmente incor-
pora estas casuisticas al Método de las Cascadas e indica coémo proceder.
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Rolle no aportd ninguna prueba de su método en su Traité d’Algebre de 1690, por lo
que fue objeto de criticas, y se vio obligado a publicar en 1691 el tratado Demonstration
d’une methode pour resoudre les egalitez de tous les degrez, donde se incluye la demos-
tracion del Método de las Cascadas.

Lo que prueba Rolle en esta tltima monografia es el siguiente resultado (que es una
version polindmica del actual Teorema de Rolle), del cual se deduce facilmente el Co-
rolario anterior.

Teorema (Rolle): Entre dos raices consecutivas de una ecuacion polinomica hay al
menos una raiz de su cascada (derivada).

Para demostrar este teorema, Rolle vuelve a suponer primeramente que las raices de
la ecuacion son reales y simples y estructura su prueba (el Método de las Cascadas) en 15
articulos y 22 corolarios de corte meramente algebraico. Posteriormente, en dicho texto
de 1691, Rolle también demuestra su teorema para ecuaciones con cualquier tipo de rai-
ces. Dichos resultados resultan bastante tediosos de exponer (véase Cajori (1911) o el
Trabajo Fin de Master que aqui se resume), y lo son mas aun si se tiene presente que, en
términos analiticos (esto es involucrando a la derivada), la demostracion del teorema an-
terior es casi inmediata. De hecho como indica Luis Espafiol (2011, p.175), si supone-
mos que el polinomio dado es

f(z) =(z-—a)(z=b)(z-¢)....(z—m)

y consideramos las raices ordenadas: @ < b < ¢ < - < m; entonces tomando por ejem-
plo las raices a y b se tiene que

f(a)=(a-b)(a-c)..la-m)
fb)=(b-alb-c)..[(b—m).

Claramente, /" (a) y f* (b) tienen signos distintos, pues sus factores tienen todos el
mismo signo excepto (a — b) y (b — a); con lo que f’(z) se anulara en un valor intermedio
entre a y b por razones de continuidad.

EVOLUCION DEL TEOREMA DE ROLLE

El resultado que Rolle incluy6 en su Método de las Cascadas fue aceptado y difun-
dido en los tratados de Algebra y de resoluciéon de ecuaciones que se fueron publicando
a lo largo del siglo XVIII y primera mitad del XIX. No obstante, siempre aparecia den-
tro de su contexto original, esto es, como un teorema de Algebra y no como un resultado
de Célculo.

Por otra parte, el Método de las Cascadas, y en consecuencia el resultado original
de Rolle en su marco algebraico de partida, aun siendo util, nunca goz6 de una especial
relevancia en el ambito de la localizacion de las raices de una ecuacion polinomica: el
método de Newton-Raphson para aproximar raices de una ecuaciéon polinomica (pu-
blicado por Newton en 1736 y por Raphson en 1690); y el resultado que Sturm demos-
tro en 1829 para aproximar raices de ecuaciones siempre fueron mas populares.
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Segun Cajori (1911) el resultado de Rolle aparece por primera vez en el Analyse de-
montrée, ou la méthode de résoudre les problémes des mathematiques de Charles-René
Reyneau, en 1708. Reyneau (1708, p. 290) afirma:

... Luego, las raices de una ecuacion [...] son limites de la nueva ecuacion que se
obtiene de la multiplicacion de cada término de la original por el numero que es
exponente de la incognita de ese término, y de su ultimo término por cero.

COROLARIO VII. QUE ES FUNDAMENTAL.
... las raices de esta ultima ecuacion son los limites de las raices de la ecuacion
propuesta...

Colin MacLaurin (1729, p. 88) demostro el siguiente resultado en un articulo publi-
cado en la revista Philosophical Transaction en 1729:

TEOREMA Ill. En general, las raices de la ecuacion

X" — Ax™ ' + Bx™ 2 - Cx"3&c =0

son limites de las raices de la ecuacion

nx" 1 —(n—1)Ax""2+ (n—2)Bx"3&c =0

[...] y reciprocamente, las raices de esta nueva ecuacion seran limites de las rai-
ces de la ecuacion propuesta

X" — Ax™ N+ Bx™2 - Cx"3&c =0

La primera vez que aparece el resultado de Rolle en un tratado de Calculo es en 1755,
de la mano de Euler, tal y como indican Barrow-Green (2009, p. 748) y Suarez Aleman
(2011, p. 46). Euler, en su Institutiones calculi differentialis (1755, p. 660) publica una
version del Teorema de Rolle dentro del contexto de resolucion de ecuaciones, pero por
primera vez dicho resultado aparece expresado en el lenguaje del Calculo:

... Se deduce que si la ecuacion z = () tiene dos raices reales, entonces la ecuacion

dz . . , . ., .
o 0 tiene necesariamente una raiz real. Igualmente, si la ecuacion z = 0 tiene

, ., dz . . ,

tres raices reales, entonces la ecuacion - 0 sin duda tiene dos raices reales. Y,
. ., . , ., dz

en general, si la ecuacion z = () tiene m raices reales, la ecuacion o 0 necesa-

riamente tiene por lo menos m — I raices.

Lagrange también ofrece su version del resultado de Rolle en su Traité de la résolu-
tion des équations numériques de tous les degrés de 1798. En la Nota VIII sobre los limi-
tes de las raices de ecuaciones, Lagrange (1798, p. 159) argumenta como sigue:
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Primeramente es evidente que la ecuacion Fx = 0 de grado m, tendra m raices
reales, y que la ecuacion derivada F'x = 0 de grado m—I tendra también ne-
cesariamente m—I raices reales, puesto que, entre dos raices reales consecuti-
vas de la ecuacion Fx = 0, cae siempre una raiz real de la ecuacion F'x = 0...

Segun Cajori (1911), Wilhelm Drobisch fue el primero en llamar al resultado de
Rolle Teorema de Rolle. Drobisch, en su tratado Grundziige der Lehre von den héheren
numerischen Gleichungen de 1834 establece tanto el Teorema de Rolle (esto es, el resul-
tado que Rolle proporciond en su Démonstration de 1691) como el Corolario de Rolle
(el resultado del Traité d’Algebre de 1690). En el indice de contenidos, Drobisch (1834)
escribe: “Los teoremas de Rolle sobre las acotaciones de las raices reales de la ecuacion
derivada por las raices reales de la original y viceversa.” (p. xxvi). Y en la pagina 177 del
libro de Drobisch se establece lo siguiente:

Se puede extender esta conclusion para cada ecuacion derivada posterior, y por
lo tanto establecer la proposicion general: dos raices reales de cada ecuacion de-
rivada encierran una raiz real de la ecuacion siguiente derivada, y por lo tanto se
puede utilizar para los mismos limites.

A partir de esta fecha, encontramos frecuentemente el Teorema de Rolle atribuido
a Rolle:

Por ejemplo, en 1840, Francois Moigno, un profesor de matematicas del College
Saint Geneviéve de Paris, escribe un articulo titulado Note sur la détermination du nom-
bre des racines réelles ou imaginaires d’une équation numérique comprises entre les li-
mites données. Théoremes de Rolle, de Budan ou de Fourier, de Descartes, de Sturm et
de Cauchy. En dicho articulo, en la pagina 86, se dice:

12. Teorema (teorema de Rolle). EI nitmero de raices reales de la ecuacion F(x) =0
comprendidas entre dos limites dados x,, X no puede nunca sobrepasar en una uni-
dad el numero de raices reales de la ecuacion derivada F’ (x) = 0 comprendidas
entre los mismos limites.

En 1844, Orly Terquem en su articulo Théorémes de Descartes, de Rolle, de Budan
et Fourier, de Mm. Sturm et Cauchy deduits d’'un seul principe llega a la misma conclu-
sion que Moigno:

Théaréme de Rolle.

12, Thévréme2.Le nombre de racines réelles de 1'équation

F(z)=0, comprises enire les limites a et &, ne pent jamais

‘ surpasser de plus d'une unité le nombre de racines réelles

de V'éguation dérivée F'{x) =0, comprises entre les mémes
limites.
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Otros ejemplos de tratados de Algebra publicados en la primera mitad del siglo XIX
en donde aparece el resultado de Rolle son los siguientes:

A teatrise on the nature and properties of algebraic equations (1835), de R. Ste-
venson, en la pagina 55:

32. The real rools of the equation f'(z) = 0 lie between
those of f(x) = 0; so that an odd number of the roots of
f'(&) = 0 will be found between every two of the roots of
J(r) = 0, when the real roots of both equations are written
in one series in the order of magnitude.

Traité élémentaire d’Algebre, (1836), de Mayer y Choquet, en la pagina 550:

Ainsi, entre deux racines réelles inégales d'une équation
f(x) = o, il se trouve au moins une racine réetle de Péquation
f(x)=o.

Ce théoréme, qui a été découvert par RorLe, sert de base
3 une méthode connue sous le nom de Méthode des cascades,
que ce géomitre a proposée pour la résolution des équations.

A teatrise on the theorie of algebraical equations (1839), de R. Murphy, en la
pagina 28:

From this proposition we see that between two cc

the primitive equation ¢ (¥)=0, an odd number of 1
of the derived equation must exist.

e Traité d’Algébre (1846), de M.E. Gentil, en la pagina 112:

COROLLAIRE.

Théoréme Si on range les racines d’une équation [’ (v)==o0 par ordre de
de Rolle. . . . . 5 F
grandeur, il y aura toujours un nombre impair de racines de I'é-

quation f” {#)=o0 comprises entre deux racines consécutives de
I’équation.

En estos resultados, aunque se usa una notacion cada vez mas general, las funciones
que se tienen en mente son polindmicas (son tratados de Algebra).

Es en la segunda mitad del siglo XIX cuando se produce la mutacion del Teorema
de Rolle del Algebra al Analisis. Hasta entonces el Teorema de Rolle habia sido un
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resultado Util en teoria de ecuaciones, pero a partir de la segunda mitad del siglo XIX se
transforma en un teorema fundamental en Analisis.

Aunque hoy en dia el Teorema de Rolle y el Teorema del valor medio de Lagrange
aparezcan directamente relacionados en todos los libros de Analisis, lo cierto es que ori-
ginariamente ambos teoremas existieron separadamente. Lagrange dio su Teorema como
una consecuencia del Teorema de Taylor, en su tratado Théorie des fonctions analytiques
(1797, p. 49), y lo llamo “teorema nuevo y notable por su sencillez y su generalidad”.
Posteriormente el Teorema del valor medio de Lagrange aparece en un articulo de Am-
pere (1806, pp. 148-181) y asimismo queda recogido por Cauchy en su Cours d’analyse
(1821, pp. 259-261), pero en ninguno de estos tratados figura el Teorema de Rolle.

Segun indica Cajori (1911, p. 310) el primer autor que presenta juntos el Teorema de
Rolle y el Teorema del valor medio de Lagrange fue el matematico francés Pierre-Os-
sian Bonnet. Esta asociacion de Bonnet de los dos teoremas fue recogida por Joseph-
Alfred Serret en su tratado de Analisis Cours de calcul différential et intégral de 1868.
Serret enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange como sigue (Serret, 1868, p. 17):

TEOREMA 1.- Sea f (x) = 0 una funcion de x que permanece continua para los
valores de x comprendidos entre limites dados, y que, para esos valores, tiene una
derivada f'(x) = 0 determinada. Si x, y X designan dos valores de x comprendidos
entre esos mismos limites, tendremos

fX) = f(x0)
X —x

= f'(x)

siendo x; un valor comprendido entre x, y X.

Serret, para demostrar el Teorema del valor medio de Lagrange, define una funcion
auxiliar ®(x) que es continua en un intervalo [x,, X], derivable en ]x,, X[ y tal que
D(x¢) =0y ©(X) = 0, para probar la existencia de un valor x; comprendido entre x, y X
tal que ®'(x,;) = 0. Esto es sin duda el Teorema de Rolle en un contexto analitico total-
mente alejado del Algebra.

Posteriormente Charles Hermite, en su obra Cours d’analyse de 1873, utiliza el Teo-
rema de Rolle en el marco de la teoria de series de Taylor, atribuyendo a Rolle de forma
clara el teorema:

Cuando una funcion continua se anula para dos valores x, y X, la derivada, si es
ella misma también continua, se anula para un valor comprendido entre x, y X.

Es esta ultima proposicion, esto es el teorema de Rolle, junto con las reglas de
calculo establecidas tan ficilmente en Algebra para la formacion de las deriva-
das de sumas, de productos y de potencias de funciones, lo que nos bastara para
establecer la serie de Taylor (Hermite, 1873, p. 48).

Obsérvese que Hermite incluye la innecesaria condicion de que la derivada tenga que
ser continua.
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A partir de esta fecha ya es habitual encontrar el Teorema de Rolle en los tratados de
Analisis, junto con el Teorema del valor medio de Lagrange y el Teorema de Taylor. Asi
por ejemplo lo encontramos en los siguientes textos:

e Paul Mansion (1876), Le¢ons d’analyse infinitésimale, p. 18:

7. Tutoniue pe RoLLe. Si une fonction y ="Fx est continue, ainsi que
sa dérivée F'x, depuis x = x,, jusqu’a x=1X, et si elle s’annule pour
z=1ux, x=X, sa dérivée s’annule pour une valeur intermédiaire.

Ulisse Dini (1878), Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali,

pp. 76-77, donde se observa que ya se excluye la condicion de continuidad de la
derivada:

8.° Dalla osservazione 6.* poi, come anche dai ragionamenti
del & 71, si deduce in particolare che: Se nell intervallo (a, B) la
funzione f (x) & sempre finita e continua e, eccettnati lutto ol pi
gli estremi dell'intervallo, in tulti gli altri punti ammelle una deri-
eata ~%e 2 finila e determinata o che essendo infinita & delerminat
di segnio, & se inolire nei punti estremi @ e b la funzione stessa [ (x)
prende wuno stesso valore, esisterd sempre nell’ interno dell'intervallo
(a, b) almeno un punto determinato =" nel quale si avra: [ (£)=0.

e Alex Harnack (1881), Die Elemente der differential - und integralrechnung, pp.
64-66. Harnack enuncia el Teorema del valor intermedio y lo demuestra exacta-
mente igual que Serret en su Cours de calcul différential et intégral, aunque esta
vez si, citando al Teorema de Rolle por su nombre:

*) Der Beweis des Satzes, der auch das Theorem von Rolle (1652—1719)
genannt wird, ist nach Serret: Cours de caleul différentiel et intégral. T. L
éd, 1L, pag. 17 ff, gegeben.

Moritz Pasch (1882), Einleitung in die differential - und integral -rechnung, pp.
82-83. Aqui se incluye una interpretacion geométrica:
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Fig. 22,

¥

* Giuseppe Peano (1884), Calculo differenziale e principii di calcolo integrale. En
la pagina 42 se lee:

44. — TeoreMA (di Rolle). — Se f(x) & funzione di x data in
un inlervailo (a, b), avente derfvata f' (x)per tutli{valoridix in
questo tnlervallo, e se f(a) = 0 ed { (b) = 0, esisterd un valore x,
compreso fra a e b e diverso daglt estremi, per cui la derivala
é nulla.

e Jules Tannery (1886), Introduction a la théorie des fonctions d 'une variable. En
la pagina 231 dice lo siguiente:

136. Soit f(r) une fonction qui admet une déivivée f* (x) pour
toutes les valeurs de » appartenod @ Uintervalle (a, b); si Pon a

flay=0, f{t)=10,

it existe une valeur § de & appurtenant a intervalle (a, b), difitrente
de @ et de b, pour laquelle on a

l'G=0

A principios del siglo XX surgieron ciertas dudas sobre si el Teorema de Rolle era
realmente atribuible a Rolle, tal y como sefala Barrow-Green (2009, p. 751). Esto qui-
zas se debiese a que el Démonstration de 1691 se habia perdido, y solamente se conocia
el Traité d’Algebre de 1690, en donde, como hemos visto, solo aparece (sin demostra-
cion) el Corolario de Rolle.

Se argumentaba que el Teorema de Rolle podria no ser atribuible a Rolle teniendo en
cuenta la época en la que éste vivio. Pero también parecia razonable que Rolle hubiera
proporcionado su teorema en el contexto de los polinomios, con una demostracion ade-
cuada a su momento. Gustaf H. Enestrom, director de la revista Bibliothema Mathema-
tica, en un articulo de 1906 publicado en esta revista, advirti6 la existencia de una obra
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de Rolle, citada por algunos matematicos, llamada Demonstration d’une methode pour
resoudre les egalitez de tous les degrez, y pronosticéd que alli deberia encontrarse el resul-
tado de Rolle. La conjetura de Enestrom fue resuelta por Florian Cajori en su articulo de
1911, y el asunto sobre la autoria del Teorema de Rolle fue clarificado definitivamente.
Para concluir con el recorrido histérico del Teorema de Rolle, exponemos algunos in-
dicios de como se introduce el Teorema de Rolle en Espafia. Para ello hemos seleccio-
nado dos textos, uno de Ignacio Salinas y Angulo, de 1888, y otro de Julio Rey Pastor, de
1952. En el primero de ellos el Teorema de Rolle se presenta en su contexto algebraico
mientras que el tratado de Rey Pastor, ya mas moderno, se centra en la version analitica:

* En el Tratado de Algebra de Ignacio Salinas y Angulo (1888, pp. 322-323)
encontramos:

333. Teorema de Rolle ("*). Como la regla de Descartes sélo
detéerminn generalmenta un limite superior del nimero de rafces
reales, es preciso dar & conocer nusvas proposiciones que permi-
tan fijar dicho mimero.

Con tal objeto demostraremos el siguiente principio.

Tronuma, Dosraices realesy consecutivas, a y b, de una ecuacion,
comprenden una 6 un nivnero impar de raicos reales de la eonactdn
derivadea.

* En el Analisis Matematico, vol. 1, p. 553, de J. Rey Pastor, P. Pi Calleja, y C. A.
Trejo podemos leer:

Esto =s lo que expresa el teorema de ROLLE {gene-
ralizacion para funcicnes racionales enteras del teorems visto
en § 85.2) :

Entre cada des rafcss consecutives de lo ecuaeidn de coefi-
rientes verles Flxl= 0 oy wn ndmere tmoor de ceros de su
derivade £ (z), contande cade uno de ellog tantas veces como
indigue su orden de multiplicidad.

CoroLARID: Enfre dos rafces consecutivas de lo deriveda
f{2) hay a lo suwmo une solw reiz de lo funcion (cuym exis-
tencia se decide por ol fteorema de BoOLZANO, § 26-2).

En la segunda mitad del siglo XX es un hecho constatable que el Teorema de Rolle se
consagra ya como un teorema crucial del Analisis Matematico que aparece sistematicamente
en los textos, en la forma habitual que hoy dia conocen nuestros alumnos de Bachillerato.
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CONCLUSIONES

El estudio de las Matematicas desempefia un papel fundamental en la Educacion Se-
cundaria, no solo como herramienta basica para el desarrollo de los contenidos cientificos
y tecnoldgicos, sino también por su papel preponderante en el desarrollo de las compe-
tencias intelectuales del individuo. Por ello, es esencial transmitir a nuestros alumnos la
idea de que las Matematicas no son algo fijo y definitivo; sino que constituyen una cien-
cia dinamica y viva que hay que ubicar en un marco temporal. De esta manera se favo-
recerd que los alumnos desarrollen actitudes que les permitan entender las Matematicas
como parte esencial de la evolucion cultural y cientifica de nuestra sociedad. A la larga,
esto les resultarda mucho mas formativo que la mera adquisicion de un listado de conteni-
dos de los que muchas veces no comprenden muy bien ni como han surgido, ni para qué
sirven, ni qué importancia historica han tenido.

Conocer la Historia de las Matematicas resulta fundamental para alcanzar tales ob-
jetivos. Es por ello que una formacion en Historia de la Matematica debe formar parte
indispensable del bagaje de conocimientos del Profesor de Matematicas. De hecho, en
la Orden del 5 de Agosto de 2008 por la que se desarrolla el curriculo correspondiente
al Bachillerato en Andalucia (BOJA 26-8-2008) queda reflejado expresamente que “hay
que aprender de y con la Historia de las Matematicas™ y que “los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas deben basarse en la génesis y evolucion de los propios
conceptos y técnicas matematicas”

Como hemos mostrado, el resultado que Rolle aportd en su Demonstration d’une
methode pour resoudre les egalitez de tous les degrez de 1691 se encuentra en un con-
texto puramente algebraico, totalmente alejado del Calculo Infinitesimal. Durante mucho
tiempo el Teorema se concibié como un resultado algebraico para la resolucion de ecua-
ciones polindmicas. La transicion de dicho Teorema del Algebra al Analisis comenzo en
1755 con Euler, y se prolong6 durante mas de cien afios hasta que Ossian-Bonnet y Se-
rret en 1868, y Hermite en 1873, lo transformaron definitivamente en un resultado del
Analisis Matematico. Paralelamente a la transicion del Teorema del Algebra al Anali-
sis, el teorema de Rolle fue creciendo en importancia: paso de ser un resultado 1til en
el campo de la resolucion de ecuaciones, a convertirse en un resultado fundamental del
Calculo Infinitesimal.

Sin embargo es facil encontrar afirmaciones sobre el Teorema de Rolle alejadas de la
realidad. Véase, por ejemplo, la entrada sobre el Teorema de Rolle que aparece a dia de
hoy en la Wikipedia: (http://en.wikipedia.org/wiki/Rolle’s theorem).

History [edif

The first known formal proof was offered by Michel Rolle in 1691, which used the methods of differential calculus. The name "Rolle’s
theorem" was first usad by Moritz Wilhelm Drobisch of Germany in 1834 and by Giusto Ballavitis of Italy in 1846.1"

Sirva esta anécdota como boton de muestra de lo que aqui hemos argumentado: ad-
quirir una formacion minima sobre la historia, la génesis y la evolucion de las ideas in-
herentes a los conceptos y los resultados que los docentes de Matematicas ensefiamos
habitualmente en nuestras aulas, es un requisito primordial para mejorar nuestra cultura
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matematica y con ello los estandares de calidad de nuestro desempefio docente. En con-
secuencia, avanzar en este sentido es fundamental a la hora de fortalecer el perfil profe-
sional del Profesor de Matematicas.
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Resumen: Uno de los teoremas mds importantes de la Geometria Sintética es el Teo-
rema de Thales. Consideramos que tiene mas dificultades de aprendizaje de las que
podemos sospechar. El objetivo de esta publicacion es presentar una propuesta que per-
mita superarlas.

Presentamos, por un lado, el Teorema de Thales en su aspecto proyeccion, brindando
una idea de movimiento respaldada en las caracteristicas de la proyeccion paralela.
Por otro, trabajamos dicho teorema en su aspecto homotecia, aprovechando la otra di-
namica que utiliza las caracteristicas de la homotecia.

Debido a que el Teorema se aborda en la escuela, como una configuracion estdtica que
oculta estas dos dindmicas, consideramos que trabajando estas dos experiencias con el
mismo problema; lograremos que se entremezclen para una mejor comprension.
Palabras claves: Teorema de Thales, Geometria, Didactica de las matermaticas

Thales dynamic in the spiral of the curriculum

Abstract: One of the most important theorems of the synthetic geometry is the theorem
of Thales. We believe that it has more learning difficulties than we suspect. The aim of
this publication is to present a proposal allowing overcoming them.

Present, on the one hand, the theorem of Thales in its projection aspect, providing an
idea of movement endorsed in the characteristics of parallel projection.

On the other hand, we work the theorem in his homothetic appearance, taking advantage
of the other dynamics that uses the characteristics of the homothetic.

Because the theorem is discussed in school as a static configuration that hides these two
dynamics, we consider these two experiences working with the same problem; we will
make intermingle for a better understanding.

Keywords: Thales Theorem, Geometry, Matehematics education.



Thales dynamic in the spiral of the curriculum
S. Bernardis y S. Moriena

INTRODUCCION

La cuestion de la proporcionalidad era de gran importancia para los griegos princi-
palmente en la arquitectura y agrimensura, por eso se conjetura que la primera sistema-
tizacion de la geometria pudo haber sido entorno a la proporcionalidad de segmentos
determinados por un haz de rectas paralelas y dos transversales. Esta cuestion fue reco-
nocida durante muchos siglos como teorema de “segmentos proporcionales”. A fines del
siglo XIX, en Francia, lo denominaron Teorema de Thales, denominacion que contintia
en nuestros dias (Boyer, 1986)

El Teorema de Thales es el corazon de la relacion entre lo geométrico y lo numérico,
ya sea a través de la medicion o con el método de coordenadas y la geometria analitica.

Con el objetivo de analizar las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje del
teorema, implementamos una encuesta con 20 alumnos de ler afio del Profesorado de
Matematica de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la UNL. La encuesta aplicada
incluia las siguientes cuestiones:

1) ;Has estudiado el Teorema de Thales en la escuela secundaria? ;En qué afio?
2) Con tus palabras, escribe lo que recuerdes del Teorema. (Enunciado, representa-
cion grafica, expresion simbdlica, explicacion en palabras)

Las respuestas que obtuvimos a la primera pregunta son contundentes y se describen
en la siguiente tabla:

Categorias Nunca lo estudi6 No lo recuerda Enuncia-representa y simboliza

Porcentajes 50% 25% 25%

En base a estos resultados, observamos que la mayoria de estos alumnos no conoce o
no recuerda el Teorema de Thales.

En un taller realizado recabamos opiniones de docentes, quienes expresaron que
las dificultades mas frecuentes de los estudiantes en la utilizacion del teorema son las
siguientes:

* Confusion en el concepto de puntos correspondientes.
e Confusion en la interpretacion correcta de las proporciones.

Ademas, analizamos el abordaje del teorema de Thales y sus aplicaciones en distintos
libros de texto, correspondientes a 2do. y 3er. afio de la escuela secundaria (10 en total)
y observamos que presentan el teorema:

¢ Reduciéndolo a una figura prototipica.

* La demostracion esta ausente, se limitan a una ejemplificacion.
¢ Reducen su uso, al calculo de una incognita en la proporcion.
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MARCO TEORICO

En la elaboracion de las situaciones presentadas tuvimos en cuenta aquellas que per-
mitan a los estudiantes modelar eficazmente problemas reales por medio de dibujos di-
namicos que podran explorar con el objeto de: descubrir, formular conjeturas y validar
las mismas.

Es importante crear en nuestros alumnos la necesidad de explicar la verdad compro-
bada en todos los casos con el software, es decir la demostracion como una explicacion
a través de las propiedades conocidas (De Villiers, 1996). Mediante la exploracion expe-
rimental es posible despejar las dudas en torno a la verdad del enunciado, sin embargo
sera necesario explicar por qué se estd cumpliendo.

Tradicionalmente, el enfoque critico de la geometria era tratar de crear dudas en la
mente de los estudiantes acerca de la validez de sus observaciones empiricas, esas
estrategias de tratar de generar dudas para crear la necesidad de una demostra-
cion simplemente no funcionan cuando las conjeturas geométricas se investigan
a fondo a través de su variacion continua con un software de geometria dinamica
(De Villiers, 1996; p. 2).

Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos a justificar sus afirmaciones, argumen-
tar lo que aseguran es verdadero en base a resultados y propiedades que ya conocen. Esta
tarea no es sencilla. Como afirma Dreyfus (2000; p. 130), “no deberiamos esperar que
nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones sofisticadas y de alto nivel,
sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la justificacion y a la na-
turaleza del pensamiento matematico”.

El desafio es disefar actividades para lograr que los alumnos valoren la necesidad de
justificar sus construcciones y conjeturas.

PROPUESTA

En esta publicacion presentamos un nuevo enfoque basandonos en la propuesta de
Duperret (1996), adaptada a nuestra escuela secundaria, en el cual sugerimos ensefiar el
Teorema de Thales en dos etapas:

— Primera etapa: en 2° afio (14 afios) el Teorema de Thales en su aspecto proyec-
cion, brindando una idea de movimiento respaldada en las caracteristicas de la
proyeccion paralela.

— Segunda etapa: retomar el tema en 3er afio (15 afios) desde su aspecto homote-
cia, aprovechando la otra dinamica que utiliza las caracteristicas de la homotecia.

Para esta propuesta suponemos que los temas: proyeccion paralela, homotecia seme-
janza han sido estudiados previamente en los cursos respectivos.

La idea de retomar el teorema desde otra mirada para su mejor comprension esta fun-
damentada en la idea de Bruner (1984), quién presenta el curriculo en espiral, mediante
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el cual los planes de estudio se presentan de manera recurrente, trabajando siempre los
mismos conceptos pero a diferente nivel de profundizacion.

Mientras se asciende a los niveles superiores, los nucleos basicos de la materia
aumentan progresivamente la cantidad informativa, variando también el tipo de
procedimiento, segun el nivel de desarrollo de los alumnos. Pasando asi de lo ma-
nipulativo a lo intuitivo, y desde lo intuitivo a lo simboélico (Hernandez, 1991).

Primera Etapa: Aspecto Proyeccion del Teorema de Thales

La ensefianza del teorema en 2° afio de la escuela secundaria: el teorema de Thales
reducido a dos lados del triangulo.

En esta primera etapa, presentamos una actividad, basada en la resolucion de un pro-
blema, para lograr que los estudiantes:

e Conozcan el Teorema de Thales en su aspecto proyeccion, reconociendo los pun-
tos correspondientes en la proyeccion paralela.

* Exploren y conjeturen utilizando el software Geogebra.

*  Demuestren el Teorema de Thales a partir de las areas.

« Utilicen el Teorema para justificar sus conjeturas en la resolucion de problemas.

El aspecto proyeccion del Teorema de Thales destaca la proyeccion paralela de cada
punto de la recta AC sobre la AC’, segun la direccion de la recta BB’.

A

Figura 1

Ejemplo de Secuencia para la Primera etapa
Dado el siguiente problema:
La lampara de Marta
Marta quiere comprar los vidrios para arreglar la lampara de su estudio. Le sac una

foto, hizo un dibujo para anotar las medidas de los vidrios pero no pudo tomarlas todas.
Decidié mostrar su dibujo al sefior de la vidrieria para pedirle que fuera ¢l a terminar de
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medir los vidrios. Cuando el sefior vio el dibujo, observé que los segmentos BB, CC’,
DD’ eran paralelos y le dijo a Marta que con las medidas anotadas se podian conocer las
faltantes. El dibujo de Marta es el siguiente:

21¢m

Figura 2

(Estas de acuerdo que con las medidas anotadas se pueden obtener las que faltan?
(Por qué?

Actividad 1: Explorar con la ayuda del software

Enunciado: Realiza la construccion del dibujo de Marta con el software.

Utilizando un software de geometria dindmica (en este caso utilizamos Geogebra),
los estudiantes visualizaran la situacién que plantea el problema, como en la Figura 3.

Observacion: Debido a que el software integra la geometria con el algebra, en estas
figuras ya se ha fijado una unidad de medida que permite obtener la longitud de los seg-
mentos determinados.

Figura 3
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Hallaran todas las medidas que faltan, realizando la construccion con Geogebra:

IB’C’|=4,5
IC’D’| = 13,5

Actividad 2: Validacion de la conjetura

Enunciadol: Si bien hemos encontrado los valores que necesitibamos con el soft-
ware, ;Como podriamos obtenerlos analiticamente? ;Como se obtienen los puntos C’
yD’?

Los estudiantes concluiran que los puntos C’ y D’ se obtienen como imagen en la
recta AD’ de la proyeccion paralela de los puntos C y D de la recta AD.

Sugerimos aqui recordar la definicion de: Proyeccion paralela a / sobre a”

Dadas dos rectas / y @’ en el plano, no paralelas, se llama proyeccion paralela a / sobre
a’ ala aplicacion que a cada punto P de la recta @ le hace corresponder el punto P " de in-
terseccion de la recta a’ con la recta paralela a / que pasa P (ver Figura 4).

Figura 4

Enunciado 2: jExiste alguna relacion entre las longitudes de los segmentos conoci-
dos para hallar los demds? Enunciar dicha relacion.

Enunciado del Teorema de Thales en su aspecto proyeccion:

Dado el triangulo ACC’ siendo B un punto en el lado AC y B’ un punto en el lado
AC’. Si BB’ es paralelo a CC’ entonces:!

_ |AB"| _ |B'C’| _ |ac’|

= , donde k, es la razon de proyeccion.
P |aB| |BC| |AC|

1. |AB] es la longitud del segmento AB, notacion tomada de Tirao (1979).
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A

Figura 5

Enunciado 3: jEsta relacion es siempre verdadera? ;Por qué?

Con el objetivo de iniciar a los estudiantes en las demostraciones geométricas y po-
niendo en juego una de las reglas de debate matematico imprescindible como es la idea
de que los ejemplos no alcanzan para asegurar que una propiedad es verdadera, que se
necesita para ello una demostracion, es que sugerimos plantear a los estudiantes dichas
preguntas.

Debido a que la demostracion a partir de las areas, que fue utilizada por Euclides es
muy sencilla, la elegimos para esta etapa.

Dado el triangulo ACC’ sea B un punto en el lado AC y B’ un punto en el lado AC’.
Suponemos que BB’ es paralelo a CC’, entonces:

Figura 6

Los triangulos BCC’ y CB’C’ tienen igual area. (Figura 6), pues comparten un lado
y tienen la misma altura
Area (BCC’)=Area (CB’C”)

Por lo tanto:

Area (ABC")=Area (ACB’)
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Figura 7

Area (ABC")=Area (ACB’), es decir: % = %

Area (BCC")=Area (CB’C"), es decir:

IBCl.h; _ |B'C’|h;
==

2
g . . AB'
Dividiendo a ambos miembros se tiene: 14B] = u
|BC| |B'C|
I I~7
O bien: M — M
|AB| [BC|
, Ac' B'c’
Analogamente podemos probar que: 45l = lB'e]
|AC| [BC|

Luego hemos demostrado el teorema de Thales en su aspecto Proyeccion.
Actividad 3: Resolucion del Problema

Enunciado: Calcular los valores obtenidos con el software, utilizando el teorema de
Thales.
Para calcular [B’C’|, conociendo |AB|, |AB’| y |IBC| podemos utilizar la relacion

JB'C' =2 =45

|4aB"| _ [B’c'].

B¢’
3

kp = =

9
~ |4B| IBC| ° 6
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@A

Figura 8

Para calcular |[C’D’|, conociendo |AB|, |]AB’| y |CD]| podemos utilizar la relacion:

_ |aB’| _[c'p'| .
T |aB| ~ [cp|

rnt
21 o =Z =135
6 9 2

kp

Utilizando el Teorema de Thales es posible hallar todas las medidas que faltan, para
dar respuesta al problema.

Respuesta: El Serior de la vidrieria tenia razon...
Segunda Etapa: Aspecto Homotecia del Teorema de Thales

La ensefanza del teorema en 3er. afio de la escuela secundaria: sugerimos desarrollar
homotecia y luego el Teorema de Thales.
En esta segunda etapa, nos proponemos que los estudiantes:

e Reconozcan el Teorema de Thales en su aspecto homotecia, reconociendo los
puntos correspondientes en la misma. Presentacion de la razén del tercer lado.

* Exploren y conjeturen utilizando el software Geogebra.

*  Demuestren la proporcion con el tercer lado.

e Utilicen el Teorema para justificar sus conjeturas en la resolucion de problemas.

Este aspecto destaca el paso del triangulo ABC al triangulo AB’C’. Utilizando
homotecia.
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Figura 9

Ejemplo de Secuencia para la Segunda etapa
Incendio en el hospital

A un incendio producido en un hospital acude la unidad de bomberos con una esca-
lera de 8 m de longitud que consta de 20 peldafos distribuidos uniformemente. Al apo-
yar la escalera sobre la fachada del edificio se observa que el primer peldafio se encuentra
a 30 cm del suelo.

Figura 10

Debido a que las llamas ascienden rapidamente hacia arriba, es necesario averiguar
si es posible con dicha escalera evacuar el 3er. piso del hospital. Cada planta tiene 2,5 m
de altura. ;Podran ser rescatados? Justifica tu respuesta.
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Actividad 1: Exploracion con la ayuda del software

Enunciado: Realizar la construccion de la situacion que presenta el problema con la
ayuda del software.

Utilizando un software de geometria dindmica (en este caso utilizamos Geogebra),
los estudiantes visualizaran la situacion que plantea el problema, como en la Figura 11.

7.5

A .
0.265 5.29 c

Figura 11

Hallaran todas las medidas que faltan, con la ayuda del software:
IB’C’|=6 m

Como los 3 pisos de 2,5 m tienen una altura total de 7,5 m

No sera posible salvar a todos...

Actividad 2: Validacion de la conjetura

Enunciado 1: Si bien hemos encontrado los valores que necesitabamos con el soft-
ware, ;Como podriamos obtenerlos analiticamente? ;Como se obtienen los puntos B
yC?

Los estudiantes concluiran que los puntos B’ y C’ son los homotéticos de B 'y C
respectivamente.

En efecto: dado que los puntos A, By B’y los puntos A, C y C’ estan alineados y

5

|4B"| _ |AC'| _

=20
|AB|  |AC]
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Luego los puntos B’y C’ se obtienen por la homotecia H(A; 20).
Sugerimos aqui recordar la definicion de homotecia y sus propiedades:

Definicion de Homotecia

Sea O un punto del plano y k un nlimero real distinto de cero. Una homotecia de cen-
tro O y razon k es la transformacion geométrica del plano en si mismo, que hace corres-
ponder a un punto A distinto de O otro A’, alineado con A y O, tal que: |OA’|=k- |OA|y
deja invariante el punto O.

Figura 12

Enunciado 2: ;Existe alguna relacion entre las longitudes de los segmentos conoci-
dos para hallar los demdas? Enunciar dicha relacion.

Enunciado del Teorema de Thales en su aspecto homotecia:

Dado el triangulo AC’B’ siendo B un punto en el lado AB’ y C un punto en el lado
AC’. Si BC es paralelo a B’C’ entonces:

k. = 48] = |B'c’| = |AC,|, ky, es la razon de homotecia
" laBl T iBCl T laAc
Bl
4
B
A
i
CP
Figura 13

78 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 67-84,



Thales dynamic in the spiral of the curriculum
S. Bernardis y S. Moriena

Enunciado 3: ;jEsta relacion es siempre verdadera? ; Por qué?

|aB"| _ |ac’|

La igualdad = —— es la que hemos probado en la 1ra etapa.
|AB| |AC|
! I~!
Probaremos la igualdad: % — M,
|AB| |BC|

Para ello trazamos un segmento paralelo al segmento CC’ por B. Ese segmento cor-
tara en el punto D al segmento B’C’. Queda determinado el paralelogramo BCC’D, las
medidas de los segmentos BC y DC’ son iguales (Figura 14).

B’
B
A 'D
C
c
Figura 14

Los tridangulos ADC” y ABC’ tienen igual area (Figura 15), pues comparten un lado
y tienen la misma altura.

B
B
A D
C
c
Figura 15
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Area (ADC”) =Area (ABC’)
Por lo tanto:
Area (AB’D) =Area (BB’C”)

B' B'
®
B
D
A
C
C|
Figura 16

Area (ADC”) =Area (ABC”), es decir: [DC’hy _ |aBLh,
2 2

‘ . . / ’
Area (AB’D) =Area (BB’C’), es decir: [B'Dhy = [BB’|.h,
2 2
- . : Ipc] _ 14B|
Dividiendo a ambos miembros se tiene: ~—— = ——-
IB'D|  |BB’|
Como ya mencionamos: |DC’| = |BC|. Pero |B'D| = |B'C'| —|DC'| = |B'C'| —|BC| y
|BB'| = | AB'| — |AB|, asi de la proporcion anterior obtenemos:

BC| _ 14B|
[B'C’|—1BC|  |aB]| - |AB|

O bien: |BC|=1BC| _ |aB|-|AB]|

lBcl 4B
! I ~1
Es decir: @_ 1 ZM_ 1
|AB| |BC|
A ., ’ I At
Luego, se obtiene la proporcion buscada: M = M
|AB| |BC|

Probamos de esta manera que los triangulos ABC y AB’C’ tienen sus lados
proporcionales:
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|AB'| _|B'C’| _|AC'|
|AB| ~ |BC| ~ |AC|

Finalmente, observemos que en los tridngulos ABC y AB’C’ la razén entre los lados
homologos es k;,, ademas se verifica la alineacion y se preserva el orden. Concluimos que
el homotético del triangulo ABC es el triangulo AB’C’ por una homotecia de centro A'y
razén k;, con k;, > 0.

En el caso en que £;, < 0 podemos utilizar que toda homotecia de razon negativa puede
obtenerse como la composicion de una simetria de centro en A con la homotecia corres-
pondiente positiva.

Por lo tanto podemos concluir que en los tridngulos homotéticos ABC y AB’C’ se ve-
rifica el Teorema de Thales.

Actividad 3: Resolucion del Problema

Enunciado: Calcular analiticamente los valores obtenidos con el software, utilizando
el teorema de Thales.

|IAB| 8 _
|AB| ~ 0.4 s

|AC’| _ 5.29

7.5

A o
0.26C 529 c

Figura 17

Para calcular [B’C’|, conociendo |[AB|, |AB’|y |BC| podemos utilizar la relacion:

_ B _[B’c’| 8 _|B

¢’ 24
|AB| |BC| ’ 0,4 0,3 |; |B’C’| = 4 =6

El hospital tiene 3 plantas de 2,5 m de altura, el 3er piso estara a 7,5 m de altura.
La escalera alcanzara una altura de 6 m.
Respuesta: No es posible salvar a los enfermos del 3er. piso...

Finalmente recomendamos realizar actividades de integracion para que los estudian-
tes pongan en juego los dos aspectos del Teorema.
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Ademas creemos importante aclarar que si bien estas actividades refieren al enun-
ciado directo del teorema es igualmente interesante plantear actividades donde se invo-
lucre el enunciado reciproco del mismo.

Dado el triangulo AC’B’ siendo B un punto en el lado AB’y C un punto en el lado
AC’Si ABC y AB’C’ tienen sus lados homaologos proporcionales entonces los lados BC
v B’C’son paralelos.

Bl

Figura 18

REFLEXIONES FINALES

Comenzar en una primera etapa con la configuracion triangular permite dar vida a
Thales a partir de una figura simple, luego variar esta figura para construir otras mas
complejas. En las actividades propuestas se destaca la importancia del uso del software
tanto en la exploracion y formulacion de la conjetura, como en la validacion de la misma.

El trabajo con ambos aspectos del teorema contribuyen a una mejor comprension de
los conceptos de “puntos correspondientes” y de “segmentos homdlogos™ del mismo,
otorgandole un sentido de acuerdo al movimiento. Creemos que ambas dindmicas de
Thales deben formar parte de la ensefianza y que hay que hacer y construir en el tiempo
estos dos enfoques, sugerimos esta secuencia que permite matematicamente validar las
diferentes etapas. Consideramos necesario confrontar las dos logicas dinamicas de Tha-
les y pensar en una geometria “en movimiento” que despierte interés en los estudiantes.

En esta propuesta se potencia una caracteristica de la actividad matematica, como
es el uso de herramientas conocidas para justificar otras y al mismo tiempo brindar ex-
periencias que permitan tener disponible esta nueva herramienta, el Teorema de Thales,
para justificar otras situaciones similares.
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La Discoteca de los Numeros
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Resumen: El trabajo que presentamos en este articulo es un método diddctico para la
construccion del numero y de las operaciones basicas en Educacion Especial, Infantil
y Primer Ciclo de Primaria. Tiene como objetivo principal que cada alumno construya
por si mismo la serie numérica de forma activa, natural y progresiva, siguiendo su pro-
pio ritmo de aprendizaje, y que sea capaz de operar con ella y aplicarla en sus situacio-
nes cotidianas.

Entre las caracteristicas que lo diferencian de otros métodos de aprendizaje destacamos
el respeto y atencion a las diferencias individuales, por haber nacido dentro de ellas, y
la disposicion en la que pone a los alumnos para que éstos puedan inventar, dar solucio-
nes, prever resultados, hacer calculos mentales, estimar, intuir lo que va a pasary plan-
tear soluciones.

Descriptores: Sentido numérico, introduccion numérica, recursos diddcticos, matema-
ticas, Educacion infantil, educacion primaria,

The Numbers Nightclub

Abstract: The work presented in this paper is a teaching method for the construction of
number and basic operations in Special Education, Child Elementary and junior high.
Its main objective is that each student builds the series itself actively numerical, natural
and progressive, at their own pace of learning, and is able to operate with it and apply
it in their everyday situations.

Among the characteristics that differentiate it from other learning methods emphasize
the respect and attention to individual differences, by being born into them, and the pro-
vision that puts students so that they can invent, provide solutions, provide results, do
mental calculations, estimate, guess what will happen and propose solutions.
Keywords: Number Sense, numeric input, teaching resources, math, early childhood ed-
ucation, primary education.
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INTRODUCCION

Trabajar con alumnos con necesidades educativas especiales hace que en muchas ocasio-
nes te veas obligado a adaptar los métodos y materiales del mercado, y a inventar mil y una
formas de facilitar a estos alumnos la adquisicion de gran parte de los conceptos curriculares.
Por poner un ejemplo, pocos métodos tienen en cuenta la edad cronologica de estos alumnos.
Es verdad que su inteligencia puede ser la de un nifio de Infantil, pero sus experiencias vita-
les, su entorno, su cuerpo, su aspecto fisico, tienen diez, quince o veinte afos. ;Como vamos
a motivarles entonces contando patitos o celebrando su cumpleafios en un parque infantil?

En Ia literatura existen muchos ejemplos de ideas y propuestas didacticas para la en-
seflanza de las matematicas en infantil y primaria (Fernandez y Gash, 2008; Maz-Ma-
chado y Jiménez-Fanjul, 2012), pero son escasas aquellas especificas para nifios con
necesidades educativas especiales. Para tratar de dar respuesta a estas inquietudes nacio
hace ya diez afios La Discoteca de los Numeros, en una clase de educacion especial, con
ocho alumnos discapacitados. Al principio sélo fue un calendario pensado para que los
alumnos pudieran aproximarse a la idea del tiempo y de la sucesion de los dias, dado que
estos conceptos son muy dificiles para ellos por el nivel de abstraccion que requieren.
Pero poco a poco fueron capaces, no solo de entender esa idea de tiempo, sino de gene-
rar los nimeros diferenciando entre unidades (nifios en la cafeteria) y decenas (corros de
nifios bailando) y de realizar operaciones bésicas con ellos.

El método consiste en una discoteca en la que los nifios pueden ir a bailar siguiendo
unas normas establecidas, y lo sorprendente de ¢l es que recoge todos los aspectos ba-
sicos en los que se asienta el pensamiento l6gico, no descuida ningun detalle, razona y
justifica cada paso, cada norma, de modo que nada sucede arbitrariamente, pero a su vez
todo fluye de forma espontanea y natural hasta llegar a la construccion de la serie numé-
rica sin haberla siquiera mencionado antes.

Asi, mientras los alumnos juegan, los descubrimos utilizando técnicas matematicas
como el conteo y la correspondencia uno a uno, y entrenandose en aspectos como la con-
servacion de la cantidad continua, la abstraccion reflexionada, el orden estable de la serie
numérica y la inclusion de los numeros, entre otros.

Figura 1. Dia 15 de abril. Un corro bailando y cinco nifios en la cafeteria
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DESARROLLO DE LAS SESIONES DE TRABAJO

La discoteca esta colocada en un lugar del aula visible y accesible para todos los
alumnos, de forma que cada dia un alumno sea el encargado de trabajar con ella.

Sesion de Presentacion

El primer dia se presenta la discoteca a los alumnos para ir hablando de las diferen-
tes partes de que consta.

A la derecha esta la TAQUILLA y diez fichas con las caras de los nifios que estan es-
perando para entrar. Recabamos la atencion en el PORTERO. El es el encargado de abrir
o cerrar la discoteca con sus respectivas llaves (+) y (-), y es también quién nos dira cuan-
tos niflos pueden entrar o salir a la vez, indicandolo con un cartel colocado a su lado.

Una vez dentro de la discoteca vemos la CAFETERIA, con diez taburetes colocados
en circulo donde los nifios que vayan entrando deberan permanecer hasta que se com-
plete el corro, y un gran cuadro negro donde colocaremos el numero (de color negro) de
nifios que hay sentados en los taburetes.

Finalmente, a la izquierda esta la pista de baile. En ella aparece un escenario con ins-
trumentos, preparado para que aparezcan los musicos (la plataforma del escenario gira
para que aparezcan o desaparezcan los musicos), y tres corros de diez circulos cada uno,
donde se van a colocar los nifios que entren de la cafeteria cuando se haya completado su
circulo. Vemos también que hay un cuadro rojo donde colocaremos el niimero (de color
rojo) de corros que hay en la discoteca.

Primera Sesion

Para poder empezar a jugar se colocan en la taquilla los nimeros ordenados del 1 al
10 y las fichas con los diez nifios que esperan para entrar. Como vamos a empezar uti-
lizando la discoteca como un calendario, cada dia entrard un nifio por lo que en el car-
tel del portero pondra el nimero 1. Se abre la taquilla, se coloca la llave del portero que
indica que la discoteca esta abierta (+) y se coloca en el tejado un letrero con el nombre
del mes en el que estamos.

El primer nifio recoge su entrada, saluda al portero, entra en la cafeteria y se sienta
siempre empezando por el asiento de arriba (iremos colocando a los nifios en sentido de
las agujas del reloj). En el cuadrado negro de la cafeteria se pone la tarjeta con el nu-
mero 1, también de color negro, que simboliza los nifios que hay en la cafeteria y el dia
del mes.

Sesiones de la Segunda a la Novena

Cada dia, entre el segundo y el noveno del mes, vamos a realizar la misma rutina que
el dia anterior, introduciendo actuaciones para reforzar la idea de orden, de secuencia,

Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 85-94 87



La Discoteca de los Numeros
M. 1. Lopez de D. G., M. L. Palomo S. y L. Lopez de D. R.

de correspondencia uno a uno y de inclusion. Los alumnos empiezan a fijarse en el ni-
mero de taburetes que quedan vacios, que son los dias que faltan para que todo el corro
se vaya a bailar.

El noveno dia crece la expectacion: sélo queda un sitio libre y estan impacientes por
ver qué ocurrird al dia siguiente.

Sesion Décima

Una vez realizada la misma rutina que en dias anteriores, entra el décimo nifio y ob-
servamos que el corro se ha llenado. Hoy pueden pasar a la discoteca para bailar. Cuando
esto ocurre todos juntos cantamos “A bailar, a bailar”.

Los diez nifios se colocan en uno de los corros de la discoteca y aparecen los musi-
cos. Se coloca la tarjeta del nimero uno de color rojo en el cartel de la discoteca porque
hay un corro bailando. La cafeteria ha quedado vacia, por lo que ha de colocarse la tarjeta
con el 0 de color negro. Hemos formado el numero 10. Cantamos la cancion “El baile de
las decenas”. También la taquilla esta vacia, por lo que colocamos otros diez nifios en la
fila, esperando para seguir entrando.

Figura 2.
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Sesiones Posteriores

En las sesiones de la undécima hasta el dia en que termina el mes, procedemos de la
siguiente manera:

* Se colocan nifios en la cafeteria hasta completar un nuevo corro a la vez que se
van cambiando las tarjetas con los ntimeros de color negro, construyendo de esta
manera los nimeros del 11 al 19.

* Cuando se completa otro corro se pasa a la discoteca y se cambian las dos tarje-
tas, tanto la roja como la negra. Es el nimero veinte.

* Se procede de igual manera hasta completar un tercer corro, el nimero 30.

e Cuando termina el mes se vacia la discoteca y se vuelve ha empezar desde el ni-
mero 1.

| Noviembre

; 1=, |
B

Figura 3.

ALGO MAS QUE UN CALENDARIO

Cuando los alumnos manejan con soltura el calendario se plantean que pasaria si
después del 31 entraran mas nifios en la discoteca y se formaran mas corros. La res-
puesta a esta inquietud dio como resultado la incorporacion de siete corros mas para
trabajar con ellos las cantidades de 0 a 100 y las operaciones basicas. A partir de este
momento la discoteca de los nimeros se puede utilizar tanto como calendario como
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un método didactico para trabajar con ellos otros conceptos aritméticos que sefialamos
mas abajo.

Para manejar la discoteca en cualquiera de sus dos formas, acordamos con los alum-
nos utilizar los siguientes simbolos:

* Un vaso con una pajita, que representa la cafeteria (las unidades).

* Un corro de diez pequefios circulos rojos, que representa la discoteca (las decenas).

e Un autobuts, que partira hacia el concierto s6lo cuando se haya llenado con 10 co-
rros de nifios (las centenas).

e Ademas, dibujaremos la cara del portero junto a la llave correspondiente para in-
dicar que sumamos o restamos.

- E!.-I-—"--""'b 1
Noviembre ?

Figura 4.

Generacion de las Cantidades del 0 al 100
e Construccion del nimero como adicion de uno mas.

e Construccion de las decenas como grupos de 10 nifios.
* Interiorizacion de la posicion de las cifras y su valor.
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Composicion y Descomposicion de los niimeros

En el transcurso del juego los alumnos comprueban como se va formando el nimero
10 como resultado de sus sumas (1+9, 2+8, 3+7, etc.). Para favorecer su comprension
hemos elaborado un juego de cartas de parejas en las que ellos tienen que unir las canti-
dades que juntas suman 10.

Mayor y Menor

So6lo con mirar el nlimero de nifios en la cafeteria y el numero de corros en la discoteca
los alumnos van descubriendo intuitivamente qué cantidades son mayores o menores.

La Suma

e Actividad 1. Encaminada a que los alumnos entiendan el significado del primer
sumando. Le llamamos “En la cafeteria hay...”

* Actividad 2. Para trabajar el significado del segundo sumando. Le llamamos “El
portero dice que entren...”

* Actividad 3. La suma. “En la cafeteria hay... y el portero dice que entren...”
Presentamos a los alumnos la suma con los simbolos acordados (vaso, corros,
portero).

e Actividad 4. Suma de dos sumandos, uno de ellos con dos cifras.

Figura 5.
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La Resta

e Actividad 1. Vaciando la discoteca.
Dedicamos unas sesiones a vaciar la discoteca sacando poco a poco a los nifios
que hay dentro, empezando por los que estan en la cafeteria y después descompo-
niendo los corros de la discoteca. Los alumnos van realizando las restas de forma
manipulativa y se van familiarizando con el signo -.

e Actividad 2. “En la cafeteria hay... y el portero dice que salgan”.
Se plantean diferentes situaciones que los alumnos deben resolver deshaciendo
los corros de la discoteca (resta con llevadas).

A partir de aqui, los alumnos estaran preparados para sumar y restar cualquier canti-
dad, de una forma natural y sencilla.

MATERIALES ADICIONALES

Para trabajar todos estos conceptos se han elaborado una serie de materiales adicio-
nales que los alumnos pueden manipular y que facilitan la representacion de las diferen-
tes situaciones de aprendizaje que se les proponen: (Véase Figura 06).

e Discotecas individuales con sus correspondientes accesorios, adaptadas a las ne-
cesidades de cada alumno.

e Laminas en las que se muestra la formacion de los numeros del 0 al 9.

e (Cartas de complementarios.

e Tarjetas “Que entren” y tarjetas “Que salgan”

e Cuadernillos de sumas y restas con la simbologia acordada.

CONCLUSIONES

Han sido muchas las experiencias, reflexiones, anotaciones y evaluaciones recogi-
das en estos afios de trabajo con “La discoteca de los nimeros” en educacion especial,
pero sin duda las mas valiosas las han aportado los propios alumnos. Han sido ellos con
su motivacion, su implicaciéon y con todo lo que se han cuestionado, los que han hecho
crecer y desarrollar este método. Lo que en un principio s6lo fue una estrategia didac-
tica para facilitar el aprendizaje de algunas de sus rutinas diarias se ha ido transformando
gracias a las aportaciones de estos alumnos en lo que hoy presentamos como un nuevo
recurso didactico matematico para el aula tanto de educacion especial como de infantil y
primeros cursos de primaria.

Un recurso didactico que no esta terminado, sino que sigue siendo flexible y abierto
a otros posibles usos y aplicaciones que, estamos seguras, nuestros alumnos nos segui-
ran inspirando.

Algunas de las caracteristicas mas seductoras de este método se han ido descubriendo
cada dia en el aula y, en nuestra opinion, lo diferencian de otros métodos:
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Figura 6.

* Esun método globalizado y contextualizado, en el que se ponen en juego apren-
dizajes lingiiisticos, plasticos, sociales y matematicos.

* Es motivador y significativo, pues parte de sus propios intereses y gustos, asi
como de un entorno familiar, conocido y apropiado a su realidad (bailes, musica,
fiestas).

* Por haber nacido dentro de la diversidad educativa, atiende y respeta como ninguin
otro las diferencias individuales.

* Promueve el interés, la atencion y la sorpresa, pues cada dia la situacion de apren-
dizaje es diferente.

* Esun método atemporal. No importa la edad de inicio, cuanto antes se empiece a
jugar antes se consiguen los objetivos. Todos los nifios pueden jugar aunque tengan
diferentes edades, diferentes niveles académicos o diferentes ritmos madurativos.

* Vade los aprendizajes mas concretos a la abstraccion del concepto matematico.
(Podria decirse que transforma las abstracciones en elementos tangibles y visi-
bles, de forma que los alumnos las podrian dibujar).

* Pone a los alumnos en disposicion de inventar, dar soluciones, prever resultados,
calcular, intuir lo que va a pasar, plantear interrogantes y anticiparse a los hechos.
Es decir, ensefia a los nifios a pensar.

e Llega a la generalizacion a partir de experiencias concretas.

* Potencia al méximo la inteligencia practica, la que nos permite resolver los pro-
blemas de la vida diaria, la que guia nuestro razonamiento y nuestras acciones
hacia el éxito.
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Con respecto a los resultados, y por poner un ejemplo, uno de los logros que mas nos
llama la atencion es la naturalidad y facilidad con la que los alumnos realizan las sumas
y restas con “llevadas”, aquellas que tanto temiamos los estudiantes de hace unas déca-
das. Nuestros alumnos hacen y deshacen corros para solucionar el problema que se les
ha planteado y al final son capaces de representar el resultado en un papel entendiendo
lo que estan haciendo.

Estos buenos resultados nos han llevado a pensar que este método podria funcionar
también con alumnos sin discapacidad que se inician en el aprendizaje de los numeros
y de las operaciones bésicas. Y es precisamente en este nuevo aspecto en lo que esta-
mos ocupadas actualmente. Queremos comprobar como los alumnos del segundo ciclo
de Educacion Infantil (de 3 a 6 afios) acogen “La discoteca” y aprenden con ella a ma-
nejar los numeros y sus relaciones. Las primeras anotaciones y observaciones van por
buen camino.
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Resumen: Las Tecnologias de la Informacion y las Comunicaciones cada vez estan mas
presentes en la Educacion. Los ordenadores supusieron un cambio en la ensefianza y
ahora las tabletas estan abordando una segunda revolucion. Su simplicidad de uso, ver-
satilidad, manejabilidad y movilidad las hacen ideales como herramientas de aprendi-
zaje. El m-learning esta irrumpiendo en las aulas como un nuevo concepto de ensefianza.
En este articulo se muestra la aplicacion iBooks Author para elaborar materiales do-
centes junto con la experiencia realizada en la enserianza de la Estadistica Empresarial.
Palabras clave: recursos didacticos, m-learning, matematicas

Development teaching materials for iPad using
iBook Author

Summary: Information and Communication Technologies are increasingly present in
Education. Computers led to a teaching revolution and, nowadays, tablets are meaning
a second revolution. Their simplicity, versatility, manageability and portability make of
tablets an ideal tool for teaching and learning. A new concept in Education has been in-
troduced to the classroom: the m-learning. This paper shows the application iBooks Au-
thor to elaborate teaching materials together with the experience in teaching Business
Statistics.

Key words: Teaching materials, m-learning, mathematics
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ELIPAD EN EL AULA

Nadie duda que la llegada de las Tecnologias de la Informaciéon y Comunicacion
(TICs) han supuesto un cambio en la ensefianza. Las TICs han sido incorporadas al pro-
ceso educativo desde hace unos aflos y estan creciendo a un ritmo vertiginoso en para-
lelo con su difusion en la sociedad. Son innumerables las ventajas que tiene el uso de
tecnologias en el &mbito educativo: refuerza la colaboracion en los alumnos, les ayuda a
centrarse en los aprendizajes, mejoran la motivacion, incrementa el interés de los alum-
nos, favorece el espiritu de busqueda, la creatividad, la resolucion de problemas, etc. En
este sentido, es amplia la literatura que explora la utilidad de las TICs en todos los nive-
les educativos: Educacion Infantil (Favre, 2012), en Educacion Primaria (Lucas, 2004),
en Secundaria (Pantoja y Huertas, 2010; Ballesteros, Cabero, Llorene y Morales, 2010),
en la Ensefianza Universitaria (Ribes, Bonet, Guimera, Fernandez-Quijada y Martinez-
Garcia, 2009) o para el caso de la Estadistica (Coll y Blasco, 2009; Temprado, Molina y
Sanmartin, 2012).

La aparicion en el mercado de tabletas y teléfonos méviles inteligentes y su rapida
adopcion por la poblacidn, esta generando una segunda revolucion en la metodologia do-
cente. Tal estd siendo su crecimiento que se ha acufiado un nuevo término aprendizaje
electromico movil, en inglés m-learning, para recoger todas las metodologias de ense-
flanza y aprendizaje que utilizan pequefios y manejables dispositivos moviles para acer-
car los conocimientos a los alumnos.

Como muestra del fuerte crecimiento de estos dispositivos moviles en la ensefianza
destacamos el caso de Corea (Young Suhk, 2010, en SCOPEQ, 2011), donde el gobierno
ha invertido 2000 millones de dolares para ofrecer tabletas gratuitas a sus estudiantes,
declarando el fin del libro de texto en las aulas para el afio 2014 en primaria, y en 2015 en
secundaria, en favor de las tabletas, con contenidos educativos que se ubican en sistemas
de almacenamiento similares a la nube de datos proporcionados por el propio gobierno.

El iPad no es un ordenador ni un movil. Es un tipo de dispositivo nuevo, que propone
una forma de interactuar con los contenidos de un modo diferente. Tal y como sefala
Gamez y Marin (2010) “la mayoria de los recursos que se ponen a disposicion de los
alumnos son de tipo pasivo, no aportando ningun tipo de valor ariadido respecto al uso
tradicional de apuntes elaborados por el profesor y puestos a disposicion de los alum-
nos en las copisterias. Un correcto diserio de los materiales y recursos marca la dife-
rencia entre un uso pasivo por parte del alumno o un uso activo, con interactividad, que
presente un mayor atractivo durante el estudio y potencie el aprendizaje”. En linea con
esta idea este articulo pretende mostrar una nueva forma de elaborar materiales docentes.

La edicion de materiales docentes para este tipo de plataformas se vislumbra como
una opcidn de futuro. Recientemente esta disponible una herramienta extremadamente
potente, flexible y gratuita para la elaboracién de materiales docentes multimedia: iBooks
Author (Apple 2012).

El objetivo de este articulo es doble. Por un lado mostraremos las principales carac-
teristicas de este nuevo software de edicion, con especial hincapié en aquellas opciones
que son especificas para el disefio de materiales docentes. En segundo lugar mostraremos
la experiencia piloto que se esta realizando en la Facultad de Ciencias de la Empresa de
la Universidad Politécnica de Cartagena para elaborar estos manuales en las asignaturas
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de Estadistica Empresarial [ y II en el grado de Administracién y Direccién de Empre-
sas. Esta experiencia, en la que los alumnos han tomado parte de una manera activa, es
un claro ejemplo de como el uso de las TICs en el aula pueden mejorar la calidad docente
en asignaturas de matematicas. Con facilidad esta experiencia puede trasladarse a cual-
quier ambito y nivel educativo.

IBOOK AUTHOR COMO EDITOR DE MATERIALES DOCENTES

La edicion de un libro en formato iBook2 es extremadamente simple mediante el
software de edicion iBooks Author. Este apartado estd dedicado a presentar las principa-
les caracteristicas de este software, destacando aquellas opciones que consideramos mas
utiles para la elaboracion de materiales docentes.

La experiencia en el uso de este software para la edicion de los materiales de Esta-
distica Empresarial I y II se inicié al comienzo del curso, reclutando alumnos familia-
rizados con el entorno Mac. No es dificil encontrar alumnos que manejen este sistema
operativo y en general tienen altos niveles de conocimiento informatico que facilita el
aprendizaje y manejo del software. A estos alumnos se les suministraron los apuntes de
la asignatura en formato Word, incluyendo un buen nimero de preguntas de autoevalua-
cion tipo test, junto con presentaciones tipo ppt utilizadas en clase para presentar los con-
tenidos de las asignaturas.

Los alumnos se familiarizaron rapidamente con este software ya que presenta una
interfaz de usuario potente pero simple a la vez, que se asemeja al paquete iWork o
al mas conocido Word de Office, permitiendo arrastrar y soltar elementos, editar, im-
portar o convertir archivos externos como, por ejemplo, documentos de Microsoft
Word.

Los libros elaborados mediante esta aplicaciéon pueden exportarse en tres formatos:
iBooks, pdf y texto. Al guardarse los archivos, utilizan la extension .iba, que permite lle-
varte el proyecto de libro a otro Mac que utilice iBooks Author. Esto permitio el rapido
intercambio de los proyectos entre los alumnos y el profesor.

La Figura 1 muestra las cuatro zonas de trabajo en las que se divide el programa co-
rrespondiente a la edicion del tema Distribuciones Continuas de la asignatura de Esta-
distica Empresarial II que servira de ejemplo para ilustrar esta experiencia. En la barra
superior se muestran los elementos que se pueden agregar al libro. En la posicion iz-
quierda superior las partes en las que se divide el libro y en la izquierda inferior las pa-
ginas del libro. Finalmente la zona de trabajo domina la pantalla.

Para facilitar la elaboracion del primer libro multimedia, iBooks Author incluye por
defecto varias plantillas basicas que permiten iniciar el trabajo de elaboracion del mate-
rial docente de forma rapida y pueden ser un excelente punto de partida para cualquier
proyecto. También algunas universidades y centros de ensefianza cuentan con un for-
mato especifico para editar sus manuales docentes manteniendo su imagen corporativa.
Véase Figura 1.

La introduccién de textos en el editor iBooks Author es simple y permite incorpo-
rar texto directamente al libro multimedia de distintas formas. La forma mas basica
es escribir directamente en los cuadros preestablecidos en la plantilla, pero también
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4 De entre las v.a. que vamos a presentar en este tema debemos
e de destacar desde un principio a la distribucién Normal, que
desde hace més de dos siglos se ha convertido en la pieza
angular de la estadistica. La importancia de esta distribucién y
su repercusion en el campo de la inferencia estadistica hace
s necesario que dediquemos también un apartado especial a

2

Figura 1.

es posible utilizar la funcién copiar y pegar de otra fuente (por ejemplo de un fichero
Word o texto plano). En el caso de nuestra experiencia, esta operacion facilito la labor
de trasladar los materiales de los que disponiamos de la asignatura, ddndole un nuevo
formato a los viejos apuntes. Fueron los alumnos los encargados de incorporar los
apuntes al formato iBook, haciéndoles asi participar activamente en el desarrollo de
la asignatura. Finalmente, también es posible arrastrar un fichero Word dentro del
cuadro de texto para que los contenidos de archivo se inserten automaticamente en el
proyecto del iBook. El texto puede formatearse de forma similar a cualquier procesa-
dor. Las férmulas matematicas no son un problema y pueden insertarse y editarse de
forma habitual con Mathtype de forma similar a como se trabaja con la suite de ofi-
cina Word de Office.

Pero la principal caracteristica de estos nuevos materiales es la capacidad para in-
corporar objetos multimedia. Estos objetos reciben el nombre especifico de Widgets y
pueden ser incorporados al libro utilizando una opcion especifica del mentl con este
nombre. La siguiente tabla recoge con detalle los elementos que se pueden incorporar.
Véase tabla 1.

En primer lugar es posible incluir en nuestros manuales, objetos multimedia clasicos:
imagenes, videos y archivos de audio. Este tipo de objetos se incorporan de forma sim-
ple y basta con arrastrar el fichero correspondiente sobre el texto y soltar. Tamafio y po-
sicién pueden ser modificados sin dificultad y de forma automatica el texto se adapta a
estos objetos envolviéndolos.
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Esta opcion fue muy util para la elaboracion del tema de Distribuciones Continuas
ya que permitio incorporar los graficos correspondientes a distintas funciones puntua-
les de probabilidad y funciones de distribucién de los modelos de probabilidad més
habituales.

Galeria Multimedia Clasica

Iméagenes Soporta los formatos mas habituales: jpg, gif, ...
Video Soporta formatos: mov, mp4, avi, mpg, ...
Audio Soporta formatos: acc, mp3, aiff, wav,....
Graficos Genera graficos de barras, sectores, nube de puntos,...
Widgets
Repaso Formulario de preguntas tipo test con diferentes estilos (textos e imagenes).
Galeria Una secuencia de imagenes por las que podemos desplazarlos, cada una

con su propio pie de foto.

Incorporar las presentaciones Power Point utilizadas habitualmente en

Presentaciones . . .
clase al libro interactivo.

Permite ofrecer informacion sobre determinadas partes de un grafico o
imagen haciendo zoom y desplazandose hasta las etiquetas que introduz-
camos desplegandolas con una descripcion.

I magen
Interactiva

En el formato COLLADA, el mismo utilizado por Google para poblar de
Objetos 3D objetos Google Earth con la ayuda de los usuarios de Google Sketchup
usado habitualmente en disefio e ingenieria.

Mapas, Videos En el portal http://www.classwidgets.com/ hay disponibles nuevos Wid-
YouTube, etc gets que pueden afiadirse a los materiales docentes.

Permite insertar archivos con extension .wdgt creados con Dashcode, la

html herramienta de desarrollo de Widgets de Apple.

Tabla 1: Elementos multimedia que pueden incorporarse al iBook2

Una de las caracteristicas mas interesantes que ofrece iBooks Author para este tipo
de objetos es la posibilidad de hacer que una imagen o video llene toda la pantalla del
iPad, de manera que cualquier ilustracion o video que se incorpore al proyecto del iBook,
por pequeiia que sea, una vez que el libro esté editado, en el iPad puede apreciarse tan
grande como permita el tamafio de la pantalla. La imagen aparecera en toda la pantalla
simplemente haciendo doble clip sobre ella y volvera a su tamafio normal cuando se pe-
llizque la imagen con dos dedos. La opcion Formato Imagen Alfa Instantaneo permite
ademas seleccionar un color o gama de colores de la imagen para hacerlos desaparecer
de tal forma que la imagen quede perfectamente incrustada en el texto. En la figura 2
puede apreciarse como se incrusta una imagen de Gauss cuando se introduce en el texto
la distribucién Normal.
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Igualmente es posible incorporar archivos de video (mp4, avi,..), bastara con arras-
trar y soltar el archivo sobre el texto. En nuestro ejemplo esta opcion se utilizo para in-
corporar videos con problemas resueltos por disponibles en YouTube (del profesor Juan
Medina de la UPCT) sobre calculo de probabilidades asociado a la distribucién Normal.
La Imagen 2 muestra la forma en la que aparece incrustado el video en el libro. Basta
tocar sobre el video para que se despliegue en pantalla competa e inicie la reproduccion
del video.

806 [ Tema 7 — Modificado
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Estadistica Descriptiva Nersim e | 3 longitud,
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[ wtroduccion multimedia Mierscomitries X M R = ) piezas cortadas tienen la misma longitud solamente en
_— - z dio, ya que la mayoria presentan errores, son un poco
1= Tabla de contenido Propiedad 1. Sea £ una v.a. con distribucién uniforme en més grandes o un poco mds pequefias. Se observé que los

errores en este tipo de situaciones presentaban una
distribucion simétrica, que originalmente recibié el
nombre de curva normal de errores.

m Glosario (a,b), sean ¢ y d dos nimeros reales con co, entonces
la v.a. cE+d sigue una ley uniforme en el intervalo

(ca+d,ch+d) si ¢ es positivo y (cb+d,ea+d) si ¢ es

v |_ Capitulo 1: Distribuciones Continuas negativo.

El estudio por parte de K. Gauss (1.777-1.855)
de la Teoria de los errores le lleva al estudio
de la distribucién de probabilidad de errores,
con lo que llega a la distribucién Normal,
hasta entonces obtenida como aproximacion
de otras distribuciones. Junto con el método
de minimos cuadrados, el estudio de la
distribucién normal fue la principal
aportacién de Gauss al Calculo de
Probabilidades.

7.2.- La distribucién Normal o de Gauss

Diremos que una v.a. se ajusta a una ley
normal o que sigue una distribucién de Gauss
de parametros p y o, si toma todos los valores
reales con funcién de densidad:

Esta distribucion continua, en su version més

simple, fue introducida por primera vez por De
Moivre en 1.733 como aproximaciéon de la
distribucion binomial. Posteriormente, Laplace y El calificativo de normal se debe también a que esta
Gauss la hallaron empiricamente estudiando la distribuciébn es tipica de muchos experimentos y
distribucion de los errores de medicion, y tras sus trabajos se observaciones, en especial de aquellos fenéomenos de la

4

Figura 2.

Las presentaciones utilizadas en el aula para mostrar los contenidos de la asignatura
y que habitualmente se elaboran con Power Point, pueden también ser incorporadas utili-
zando la opcion Widget. El tratamiento es similar al de un video o una imagen, pudiendo
colocarse la presentacion incrustada en el texto con el tamafio deseado. Bastard un doble
toque para ver la presentacion en pantalla completa y con el habitual gesto de arrastrar el
dedo por la pantalla podremos pasar las transparencias.

Una de las opciones mas interesantes que ofrece iBooks Author para la elaboracion
de materiales docentes es la posibilidad de incorporar baterias de preguntas tipo test al
libro. Estas series de preguntas, al igual que el resto de objetos, pueden incorporarse en
cualquier parte del texto. Asi, cuando el alumno lea el manual puede evaluar sus cono-
cimientos seleccionando la respuesta que considere correcta. El procedimiento es muy
simple: el alumno seleccionara la respuesta tocando en la opcion elegida y podra com-
probar si su eleccidn es la correcta en cada pregunta y seleccionar otra alternativa en el

100 Epsilon, 2013, Vol. 30(1), n° 83, 95-104,



Elaboracion de material docente para iPad con iBooks Author
F. A. Lopez-Hernandez y M. Ruiz-Marin

caso de equivocarse. Alternativamente, el alumno puede contestar todas las preguntas y
obtener el nimero de aciertos al final de la serie para conocer su nivel de comprension
de los textos.

Pero iBooks Author no sélo dispone de la posibilidad de elaborar las clasicas pregun-
tas tipo test con varias alternativas, sino que permite utilizar varias formas de realizar la
pregunta utilizando imagenes. Dos simples ejemplos utilizados en la asignatura de Esta-
distica Empresarial II para mostrar el concepto de varianza asociado a una distribucion
normal pueden ilustrar estas alternativas. (i) Es posible introducir en la pregunta tipo test
varias imagenes. El alumno debe tocar sobre la imagen correcta (Figura 3). (ii) También
es posible incluir una imagen para que el alumno toque exactamente en la parte de la
imagen sefialada con un circulo que crea que sea la respuesta correcta (Figura 4). En la
parte inferior del cuadro donde se presenta la pregunta dispone de la opcion “Comprobar
respuesta” para conocer si ha acertado la respuesta.
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REPASO 1.2 Distribucion Normal capacidades humanas)
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Antes de cerrar el libro para su edicion o durante la elaboracion del manual, iBooks
Author permite seleccionar la opcion de orientacion vertical. Esta opcidn nos mostrara la
forma en que se visualizara el libro cuando el iPad adopte esta posicion y permitira adap-
tar todos los contenidos incrustados a este formato vertical.

El ultimo paso es la pre-visualizacion del aspecto que tendra el libro en un iPad. Para
eso el usuario solo necesita conectar el iPad a través de un cable USB al Mac y hacer se-
leccionar la opcion “previsualizar” en la barra de herramientas. El libro aparecera en la
libreria de iBooks como un volumen utilizable con el nombre “Prueba.”

Finalmente es posible elaborar un glosario de términos de cada libro e incluso conec-
tarlos con informacion en la red tipo Wikipedia que de forma tan habitual utilizan los
alumnos como complemento formativo. Los alumnos también pueden subrayar el libro
y escribir notas que permaneceran para segundas lecturas del manual.

CONCLUSIONES

El libro, que siempre se ha considerado como una herramienta indispensable en cual-
quier proceso de formacion, se encuentra en pleno proceso de transformacion hacia un
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nuevo modelo acorde con la era tecnologica en que vivimos. Desde hace unos afios asis-
timos a la incorporacion de las TICs en los procesos de ensefianza-aprendizaje: ordena-
dores en las aulas, pizarras digitales, paginas webs, etc, pero es justamente en el libro
donde seguimos sin tener un rumbo claro. Las tabletas estan abriendo una nueva via
para introducir el libro digital, por tanto, adaptar nuestros materiales docentes a este
nuevo formato es una oportunidad para incorporar una nueva herramienta al proceso de
ensefianza-aprendizaje.

Son varias las ventajas que ofrece este nuevo formato en el que los profesores pue-
den presentar materiales docentes. En primer lugar ventajas derivadas del tipo de hard-
ware (iPad), (i) la portabilidad. Es un elemento ligero que el alumno puede transportar
desde su casa y utilizar en clase o bien los centros pueden disponer de aulas méviles que
no impliquen desplazar la clase a un aula de informatica. (ii) la autonomia. Una bateria
con gran duracidn evita tener que conectarlos con frecuencia. (iii) la simplicidad de uso.
No es necesario tener conocimientos previos. (iv) la interactividad con su pantalla tactil
que permite introducir una nueva forma de aprender conceptos tocando.

En segundo lugar, ventajas respecto al software de edicion necesario para elaborar
materiales docentes. La herramienta iBooks Author, es un software simple de utilizar y
dota al docente de una herramienta con potencia para la edicion de materiales docentes.
Es facil incorporar en el texto una gran variedad de materiales multimedia: imagenes in-
teractivas, videos, presentaciones power point, preguntas tipo test, etc. Ademas, debido
a su sencillez y manejo intuitivo, permite al alumno involucrarse en la creacién de ma-
teriales docentes, haciéndole participar de manera activa en la asignatura y despertando
su interés por la misma.

Son también diversos los inconvenientes que plantea el uso de estos materiales. En
primer lugar para elaborar estos materiales docentes es imprescindible utilizar un Mac y
no es posible hacerlo con el clasico PC. Ademas, el formato de iBooks Author no es es-
trictamente compatible con ePUB 3, por lo que los libros creados no funcionaran en otros
lectores aunque es probable que en poco tiempo se permita la compatibilidad. Por tltimo
el precio es también un inconveniente, ya que los productos comercializados por Apple
tienen un precio elevado, significativamente superior al de sus competidores.

La experiencia realizada en las asignaturas de Estadistica Empresarial en el Grado
de Administracion y Direccion de Empresa dentro del proyecto de innovacion docente
que estamos desarrollando en la Facultad de CC de la Empresa han mostrado resulta-
dos prometedores con una excelente acogida de los alumnos y un alto nivel de parti-
cipacion. Nuestro siguiente objetivo es evaluar el beneficio derivado del uso de esta
herramienta frente a las opciones clasicas para cuantificar la mejora del proceso de
ensefianza- aprendizaje.
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Resumen: La resolucion de problemas es una tarea a la que se han dedicado los mate-
madticos aficionados y profesionales a lo largo de los siglos. Algunos problemas se han
mantenido durante mucho tiempo, ocupando secciones fijas en los manuales consagra-
dos a la enserianza de las Matemadticas. Por otro lado, las estrategias utilizadas para re-
solverlos han ido cambiando con el paso de los arios. En este articulo presentamos un
tipo de problemas cldsicos («problemas de comprar un caballoy) y el tratamiento que
hicieron de él algunos matemdticos de primera fila y otros menos conocidos por el pu-
blico no iniciado.

Palabras clave: Resolucion de problemas, problemas de comprar un caballo, historia
de las Matematicas, historia de la Educacion Matematica.

«Buy a horse»:
Historical solutions to sorts of problems famous

Abstract: Problem solving is one of the main tasks carried out both by amateur and pro-
fessional mathematicians over the centuries. In some cases, particular problems have
maintained for a long time, with fixed sections in textbooks being devoted to them. On
the other hand, the solving strategies have changed over the years. In this paper we pre-
sent one of such types of classical problems («problems about buying a horse») and the
treatment given to these problems by some top mathematicians and also by others that
may not be so known by the uninitiated.
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INTRODUCCION

El espacio basico de un problema (es decir: el conjunto de todas las formas de resol-
verlo y de todos los pasos posibles dentro de cada una de ellas) constituye una de las he-
rramientas fundamentales a la hora de ensefar o aprender Matematicas en un contexto
de resolucion de problemas.

Resulta obvio que para desarrollar una ensefianza de este tipo, el profesor debe dispo-
ner de buenas colecciones de problemas y de un amplio catalogo de estrategias que per-
mitan resolverlos. Es aqui donde la historia de las Matematicas puede prestar una ayuda
inestimable dado que en los textos de caracter matematico que se han escrito a lo largo de
los tiempos se encuentran, por un lado, estupendas antologias de problemas y, por otro,
repertorios de procedimientos de resolucion cuyo interés didactico es notable.

Parece, pues, que una revision histérica de los manuales de contenido matematico fa-
cilitaria la elaboracion de una seleccion de problemas y de estrategias de resolucion que,
puestas a disposicion de profesores y alumnos, podria ayudar a estos cuando se enfren-
tasen a determinados problemas matematicos.

Con la inclusion de problemas historicos y de estrategias historicas de resolucion,
tanto los profesores como los alumnos implicados en el proceso de ensefianza-aprendi-
zaje pueden disfrutar de las siguientes ventajas:

Tener a su disposicion a un buen ntimero de tutores (autores, matematicos) de otras
épocas (los tutores historicos) que pueden ayudarles en las situaciones problematicas a
las que se enfrenten.

Disponer de colecciones de problemas que han perdurado a lo largo de los tiempos.

Conocer antiguos procedimientos de resolucion que pueden ampliar el espacio ba-
sico de un problema.

Comparar los procedimientos de resolucion actuales con los antiguos y valorar las
herramientas matematicas de las que disponen en la actualidad.

«PROBLEMAS DE COMPRAR UN CABALLO»

. . 1 .
Cuatro compran una cosa. El primero dice a los otros tres que le den oo el segundo pide a
1 1 . 1 , . .
los otros tres R el tercero o el cuarto pide 52 todos. (Cuanto tiene cada uno y cuanto
vale la cosa?
En el problema anterior, extraido de un impreso espafiol escrito por Gaspar de Te-
xeda en 1546, cuatro socios quieren comprar una cosa pero ninguno tiene bastante di-

nero para comprarla. Por esto, cada uno toma una fraccion de la suma del capital de los
otros y asi puede comprarla.
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Cuestiones similares a la anterior se introdujeron en la Europa medieval de 1a mano de
Leonardo de Pisa «Fibonacci» (Liber Abaci, 1202, capitulos 12 y 13). En ellas la cosa que
querian comprar los hombres era un caballo (de hominibus equum emare volentibus); por
este motivo, estos asuntos se conocen como «problemas de comprar un caballoy.

PRIMEROS ANTECEDENTES: ALGUNOS PROBLEMAS CHINOS Y DOS
EJEMPLOS DE DIOFANTO

Como sucede con la practica totalidad de los problemas que aparecen en textos arit-
méticos del Renacimiento, podemos rastrear el origen del problema anterior hasta bas-
tantes siglos atras.

En nuestro caso, los ejemplos mas antiguos encontrados corresponden a textos chinos
y a la aritmética de Diofanto. En ellos no se hace referencia a la compra de caballos; sin
embargo, un analisis detenido de los mismos hace evidentes las similitudes. En concreto
el contexto general es el de varias personas que poseen una cierta cantidad de dinero de
forma que si cada uno toma una fraccion del dinero de uno o varios de sus compaiieros,
todos tienen la misma cantidad.

PROBLEMAS CHINOS

En el capitulo 8 del Chiu-Chang Suan-Shu (Arte de calcular en nueve capitulos), obra
anonima escrita en la época Han (periodo comprendido entre el 206 a. C. y el 221 d. C.),
encontramos el problema siguiente:

Hay dos personas A 'y B. Cada una tiene una cantidad desconocida de monedas. La persona
A, tomando la mitad de las monedas de B, tiene 50 monedas. La persona B, tomando las
dos terceras partes de las monedas de A, también tiene 50 monedas. Dime: ;cuéntas mo-
nedas tiene cada una?

. 1 .
Respuesta: A tiene 377 monedas. B tiene 25 monedas.

Método: Resuelve mediante el método de la matriz; suma y resta (Kangshen et al., 1999,
p. 411).

El problema se resuelve utilizando un procedimiento andlogo al «método de Gauss»
para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

= WlN

2 2 0 2 1
—><3 1>—>(2 1>=>B=25=>A=375

150 100 50 100

3
SN R R

50

En el Sunzi suanjing (Cap. 3, problema 28), texto chino del siglo IV, aparece un pro-
blema casi idéntico que también se resuelve por el método de Gauss
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A'y B tienen una cantidad desconocida de monedas. La persona A, tomando la mitad de
las monedas de B, tiene 48 monedas. La persona B, tomando las dos terceras partes de
las monedas de A, también tiene 48 monedas. Dime: ;cuintas monedas tienen A y B,
respectivamente?

Respuesta: A tiene 36 monedas y B tiene 24 (Kangshen et al., 1999, p. 411).

Por otro lado, el Zhang Qiujian suanjing (Cap. 3, problema 4), manual del siglo V,
contiene el siguiente problema resuelto por el método de Gauss (Kangshen et al., 1999,
p. 411):

Hay tres personas A, B y C, cada una con un niimero desconocido de monedas. A dice: si
tomo 2/3 de las monedas de B y 1/3 de las monedas de C, entonces tendré 100 monedas. B
dice: si tomo 2/3 de las monedas de Ay 1/2 de las monedas de C, entonces tendré 100 mo-
nedas. C dice: si tomo 2/3 de las monedas de A 'y 2/3 de las monedas de C, entonces tendré
100 monedas. Dime: jcuantas monedas tienen A, B 'y C?

Respuesta: A tiene 60 monedas, B tiene 45 y C tiene 30.

EJEMPLOS DE DIOFANTO

La primera noticia, que sepamos, relativa a los «problemas de comprar un caballo» en
la antigua Grecia, se encuentra en el Libro I (problemas 24 y 25) de la Aritmética de Dio-
fanto de Alejandria! (Heath, 1910). Diofanto, fiel a la concepcion puramente abstracta
de la matematica griega, prescinde de todo contexto a la hora de presentar los enuncia-
dos. Asi, frente a los ejemplos chinos anteriores, en los que se habla de personas que tie-
nen dinero y que lo toman prestando de sus compafieros, en este caso el autor se referira
simplemente a nimeros.

El problema 24 del texto de Diofanto dice lo siguiente:

Encontrar tres nimeros tales que, si cada uno recibe una fraccion dada de la suma de los
otros dos, todos los resultados son iguales.

Para «resolver» este problema indeterminado, Diofanto admite que el primer nu-
mero recibe la tercera parte de la suma de los dos restantes, el segundo recibe la cuarta
parte de la suma de los otros dos y el tercero la quinta parte de la suma de los dos res-
tantes. Por otro lado asume que el primer nimero es x [= aritmo]. Por ultimo, como la
suma del segundo y tercero debe dividirse por tres, toma esta suma igual a 3. Con esto,
se tiene que:

Suma de los tres nimeros = x + 3

. 1
Primero + 5 (segundo + tercero) =x + 1

1. ca. 200 — ca. 284.
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Por tanto: Segundo + %(primero + tercero) =x+ 1 =

= 4 - segundo + primero + tercero = 4x + 4 =
= 3 - segundo + primero + segundo + tercero = 4x + 4 =
=3 -segundo+x+3=4x+4 =3 -segundo=3x+1 =
1
= Segundo =x + 5

. 1, .
Ademas: Tercero + ?(prlmero +segundo)=x + 1 =

= 5 - tercero + primero + segundo = 5x + 5 =
= 4 - tercero + primero + segundo + tercero = 5x + 5 =
=4 -tercero+tx +3=5x+5 =4 tercero=4x+2 =
= Tercero =x + ;—

En consecuencia:

17

1 1 13 Segundo=ﬁ
x+<x+§)+(x+z>=x+3=>xzﬁz> 19
Tercero=ﬁ

De donde, eliminando los denominadores, se obtiene la siguiente solucion entera del
problema propuesto:

Primer numero = 13, Segundo niimero = 17, Tercer nimero = 19
Por su parte, el problema nimero 25 dice lo siguiente:

Encontrar cuatro nimeros tales que, si cada uno recibe una fraccion dada de la suma de los
otros tres, los cuatro resultados son iguales2.

Como en el caso anterior, para «resolver» este problema indeterminado, Diofanto ad-
mite que el primer nimero recibe la tercera parte de la suma de los tres restantes, el se-
gundo recibe la cuarta parte de la suma de los otros tres, el tercero la quinta parte de la
suma de los tres restantes y el cuarto recibe la sexta parte de la suma de los otros tres.
Por otro lado asume que el primer nimero es x [= aritmo]. Por Gltimo, como la suma del
segundo, tercero y cuarto debe dividirse por tres, toma esta suma igual a 3. A partir de
estas restricciones, procediendo de forma similar a la del problema 24, se obtiene la si-
guiente solucion entera:

2. Atendiendo a la época en que pudo publicarse el Chiu-Chang Suan-Shu, al periodo en que se escribi6
la Aritmética de Diofanto, y a la similitud entre el problema 10 del Chiu-Chang Suan-Shu, y los problemas
24y 25 de la Aritmética, parece natural sospechar que hubo, o pudo haber, alguna transmision de ideas entre
dos culturas tan distintas y distantes como la china y la griega.
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Primer numero = 47, Segundo niimero = 77
Tercer nimero = 92, Cuarto nimero = 101

Los procedimientos diofanticos para obtener una solucion de los problemas 24 y 25
se pueden generalizar sin mas que tomar y +z=3a e y +z + ¢ =3[ (siendo y el segundo
namero, z el tercero y ¢ el cuarto) respectivamente. Con esto, siguiendo el discurso de
Diofanto, las infinitas soluciones de los problemas 24 y 25vienen dadas por:

13a 17a 19a

YT YT P
478 778 92p 1018
T YT 90 %790 " " T 90

CABALLOS ARABES EN EL ALGEBRA DE AL-KARAGI

La Aritmética de Diofanto fue traducida del griego al arabe por Qusta ibn Luga al-Ba-
labakki (820 — 912). De este modo se puso a disposicion de los estudiosos arabes uno de
los libros de algebra mas influyentes de la historia de las Matematicas.

Entre los matematicos en cuya obra se aprecia la influencia de Diofanto se encuentra
Abu Bakr Muhammad ibn al-Hasan al-Karagi (953 — ca. 1029).

En su tratado de algebra Kitab al-Fajri, encontramos un problemas (Woepcke, 1853)
que coincide con un caso particular del problema 24 de Diofanto. Nos serviremos del
simbolismo moderno para describir el proceso seguido por el matematico arabe.

y+z
x+T=20:y+z=60—3x [1]

zZ+x
yt—3 =20=24y+z=80—x [2]
x+y
z+ 5 =20=>5z+y=100—x [3]
20 2
[2]_[1]=>3y=20+2x:>y:?+§x
Sustituyendo esta expresion de y en [1], resulta:
20 2 603 o _ac 20 2 160 11
2 2 = - = = - —_—— = = = —_—
3 3x z x=2z x 3 3X z 3 3x
x 160 11
[B]-[1]=4z=40+2x =10+ =z=—"—-—x=
:>x 11x 160 10 > x — 2
2t 3 773 *=7

3. En la edicion de Woepcke, dicho problema carece de enunciado verbal.
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A partir de estos resultados, se obtiene que:

El autor afiade:

Si los segundos miembros de las ecuaciones propuestas son desconocidos4, se les puede
asignar un valor arbitrario y se procede como antes; también se les puede dar un valor des-
conocido y poner x + z = 4 para que se pueda tomar la cuarta parte de esta suma, o igual
a otro numero cualquiera.

Si se toma x + z = 4, se tiene que:

x+y
Z+T=y+1z4y+5=x+52

Como x + z = 4, resulta:
1
4':)/‘|'1"‘.7('|‘Z=JC‘|'5Z$4-_')/'-|-1=4-Z=>Z=y.|_Z [4]
R _ 1\ 15
Entonces: x—4—z—4—(y+z)_7—y [5]

Ademés:x+yT+Z=y+1

Por tanto, sustituyendo las expresiones [4] y [5] en la igualdad anterior, se obtiene que:

13
17 \*=7%
Y=FT) 19
=78

Por ultimo, el autor afiade que x =13,y =17, z = 19 también es solucion de las ecua-
ciones propuestas.

MAS CABALLOS EN EL LIBER ABACI DE LEONARDO DE PISA

En el Liber Abaci, Fibonacci dedica la quinta parte del capitulo 12 a estudiar proble-
mas sobre “la compra de caballos entre socios de acuerdo a una proporcion dada” (Sigler,
2002, p. 337). El tratamiento que Leonardo da a este tipo de problemas es exhaustivo.

4. En este caso, el problema que resulta es indeterminado y su traduccion al simbolismo algebraico viene

dada por el sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas siguiente:

y+z z+x x+y
= y+ = z+
3 YT TS

X+
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Aparecen un total de 33 problemas (en tres de ellos no aparecen caballos, sino vasijas,
silos o un barco, pero la esencia es la misma) y 30 de ellos se resuelven con todo detalle
(en los otros 3 tan solo se indica la solucion).

Esencialmente encontramos 11 tipos de problemas diferentes, que se detallan a con-
tinuacion. En todos ellos se pide siempre calcular el dinero de cada hombre asi como el
precio del caballo (o los caballos, cuando hay méas de uno).

Tipo 1: n hombres compran 1 caballo. Cada uno de los hombres toma prestada una
fraccion dada del dinero del siguiente ciclicamente (el tltimo lo coge del primero), de tal
modo que todos pueden comprar el caballo.

Este problema aparece para n =2, 3,4,y 5. Este tipo de problema siempre tiene infi-
nitas soluciones (aunque Fibonacci no lo indica explicitamente) salvo que se fije el precio
del caballo, en cuyo caso la solucion es tnica (Leonardo lo hace en un caso para n = 2).

Tipo 2: n hombres compran n caballos. Cada uno de los hombres toma prestada una
fraccion dada del dinero del siguiente ciclicamente, de tal modo que asi el k-ésimo hom-
bre puede comprar el k-ésimo caballo. Se conoce la diferencia de precios (creciente)
entre cada caballo y el siguiente.

Este problema aparece para n= 2, 3, 4 y 5. Este tipo de problema tiene infinitas so-
luciones, cosa que Fibonacci indica en el transcurso de la resolucion del primer ejem-
plo para n =2.

Tipo 3: n hombres compran 1 caballo. Cada uno de ellos toma una fraccion dada del
dinero que tienen entre los dos siguientes ciclicamente, de tal modo que todos pueden
comprar el caballo.

Este problema aparece solo para n = 4.

Tipo 4: n hombres compran 1 caballo. Cada pareja (consecutiva) de hombres toma
una fraccion dada del dinero del siguiente ciclicamente, de tal modo que cada una de esas
parejas puede comprar el caballo.

Este problema aparece paran =3y 4.

Tipo 5: n hombres compran 1 caballo. Cada tres hombres (consecutivos) toman una
fraccion dada del dinero del siguiente ciclicamente, de tal modo que cada uno de esos
trios puede comprar el caballo.

Este problema so6lo aparece para n = 5.

Tipo 6: n hombres compran 1 caballo. Cada uno de ellos toma una fraccion dada
del dinero que tienen todos los demads juntos, de tal modo que todos pueden comprar el
caballo.

Este problema aparece paran =3, 4y 5.

Tipo 7: n hombres compran 1 caballo. Cada pareja (consecutiva) de hombres toma
una fraccion dada del dinero que tienen todos los demads juntos, de tal modo que cada una
de esas parejas puede comprar el caballo.

Este problema aparece para n =4y 5. Este tipo de problemas no tiene por qué tener
solucion. De hecho el caso n = 4 carece de ella, como demuestra el propio Fibonacci.

Tipo 8: n hombres compran 1 caballo. Cada tres hombres (consecutivos) toman una
fraccion del dinero que tienen todos los demas juntos, de tal modo que cada uno de esos
trios puede comprar el caballo.

Este problema aparece para n =7, con la indicacion de que si tiene solucion.
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Tipo 9: n hombres compran n caballos. Cada uno de ellos toma una fraccion del di-
nero de todos los demas, de tal modo que asi el k~ésimo hombre puede comprar el k-ésimo
caballo. Se conoce la diferencia (creciente) de precios entre cada caballo y el siguiente.

Este problema aparece paran =2, 3 y 4.

Tipo 10: n hombres compran 1 caballo. Cada uno de ellos toma una fraccion (distinta)
del dinero de cada uno de los otros, de tal modo que todos pueden comprar el caballo.

Este problema aparece paran =3y 4.

Tipo 11: n hombres compran 1 caballo. Cada pareja (consecutiva) de hombres toma
una fraccion dada del dinero que tienen los dos siguientes juntos, ciclicamente, de tal
modo que cada una de esas parejas puede comprar el caballo.

Este problema aparece tinicamente para n = 5.

Frente a esta amplia variedad de problemas, los métodos de resolucion utilizados por
Fibonacci son escasos. El autor resuelve estos problemas esencialmente de dos formas
diferentes. En el capitulo 12 utiliza el llamado «método de la proporcion» mientras que
en el capitulo 13 recurre al método de dos falsas posiciones.

El método de la proporcion

Este método consiste, esencialmente, en ir manipulando los datos del problema para
obtener que una fraccion del dinero de cada persona es igual a una fraccion del dinero
de la siguiente. Una vez hecho esto se busca cada pareja de cantidades con cuidado para
que los valores obtenidos en cada caso sean consistentes.

Veamos un ejemplo:

Hay tres hombres. El primero toma del segundo 1/3 de sus besantes. El segundo toma del
tercero 1/4 y el tercero toma del primero 1/5. Se afirma que cada uno de ellos puede asi
comprar el caballo.

Vamos a presentar de forma abreviada (pues Fibonacci es bastante prolijo y algo re-
petitivo en sus explicaciones) como se resuelve este problema por el citado método. Se
comienza observando lo siguiente:

primero + %segundo = segundo + %tercero = primero = % segundo + % tercero [1]
1 1 . 3 |
segundo + Z tercero = tercero + g primero = segundo = Z tercero + g primero [2]

| . 1 4 . 1
tercero + B primero = primero + B segundo = tercero = 5 primero + B segundo [3]
1 | 1
De [3] resulta que: 7 tercero = E primero + 0 segundo.

Y si esto se sustituye es [1] tenemos:
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. 2 I . 1 4 . 3
primero = 8 segundo + E primero + o segundo = E primero = i segundo

Asi que hay que encontrar dos nimeros de forma que 4/5 del primero sean 3/4 del se-
gundo. Fibonacci encuentra 15 para el primero y 16 para el segundo.
Razonando como antes, pero sustituyendo [2] en [1] se tiene que:

13 . 3
— primero = — tercero
15 4

Por lo que ahora el autor busca dos ntimeros tales que 13/15 del primero sean 3/4 del
tercero. En este caso encuentra 45 para el primero y 52 para el tercero.

Para terminar, se deben «ajustar» estas soluciones. En el paso anterior se encontra-
ron 15 y 16 como soluciones particulares, pero habrian servido cualesquiera multiplos
de dichos valores. Como ahora se ha obtenido 45 para el primer hombre, esta claro que
se debe multiplicar por 3 la solucion anterior y se obtiene la solucion:

Primero: 45 besantes, Segundo: 48 besantes, Tercero: 52 besantes.

Una vez conocido el dinero que tiene cada hombre es trivial obtener el precio del ca-
ballo, que en este caso resulta ser de 61 besantes.

El ejemplo presentado es un problema de tipo 1, con 3 hombres; es decir, uno de los
casos mas sencillos. Sin embargo, si se observa el método detenidamente, no resulta di-
ficil entender como puede utilizarse en el resto de casos.

Una solucion general para los problemas de tipo 1

Pese a que el método que hemos descrito en el apartado anterior resulta sumamente
util a la hora de resolver los problemas planteados, Fibonacci presenta un método «itera-
tivoy general para dar la solucion a problemas del tipo 1 antes descritos.

Consideremos el siguiente enunciado general:
Supongamos que » hombres desean comprar un caballo de tal forma que el primer hombre

) a .
toma prestado %L del dinero del segundo, el segundo toma prestado —= del dinero del
1 2

, . . a, .
tercero y asi sucesivamente hasta que el n-ésimo hombre toma prestado . del dinero

n

del primero y haciendo esto, todos ellos tienen la cantidad necesaria para comprar el caballo.

Para resolver este problema Fibonacci da el siguiente método: Para cada k € {1,...,n}
se definen los siguientes numeros:
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(1) _
(b —ab,, taa,,,
(r) (r= 1)

r+l1
=x; b, +CD) " aa, a,, s12<r<n-2,
(}’l—l) (n-2)
X =X b

Donde hay que considerar que los subindices se toman mddulo 7; es decir, a,.3 €s as,
. Obsérvese que se van construyendo paso a paso iterativamente.
Entonces Fibonacci afirma que la cantidad de dinero que posee el hombre k-ésimo es
exactamente x;+-D. Ademas, el valor del caballo resulta ser:

C=bb,--b,+(-)"aa, a,.

Evidentemente esta es s6lo una de las infinitas soluciones que, en general, poseen este
tipo de problemas, pero es totalmente correcta. La demostracion rigurosa de este hecho
la dejamos en manos del lector, su relativa complejidad le hara apreciar aun mas su valor.

Una solucion general para los problemas de tipo 6

El anterior no es el inico método general dado por Fibonacci para resolver uno de los
tipos de problemas considerados. Los problemas de tipo 6 también son merecedores de
un procedimiento especifico. Vedmoslo.

Sea el siguiente enunciado general:

Supongamos que n hombres desean comprar un caballo de tal forma que el primer hombre

a . , a .
toma prestado — del dinero de los demas, el segundo toma prestado —% del dinero de
1 2

. . . - a .
los demas y asi sucesivamente hasta que el n-ésimo hombre toma prestado b—" del dinero
n

del resto, de modo que, haciendo esto, todos ellos tienen la cantidad necesaria para

comprar el caballo.

En este contexto, Fibonacci efectiia los siguientes calculos:

D=m.cm.(b-a,..,b —a,,

n

i
Una vez hecho esto, el autor afirma:

e Ses lasuma del dinero de todos los hombres implicados.
e Elprecio del caballo es C =S —(n—1)D .
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(n—-1)Da,

e El dinero del k-ésimo hombre es x, = C —
b, —a,

Nuevamente dejaremos en manos del lector la ardua tarea de demostrar la correccion
de estas formulas.

El método de dos falsas posiciones

La mayor parte de los problemas de compra de caballos, en concreto 28 del total de
33, se presentan en el capitulo 12 y son resueltos segtin alguno de los tres métodos ante-
riores. Sin embargo, en el capitulo 13, que Fibonacci dedica al método de falsa posicion
(que ¢l llama elchatayms) se revisan problemas que ya han sido resueltos en capitulos
anteriores por otro tipo de métodos puesto que, como dice el propio Leonardo en el ti-
tulo del capitulo “con este método casi todos los problemas matematicos son resueltos”.

En el capitulo se presenta y se utiliza tanto la regla de una falsa posicion como la de
dos falsas posiciones. Los problemas de comprar caballos, por su forma, se circunscriben
a este segundo tipo. En Meavilla (2005) puede leerse una amplia discusion sobre el uso
del método de dos falsas posiciones para resolver problemas similares al que nos ocupa,
por lo que no nos detendremos en describir este método de resolucion.

LOS «PROBLEMAS DE COMPRAR UN CABALLO» EN LA OBRA
DE FR. JUAN DE ORTEGA

Fray Juan de Ortega, palentino de origen y dominico adscrito a la provincia de Ara-
gon, ensefid Aritmética y Geometria en Espafa e Italia durante muchos afios privada y
publicamente (Rey Pastor, 1926), public6 en 1512 uno de los libros de aritmética mas
notables del Siglo de Oro espafiol. Nos referimos a la Conpusicion de la arte de la aris-
metica y juntamente de geometrias, que alcanzd diversas ediciones en 1515, 1552, 1534,
1537, 1542, 1552, 1563 y 1612.

En la seccion consagrada a la falsa posicion, Ortega presenta ocho problemas del tipo
«comprar un caballoy.

Los tres primeros son del tipo 6 (n = 3, 4, y 5, respectivamente), el cuarto también es
del tipo 6 (n = 3) con el precio del caballo [= pieza de seda] conocido, el quinto es del
tipo 1 (n=2), el sexto es del tipo 1 (n = 2) con el precio del caballo [= pafio] conocido,
el séptimo es del tipo 1 (r = 3), y el octavo es del tipo 1 (n = 3) con el precio del caba-
llo [= casas] conocido.

A modo de ejemplo, vamos a considerar la resolucion de los problemas primero y cuarto.

En cuanto al problema 1, podemos leer (fols. 171r — 171v):

5. El nombre arabe original es hisab al-Khataayn.
6. Este es el titulo que aparece en la edicion de 1512. En otras ediciones el titulo es Tractado subtilissimo
dfe] arismetica y geometria con el que se conoce la aritmética de Ortega.
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Tres mercaderes quieren comprar una pieza de brocado cada uno por si. Porque a ninguno
de ellos le basta su caudal, dice el uno a los dos que le den la mitad de los dineros que ellos
tienen y con lo que ¢l tiene comprara la pieza de brocado. El segundo dice a los otros dos
que le den la tercera parte de los ducados que tienen y con los que éI tiene también la com-
prara. El tercero dice que le den los otros dos la cuarta parte de lo que tienen y con los di-
neros que ¢l tiene también comprara la pieza. Demando: cuantos ducados tenia cada uno
y cuanto valia la pieza?

Respuesta.

Haras asi. Porque el uno demanda la mitad, y el otro el tercio, y el otro el cuarto, busca un
nimero donde quepan todos estos tres nimeros ;— ;— JT y hallaras que el menor na-
mero donde todos pueden caber es 12. Pues nota que porque el primero demanda la mitad,
tu doblarés los 12, y seran 24. Asimismo, porque el segundo demanda el tercio, ti afiadi-
ras a los mismos 12 su mitad, que son 6, y montaran 18. Asimismo, por el que demanda
el cuarto, ti tomaras el tercio de 12, que son 4, y lo afiadiras a los mismos 12, y seran 16.
Después, suma todos estos tres nimeros, como son 24, 18 y 16, y montaran 58, los cuales
parte por uno menos que son los hombres, como por 2, y vendra a la particion 29. De los
29 quita el nimero donde cupieron los tres nimeros, que son los 12, y quedaran 17, y tan-
tos ducados dirds que valia la pieza. Para saber cuantos ducados tenia el primero, quita los
24 de los 29 y quedaran 5, y tantos ducados dirds que tenia. Asimismo, quita los 18 de los
29 y quedaran 11, y tantos ducados tenia el segundo. Asimismo, quita los 16 de los 29 y
quedaran 15 ducados, y tantos ducados tenia el tercero [...].

Desconocemos cémo obtuvo Ortega la regla de resolucion; sin embargo, sospecha-
mos que se ajusta al modelo siguiente, que presentamos haciendo uso de simbolismo
moderno.

Sean x, y, z los ducados del primer, segundo y tercer mercader, respectivamente. Sea
P el precio, en ducados, de la pieza de brocado. Entonces, la traduccién simbdlica del
enunciado es:

1
x+§(y+z):P
1
[*] y+§(x+z)=P
1
z+—-(x+y)=P
4
Asi pues:
1
x+y+Z=P+§(y+z)
2 1 2 3
x+y+z:P+§(x—|—Z) =>P+§(y+z)=P+§(x+z)=P+Z(x+y)=>
3
x+y+z=P+Z(x+y)

=>%(y+z)=§(x+z)=%(x+y)=l
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Dando valores a A se obtienen las infinitas soluciones del sistema de ecuaciones [*].
Para el valor concreto de A = 12 se tiene:

1 1
E(y+z)+§(y+z)=12+12=24=y+z

2 1 2 1 2
—(x+z)+—(x+z)=—(x+z)+—'§(x+z)=12+6=18=x+z

3 3 3 2
3( + )+1( + )—3( + )+1 3( +y)=12+4=16=x+
g TV T T Y =Ty g g Ty = =lo=x+y
Es decir:
y+z=24
x+z=18 =2(x+y+2)=58=>x+y+z=29
x+y=16
Y, por tanto:

1
P=x+y+z—z(y+z)=29—12=17ducados

x=x+y+z—(y+2z)=29—24=5ducados
y=x+y+z—(x+2z)=29—-18 = 11 ducados
z=x+y+z—(x+y)=29—-16 =13 ducados

El problema 4 del mismo texto posee el siguiente enunciado [fols. 173r — 173v]:

Tres mercaderes quieren comprar una pieza de seda y, porque ninguno de ellos por si la
puede comprar, dice el primero a los dos que le den la tercera parte de lo que tienen y que
con los ducados que ¢l tiene comprara la pieza. Nota que la pieza valia 100 ducados. El se-
gundo dice a los otros dos que le den la cuarta parte de lo que tienen y que con lo que €l
tiene tendra también 100 ducados para comprar la pieza. El tercero dice a los otros dos que
le den la quinta parte de lo que tienen y que también comprara la pieza con lo que tiene.
Demando: ;cuantos ducados tenia cada uno?

Laresolucion de Ortega, en version original, es algo prolija y repetitiva. Por ello, pre-
sentamos una version moderna que se ajusta al discurso del fraile palentino. Sean x, y, z
los ducados del primer, segundo y tercer mercader, respectivamente. Entonces:

1 2
x+§(y+z)=100 x+y+z=100+§(y+z)

1 3
y+Z(x+z)=100=> x+y+z=100+Z(x+z)

1 4
z+§(x+y)=100 x+y+z=100+§(x+y)
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Supongamos que para tres valores especificos de las incognitas (1* suposicion) se
tiene que:

2 3 4
§(y1 +z) = Z(xl +2z) = g(xl +y;) =60 =m.c.m. (3,4,5)
A partir de aqui (véase la resolucion del problema 1), se tiene que:

y1+Z]_:90

1
xl +Zl =80 ﬁZ(xl-l-yl +Z1) =24’5 =>x1+y1 +Zl = 1222
X1 +y1 = 75

Por tanto: Py =2+ +2 — 60 =62 % 100

1 1
X1 =Xx1+W +Z1_(y1 +Z1):1225_90:32§
1

1
Vi =X +y1 +Zl—(x1 +Z1)=122§—80=425

1 1
Z1 = X1 +y1 +Zl—(x1 +y1)=122§—75=47§

Habiendo llegado a este punto, Ortega calcula la solucion del problema haciendo uso
de la regla de tres.

- Si 62;— me dan 32% , entonces 100 me daran 52 ducados [= x].
- Si 62;— me dan 42 %, entonces 100 me dardn 68 ducados [= y].
- Si 62;— me dan 47% , entonces 100 me daran 76 ducados [= z].

Vamos a tratar de presentar una justificacion del procedimiento anterior. En el sistema
indeterminado

1
x+§(y+z)=P

1
[*+] y+zxt+n) =P

1
z+§(x+y)=P

x+y+z:P+§(y+Z)
ti :
S tiene que x+y+Z:P+%(x+Z)

x+y+z=P+§(x+y)
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Resulta obvio que cualesquiera x, y, z que verifiquen las relaciones:

2 3 4 .
§(y+z)—z(x+z)—§(x+y)— )

satisfacen el sistema [**]. Por otro lado, también resulta claro que, para cada eleccion
de A, se obtiene una solucidn de [**].
Sea A =a € R, entonces:

P
B4 Zl—za
4 49 49
Xtz =za f"z(x1+3’1+21)=§a$x1+y1+21=ﬁa
N 5
X1 y1—4a
De donde: Pl:xl+y1+Zl_Z(Y1+Z1):ﬂa—a=Ea
3 24 24
13 17 19
Xlzﬁa, ylzﬁa: leﬁa
SeaA=m - a e R, entonces (razonando como antes) resulta que:
P. 25 P
=—-ma=m-
2 =52 1
_13 _ 17 B 19 ~
x2—24 ma=m-xq, y2—24 ma=m-y;, , Z2—24 ma=m:-2z;
En resumen:

P % _y2_%
Proxx 1oz
para cualesquiera cuaternas (P, X», V2, 22)y (P1, X1, 1, 2 yobtenidas para dos valores arbi-

trarios de A. Asi las cosas, si P =100 se obtiene para un valor de A para el cual los «va-
lores» de las incognitas son x, y, z, y para A= 60 se tiene que

1 1 1 1
P1=62§, x1=322, y1=425, Zl=475
627 325 423 475
Entonces: —L=—t=—=—
100 x y z

A partir de aqui se obtienen los valores de Ortega y se valida su procedimiento.
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UN EJEMPLO DEL MAESTRO LEONHARD EULER
En los Elementos de Algebra (Capitulo cuarto. Primera parte, cuarta seccion) de
Leonhard Euler (1707—1783) encontramos el problema siguiente, en el que el gran ma-

tematico suizo pone de manifiesto su buen hacer como docente.

Tres hermanos compraron una vifia por cien luises. El menor dice que ¢l la podria haber
comprado si el segundo le hubiese dado la mitad de su dinero. El segundo dice que si el
mayor le hubiese dado la tercera parte de su dinero, entonces ¢l habria comprado la viia.
Finalmente, el mayor solo hubiese necesitado la cuarta parte del dinero del menor para
poder pagar la vifia. ;Cuanto dinero tenia cada uno?

La solucion dada por Euler es como sigue: Supongamos que el primero tenia x luises;
el segundo, y; el tercero, z. Entonces, tendremos las tres ecuaciones siguientes:

1 1 1
1)x+ 2y=100, I)y+-z=100, IL)z+x=100

Dos de ellas solamente dan el valor de x; a saber:

1
I.)x =100 5 1) x =400 — 4z
1 . 1
Por tanto: 100 —Ey =400—4z, obien, 4z-— Ey =300.

Esta ecuacion debe combinarse con la segunda para determinar los valores de y, z. La
segunda ecuacion es

1 1
y+ §z= 100, o bien y =100 — gz.

. . 1 .
La ecuacion que habiamos encontrado en ultimo lugar era 4z — 5 y =300, o bien
y=8z—-600.

1
Por consiguiente, 100 — gz =8z —600.

De donde,

812-700,625 =700,
3 3

Luego, z = 84. Entonces, y = 100 —28 =72, y x = 64.
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Respuesta. El menor tenia 64 luises; el mediano, 72; el mayor, 84.

Como en este ejemplo cada ecuacion solo tiene dos incognitas, se puede llegar a la
misma solucion de una forma mas coémoda. Veamoslo.

La primera ecuacién se convierte en y = 200 — 2x. De este modo y esta determinada

por x. Si se sustituye este valor en la segunda ecuacion, se tiene:

200 —2x + %z= 100

1 . .
De donde: gz =2x— 100 y z = 6x — 300. De este modo, z también esta determinada
. . ) 1
por x y si se sustituye su valor en la tercera ecuacion, resulta: 6x — 300 + 25 100,
ecuacion que solo contiene x, y que se reduce a 25x — 1600 = 0. De donde, x = 64. Por
consiguiente, y =200 — 128 =72 y z = 384 — 300 = 84.
Se podria seguir el mismo procedimiento cuando el nimero de ecuaciones sea mayor.

Supongamos, por ejemplo, que tenemos:

Lyu+ > =nIl)x+2 =n L) y+==nIV)z+ = =n
a b c

u

d

Quitando los denominadores, las ecuaciones anteriores se convierten en:
Lyau+x=an, 1) bx+y=bn,Il.)cy+z=cn,IV.)dz+u=dn

La primera ecuacion se convierte de forma inmediata en: x = an — au y, sustituyendo
este valor en la segunda, tenemos:

abn —abu+y=>bn6y=>bn—abn+ abu
Sustituyendo este valor de y en la tercera ecuacion resulta que:
ben —aben + abcu +z=cn 6 z=cn — ben + aben — abcu
Sustituyendo este valor de z en la cuarta ecuacion obtenemos:

cdn — bedn + abedn — abedu +u = dn 6 dn— cdn + bedn — abedn = — abedu +u 6
(abed — 1)Yu = abedn — bedn + cdn — dn

De donde resulta:

. abcdn—bcdn+cdn—dn . (abcd —bcd +cd —d)
- abed -1 B abed -1
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Por consiguiente se tiene que:

o abcdn — acdn + adn—an . abcd —acd +ad —a

abcd —1 abcd —1
_ abcdn — abdn + abn — bn . abcd — abd + ab—b

abcd -1 abcd -1

. abcdn—aben +ben—cn . abed —abc +bc—c
abcd —1 abcd —1

. abcdn —bedn + cdn —dn . abcd —bed +cd —d
abcd -1 abed —1

EPiLOGO DIDACTICO

La transicion entre la aritmética y el algebra supone un punto de inflexion en la for-
macion matemadtica de los alumnos y, consecuentemente, es un proceso problematico
desde un punto de vista didactico.

Actualmente se acostumbra a introducir el simbolismo algebraico en un momento re-
lativamente temprano de la formacion del alumno (1° de E.S.O., 12 afios). Esta prema-
tura introduccion del lenguaje algebraico presenta varios inconvenientes, por ejemplo:

Se produce en un momento en que el alumno no ha tenido tiempo de afianzar e in-
teriorizar en profundidad sus conocimientos sobre los significados de las opera-
ciones aritméticas (en especial entre numeros racionales) y de las operaciones con
cantidades de magnitud.

Se introduce el uso del simbolismo algebraico de un modo descontextualizado y
alejado de su utilidad practica a la hora de resolver problemas.

En este sentido los «problemas de compra de caballosy» pueden resultar de especial
interés didactico por cuanto se hallan, desde el punto de vista de su resolucion, en un
punto intermedio entre la aritmética y el algebra. El interés de trabajar con este tipo de
problemas se sustenta, al menos, en que:

Pueden resolverse atendiendo Ginicamente a significados y técnicas propias de los
nimeros racionales positivos, conocidas por los alumnos. Para resolver estos pro-
blemas «aritméticamente» es necesario (basta observar el método que presenta Fi-
bonacci) un manejo profundo de los nlimeros racionales por lo que su resolucion
puede servir de colofon a la formacion aritmética de los alumnos.

El uso del lenguaje simbdlico esta sugerido de forma muy clara por el método arit-
mético anterior. Cuando se habla de «el primero», «el tercero», etc. es facil justifi-
car, en base a su utilidad, la idea de utilizar letras para representar esas cantidades
0 para evitar «trabalenguasy.
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e La resolucion algebraica completa es compleja. Esto, que podria parecer un in-
conveniente, no lo es tanto por cuanto aleja de los alumnos la impresion (falsa, por
lo demas) de que el algebra es siempre el mejor modo de resolver un problema.

¢ La existencia de métodos esencialmente diferentes para resolver el problema
muestra a los alumnos el hecho de que, casi en ninglin caso, hay una tnica forma
de trabajar en matematicas.

El interés didactico de estos problemas, que acabamos de mostrar, justifica también
plenamente el interés de trabajarlos a un nivel superior, con profesorado de secundaria
en formacion. En este caso, una serie de actividades a llevar a cabo con este tipo de es-
tudiantes podria ser la siguiente:

a) Proponer uno de los problemas estudiados que aparecen en el Liber Abaci y soli-
citar a los estudiantes que lo resuelvan sin recurrir al algebra.

b) Presentar la resolucion de Fibonacci por la regla de la proporcion. Discutir
dicho método y compararlo con el que hayan podido utilizar ellos.

¢) Pedirles que resuelvan ahora el problema recurriendo al algebra.

d) Presentar uno de los procedimientos algebraicos utilizados por Euler, por ejem-
plo. Discutir dicho método y compararlo con el que hayan usado ellos.

e) Presentar la primera estrategia de resolucion de Juan de Ortega (seccion 6) y pe-
dirles que traten de justificar por qué funciona y/o que lo traduzcan al lenguaje
algebraico.

f) Comparar posibles ventajas e inconvenientes de ambos enfoques (aritmético 'y
algebraico). ;Para qué alumnos puede ser mejor uno que otro?

Como actividades adicionales que pueden llevarse a cabo, a modo de ejemplo, se nos
ocurren:

* Investigar sobre las reglas de falsa posicion. Historia, utilidad, justificacion.
e Demostrar, rigurosamente, los métodos generales presentados en las secciones
52y5.3.
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. Tenemos el mismo estilo de vida los jovenes
europeos?

Esther Garcia-Ligero-Ramirez, Daniel Alcala Cendrero, José M*
Luque Cobo, Rafael Muiioz Expdsito, Cristian Nieto Pareja

IES Alvarez Cubero, Priego de Cordoba

Resumen: El siguiente trabajo lo realizaron un grupo de alumnos de 2° ESO, como una
de las actividades que se llevaron a cabo dentro del Proyecto Comenius, “Let’s play
economics!”. Con este trabajo pretendian comprobar que los jovenes europeos no son
tan diferentes en sus aficiones, gustos, valores...Para ello disefiaron y realizaron una en-
cuesta entre los jovenes de los cinco paises participantes en dicho proyecto.

Palabras claves: estilo de vida, jovenes europeos, Comenius, Educacion estadistica.

Do we have the same lifestyle young Europeans?

Summary: The following work was carried out by a group of students in 2° ESO, as
one of the activities carried out within the Comenius project, “Let’s play economics”.
This work sought to ensure that young Europeans are not that different in their hobbies,
preferences, values ... They designed and conducted a survey of young people in the five
countries participating in the project.

Keywords: Lifestyle, young Europeans, Comenius, Education statistics.
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INTRODUCCION

Partiendo de un proyecto Comenius que tenia concedido nuestro Centro, nos pa-
recid interesante aprovechar la oportunidad que se nos brindaba y comparar nuestros
hébitos de vida cotidiana y nuestras aficiones con la de los alumnos de otros paises: Mon-
chengladbach (Alemania), Zawiercie (Polonia), Huittinen (Finlandia), Estocolmo (Sue-
cia) y, claro estd, Espafia.

Mediante una encuesta y su posterior estudio estadistico, pretendiamos confirmar o
desmentir una serie de topicos que tenemos asumidos acerca de los ciudadanos de otros
paises. Por ejemplo: los espafioles somos los que se acuestan mas tarde, Suecia es el pais
mas caro y donde menos alcohol se consume, los finlandeses son muy deportistas por
estar rodeados de tanta naturaleza, los espafioles gastamos mas dinero porque somos los
que mas salimos de paseo.

También nos planteamos comprobar si existen grandes diferencias entre los alumnos
europeos o, por el contrario, somos mas parecidos de lo que realmente creemos en nues-
tro “estilo de vida”.

Por todo ello ideamos este trabajo que pasamos a detallar a continuacion.

OBJETIVOS

e Observar las diferencias o similitudes entre los cinco paises participantes.

e Extraer conclusiones y romper con los topicos.

¢ Reflexionar sobre nuestros habitos y costumbres.

* Encontrar las causas de las diferencias entre los distintos paises.

e Sentirnos un poco mas europeos.

* Aprender a relacionar la Estadistica con la vida cotidiana.

¢ Fomentar el uso de las nuevas tecnologias a la hora de realizar trabajos de clase y
del inglés para comunicarnos.

ACTIVIDADES REALIZADAS
Disefo de encuesta

No queriamos que el cuestionario fuese muy extenso, pero pretendiamos recopilar
suficiente informacion sobre los habitos y aficiones de los jovenes europeos, con el fin
de poder comparar diferentes aspectos.

Realizamos una “lluvia de ideas” y, a partir de ella, seleccionamos y redactamos diez
preguntas, cada una de ellas con varias respuestas, aunque solo se podia seleccionar una.

La encuesta se pas6 a 100 alumnos de cada uno de los paises participantes, con eda-
des comprendidas entre 14 y 16 afios. No hicimos distincion entre chicos y chicas.
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ENCUESTA

1. ;Cuanto dinero gastas a la semana?
a)5€ b) 10€ c) 20€
d)30€ e) 40€ f) mas

2. (De donde obtienes el dinero para
tus gastos?

a) Trabajando

b) De tus padres

¢) De tus “amigos”

d) No tengo dinero

3. (En qué gastas tli dinero?

a) Enropa

b) En chucherias

¢) En entretenimientos

d) En drogas/ alcohol

e) En equipamiento deportivo

f) En otras cosas

4. ;Qué te gusta hacer en tu tiempo
libre?

a) Jugar con la consola

b) Salir con los amigos

¢) Tumbarte en la cama

d) Hacer deporte

e) Estudiar

f) Otra cosa

5. (Con qué frecuencia practicas
deporte?

a) Nunca

b) En el instituto

c) 1-3 veces a la semana

d) Todos los dias

6. (Con qué frecuencia usas el
ordenador?

a) Todos los dias

b) Dos veces en semana

¢) Una vez a la semana o menos

d) Nunca

7. ¢ Cuanto alcohol consumes al mes?

a) Un par de raciones

b) 6 raciones

¢) 12 raciones

d) 24 raciones

e) mas

8. (A qué hora te vas normalmente a
la cama?

a) 21:00-22:00

b) 22:00-23:00

c) 23:00-24:00

d) Mas tarde

9. ;Cémo vas al instituto?

a) En autobus

b) En Bici

¢) Andando

d) Encoche

e) Enmoto

f) Entren

10. ;Qué es lo mas importante para ti
en la vida?

a) Mi familia

b) Mis amigos

¢) Laeducacion

d) Lasalud

e) Eldinero

f) Tus hobbies

RECOPILACION DE LOS DATOS EN TABLAS

Una vez pasadas las encuestas por todos los paises, recopilamos los datos en una tabla
de Excel para posteriormente poder realizar los graficos.
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- -
Espana Alemania Polonia Finlandia Suecia

A B C D E FJA B ¢ D E F|A B C D E FJA B C D E FJA B C D E F

Gasto

semanal 22 40 22 8 5 3| 3 17 42 23 5 10§29 42 14 15 0 O]16 39 19 19 5 2] 1 5 20 25 24 25
De dénde

obtienes

dinero 11 86 2 1 0 026 66 7 1 0 O0f42 37 21 0 O Of42 52 2 4 0 O0f36 60 2 2 0 0
En qué te

lo gastas 52 1 21 8 10 8|42 5 19 7 8 19192 0 0 0 8 036 14 14 8 3 25136 5 27 10 3 19
Qué haces

tiempo

libre 13 58 1 23 0 5]15 35 13 20 5 1222 63 0 15 0 O0f44 12 5 25 7 7]66 8 9 8 1 8

Deportes 5 39 37 19 0 0] 7 40 36 17 0 0] 0 50 29 21 0 O] 6 22 53 19 0 0]19 18 54 9 0 O
Uso del
ordenador |65 25 4 6 0 0]49 22 24 5 0 O0fJ72 20 8 0O O Of8 18 0O O O 092 6 0 2 0 O

Alcohol 20 5 23 12 40 Of15 13 13| 3 56 0|24 13 33 22 8 026 15 15 6 38 0] 0 50 23 27 0 O

Iralacama| 2 23 60 15 0 0f19 33 33 15 0 O] 0 64 29 7 0 O] 3 57 32 8 0 O] 4 20 47 29 0 O

Ir al cole 59 223 11 4 1139 6 31 15 3 6|72 14 14 0 0 039 30 6 16 9 o042 1 13 4 1 39
Importante
entuvida J62 14 7 10 0 7}30 23 9 16 12 108 8 0 0 7 0]36 37 6 12 3 6049 22 5 4 13 7

Tablal. Datos de la encuesta

GRAFICO Y COMENTARIOS
Decidimos realizar para cada pregunta:

* Un diagrama de barras conjunto con el fin de tener todos los resultados en un solo
grafico y poderlos comparar.

De esta forma obtendriamos una idea visual y global de la distribucion de los resulta-
dos obtenidos, que nos permitiria estudiarlos y compararlos mejor.

Nos interesaba, ademas, dar una medida objetiva que describiera de forma concisa el
comportamiento y las caracteristicas generales de los datos. Elegimos la Moda, que, por
ser una medida de centralizacion nos daria una idea de los valores mas representativos
para todo el conjunto de datos. Por otra parte, al ser la mayoria de los caracteres objeto
de estudio cualitativo, la inica medida que podiamos calcular era la Moda.

A continuacién pasamos a exponer los graficos de cada una de las preguntas y las
conclusiones que hemos obtenido a partir de ellos. Véase figura 1.

En Espafia, Polonia y Finlandia la moda es 10€; es decir, aproximadamente un 40%
del alumnado, de cada cada paises gasta 10€ semanales. En Alemania la moda es 20€
y en Suecia la distribucion es bimodal, siendo las modas 30€ y mas de 40€. Quitando a
Suecia, observamos que el gasto semanal es similar entre los alumnos del resto de los
paises. Podemos explicar esta diferencia por varios motivos: Estocolmo es la ciudad mas
grande de todas las implicadas en el trabajo y, Suecia un pais caro; por otra parte hemos
pasado algunos dias de intercambio en Estocolmo, y el instituto al que asisten nuestros
compaiieros suecos no tiene comedor y por ello todos los dias comen en un restaurante
que cuesta unos 7€. Si nuestros compafieros han considerado esto, es 16gico que a la se-
mana tengan un gasto superior a 40€.
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ESPANA ALEMANIA

5% 3% 10% 3%

8% 5% 17%

290, 23%

2%

POLONIA SUECIA

FILANDIA o B
29% 5% 2% 16%
14% 19%

19% 39%

42%

LUE€M10€mM20€ M30€H40€ Mméas

Figura 1. ;Cuanto dinero gastas a la semana?

45

W Espana
@ Alemania
@ Polonia
W Finlandia
B Suecia

5€ 10€ 20€ 30€ 40€ mas

Figura 2. Comparacion global de cianto gastas a la semana.

En el grafico conjunto observamos que las mayores frecuencias se concentran en casi
todos los paises entre 10 y 20 euros. ;Como consigues el dinero que gastas?
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100

90
80

70

60 H Espana
= Alemania

50

= Polonia
40

= Fnlandia
30

B Suecia

20

0 -+
Trabajando De tus padres De tus amigos No tengpo dinero

Figura 3 ;Como consigues el dinero que gastas?

Excepto en Polonia, que la moda es el trabajo, en el resto de los paises la moda es
“Los padres”, es decir, que la mayoria de los alumnos obtienen el dinero que gastan de
sus padres.

En todos los paises se consigue el dinero principalmente de “Los padres” o “Traba-
jando”. Hay que destacar que Espaia es el pais donde los jovenes trabajan menos para
obtener dinero.

100
90
80
70
60 B Espafia
50 O Alemani
M Polonia
40
M Finlandic
30 B Suecia
20
10
0
Ropa Chucherias  Entretenimientos Drogas/Alcohol Equipo Deortivo Otros

Figura 4. ;En qué gastas tu dinero?

La moda en todos los paises es “La Ropa”. La ropa es lo que mas nos gusta y en lo
que invertimos nuestro dinero. Se aprecia que después de “La Ropa”, es en “Entreteni-
mientos” y “Otros” en lo que gastamos el dinero.
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B Espafia

¥ Alemania

® Polonia
B Finlandia

B Suecia

Jugar consola Salir amigos  Tumbarse Deporte Estudiar Otros
cama

Figura 5. ;Qué haces en tu tiempo libre?

Se ve que tiene que hacer mucho frio en Finlandia, ya que la moda en este pais es
“Jugar con la consola”, mientras que en el resto de los paises es “Salir con los amigos”.
Los principales entretenimientos de los alumnos en todos los paises son “Salir con los
amigos” y “Jugar a la consola”. Otra cosa en la que nos diferenciamos poco.

60

H Espaiia

H Alemamnia

m Polonmia
® Finlandia

M Suecia

Nunca En el instituto 1-3 veces Todoslos dias

Selllala

Figura 6. ;Con qué frecuencia practicas deporte?
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La moda en los paises nordicos es de “1 a 3 Veces a la Semana”, mientras que en el
resto el deporte se practica principalmente en el cole. No somos muy deportistas, sino,
mas bien, sedentarios. lo mas usual en todos los sitios es practicar el deporte en el insti-
tuto o de “1 a 3 Veces por Semana”.

100
90
30
70
60 B Espaila
50 u Alemania
40 ® Polonia
B Finlandia
30 )
H Sueclia
20
10
0 : h -
Todos los dias 2 veces semana 1 vez semana o Nunca
menos

Figura 7. ;Con qué frecuencia usas el ordenador?

El uso del ordenador esta muy extendido entre todos los jovenes de todos los pai-
ses. La moda es usarlo “Todos los Dias”. Es raro encontrar a una persona que no lo use.
Haciendo una pequefia comparacion con la pregunta anterior y esta, es légico que si los
alumnos usan el ordenador “Todos los Dias”, la vida es mas sedentaria y se practica
menos deporte. Véase figura 8.

El consumo de alcohol es excesivo en todos los paises ya que la moda es de 24 ra-
ciones en Espafia, Alemania y Finlandia; 12 raciones en Polonia y 6 en Suecia. Aunque
en todos los paises hay leyes que prohiben consumir alcohol a los jovenes y en general
son muy restrictivas, como hemos podido comprobar “in situ”, al final todos los alumnos
consumen alcohol. Véase figura 9.

En Alemania, Polonia y Finlandia la moda es acostarse a las “22:00-23:00”. En Es-
pafia y Suecia la moda es “23:00-24:00”. No sélo en Espaiia nos acostamos tarde. La
hora de irse a la cama es entre las 22:00 y las 24:00. Véase figura 10.

El medio mas utilizado por los alumnos es el autobus; es la moda en todos los paises.
Llama la atencion en el grafico el uso del tren como medio de transporte por los alum-
nos suecos. Esto se debe al hecho de que es una gran ciudad y viven en la periferia por
lo que necesitan el tren para ir al colegio. Debemos destacar también el uso de la bici en
Finlandia. Véase figura 11.
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Figura 8. ;Cuanto alcohol consumes al mes?
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Figura 9. ;A qué hora te vas a la cama?
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Figura 10. ;Como vas al instituto?
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Figura 11. ;Qué es lo mas importante en la vida?
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Para casi todos lo mas importante en la vida es la “Familia”. En Finlandia conside-
ran que son los “Amigos”, pero por poco. Lo mas importante en la vida es la “Familia”
y la “Amistad”.

CONCLUSIONES

A la vista de los resultados, los alumnos de estos cinco paises europeos no somos
muy diferentes.

Los que vivimos en las ciudades mas pequefias nos gastamos un dinero similar y
no muy excesivo, a la semana. Este dinero lo conseguimos en su mayoria de los padres,
aunque algunos trabajan para obtenerlo y, lo empleamos basicamente en comprar ropa.
Nos encanta salir con los amigos, pero también jugar con la consola y disfrutar del or-
denador todos los dias. Por todo ello somos un poco sedentarios y no practicamos sufi-
ciente deporte. Bebemos mas alcohol del que deberiamos tomar, aunque esté prohibido
comprarlo, pero luego no trasnochamos mucho y nos vamos a la cama antes de las doce.
Sentimos que lo mas importante en nuestra vida es nuestra familia y la amistad, lo que
demuestra que tenemos grandes valores y que nuestra generacion no es tan mala como
se piensa.

Una extension de este trabajo podria ser diferenciar entre chicos y chicas y observar
si en este caso los resultados son mas dispares. También se podria ampliar el cuestiona-
rio e introducir otro tipo de preguntas para profundizar mas en las inquietudes de la ju-
ventud europea.
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