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EDITORIAL

Durante la primera semana de julio se realizé en Malaga el XIV CEAM, el cual contd
con una nutrida participacion. Alli fue posible escuchar distintas conferencias plenarias
y comunicaciones que brindaron una imagen global de buena actividad en la educacion
matematica andaluza.

En este marco de confraternidad se produjo el relevo en la Junta Directiva de la So-
ciedad Thales. Luego de dos mandatos, Manuel Torralbo cerraba un ciclo al frente de
nuestra sociedad y da el relevo a Sixto Romero en la presidencia, quien junto al nuevo
equipo muy seguramente continuara por la buena senda de los tltimos afios.

Quiero a nombre del Consejo Editorial y de los socios de la Thales, expresar a Ma-
nuel Torralbo y a toda la anterior Junta Directiva nuestro agradecimiento por la labor rea-
lizada en pro de la mejora de nuestra sociedad y en el fortalecimiento de algunas de las
actividades que se han convertido en sello distintivo de la Thales, los cursos para profe-
sores o el proyecto Estalmat, por mencionar algunos.

Nuevos y antiguos nombres para dirigir nuestra sociedad, pero con el mismo inter¢s,
voluntad y deseo de servicio de los anteriores. Deseamos que cuenten con todo el apoyo
necesario para cumplir con los nuevos propositos, mas en esta época de crisis y recortes
que toca a todos los sectores sociales.

De otra parte, la Consejeria de Economia, Innovacion, Ciencia y Empleo de la Junta
de Andalucia ha otorgado el XVIII Premio Andalucia de Investigacion ‘Ibn al Jatib’ en
las areas de humanidades y ciencias juridico-sociales a Luis Rico Romero, catedratico
de didactica de la matematica de la Universidad de Granada y socio de Thales. Quienes
le conocemos hemos recibido con satisfaccion la noticia, porque es un reconocimiento
no solo a su labor académica para la mejora de la educacion matematica sino también a
los valores que ha inculcado entre sus discipulos.

ALEXANDER MAZ MACHADO
Director
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Analisis matematico y didactico de situaciones
didacticas a partir de un problema

Mercedes Anido
Héctor E. Rubio Scola,
Universidad Nacional de Rosario, Argentina.
erubio@fceia.unr.edu.ar
anidom@fceia.unr.edu.ar

Resumen: El problema de investigacion diddctica que trata este trabajo esta centrado
en andlisis de las situaciones adidacticas de formulacion y validacion que, en el marco
la teoria de Brousseau, revelan las distintas devoluciones que genera la seleccion de un
problema. La experiencia se realiza en un primer curso de geometria. En una postura
ecléctica se analiza la riqueza y creatividad de las distintas propuestas. Se considera
que la resolucion de problemas planteados tanto en el plano como en el espacio consti-
tuyen el respaldo geométrico e intuitivo para poder comprender luego el verdadero sen-
tido de las posteriores abstracciones del Algebra Lineal.

Palabras claves: situaciones adidacticas; dialéctica instrumento-objeto, concepto de
distancia; pensamiento visual; aprendizaje por adaptacion.

Mathematical analysis and teaching adidactic
situation from a problem

Abstract: The educational research problem addressed by this work is focused on
analyzing situations and making adidactic validation, under the theory of Brousseau, re-
veal the different returns generated by the selection of a problem. The experiment was
performed in a first course in geometry. In an eclectic approach examines the richness
and creativity of the different proposals. It is considered that the resolution of problems
in both the plane and in space are geometric and intuitive support to then understand the
true meaning of the later abstractions of linear algebra.

Keywords: adidactic situations, dialectical instrument-object distance concept, visual
thinking, learning adaptation.
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EL PROBLEMA DE INVESTIGACION Y SU OBJETIVO

El problema de investigacion didactica que trata este trabajo esta centrado en anali-
sis de las situaciones adidacticas de formulacion y validacion que, en el marco la teoria
de Brousseau (1996), revelan las distintas devoluciones que genera la seleccion de un
problema. La experiencia se realiza en un primer curso de la [lamada Matematica Basica
de una Facultad de Ingenieria. En una postura ecléctica se analiza la riqueza y creativi-
dad de las distintas propuestas. Se considera que la resolucion de problemas planteados
tanto en el plano como en el espacio tridimensional constituyen el respaldo geométrico
e intuitivo para poder comprender luego el verdadero sentido de las posteriores abstrac-
ciones del Algebra Lineal e incluso para disponer, por analogia, de una primera referen-
cia visual explicativa de conceptos matematicos que pueden presentarse en cualquier
dimension. Las representaciones geométricas son la esencia de la matematizacion ho-
rizontal con la Fisica. Los problemas adecuadamente seleccionados se constituyen en
dispositivos didacticos esenciales para el aprendizaje de un conocimiento matematico.
Fundamenta esta postura la expresion de distintos autores que tratan la epistemologia del
problema matematico y su importancia como estrategia metodoldgica. En el caso en es-
tudio, el eje matematico es un problema de aplicacion del Algebra Lineal a la Geome-
tria Analitica.

Existe un corriente entre los docentes Matematica de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional de Rosario que considera que si bien es importante que el alumno
interprete los métodos y técnicas de resoluciones propuestos por el profesor, en ejerci-
cios y problemas que pueden ser de mera aplicacion, deberia ademas prepararse mate-
rial didactico y disefiar estrategias que brinden a los alumnos la oportunidad de resolver
“verdaderos problemas”; como desafios que activen su propia capacidad mental, crea-
tividad, confianza en si mismos y una reflexion critica sobre sus propios procesos reso-
lutivos que los prepare para resolver otros problemas de la Ciencia y de la Tecnologia.

Se deberia aspirar a la provision de herramientas metodologicas para la ensefianza
de la matematica en los primeros afios de las carreras profesionales que requieran de esa
ciencia, bajo la idea fundamental de fomentar la adquisicion de estrategias resolutivas de
problemas matematicos a través del planteo de situaciones fisicas, geométricas o de otro
tipo que de alguna manera puedan ser relacionadas sea con la practica profesional del fu-
turo ingeniero o con la experiencia cotidiana de quien se estd formando para serlo (Mi-
yara, Piraino, & Anido, 2010).

Se considera que la resolucion de problemas geométricos planteados tanto en el plano
como en el espacio tridimensional constituyen el respaldo intuitivo para poder com-
prender luego el verdadero sentido de las posteriores abstracciones del Algebra Lineal e
incluso para disponer, por analogia, de una primera referencia visual explicativa de con-
ceptos matematicos que pueden presentarse en cualquier dimension.

La Geometria Analitica, especialmente el estudio de los vectores geométricos, como
soporte de Algebra Lineal constituye la base matematica requerida para el estudio de
muchas areas de las ciencias naturales, sociales, los negocios, la computacion etc. La
modelizacion matematica de casi todos los problemas propios de la ingenieria requiere

10 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 9-25, ISSN: 1131-9321
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la comprension y manejo total de los conceptos y procedimientos de esa rama de la Ma-
tematica. Las representaciones geométricas son la esencia de la matematizacion horizon-
tal (Freudenthal, 1981) con la Fisica.

Como respuesta a un cierto cuestionamiento del valor del conocimiento matematico
adquirido por visualizacion, de Guzman (1996) dice que la visualizacién en Matematica,
es lo que es comun, abstraible, y queda sometido a una elaboracion racional, simbolica,
que nos permita manejar mas claramente la estructura subyacente a tales percepciones.
Desarrollar el pensamiento visual y favorecer las habilidades de visualizacion son dos
objetivos claves en la educacion geométrica. Precisamente por esta importancia, cabe
aclarar bien lo que se entiende por pensamiento visual y visualizacion, en términos que
a menudo confunden en una sinonimia limitante o se relacionan con las simples image-
nes que a menudo ilustran el discurso geométrico.

El pensamiento visual incluye la habilidad de visualizar, pero va mas alla, al poder
incluir aspectos tales como el reconocimiento rapido de determinantes formas o catego-
rias, la manipulacion automatica de determinados codigos, etc. Explorar, seleccionar,
simplificar, abstraer, analizar, comparar, completar, resolver, combinar..., son verbos
que caracterizan parcelas del pensamiento visual (Alsina, 1997). “El pensamiento visual,
afirma Marjorie Senechal citada por Alsina, Burges, Fortuny (1988), si se explota conve-
nientemente, puede revolucionar la forma de hacer Geometria y de ensefarla”.

(Cual es el tema elegido bajo estos enfoques? En el contexto de un curso de un pri-
mer afio de Algebra y Geometria en distintas carreras universitarias es importante y ba-
sico el concepto de distancia. Este se plantea a través de distintas situaciones: distancia
entre dos puntos tanto en el plano como en el espacio, distancia de un punto a una recta
en el plano, distancia de un punto a un plano en el espacio, distancia de un punto a una
recta en el espacio y distancia entre recta alabeadas. En todos estos casos el concepto
geométrico de distancia es esencial en la modelizacion matematica de problemas en dis-
tintas dimensiones, principalmente de problemas de optimizacion en distintas aplicacio-
nes tanto en las areas de ingenieria como de la economia.

En este trabajo nos centraremos en el concepto de distancia de un punto a una recta
en el espacio, pensada como longitud, sin convenciones sobre signo. Los problemas de
distancia mencionados y en particular el problema de obtencion de la distancia de un
punto a una recta en el espacio, con las falencias de formacion en geometria del espacio
propias de la escuela media y no contempladas en las propuestas curriculares, presentan
aristas delicadas.

Geométricamente ;a qué definicion recurrir? ;como imagina el alumno esa distan-
cia? jintuye un tnico y minimo recorrido? ;qué auxilios didécticos utilizar? Y... aunque
se intuya la existencia de esa distancia como Unica... ;cOmo se construye? /coOmo me-
dirla cuando se trata de materializarla en el espacio fisico en el que nos ubicamos ? ;qué
proceso constructivo geométrico seguir para obtenerla? ;Se puede prescindir de su vi-
sualizacion? ;Es necesario modelizar algebraicamente ese procedimiento o basta el co-
nocimiento que ya posee de las operaciones del algebra vectorial?

Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 9-25, ISSN: 1131-9321 11
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(Cuales son las concepciones de los alumnos y cuales son los obstaculos que las de-
terminan y dificultan ese proceso vectorial? ;Puede el alumno con sus conocimientos
previos elaborar un procedimiento resolutivo o deducir una férmula? ;Qué rol juega en
ese proceso la conjetura, la argumentacion y la demostracion? ¢ El tiempo dedicado a esa
libre elaboracion es suficientemente productivo respecto a los objetivos y al desarrollo
del curriculum de la asignatura? ;Brinda este problema, abierto a las iniciativas de los
alumnos, una oportunidad que no presentan otros temas, para facilitar la creacion de con-
textos en los que el alumno a prenda a validar sus propias construcciones? ;Es impor-
tante hacerlo? Precisamente partiendo, como hipotesis, de una respuesta afirmativa a esta
ultima cuestion planteamos una investigacion centrada en la construccion geométrica del
concepto de distancia y en la comprension por el alumno de la necesidad de una traduc-
cion analitica o vectorial para su obtencién numérica.

Este punto del curriculum tradicionalmente se ha considerado, en el desarrollo de la
materia, como un tema en el que el profesor debe presentar una formula, como aplica-
cion inmediata del producto vectorial, perdiéndose la enorme riqueza de situaciones adi-
dacticas a la que el analisis geométrico del problema, por los mismos alumnos, puede
proveer.

El objetivo inmediato del trabajo que se presenta es el analisis de las situaciones adi-
dacticas que, en el sentido de Brousseau (1996), dispara y genera el problema, en un
“juego” de propuestas de soluciones, algunas de ellas imprevistas, por el propio docente.

Se muestra como un simple problema es fuente de aprendizaje y provoca un desequi-
librio que aparece ante la falta de correspondencia entre los sistemas de conocimientos
del alumno y los requisitos que se plantean ante una nueva situacion.

Por otra parte, los conceptos matematicos pueden ser considerados desde dos puntos
de vista complementarios:

* su caracter de instrumento al estudiar su funcionamiento en los diversos proble-
mas que permiten resolver;

e su caracter de objetos, en tanto que objetos culturales que tienen un lugar recono-
cido en el edificio del saber matematico.

Esta dialéctica instrumento-objeto, destacada por (Douady, 1995), tiene un papel
muy importante en la construccion de situaciones de aprendizaje: un concepto desem-
pefia seguido el papel de instrumento implicito en la resolucién de un problema antes,
de devenir un objeto de saber constituido. Los conceptos, ademas, pueden en general ser
movilizados en diferentes dominios (geométrico, numérico o grafico), lo que permitira
al maestro provocar desequilibrios cognitivos en los alumnos.

El valor del problema elegido, en nuestro caso, va mas alld de un conocimiento aco-
tado; es un ejemplo movilizador de los diferentes dominios que sefiala Douady. Se pre-
tende, asi, que el alumno realice tareas que los hagan pensar, explorar formular hipdtesis
,verificar resultados tratando en lo posible que el alumno reproduzca a nivel de aula el
trabajo cientifico del matematico, para generar de este modo, un saber que sea utilizable
en otras situaciones y que sea transformado en un saber cultural.

12 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 9-25, ISSN: 1131-9321
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En lo mediato, se trata de hacer un aporte a una Didactica de la Matematica Opera-
tiva que eduque en la formacion de un “pensamiento visual” en el que las manipulacio-
nes con los objetos de la representacion visual puedan traducirse, con mayor o menor
esfuerzo, en las relaciones matematicas abstractas que representan, (Guzman, 1996) y a
la vez , mostrar la importancia del enfoque geométrico de una teoria matematica logica-
mente completa y especialmente apta para proponer, como problemas, propiedades que
gradualmente motiven y entusiasmen a los alumnos en los procedimientos matematicos
de descubrimiento y validacion, esenciales en la formacion profesional. Mas que el valor
de un conocimiento matematico o método de investigacion en si mismos, se trata de pro-
mover la busqueda de problemas que despierten el gozo por el trabajo matematico.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Se ha buscado detectar situaciones adidacticas de “accion”, “formulacidon” e “valida-
cion”, en el sentido de Brousseau, que surjan de la relacion de los alumnos con los conte-
nidos y el medio. Estas situaciones serian, en nuestro criterio de “observacion dirigida”,
los indicadores de un aprendizaje significativo caracterizado por Ausubel como “apren-
dizaje por descubrimiento” e ilustrado por él mismo en un ejemplo sobre la generaliza-
cion de una propiedad de los tridangulos (Ausubel y Robinson, 1969).

Brusseau (1998) llama “situacion adidactica a una situacion matematica especifica
de un conocimiento concreto que, por si misma, sin apelar a razones didécticas y en au-
sencia de toda indicacion intencional, permite o provoca un cambio de estrategia por el
alumno”.

La situacion adidactica es unicamente una parte de la situacion mas amplia, que
Brousseau denomina “situacion didactica”, y comprende las relaciones establecidas ex-
plicita o implicitamente entre los alumnos, un cierto medio (que incluye instrumentos y
objetos) y el profesor, con el objetivo de que los alumnos aprendan el conocimiento ma-
tematico. Se trata de una serie de intervenciones del profesor sobre el par alumno-me-
dio destinadas a hacer funcionar las situaciones adidacticas y los aprendizajes que ellas
provocan. La evolucion de una situacion didactica requiere, por tanto, “la intervencion
constante, la accion mantenida y la vigilancia del profesor.” (Chevallard, Bosch, & Gas-
con, 1997).

Situaciones adidacticas de accion

Una buena situacion de accion debe permitir al alumno juzgar el resultado de su ac-
cion y ajustar esta accion, sin la intervencion del profesor, gracias a la retroaccion por
parte del medio de la situacion. Las informaciones que le devuelve la situacion son per-
cibidas por el alumno como sanciones o refuerzos de su accion.

En una situacion de accion se produce un “didlogo” entre el alumno y la situacion.
Esta dialéctica de la accion le permite mejor el modelo implicito, es decir, tener reaccio-
nes que no puede todavia formular, probar ni, mucho menos, organizar en una teoria. En
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todo caso la situacion adidactica provoca un aprendizaje por adaptacion (de acuerdo con
la teoria de Piaget) (Chevallard, Bosch, & Gascon, 1997).

Situaciones adidacticas de formulacion

Para que el alumno pueda explicitar su modelo implicito y para que esta formulacion
tenga sentido para él, es necesario que pueda utilizar dicha formulacion para obtener él
mismo o hacer obtener a alguien un resultado. En una situaciones adidacticas de formu-
lacion el alumno intercambia informacién con una o varias personas. Comunica lo que
ha encontrado a un interlocutor o a un grupo de alumnos que le devuelve la informacion.
(Chevallard, Bosch, & Gascon, 1997).

Situaciones adidacticas de validacion

En la dialéctica de la validacion los alumnos debe demostrar porqué el modelo que ha
creado es valido. Pero para que el alumno construya una demostracion y esta tenga sen-
tido para €l es necesario que la construya en una situacion, llamada de validacion, en la
que debe convencer a alguna otra persona. Una situaciones adidactica de validacion es la
ocasion de someter el mensaje matematico (modelo explicito de la situacién) como una
aseveracion a un interlocutor (oponente). El oponente puede pedir explicaciones suple-
mentarias, rechazar las que no comprende o aquellas con las que no esta de acuerdo (jus-
tificando su desacuerdo) (Chevallard, Bosch, & Gascon, 1997).

En lo metodoldgico, esta experiencia, se trata como un estudio de casos realizado con
la metodologia de investigacion de la Ingenieria Didactica (Artigue, Douday, Moreno, &
Gomez, 1995) (Perkins, 2004) en un contexto de un primer curso normal (60 alumnos)
de Algebra y Geometria (primer cuatrimestre de primer afio)

Se ha elegido a la Ingenieria Didactica como marco metodoldgico, tanto a nivel di-
dactico como a nivel investigativo para el soporte y andamiaje de la construccion didac-
tica, por considerar que en el contexto de un paradigma cualitativo de investigacion el
“saber a ensefiar “y “el caso a investigar” son susceptibles de ser tratados a través de la
Ingenieria Didactica.

Como metodologia de investigacion, la Ingenieria Didactica se caracteriza en
primer lugar por un esquema experimental basado en las “relaciones didécticas” en
clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuen-
cias de ensefianza.

Dice Brousseau (1996; p. 125): “La Ingenieria Didactica es la proposicion y eleccion
de condiciones que permiten desarrollar los conocimientos matematicos del alumno. La
legitimacion de la eleccion de problemas y de sus variables se ha de recostar en la teoria
didéctica., la produccion de un objeto de ensefianza no es suficiente, sino se debe con-
siderar el efecto que tendra la manera como se ha de elaborar, describir y justificar la
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utilidad de un nuevo artefacto didactico. La diferencia entre la didactica espontanea y la
Ingenieria Didactica es que sobre la materia de un problema la ingenieria distingue entre
el problema y las propiedades del problema y como se han de considerar las razones por
las cuales se habria de ensayar tal o cual cosa o de que manera se relacionan ciertos co-
nocimientos didacticos”.

En el marco de la metodologia que describe Artigue (1995) delimitamos nuestro pro-
ceso investigativo en cuatro fases: 1°Analisis Preliminar. 2° Concepcion y Analisis a
Priori de las situaciones didacticas de la ingenieria. 3°Experimentacion. 4° Analisis a
Posteriori y Evaluacion.

En la confrontacion de los dos analisis el a priori y a posteriori, se fundamenta en
esencia la validacion de las hipotesis formuladas en la investigacion.

ANALISIS PREVIOS: FUNDAMENTO TEORICO

En el marco de la Ingenieria Didactica a la que dan lugar el aprendizaje de problemas
de este tipo, interesa en la fase correspondiente a los “andlisis previos”, determinar y pro-
fundizar en que concepcidn de la comprension de problemas geométricos trabajaremos.

Se considera que a esos estudios preliminares se pueden integrar algunos elementos
teoricos de andlisis de la propuesta denominada “Ensefianza para la Comprension” como
herramientas utiles para el enfoque de la actividad didactica que genera el problema.

Esta propuesta se origind en la Escuela de Graduados de Educacion de Harvard y
tiene como representantes principales a Howard Gardner, David Perkins y Vito Perrone.
En ella, como su nombre lo indica, el papel central se encuentra en la comprension, es
decir la habilidad de pensar critica y constructivamente para actuar con flexibilidad a
partir de lo que se ha aprendido.

Es conveniente desarrollar la idea de la comprension, pues ésta constituye el ntcleo
central de la propuesta desde una perspectiva pedagogica.

En la propuesta de la Ensefnanza para la Comprension se la entiende como la habili-
dad de pensar y actuar flexiblemente con lo que uno conoce. Es decir, que no se reduce
unicamente al saber como sinéonimo de conocimiento, sino que ademas implica la idea
de poder hacer uso de ¢l de manera variada.

Si un estudiante no puede ir mas alla de un pensamiento y accion memoristicos, ruti-
narios, significa que hay falta de comprension.

Para apreciar la comprension de una persona hay que: 1) solicitarle que haga algo
para usar o poner en practica la comprension: explicar, resolver un problema, construir
un argumento, armar un producto, 2) lo que los estudiantes hacen no s6lo muestra su
comprension actual, sino que también es probable que logren mayores avances al usar su
comprension como respuesta a un reto en particular y llegar a comprender mejor lo que
se suponia comprendido.
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En consecuencia, existe una identificacion entre lo que es la comprension y lo que
Perkins (2004) llama desempefio flexible. “Comprender un tépico quiere decir ni mas
ni menos que ser capaz de desempefiarse flexiblemente en relacion con el topico: ex-
plicar, justificar, extrapolar, vincular y aplicar de maneras que van mas alla del conoci-
miento y la habilidad rutinaria. Comprender es cuestion de ser capaz de pensar y actuar
con flexibilidad a partir de lo que uno sabe. La capacidad de desempefio flexible es la
comprension”.

Pensamos que a las “situaciones adidacticas” (Brousseau, 1996), que se busca ge-
nere el propio alumno ante un problema, se sume una indagacion sobre las capacidades
de vinculacion y extrapolacion desde otras formas de resolucion y esa es la flexibilidad
que nos interesa.

De esa capacidad de vinculacion y extrapolacion, con conocimientos ya adquiridos
surge otro tema a tener en cuenta en los analisis previos, constituido por las competen-
cias de los estudiantes para abordar el tema. En este caso los alumnos participantes de la
experiencia son alumnos ingresantes a la universidad que ya en un segundo mes de clase
han elaborado los conceptos basicos de la Geometria Lineal del plano y el espacio con
un enfoque vectorial (Anido, Katz, Guzman, 2007) o sea conocen los espacios vectoria-
les de los segmentos orientados en un ¢je, en el plano y en el espacio y su corresponden-
cia con los espacios vectoriales, que la consideracion de las respectivas bases, generan en
R1, R2, R3. En relacion a la tematica propia de la Geometria Analitica, conocen las ecua-
ciones de la recta en el plano, la recta en el espacio y el plano en el espacio.

LA CONCEPCION Y EL ANALISIS A PRIORI

Se presenta como seleccion del profesor el siguiente problema para ser resuelto en
forma grupal con un espacio previsto a posteriori para el analisis y discusion de las dis-
tintas propuestas de solucion.

PROBLEMA: Dada la recta de ecuacion

x=3+2¢
y=2+6t
z=4+3ttER

y el punto P, (4, 5, 7) hallar la distancia del punto a recta.

Los alumnos ya han deducido y aplicado las formulas de distancia de un punto a una
recta en el plano y distancia de un punto a un plano en el espacio. En ambos casos la
construccion geométrica intuitiva ha sido facil y la obtencion de dos formulas analogas, a
partir de los datos, implica; en el marco del concepto de generalizacion de Polya (1981),
una generalizacion en la segunda de los procesos que llevaron a la obtencion de la pri-
mera, Su obtencion se basa en la proyeccion de un vector que une el punto dado (segun
el caso en el plano o espacio) con un punto cualquiera de la recta o plano, realizada sobre
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el vector normal a la recta o al plano. Estrategia que permite obtener analiticamente las
formulas de inmediata aplicacion.

Precisamente en este analisis a priori, sobre el impacto del problema, se prevén como
obstaculos epistemolédgicos los conceptos de: distancia de un punto a una recta en el
plano y de distancia de un punto a un plano en el espacio. Los procedimientos conoci-
dos que llevan a las respectivas formulas constituyen obstaculos en el sentido de que el
alumno puede tratar de hacer erréneas generalizaciones.

Se considera, no obstante, que superadas las dificultades que emanan de estos obs-
taculos y, precisamente porque la confrontacion con esas dificultades implica repasar y
afianzar el manejo de la operatoria vectorial los alumnos, pueden llegar a procesos re-
solutivos propios y esa es la riqueza conceptual, capacidad de vinculacion y flexibilidad
que se espera a partir del problema planteado.

DESAROLLO Y ANALISIS A POSTERIORI: LAS PROPUESTAS DE LOS
ALUMNOS

Los alumnos trabajaron en grupos espontaneamente constituidos. Las primeras expe-
riencias infructuosas de intentos de aplicacion de las formulas conocidas sobre distancia
de un punta a una recta en el plano o de distancia de un punto a una recta en el espacio,
mostraron que los obstaculo epistemoldgicos previstos eran acertados: querian extender
un procedimiento a una situacion problematica que no le proporcionaba los datos para
hacerlo (no existe una Unica ecuacion de la recta en el espacio que generalice la forma
general de la ecuacion de la recta en el plano).

La idea de proyectar un vector determinado por el punto dado y un punto cualquiera
de la recta sobre un vector normal, idea clave en la obtencion de la distancia de un punto
a una recta en el plano o de un punto a un plano en el espacio, tropezé con un obstaculo
mucho mayor ;sobre qué direccion de vector normal proyectar cuando hay infinitas di-
recciones de vectores normales a una recta en el espacio?

Ante los caminos rutinarios cerrados, comenzaron algunos grupos a hurgar en el ba-
gaje de otros conocimientos y a buscar otras vinculaciones, analogias, extrapolaciones.

A pesar de estas primeras dificultades no se amilanaron. Se observaron en algunos
grupos dibujos como figuras de analisis, en otros grupos materializaciones de los ele-
mentos geométricos dados como datos: la recta como extension de reglas o filo de la
puerta o aristas del salon, la fijacion de un punto en el espacio (punta de un dedo) y el tra-
zado en el aire del segmento representativo de la distancia que buscaban obtener.

(Cual seria, en ese proceso, el aporte al aprendizaje y al pensamiento matematico?
Promover, un aprendizaje de la Matematica en el sentido de Polya: “Las matematicas
son consideradas como una ciencia demostrativa, éste es sdlo uno de sus aspectos. Hay
que combinar observaciones, seguir analogias y probar una y otra vez. El resultado de la
labor demostrativa del matematico, es el razonamiento demostrativo, la prueba; pero ésta
a su vez, es construida mediante el razonamiento plausible, mediante la intuicion. Si el
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aprendizaje de las matematicas refleja en algin grado la invencion de esta ciencia, debe
hacer en €l un lugar para la intuicion, para la inferencia plausible.”

A esas primeras etapas de discusion intergrupos, sigui6 la elaboracion de distintas
propuestas presentadas como trabajo grupal.

Entendiendo como devolucion al “acto por el cual el profesor hace que el alumno
acepte la responsabilidad de una situacion de aprendizaje (adidactica) o de un problema,
y acepta ¢l mismo las consecuencias de esta transferencia.” (Brousseau, en Douady;
1995: 67), distintas devoluciones fueron observadas y registradas.

Se transcriben seis casos que documentan el trabajo de los alumnos realizado en esa
misma clase en el espacio de tiempo previsto (una hora de clase)

CASO 1

Consideramos el vector direccion de la recta dada, y vamos a determinar el plano ©
perpendicular a la recta que contenga a P,. Encontraremos la interseccion S de la recta

dada con el plano y el modulo del vector SPies la distancia pedida.
u=2,63)—>n)2x+6y+3z+d=20

Como queremos que contenga al punto

Pi(4, 5, 7) reemplazamos
24+6.5+3.7+d=0—>d=-59

La ecuacion del plano que contenga a (4, 5, 7)
sera —2x+6y+3z-50=10

B P Buscamos ahora la interseccion entre la recta
y el plano , resolviendo un sistema de ecuaciones

x=3+2¢ 1)
y=2+06t 2)
z=4+3t 3)
2x+6y+3z-59 (4)

Remplazando (1), (2) y (3) en (4) obtenemos: 2 (3+2¢t) + 6 (2+6t) + 3 (4+3t) - 50 =0
29

Despejamos el parametro “t”: t = 29

Y reemplazando ahora t en (1), (2) y (3) obtenemos el punto S
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x=3+2§=ﬁ
49 49
y=246 22 e 20 22 28
;‘g 2‘;93 6 4949 " 49
7=4+3—=—
49 49

El'modulo del vector con origen en el punto interseccion de (al que llamamos S) y ex-
tremo en el punto P; nos dara la distancia buscada

2 2 2
5(rR) =[SB| = 42205 (5 272) (5 283\ 555
49 49 49

ANALISIS

Esta propuesta se cifie a la definicién y construccion teorica geométrica del con-
cepto de distancia de un punto a una recta en el espacio. Es un camino concep-
tualmente rico porque ademas ya en el terreno de la geometria analitica exige la
interpretacion geométrica de los coeficientes de la ecuacion de un plano y la com-
prension del significado de ecuacion de un lugar geométrico, en este caso un plano,
en cuanto a que la pertenencia de un punto significa la satisfaccion de su ecuacion.

CASO 2

Consideramos un triangulo rectangulo
formado por P;, un punto cualquiera P, de
larecta y el pie S de recta perpendicular por
Py

La distancia pedida es la longitud del

cateto P,S

%

Para obtenerlo podemos, primero, calcular con los datos dados, el médulo de  F,F,
y el médulo del vector Proy- F,F, y aplicar luego el Teorema de Pitagoras para la obten-

cion de un cateto conocida la hipotenusa y el otro cateto.

PP, =(4,-35-27,-4) = (133) = \ﬁ =V +3%+3 =419

‘Pr oy- ﬁ\ - ﬁ.\ﬁx;\ - ﬁkzm)xaggj -
‘Proy;@‘ = ;29 = 279
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2

— 2 —2 —
Planteando el triangulo rectangulo tendremos: ‘POPI‘ = ‘SPI‘ +‘Pr0y;PoPl

2

5= 00R) = [RE ~[Prov. B

5(rP) = 19-? =1.355...

ANALISIS

La propuesta segunda, exige un buen manejo de la operatoria del algebra vecto-
rial y una buena comprension del concepto de proyeccion de un vector sobre otro y
muestra una concepcion totalmente vectorial de la Geometria Analitica.

CASO 3
Teniendo en cuenta la figura observa-
mos que
rl cosa= Iﬁxg
2
BP =(133) —
. ‘@‘=\/lz+32+32=\/ﬁ
1}
‘;t‘=\/22 +6+3° =/49=7
CRRw (133)x(263) 2+18+9 29
cosa = ‘ﬁ“ﬁ‘ B T T —ﬁ—0.9504
— = 29 29
‘POS‘ = ‘POPl‘cosa = @7@ = 7
2
Aplicando Pitagoras ‘ﬁ‘ = 1”@‘2 —‘PoiS‘z =4 19—(279) =1355

ANALISIS

Esta propuesta tercera, es analoga a la segunda pero muestra un menor grado de
conocimiento de las definiciones y propiedades vectoriales: los alumnos prescinden
del concepto de vector proyeccion. Hacen todo el desarrollo con conceptos trigono-
métricos que los llevan implicitamente , a la deduccion del mddulo de la proyeccion
de un vector sobre otro, concepto que se supone ya poseian

20 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 9-25, ISSN: 1131-9321




Andlisis matematico y diddctico de situaciones diddcticas a partir de un problema

CASO 4
AR
COSA = ———
BR

PP =(133) —

| |RR[=VP +3 43 =419
‘ﬁ‘=\/22+62+33 =49 =7

R R _(133)x(2,63) _

CoOSA = ——— =
IR
2+18+9 29
T L = 09504
7J19 V19
Partiendo del coseno del angulo a obtengo el seno y determino el valor del segmento
BS|=06(P)
sena = x1-cos’ @ = l—(i) _ o84 %0
AT 931 V931
— — 90 1710
P,S|=8(rR) = |B,S|senct =19, | —— = |-~ =1355.(*
5[ = 80P =[asfsen V931~V 031 “
ANALISIS

En esta propuesta los alumnos utilizan métodos trigonométricos que podrian
haber inducido una aplicacion natural del modulo del producto vectorial ya conocido.

CASO 5

Este caso fue trabajado con los mismos alumnos de la propuesta 4 pero a requeri-

miento del docente por medio de una pregunta guia. (Intervencion del profesor)
El docente plantea al grupo que trabajo

la propuesta 4 el siguiente problema.

Con los datos vectoriales del problema
inicial /Es posible calcular el seno de direc-
tamente sin conocer el coseno?

Un alumno recordd la formula del mo-
dulo del producto vectorial

7 i = B [isenc
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El docente plantea al grupo que trabajo la propuesta 4 el siguiente problema. Con los
datos vectoriales del problema inicial ;Es posible calcular el seno de alfa directamente
sin conocer el coseno?

Un alumno recordo6 a la formula del modulo del producto vectorial

ini-

;‘sena, y de alli reemplazan en (*): ‘%‘ =6(rP) = ‘ﬁ‘sena =

de donde se obtiene la férmula que pide el programa de la asignatura

PN Ll

z

i j ok
PP Au=1 3 3[=-9i+3j+0k=(=93,0)
2 6 3

u =4+35+9 =49 =7 [P at| = (<9 3" =00

CASO 6

Imaginamos una esfera con centro en el
punto dado y tratamos de buscar condicio-
nes para que la recta dada la toque tangen-
cialmente y en consecuencia el radio sea la
distancia del centro a la recta buscada.

Sea(x—4) +(y=5) +(z=7)’+=d’
la ecuacion de esa esfera.
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Para buscar la interseccion con la recta dada plantemos el sistema

x=34+2 )
y=2+61 )
Z=443 3) P=(457)

x=-4’+(y=-5 +(z-7’+=d> (4
Lo resolvemos por sustitucion reemplazando (1), (2), (3), en (4) y obtenemos una
ecuacion de segundo grado en t
(B+2t-4) +(2+6t -5 +(4+3t-7)+=d’
(-1+20)% +(-3+61)* +(=3+3t)°+ =d*
49¢* -58t+19=d’

Para que tenga solucion tnica (pueden ser 0 o 1 o 2 soluciones), o sea que la recta
sea tangente a la esfera, el discriminante de la ecuacion de segundo grado debe ser igual
a cero.

A=b>+ac=0=>3364-4,49(19-d>) = 0= 3364-3724+196d> =0

-360+196d> = 0= -360+196d> = 0=>196d" =360 = d’ =%
1
Tomando el valor positivo obtenemos d = \/g = \/370 = 3\/770

ANALISIS

Esta solucion sorprendente implica un pensamiento algebraico geométrico no
habitual en alumnos con la formacion previa dada.

En el grupo que la present6 uno de los integrantes ha sido un alumno que en otras
oportunidades descoll6 con propuestas totalmente creativas

CONCLUSIONES

La confrontacion entre los analisis a priori y a posteriori ha superado las expectativas
en cuanto a la variedad y riqueza conceptual de las devoluciones de los alumnos.

En el marco teoérico propuesto nos encontramos con generalizadas situaciones adi-
dacticas de accion, incluso de una accion que podriamos categorizar hasta de “accion fi-
sica” de los alumnos, al tratar de “materializar la recta” en la linea que une los goznes
de una puerta del salon de clase, fijar un punto y trazar con movimientos de un brazo
la orientacion de un plano perpendicular a la recta que pase por el punto...o acciones
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similares con los elementos de los pupitres ya descriptas. Las acciones adidacticas de
formulacion se multiplicaron en las propuestas que entre si han hecho los integrantes de
cada grupo espontaneo de trabajo.

En cuanto a las situaciones de validacion, ademas de las creadas al argumentar la va-
lidez del procedimiento en el propio grupo, se expuso y defendié cada propuesta frente
a toda la clase y alli los mismos alumnos realizaron algunas de las reflexiones compara-
tivas que hemos recuadrado en el analisis de cada propuesta.

Respecto al marco tedrico referencial de la enseilanza para la comprension 1) El pro-
blema planteado promovio la explicacion, resolucion, construccion de argumentos y ar-
mado de un producto, 2) lo que los estudiantes hicieron no s6lo muestra su comprension
actual, sino que llegaron a discutir sobre lo que se suponia comprendido por ejemplo la
equivalencia de algunos procedimientos y las supuestas ventajas de unos sobre otros.

Lo que mas vale ser destacado como positivo de esta experiencia es precisamente el
grado de implicacion, interés y motivacion de los estudiantes que legitima el espacio de-
dicado a trabajos de esta tipo y le otorga lo que Godino llama “idoneidad emocional”,
ademas de la “idoneidad cognitiva” que surge de la riqueza de las situaciones adidacti-
cas planteadas (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007).

La metodologia de trabajo que transforma el aula en un taller de conocimiento pro-
mueve, la perseverancia, responsabilidad y la autoestima que surge de la puesta en juego
de su potencialidad en la resolucion de problemas. Se resaltan las cualidades de estética
y precision de las matematicas.

En cuanto a la interaccion docente alumno: Se facilita la inclusion de los alumnos en
la dinamica de la clase y no la exclusion. La interaccion entre alumnos se favorece por el
didlogo y comunicacién entre los estudiantes que disparan las respuestas a veces no es-
peradas. Se favorece la inclusion en grupos y el trabajo colaborativo.

Respecto a autonomia se han contemplado momentos en los que los estudiantes asu-
men la responsabilidad del estudio. (Exploracion, formulacion y validacion de la pro-
puesta realizada). Los alumnos han realizado a nivel de aula el trabajo cientifico del
matematico, para generar de este modo, un saber que sea utilizable en otras situaciones
y que es demandado en el desarrollo curricular.
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Resumen: Las actividades de resolucion de problemas reales en las clases de matema-
tica, favorece la apropiacion de los conceptos matemdticos y a concebir la utilidad de
la matematica en la vida cotidiana, lo que conlleva al uso de la modelizacion como una
herramienta que vincula la matematica con la realidad. Se estudiaran las competencias
de modelizacion matemdtica y los sistemas de representacion que utilizan los estudian-
tes del primer afio de un liceo Bolivariano cuando resuelven problemas del mundo real.
El estudio fue abordado como un estudio de caso bajo un enfoque cualitativo. Los suje-
tos participantes fueron 30 estudiantes de 12 a 14 arios, organizados en grupos, se les
planteo un problema real, previamente validado mediante el juicio de expertos. Los re-
sultados obtenidos permiten concluir que los estudiantes no poseen todas las competen-
cias para llevar a cabo un proceso de Modelizacion de manera independiente, porque se
les dificulta la construccion del modelo matemdtico. Los sistemas de representacion mds
usados son el lenguaje natural y el numérico, aunque para este nivel deberian hacer uso
del sistema algebraico.

Palabras clave: Modelizacion Matematica; Competencias de Modelizacion Matema-
tica, Sistemas de Representacion

Mathematical modeling in education.
Study skills in a group of students

Abstract: Activities of real problems solving in the classroom encourages the appro-
priation of mathematical concepts and perceiving the utility of mathematics in everyday
life; for this reason we use of mathematical modeling as a tool that links mathematics
with reality. it is pertinent to study the mathematical modeling competencies and repre-
sentation systems that use the students of first year in a high school Bolivarian when they
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solve real world problems. The study was approached as a case study a qualitative ap-
proach. The subjects in this study were 30 students from 12 to 14 years, which were orga-
nized into groups. It was formulated to the subjects involved, a real problem, previously
validated by expert opinion. It was conclude that students do not have the competencies
necessary to carry out a modeling process independently, because the low level compe-
tency is the construction of the mathematical model. The representation systems used by
students were the natural language and numbers, although in this level is considered that
Students can also use algebraic system.

Keywords: Mathematical Modeling; Mathematical Modeling Competencies; Represen-
tation Systems.

INTRODUCCION

En busqueda de una educacion matematica de calidad, se han realizado numerosas
investigaciones, entre otras, Aravena, Caamafio, y Giménez (2008); Biembengut y Hein
(1999), que consideran necesario ofrecer a los estudiantes situaciones concretas que les
permitan organizar informacioén, describir relaciones matematicas, enfrentar proble-
mas con soluciones multiples y entender la aplicabilidad de los conceptos y propieda-
des matematicas.

De igual manera, se sostiene que el aprendizaje de la matematica requiere de una plu-
ralidad de significados que le permitan al estudiante integrar con sentido los nuevos con-
ceptos con los que ya posee (Rico, 2009). Por lo tanto, se hace relevante que la educacion
matematica sea contextualizada, ensefiada y aprendida con base en objetos reales y sobre
objetos reales, y desde la propia realidad del educando. En ese sentido, dada la impor-
tancia que presenta la contextualizacion de la educacion matematica con la realidad del
estudiante; Ortiz, Rico y Castro, (2004), consideran que la Modelizacion Matematica de-
beria ser incluida en todos los niveles escolares ya que es una estrategia de ensefnanza,
que vincula la Matematica con el mundo real. Asimismo, la modelizacion matematica
permite que los estudiantes resuelvan en sus aulas problemas no escolarizados, propios
de su mundo fisico y social que contribuiran a la apropiacién de conceptos y objetos ma-
tematicos, ademas ayudara a que los estudiantes comprendan y valoren la aplicabilidad
de la matematica en sus actividades cotidianas.

Ademas de la contextualizacion y el trabajo con situaciones reales, Castro y Castro
(1997) y Rico (2009) consideran que en toda actividad matematica deben estar presentes
el uso de las representaciones o sistemas de representaciones por parte de los docentes y
de los estudiantes, ya que éstas sirven para comunicar las ideas matematicas e intervie-
nen en la construccion de nuevos conocimientos, razon por la cual los estudiantes deben
manejar el mayor nimero de representaciones posibles sobre un objeto matematico para
facilitar su comprension sobre el mismo. En este sentido, dentro de los principios y es-
tandares del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos, NCTM
(2000), se hace hincapié en el uso de los sistemas de representacion al sefialar que el cu-
rriculo de Matematica deberia hacer énfasis en las representaciones matematicas para fo-
mentar la comprension de la misma, de tal manera que los estudiantes puedan, en primer
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lugar, crear y usar representaciones para organizar, memorizar y comunicar ideas mate-
maticas, en segundo lugar, desarrollar un repertorio de representaciones matematicas que
puedan usarse de manera util, flexible y apropiada y en ultimo usar las representaciones
para modelizar, interpretar fenomenos fisicos, sociales y matematicos.

Por otro lado, el estudio del dlgebra comprende, lo que para Katz (2007) son las prin-
cipales ideas de la matematica, la generalizacion y la abstraccion, lo que proporciona un
escenario propicio para la resolucion de problemas, y problemas propios del mundo real
y de la cotidianidad del estudiante, y para el uso de diferentes sistemas de representacion,
que conduzcan al estudiante a la apropiacion y compresion de un concepto matema-
tico. Esta situacion ha sido abordada por Aravena, Caamaio y Giménez (2008), quienes
destacan que es necesario que la ensefianza del algebra se realice mediante situaciones
concretas que le permitan al estudiante organizar informacion, describir relaciones ma-
tematicas, comunicar ideas matematicas, enfrentar problemas con soluciones multiples,
entender la aplicabilidad de los conceptos y procesos matematicos entre otros.

Sin embargo, segun los profesores que laboran, en el escenario donde se realizo la
presente investigacion, la matematica es impartida de manera formal y abstracta, desarro-
llada con actividades ajenas al estudiante, sin vinculacion con otras areas de aprendizaje,
ni con su mundo fisico y social. Este panorama pareciera indicarnos que la ensefianza y
el aprendizaje no se realiza en un contexto de modelizacion y aplicaciones.

En cuanto a los tdpicos especificos del algebra, la formacion de los estudiantes se
basa en la ejercitacion y manejo de algoritmos, con excesiva formalidad y un alto grado
de abstraccion, constituidas por axiomas, definiciones y teoremas aislados unos de otros
y con poca aplicabilidad en la realidad del estudiante, sin hacer énfasis en los distintos
sistemas de representacion, planteando la solucion a problemas escolares, preparados
para que den un resultado esperado, y que en la mayoria de los casos estan descontex-
tualizados de su realidad.

A lo largo de los afios se ha creido que el aprendizaje del algebra genera en los estu-
diantes muchas dificultades que pueden ser disminuidas si se ensefa coordinando las di-
ferentes representaciones y partiendo de su realidad como un elemento motivador, sin
embargo si se presenta como un monton de técnicas aisladas y como procedimientos for-
males y mecanicos que deben aplicarse de forma automatica para resolver un problema,
se esta disefiando un escenario para que los estudiantes no se apropien de los conceptos
matematicos, especificamente los relacionados con el algebra, ni conciban la utilidad de
la matematica en sus vidas cotidianas, lo que los conduce a un aprendizaje aparente, me-
moristico y parcializado de la misma. Esta situacion podria ser un factor de gran influen-
cia en el alto indice de estudiantes aplazados, en el bajo promedio en dicha asignatura y
en otros aspectos relacionados con el poco éxito escolar.

Por lo dicho anteriormente en la investigacion que aqui se reporta, y que forma parte
de una mas amplia, que se estd desarrollando dentro de la Linea de Investigacion Pen-
samiento Numérico y Algebraico (Ortiz, 2004), busca estudiar el proceso de modeliza-
cion matematica que realizan los estudiantes de primer afio de educacion media cuando
resuelven problemas del mundo fisico y social. Este estudio comprende en primer lugar
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el analisis de las competencias en modelizacion matematica y en segundo lugar deter-
minar las representaciones utilizadas por los estudiantes al resolver dichos problemas.

CONSIDERACIONES TEORICAS

Es importante conceptualizar lo que se entiende por competencias en modelizacion
matematica y representaciones o sistemas de representaciones.

Para llevar a cabo el proceso de modelizacion matematica descrito por Blum y Niss
(1991), el cual es la base tedrica de esta investigacion , se hace necesario que los estu-
diantes adquieran competencias que los ayuden a resolver estos problemas. De acuerdo
con Kaiser (2007), el trabajo con modelizaciéon matematica en las aulas de clase no es su-
ficiente del todo, sino que es importante trabajar con competencias en modelizacion que
puedan ser desarrolladas por los estudiantes de forma independiente y que puedan ser
utilizadas por ellos para comprender y modificar su entorno.

Las competencias en modelizacion matematica son el conjunto de recursos, habilida-
des, destrezas y aptitudes que tienen los estudiantes para realizar de forma independiente
y exitosa todas las etapas de un proceso de modelizacion en un contexto determinado.
Las competencias en modelizacion tomadas en cuenta en esta investigacion son las des-
critas por Kaiser (2007) las cuales son: entender un problema del mundo real, construir
un modelo de la realidad, crear un modelo fuera de un modelo del mundo real, resolver
problemas matematicos dentro de un modelo matematico, interpretar resultados mate-
maticos de una situacion del mundo real, competencias para cambiar soluciones, si es ne-
cesario llevar a cabo otros procesos de modelizacion y por Gltimo competencias sociales:
habilidad para trabajar en grupo y comunicarse por la via matematica.

En cuanto a las representaciones Castro y Castro (1997) las describen como aque-
llas notaciones simbolicas o graficas que son especificas para cada nociéon, mediante
las que se expresan los conceptos y procedimientos matematicos y sus caracteristicas
y propiedades mas relevantes. Por su parte, Rico (2009) las define como todas aquellas
herramientas, signos y graficos, que hacen presentes los conceptos y procedimientos ma-
tematicos y con las cuales los sujetos abordan e interactiian con el conocimiento mate-
matico. Debido a su importancia en la construccion de los conceptos matematicos y el
auge que ha tenido en los tltimos afios como objeto de investigacion, Rico (2009) con-
sider6 necesario delimitar el significado de esta nocion sefialando que el concepto de
representacion hace notorio una dualidad representante-representado y que la represen-
tacion sustituye algo que existe y que es distinto. Este trabajo de Rico permite clarificar
que no se deben confundir los objetos matematicos con sus representaciones, ya que una
cosa son las herramientas, (signos, simbolos o graficos) con las que las personas abordan
el conocimiento matematico y otra el concepto y los procedimientos matematicos en si,
es decir, tanto las representaciones como el “algo” que representan estan estrechamente
relacionados, pero tienen funciones separadas.

Referente a los tipos de representaciones Castro y Castro (1997) sostienen que en la
adquisicion y elaboracion de nuevos conceptos intervienen dos tipos de representaciones
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que se encuentran estrechamente vinculadas, las representaciones internas, que son las
que se utilizan para razonar y pensar sobre ideas matematicas; y las representaciones ex-
ternas que se utilizan para comunicar esas ideas.

En esta investigacion se tomaran en cuenta las representaciones externas, por su ca-
racter observable; dentro de las cuales se encuentran, segiin Castro y Castro (1997), las
representaciones o sistemas de representaciones simbolicas que se basan en signos alfa-
numéricos estructurados. Y las representaciones o sistemas de representaciones graficas
que son combinaciones de figuras o iconos estructurados. Siendo estas estructuras sim-
bolicas y graficas las que ayudan a los estudiantes a comprender los conceptos matema-
ticos, por lo tanto, mientras mas sistemas de representacion domine el estudiante mayor
sera su comprension del concepto.

Diversos investigadores han centrado el estudio de las representaciones de los con-
ceptos matematicos escolares en diversos sistemas simboélicos y graficos asi como en las
relaciones entre ellos, al respecto Castro y Castro (1997) sefialan los trabajos de Janvier,
Kaput, Goldin y Duval, quienes han encontrado para los contenidos matematicos de edu-
cacion secundaria en primer lugar los sistemas numéricos y los algebraicos y en segundo
lugar los sistemas basados en las medidas, la recta real, el plano cartesiano entre otros.
Ademas, se pueden mencionar otros sistemas de representacion como las configuracio-
nes puntuales, tablas de valores, las representaciones geométricas y el lenguaje natural o
expresiones verbales entre muchos otros.

METODOLOGIA

Esta investigacion se aborda como un estudio de caso (Yin, 2003) bajo un enfoque
cualitativo. Los sujetos de investigacion fueron 30 estudiantes voluntarios del primer afio
de educacion media del Liceo Bolivariano “El Molino”, ubicado en la ciudad de Valen-
cia, Estado Carabobo, Venezuela; con edades comprendidas entre 12 y 14 afios, que asis-
ten regularmente a clase, durante el afio escolar 2010-2011.

Como medio para recoger la informacion se planted, a los participantes, un problema
del mundo real, el cual fue discutido en seminario de linea de investigacion (Ortiz, 2004)
y posteriormente validado mediante el juicio de expertos. El problema fue seleccionado
tomando en cuenta los siguientes criterios:

En primer lugar, debia ser un problema derivado de la cotidianidad del estudiante, ba-
sado en una realidad con la que los estudiantes se sintieran identificados, de manera que
abordarlo fuese relevante y motivador; ademas al ser un problema con el que ellos se
sintieran familiarizados, se les haria mas facil la formacion de conjeturas o asunciones.

En segundo lugar, no deberia generar una solucion tnica, sino que, por el contrario,
desprendiera un abanico de soluciones dependientes de las conjeturas realizadas por los
resolutores; tomando en cuenta que uno de los aspectos mas importantes dentro del pro-
ceso de modelizacion matematica es la realizacion de asunciones para entonces asi poder
encontrar una solucion al problema planteado y que la toma de decisiones contribuya al
desarrollo del pensamiento critico en los estudiantes.
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Y en altimo lugar, debia ser un problema que pudiera ser resuelto a través del Alge-
bra elemental o de la Aritmética, ya que uno de los objetivos es indagar sobre las com-
petencias en modelizacidn matematica que tienen los estudiantes de manera intuitiva, de
modo que la resolucion del problema no se viera afectado porque los estudiantes no pu-
dieran crear o modificar construcciones generalizadas o modelos matematicos, sino que
pudieran dar una solucion y asi estudiar todas las competencias de modelizacion descri-
tas por Kaiser (2007).

RESULTADOS Y DISCUSION

Como se menciono anteriormente, para efecto de este trabajo, se planted a los suje-
tos participantes, un problema del mundo fisico y social, en el cual se esperaba que los
estudiantes llevaran a cabo el proceso de modelizacion matematica, para luego analizar
las competencias de modelizacion matematica y determinar las representaciones utili-
zadas. Estas ultimas serian visualizadas en la construccién del modelo matematico que
desarrollarian los estudiantes para hallar la solucion al problema planteado y que corres-
ponde a la tercera competencia de modelizacidn matematica. El problema es el siguiente:

— La profesora Patricia vive en la Urbanizacion El Libertador, ubicado en la parro-
quia Tocuyito del Municipio Libertador, y trabaja en el Liceo Bolivariano “El Mo-
lino”, ubicado dentro de la misma parroquia. ;Cuanto dinero gasta en pasaje la
profesora Patricia por un dia de trabajo, es decir, en ir de su casa al Liceo y en re-
gresar del Liceo a su casa?

Enlatabla 1 se muestran las competencias de modelizaciéon matematica que son ana-
lizadas y sus diferentes indicadores.

En relacion al analisis de las competencias en modelizacion matematica que po-
seen los estudiantes del primer afio del Liceo Bolivariano “El Molino” y a los sistemas
de representacion utilizados por ellos, los resultados arrojados por la investigacion se
muestran en la tabla 2, en la que se puede observar que so6lo un grupo posee las siete com-
petencias en modelizacion descritas por Kaiser (2007) y que son necesarias para llevar a
cabo un proceso de modelizacion Independiente; y en la tabla 3, se resumen los sistemas
de representacion utilizados por los grupos de estudiantes.

DESCRIPCION Y DISCUSION DEL TRABAJO REALIZADO POR LOS
EQUIPOS

Equipo n° 1: Este primer equipo comprendi6 el problema que se le estaba planteando
e identifico las variables involucradas en el mismo, tomo como hipétesis de trabajo la si-
guiente: “La profesora Patricia camina desde su casa hasta el puente de Tocuyito, de ahi
toma una camioneta hasta el Molino (donde se encuentra ubicado el liceo) y de venida
uno de sus compafieros le da la cola hasta Tocuyito y de ahi agarra una camioneta hasta
su casa”. Como en total aborda dos camionetas y el costo del pasaje es de 2 Bs; en total
la profesora Patricia gasta 4 Bs diarios en pasaje.
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Competencias de Modelizacion

Indicadores

Competencia para entender un problema

4

Comprende el Problema.

del mundo real v/ Identifica las variables involucradas
en el problema.
v/ Simplifica la informaciéon
suministrada
Competencia para construir un modelo v/ Organiza la informacion relevante
de la realidad para el problema
v/ Elabora asunciones o hipotesis del
problema planteado
Competencia para crear un modelo v/ Representa la situacion a estudiar
fuera de un modelo del mundo real v/ Relaciona las variables tomadas en
consideracion.
v Selecciona simbolos apropiados para
representar las variables.
Competencia para resolver proble- v Utiliza los métodos matematicos
mas matematicos dentro de un modelo para lograr resultados y conclusiones
matematico v/ Domina los contenidos matematicos

Competencia para interpretar resulta-
dos matematicos de una situacion del
mundo real

v/ Analiza las implicaciones de la so-

lucidn encontrada sobre la situacidon
estudiada.

v/ Intenta dar respuesta a las preguntas
planteadas.
Competencia para cambiar soluciones, v/ Evalua la validez de los resultados
si es necesario llevar a cabo otros proce- obtenidos
sos de modelizacion v/ Intenta buscar otras soluciones
Competencia social v/ Presenta habilidad para trabajar en
grupo
v Logra comunicarse por la via
matematica

Tabla 1. Competencias de Modelizacion Matematica y sus respetivos indicadores
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Equipos
Competencias Indicadores 4
Competencia para en- | Comprende el Problema. X
tender un problema del ldentifica de 1 bl
mundo real ‘ entifica de las variables X
involucradas en el problema.
Simplifica la informacion X
suministrada.
Competencia para | Organiza la informacion X
construir un modelo de | relevante para el problema
la realidad :
Elabora  asunciones o
hipotesis del  problema X
plateado
Competencia para crear | Representa la situacion a
un modelo fuera de un | estudiar
modelo del mundo real : ;
Relaciona las variables
tomadas en consideracion.
Selecciona simbolos
apropiados para representar
las variables.
Competencias para re- | Utiliza los métodos
solver problemas ma- | matematicos para lograr
tematicos dentro de un | resultados y conclusiones
modelo matematico ) .
Domina los contenidos
matematicos
Competencias para | Analiza las implicaciones de
interpretar  resultados | la solucion encontrada sobre X
matematicos de una si- | la situacion estudiada.
tuacion del mundo real
Intenta dar respuesta a las <
preguntas planteada.
Competencias para | Evalta la validez de los
cambiar soluciones, si | resultados obtenidos
es necesario llevar a b
cabo otros procesos de Intlent.a uscar otras
modelizacion soluciones
Competencias sociales | Presenta habilidad para
trabajar en grupo
Logra comunicarse por la
via matematica

34
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Tabla 2. Competencias en modelizacidn matematica que poseen los grupos de

estudiantes
uipos E1l E2 E3 E4 ES Eo6 E7
Sistemas
Lenguaje Natural X X X X X X X
Sistema Numérico X X X X
Sistema Algebraico X

Tabla 3. Sistemas de representacion utilizados por los grupos de estudiantes

Se considera que este grupo no construyd un modelo matematico que permitiera cal-
cular cuanto dinero gasta la profesora Patricia en pasaje en un dia de trabajo, sin embargo
utiliz6 como sistema de representacion el lenguaje verbal para encontrar una solucion
matematicamente correcta, que dio respuesta a la situacion planteada, en relacion a la
competencia resolucion de problemas matematicos dentro de un modelo matematico, se
considera que no la poseen por no haber construido el modelo matematico. En cuanto a
las competencias para cambiar soluciones o llevar a cabo otros procesos, el grupo mos-
tr6 que era capaz de tomar en cuenta diferentes variables y en funcién a ellas buscar una
soluciodn al problema planteado.

Equipo n° 2 y Equipo n° 5: Estos equipos al igual que el primero comprendieron el
problema que se les plante6 e identificaron las variables involucradas en el mismo; para
resolverlo tomaron como hipotesis la siguiente: “La profesora Patricia agarra cuatro ca-
mionetas diarias, cada una le cobra 2 Bs; en total serian 8 Bs”; por lo tanto demostraron
poseer las dos primeras competencias. En relacion a la competencia que implica cons-
truir un modelo matematico, estos equipos no demostraron poseerla, pues no construye-
ron ningin modelo que permitiera calcular cuanto dinero gasta la profesora Patricia en
pasaje en un dia de trabajo, sin embargo tomaron en cuenta algunas variables y llega-
ron a una solucién matematicamente correcta, que dio respuesta a la situacion real plan-
teada. El sistema de representacion que emplearon fue el lenguaje natural y el sistema
numérico (ver Figura 1).

1 ‘o potevora -Qc.\uc_\cx aqar<a ¢ camondkas Aaniag \o
cuoel cado wca \e cobia B¢, ea \olal waa D BF
2000 8o

.
B o0 &%

Figura 1. Produccion del equipo 2.
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Al igual que el equipo anterior la competencia relacionada con la resolucion de pro-
blemas matematicos dentro de un modelo matematico, se considera que no la poseen
por no haber construido el modelo matematico. En cuanto a la competencia para inter-
pretar resultados matematicos de una situacion del mundo real, se puede concluir que el
equipo n° 2 demostré no obtenerla debido a que sélo hallaron la solucién al problema, es
decir, calcularon cudnto gasta en pasaje si toma cuatro camionetas, pero no dieron nin-
guna respuesta. Mientras que el equipo n° 5 se puede decir que si la poseen porque die-
ron respuesta a la situacion planteada. Finalmente sobre las competencias para cambiar
soluciones o llevar a cabo otros procesos, al igual que el equipo anterior, el grupo n° 2
mostré que era capaz de tomar en cuenta diferentes variables y en funcion a ellas bus-
car una solucién al problema planteado. Mientras que el equipo n°® 5 parece no poseerla.

Equipo n° 3: El equipo nimero 3 demostré comprender el problema planteado e
identific6 las variables involucradas en el mismo, como lo son el costo del pasaje y la
cantidad de camionetas que debe tomar la profesora para llegar de su casa al liceo y de
regresar del liceo a su casa. Fue el tinico equipo que para resolver el problema construyo
un modelo matematico al plantear la siguiente ecuacion:

X=C.P

Llamaron X a la incdgnita, es decir, el gasto en bolivares por concepto del pasaje
Llamaron C, a la cantidad de camionetas que debe tomar la profesora

Y llamaron P, al costo del pasaje

Para hallar una solucion tomaron la siguiente hipdtesis “la profesora Patricia agarra
dos camionetas de ida al liceo y dos de venida, en total son cuatro camionetas” al resol-
ver la ecuacion obtuvieron como resultado que la profesora Patricia gasta 8 Bs en pasaje
por un dia de trabajo. Sin embargo este equipo no obtuvo esta sola respuesta si no que
consider6 otras hipotesis por ejemplo: “La profesora Patricia agarra dos camionetas de
ida al liceo, de regreso le dan la cola hasta Tocuyito y de ahi agarra una camioneta hasta
su casa” o “Si camina de su casa a la parada de Tocuyito y de ahi agarra una camioneta
hasta el liceo, y de regreso agarra dos camionetas”.

En relacion a los sistemas de representacion utilizados por el equipo, se evidencian el
sistema algebraico y el sistema verbal. En cuanto a la competencia para interpretar resul-
tados matematicos de una situacion del mundo real, se puede decir que demostraron po-
seerla, debido a que se preocuparon por contestar la interrogante planteada. Y en cuanto a
las competencias para cambiar soluciones o llevar a cabo otros procesos, este equipo tomo
en cuenta varias hipotesis para hallar la solucion al problema planteado (ver Figura 2).

Equipo n° 4, Equipo n° 6 y Equipo n° 7: Al igual que los anteriores, estos equipos
comprendieron el problema que se les habia planteado e identificaron las variables invo-
lucradas en el mismo, tomaron como hipotesis para realizarlo lo siguiente: “la profesora
agarra dos camionetas de ida y dos de venida” en total gasta 8 Bs. en pasaje en un dia
de trabajo”. Estos equipos no realizaron ningiin modelo matematico para hallar la solu-
cion al problema, s6lo hallaron una solucion en funcion a la hipdtesis que se plantearon.
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En cuanto a las representaciones utilizadas en la solucion del problema tenemos que
los equipos 4 y 6, utilizan el lenguaje natural y el sistema numérico mientras que el
equipo 7 (ver Figura 3) sélo utiliza el lenguaje natural.
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Figura 3. Produccion del equipo 7.

Los equipos 4 y 6 tomaron una segunda hipdtesis que fue: “Pero si le dan la cola
de regreso desde el molino hasta Tocuyito, agarra 3 camionetas”; el equipo n° 4 tomd
esta segunda hipdtesis y hallo el resultado, la profesora Patricia gastaria 6 Bs en pasaje.
Mientras que el equipo n° 6 s6lo planted esa situacion sin llegar a resolver.

Al igual que los equipos 1, 2 y 3 en relacién a la competencia para resolver proble-
mas matematicos dentro de un modelo matematico, se considera que no la poseen por no
haber construido el modelo matematico; la competencia para interpretar resultados ma-
tematicos de una situacion del mundo real, se puede decir que los tres equipos la poseen
al dar respuesta a la situacion planteada; y, en cuanto a las competencias para cambiar
soluciones o llevar a cabo otros procesos, los grupos 4 y 6 tomaron en cuenta diferentes
variables y en funcion de ellas buscaron solucion al problema planteado.

En cuanto a las competencias sociales, todos los grupos demostraron trabajar en
equipo, discutieron sus opiniones y llegaron a conclusiones, ademas en la fase de discu-
sion le presentaron al resto de sus compaiieros el trabajo realizado y los resultados obte-
nidos de manera eficaz pero con un escaso lenguaje matematico.
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CONCLUSIONES

Se concluye que los estudiantes del primer afio de educacion media poseen algunas
competencias de modelizacion matematica, que aunque no son todas las necesarias para
llevar a cabo un proceso de modelizacion independiente, son suficientes para afirmar que
mostraron una modelizacion de caracter intuitiva, la cual podria “educarse” mediante la
realizacion de actividades adecuadas en el aula, tal como sostienen Ortiz y Dos Santos
(2011). Es decir, las competencias de modelizacién matematica podrian adquirirse con
el tiempo y la practica en las aulas de clase, para lo cual seria conveniente su incorpo-
racion en los curriculos tal como sugieren Ortiz, Rico y Castro (2007). La competencia
que menos poseen los estudiantes es la relacionada a la construccion del modelo mate-
matico, lo cual podria deberse a la manera como el Algebra es ensefiada ya que los es-
tudiantes han sido acostumbrados a resolver problemas tipos. Sin embargo, esto podria
superarse si los estudiantes participaran con mas frecuencia en actividades de modeliza-
cién en las clases de matematica.

Por otra parte, los estudiantes abordaron el problema con bastante interés, lo que de-
muestra que incluir problemas reales en las clases de matematica generaria mayor mo-
tivacion en los estudiantes hacia el estudio del algebra. Aunado a esto, el estudio arrojo
que los estudiantes presentan un escaso lenguaje matematico, el cual representa una di-
ficultad al momento de comunicar sus ideas.

En cuanto a las representaciones que fueron utilizadas por los estudiantes, se con-
cluye que, todos los grupos usaron el lenguaje natural, y en segundo lugar el sistema mas
utilizado fue el numérico. S6lo un grupo utilizoé el sisma algebraico, a pesar de que en
este nivel los estudiantes ya han trabajado expresiones algebraicas.

Las respuestas, dadas por los estudiantes, de cierta manera se relacionan con la ense-
flanza que han recibido, lo que hace suponer que los docentes podrian no estar haciendo
énfasis en el uso de las diferentes representaciones al tratar un concepto matematico, por
lo que se sugiere que en las actividades de matematica se trabaje con diferentes repre-
sentaciones y con la conversion de una representacion a otra, tal como lo plantea, Castro
y Castro (1997) y Rico (2009).

Finalmente, aunque la mayoria de los estudiantes no mostroé poseer la competencia
para construir un modelo (s6lo un grupo construy6 el modelo matematico), se puede afir-
mar que los estudiantes tienen un potencial para resolver problemas de su entorno fisico,
natural y social. Esto hace suponer la pertinencia de incluir la modelizacién matematica
en las clases de matematica de secundaria, donde el docente haria mayor énfasis en la
construccion de los modelos y en la utilizacion de varios sistemas de representaciones de
manera coordinada, de modo tal que los estudiantes pudieran comprender los conceptos
matematicos que estan involucrados en la resolucion de los problemas.
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RECOMENDACIONES

En este articulo se recomienda en primer lugar, abordar los contenidos matematicos
a través de la resolucion de problemas reales, que preparen a los estudiantes para cono-
cer y si es necesario modificar su entorno ademas, formar a los estudiantes para el es-
tudio del algebra; y en ultimo lugar se recomienda que las actividades de resolucion de
problemas se centren en la modelizaciéon matemadtica como herramienta que vincula la
matematica con la realidad del educando y que se establezca como prioridad el uso de di-
ferentes sistemas de representacion y el traslado de un sistema a otro; para garantizarle al
estudiante una mayor comprension de todas las propiedades y caracteristicas de un con-
cepto matematico.
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Resumen: Durante los cursos académicos 2009/2011 profesores universitarios y de en-
sefianza secundaria, hemos desarrollado una serie de proyectos destinados a mejorar el
nivel académico de los alumnos que ingresan en la Universidad, concretamente en los
estudios de ingenieria. En el presente articulo se describe una experiencia interdisci-
plinar basa en el Aprendizaje Basado en Problemas, que se enmarca dentro de un pro-
yecto mas amplio que comenzo a desarrollarse en el curso 2009-2010 y continuara en
el curso 2012-13.
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Abstract: During the academic years 2009/2011 university professors and secondary
school teachers, developed a series of projects to improve the academic level of students
entering the University, specifically in engineering studies. This article describes an in-
terdisciplinary experience based on problem-based learning, which is part of a much
larger project that began in 2009-2010 and will continue during 2012-13.

Key Words: Interdisciplinary Activities, University, High school, Engineering Studies.



M*“Antonia Cejas-Molina / José Luis Olivares-Olmedilla / Antonio Blanca-Pancorbo / Lorenzo Salas-Morera

INTRODUCCION

Si se analiza el plan de Estudios de la Ensefianza Secundaria Obligatoria y Bachi-
llerato, puede comprobarse que son muchas y muy numerosas las asignaturas que un
alumno a corta edad tiene que aprender. Si bien los conceptos llegan a ser asimilados
por los estudiantes, no suelen establecer una relacion entre ellos y menos aun encuentran
una aplicacion de lo estudiado en el mundo fisico que les rodea. Posiblemente éste hecho
contribuya a que el nivel académico de nuestros alumnos se aleje bastante de la media
deseada, no hay mas que remitirse al informe del Programa Internacional de Evaluacion
del Estudiante Pisa (2009) para ver el nivel de conocimientos de nuestros estudiantes. La
escasa motivacion del alumnado es otro de los factores, pues no hay nada mas desmoti-
vador para un alumno que no entender para qué sirve lo que se le esta ensefiando.

Generalmente dentro del proceso educativo el docente explica una parte de la mate-
ria y seguidamente, propone a los alumnos una actividad de aplicacion de dichos con-
tenidos. En los ultimos afios el Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) plantea una
metodologia (en la que el docente no utiliza la leccion magistral) para que los estudian-
tes adquieran conocimientos y los apliquen para solucionar un problema real o ficticio,
implicando activamente al alumno en su aprendizaje, con la consiguiente motivacion ya
que se ve participe del mismo.

Barrows (1986) define al ABP como “un método de aprendizaje basado en el prin-
cipio de usar problemas como punto de partida para la adquisicion e integracion de los
nuevos conocimientos”. En esta metodologia los protagonistas del aprendizaje son los
propios alumnos, que asumen la responsabilidad de ser parte activa en el proceso.

Prieto (2006) defendiendo el enfoque de aprendizaje activo sefiala que “el aprendi-
zaje basado en problemas representa una estrategia eficaz y flexible que, a partir de /o
que hacen los estudiantes, puede mejorar la calidad de su aprendizaje universitario en
aspectos muy diversos”. Asi, el ABP ayuda al alumno a desarrollar y a trabajar diversas
competencias. Entre ellas, de Miguel (2005) destaca: resolucion de problemas, toma de
decisiones, trabajo en equipo, habilidades de comunicacion, etc.

En esta linea Salas, Cejas y Olivares (2009-2010) hemos planteado proyectos inter-
disciplinares desarrollados por profesorado universitario y de ensefianzas medias, para
tratar de potenciar aquellos conocimientos necesarios para afrontar con éxito un primer
curso de ingenieria. Las actividades programadas se estan desarrollando en la asigna-
tura de Proyecto Integrado en primer y segundo curso de bachillerato, se han disefiado
de forma que se trabajen gran variedad de competencias tales como: uso de hojas de cal-
culo, clases de comunicacion virtual mediante el software Skype y Yugma, etc.

OBJETIVOS
En general, los estudiantes encuentran los conceptos explicados en clase excesiva-

mente tedricos y abstractos, por ejemplo, no alcanzan a relacionar una ecuacion con su
grafica, o un problema de quimica con lo que han visto en el laboratorio, y menos atn
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saben utilizar los conceptos aprendidos para formular un modelo matematico que dé res-
puesta a aquellos problemas que frecuentemente se mencionan en los medios de comu-
nicacion. Sera por tanto nuestro principal objetivo situar en un contexto real aquellos
conceptos que se han ido estudiando en las diferentes asignaturas que conforman los es-
tudios de Bachillerato.

En el planteamiento y resolucion de la actividad, realizada con los alumnos de se-
gundo curso de bachillerato, se van a trabajar, entre otros, los siguientes conceptos y téc-
nicas matematicas:

e Variable dependiente.

e Variable independiente.

* Proporcionalidad.

* Funcién continua.

* Funcién definida a trozos.

e Concepto de derivada como tasa de cambio.
e Técnicas de integracion.

e Solucién analitica del problema.

e Ecuacion logistica.

e Relacion entre una ecuacion con su grafica.
e Extraer informacion de la solucion grafica.

* Uso de hojas de calculo.

METODOLOGIA

Si bien los programas de matematicas a nivel de bachillerato no contemplan el estudio
de las ecuaciones diferenciales, el alumno esta trabajando con ellas cuando resuelve proble-
mas de dinamica, mecanica, etc. en las asignaturas de fisica. Basta con entender el concepto
de derivada y conocer minimamente las técnicas de integracion para poder encontrar la so-
lucidn general de la ecuacion planteada, incluso sabe trabajar con las condiciones iniciales
del problema para hallar la solucion particular del mismo. Partimos de que el concepto de
“ecuacion diferencial” asi como el de “problema de valores iniciales” no es conocido por el
alumno, pero si sabe trabajar con ellos. Planteamos entonces un problema de facil compren-
sion para el alumnado, que versara sobre la poblacion de un determinado hébitat, éste es de
actualidad, tiene difusion en los medios de comunicacion y su resolucion conlleva conse-
cuencias sociales, economicas, demograficas, etc.

Previamente a la resolucion del problema el alumno, individualmente o en grupos de dos,
llevara a cabo una labor de investigacion a través de los medios de comunicacion: prensa,
radio, television, internet, etc. Con la informacion recabada, se procede a la formulacion
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matematica del mismo, la resolucion y posterior debate de los resultados tiene lugar en clase
con el profesor actuando como tutor.

Planificacién temporal del trabajo

El trabajo se ha desarrollado con los alumnos de la asignatura de Proyecto Integrado,
durante el segundo cuatrimestre del curso académico 2010-11 y 2011-12, una vez que
se ha avanzado lo suficiente en el programa de matemadticas para que tengan los conoci-
mientos necesarios que le permitan desarrollar las competencias indicadas.

Formulacién del problema

En clase de la asignatura de Proyecto Integrado se plantea la siguiente cuestion:

— “Imaginemos que vivimos en una zona pesquera y quisiéramos saber: ;jCudn-
tas toneladas de pescado pueden recogerse al aiio sin exterminar la poblacion
de peces?”.

El problema planteado permitira analizar, entre otras, las siguientes cuestiones.
Una pesca incontrolada:

e /Podria afectar a la industria pesquera de la region?.

* ;Y alaeconomia en general?.

o JAumentaria el paro de la zona pesquera?.

e Jlendria consecuencias demogrdficas?.

o ;Severia afectado el medioambiente de alguna manera?.

Cabe entonces preguntarse:

e /Qué tasa de pesca conserva en cantidades aceptables la poblacion de peces y la
industria pesquera?.

Formulado el problema y analizadas las posibles consecuencias que de ¢l se derivan,
el alumno debe recabar informacion al respecto, debiendo tener la documentacion en-
contrada para la préxima clase de la asignatura indicada.

RESOLUCION

Para formular un modelo matematico que responda a las cuestiones planteadas, habra
que tener en cuenta los datos obtenidos en la investigacion realizada por los alumnos y
los conocimientos matematicos aprendidos. La palabra clave en la pregunta formulada
es tasa. En el lenguaje matematico las tasas son una derivada con respecto del tiempo,
vamos a plantear una ecuacion cuya incognita es una funcion y(z) (toneladas de peces en
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t afos), en dicha ecuacion estableceremos una relacion entre la funcion y(z) y su derivada
y’(t). La tasa de cambio neta de la poblacion expresada en toneladas de pescado por afio

es M, que se escribe y’(t) o simplemente y’.
dt
A través del trabajo de investigacion desarrollado por los alumnos sobre dindmica de
poblaciones, han aprendido que si y(z) denota el tamafio de una poblacion en un tiempo
t, el modelo para el crecimiento exponencial, Zill, D.G. (2006), comienza con la supo-
sicion de que

con K >0. Los casos reales de crecimiento exponencial en periodos largos de tiempo son
dificiles de encontrar debido a que los recursos limitados del ambiente y la existencia de
predadores ejercen, en algin momento, restricciones sobre el crecimiento de una pobla-
cion. Es de esperar que la ecuacion [1] disminuya a medida que aumenta el tamafio de la
poblacién y, lo que nos obliga a modificar el modelo.

En condiciones normales la tasa de crecimiento serd constante o aproximadamente
constante, ahora bien, dicha tasa debe reflejar el hecho de que un aumento considerable
de la poblacion inhibe el crecimiento reduciéndose la poblacion, de modo que la nueva
tasa de crecimiento sera de la forma

a =y(a-by) a>0, b>0 [2]
dt
La ecuacidn diferencial [1] no proporciona un modelo muy preciso para la poblacion
cuando ésta es muy grande. Las condiciones de superpoblacion, con los efectos nocivos
resultantes en el ambiente, como contaminacién y demandas excesivas como competen-
cia por alimento, pueden tener un efecto inhibitorio en el crecimiento de la poblacion.

Reescribiendo [2] como % = ya - by’, el término no lineal — b y2, b > 0 se puede in-

terpretar como un término de inhibicién o competencia (superpoblacion). Asimismo en
la mayor parte de las aplicaciones la constante positiva a es mayor que la constante po-
sitiva b.

Si se tiene en cuenta la actividad pesquera en la zona, el modelo debe modificarse
para tener en cuenta este hecho. Suponiendo que la captura se realiza a un ritmo H (tasa
de captura), la ecuacion diferencial que representa al modelo queda

dy _ oy
dt—y(a byy-H [3]

Se ha encontrado una ecuacidon donde se establece una relacion entre una funcion,
su derivada y la tasa de captura, pudiéndose formular matematicamente el problema
propuesto.
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La ecuacién planteada es dificil de resolver por los alumnos de Bachillerato, lo que
nos lleva a simplificar el modelo admitiendo para ello varias situaciones, cuya viabili-
dad habra que determinar posteriormente. Supongamos entonces los siguientes casos:

Captura sin superpoblacion

Admitamos que inicialmente, en un tiempo ¢ = () la poblacion de peces existente es
Vo Al no existir superpoblacion, la ecuacion [3] se transforma en:

Y'=ay-H (4]

Separando las variables en la ecuacion [4], integrando y sustituyendo las condiciones ini-
ciales en la solucion general, encontraria la solucion:

y(t)=H+(y0 —H)e‘”, t=0 [5]
a a

En esta fase del trabajo, y dentro de las actividades programadas en Salas, L., Cejas, M. A.y
Olivares, J. L. (2009) el alumno ha aprendido a trabajar con la hoja de célculo de OpenOffice,
pudiendo representar graficamente la solucion [5]. La figura 1 muestra el resultado obtenido
para el valor de la constante a = I, H = () en el rango 0< y, < 20.

20,00
18,00
16,00
14,00
12,00 —0,00

—_133

10,00

— 2,67

Toneladas

8,00 —4,00
5,33
6,00 — 6,67

—— 8,00

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00
Afios

Figura 1. Crecimiento exponencial sin captura.

En la figura 2 se representa la solucion [5] para, 0< y,< 20y H= g toneladas anua-
. H L . . H o
les. Si y, <— pronto se extinguira la poblacion, pero si y, > —entonces crece sin limi-
a a

tes, lo cual nunca sucede en la realidad.
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Por tanto, necesitamos un modelo mejor. Quizas haya que tener en cuenta el término
de superpoblacion descartado.

4,00 5,00 6,00

Afos

Figura 2. Crecimiento exponencial con captura

(Qué habré aprendido el alumno en esta fase?

Fundamentalmente a aplicar los conceptos matematicos estudiados a problemas
reales, aparentemente sin ninguna conexion con lo que estudia.

Llevar a cabo un proceso de investigacion a través de internet, prensa, etc. sobre
problemas reales.

Construir un modelo matematico donde se relacionan las variables.
Diferenciar entre variable independiente y dependiente.

Dar significado al concepto de derivada.

Encontrar la solucion de un problema usando técnicas de integracion.
Relacionar una funcion con su grafica.

Extraer informacion de los datos encontrados.

Validar el modelo construido.

Las conclusiones obtenidas ponen de manifiesto que hay que retomar las variables
descartadas. La solucion analitica se obtendra separando las variables e integrando.

Superpoblacion sin captura de peces

Omitamos por el momento el término de la captura de la ecuacion [3] y usemos el tér-
mino de la superpoblacion para obtener la ecuacion: y'=ay—cy*, y(0) = y,,t= 0. La solu-
cion grafica obtenida para H=0, a = I, ¢ = 1/12 para 0< y,< 20 se muestra en la figura 3.

Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 41-51, ISSN: 1131-9321 47



M*“Antonia Cejas-Molina / José Luis Olivares-Olmedilla / Antonio Blanca-Pancorbo / Lorenzo Salas-Morera

20,00
18,00 +
16,00 +
14,00 +
w 12,00 - —
o
k]
= 10,00
g —10,00
= 800 ¢ —_—333
—G,67
6,00 + — 1000
4,00 —13,33
—16,67
2,00 —120,00
0,00
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00
Afios

Figura 3. Superpoblacion sin captura de peces H=0,a=1,c = 1/12

Se obtienen dos soluciones de equilibrio, y=0 ¢ y=12. Algo interesante es que al pare-
cer el equilibrio superior atrae a las demas curvas solucion no constantes en el cuadrante
de poblacion y >0, ¢ >0 .Por si sola, la poblacion de peces tiende al equilibrio sin impor-
tar cudl sea la poblacion inicial.

Superpoblacion y captura de peces

o 5 ~ .
Empecemos por incluir una pesca moderada H =3 toneladas por afio. Graficamente

la solucion de la ecuacion [3] para H = 5/3, a = 1, ¢ = 1/12 en el rango 0< y,< 20 se
representa en la figura 4.

Puede observarse como en la recta de equilibrio superior convergen las curvas solu-
cion, pero no todas, las que comienzan debajo de la solucion constante convergen hacia
la extincion. La pesca moderada no parece ser muy dafiina, al menos si el tonelaje ini-
cial es lo suficientemente alto; sin embargo, incluso una tasa de captura moderada podria
causar la extincion si el nivel inicial de poblacion es bajo. No obstante, éste es un esce-
nario en el que tanto la poblacion de peces como la industria pesquera sobreviven bien.

Supongamos que no hay restriccion para los pescadores y que la tasa de captura es
mucho mas alta, digamos que aumenta a 4 toneladas por afo. En la figura 5 se representa
la solucion de la ecuacion [3] para a=1, ¢c=1/12 en el rango 0< y, < 20.

Es facil observar que se produciria la extincion total de la especie.
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20,00
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. \\\ \
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Figura 4. Superpoblacion y captura de peces con H=5/3,a=1,c=1/12

20,00
18,00 -+
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2,00 \
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0,00 2,00 4,00 6,00 8,00
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Figura 5. No hay restriccion de pesca

Prohibicion de pesca

Al no poder permitir que se extinga la poblacion de peces, veamos qué sucede con el
modelo si después de cinco afios de pesca a una tasa de 4 toneladas por afio, se prohibe
esa actividad durante cinco afios. Ahora la tasa de captura esta dada por:

4, 0=t<5

H(t)=
® {0, 5=t =10
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La complejidad de la ecuacion [3] en este caso no hace viable su resolucion, no ob-
stante esta situacion se mostro resuelta en clase, Borrelli (2002), donde se puso de mani-
fiesto que después de cinco afios de pesca intensa la poblacion sobreviviente se dirige al
nivel y=12. Hemos salvado la pesca pero a costa de la industria pesquera.

CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES

El problema propuesto es complejo, pero nos ha parecido de interés por las implica-
ciones sociales que pueden tener las distintas opciones que se adopten en la captura de
peces. Frecuentemente noticias sobre la moratoria en la captura de determinadas espe-
cies ocupan las portadas de los medios de comunicacion, sin que el alumno pueda pensar
que los conceptos matematicos que estudia son necesarios para dar solucion al problema.

Ademas al alumno se le ha mostrado aspectos como:

e Apartir de una determinada realidad, parcialmente asequible al nivel educativo de
los estudiantes, se ha construido un modelo analizando los pasos que conducen al
mismo, con las habituales etapas de validacion, andlisis critico, refinamiento, etc.

e Se han obtenido férmulas para las soluciones del modelo matematico propuesto.

e El alumno ha interpretado las soluciones en términos de lo que sucede con la pobla-
cion de peces.

e El proceso de modelado nos ha permitido examinar las consecuencias de varias su-
posiciones acerca de la tasa de captura de la poblacion de peces.

e Al alumno no le ha resultado sencilla la actividad desarrollada, en parte porque es la
primera vez que analiza un problema en los términos llevados a cabo.

* En la formulacion matematica del modelo la participacion del profesor fue funda-
mental, hecha la primera simplificacion, el alumno no tuvo dificultad para resol-
verlo y representarlo graficamente.

e Terminada esta actividad, se planearon problemas de menor complejidad, siendo
necesario para su modelado matematico hacer uso de las correspondientes leyes
fisicas, quimicas, etc. En esta linea se han propuesto problemas de mezclas qui-
micas, circuitos eléctricos, mecanicos, descomposicion de sustancias radiactivas,
etc.

e Los alumnos participaron activamente en todo el proceso de resolucion, sobre
todo no dejo de resultarles sorprendente que problemas, cuyo enunciado de par-
tida no parecia tener ninguna relacion con las matematicas, éstas fueran funda-
mentales para dar respuesta a los mismos.
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Resumen: En este trabajo presentamos una modelizacion matematica de la realizacion
del trenzado de origen artesanal con la intencion de proporcionar a los profesores de
matematicas y a los maestros ideas y sugerencias para elaborar propuestas para el aula.
Las ideas que desarrollamos se han generado durante una investigacion etnogrdfica y
etnomatemdtica de dos escenarios artesanales. Aqui resumimos los hallazgos mas im-
portantes del analisis etnomatemdtico que han consistido en la elaboracion de un mo-
delo matematico de la realizacion del trenzado que se basa en la utilizacion de los grafos
v del lenguaje de la combinatoria.

Palabras clave: Etnomatematica, Modelizacion Matematica, trenzado.

Mathematical Modelling of craft braid/braiding

Abstract: We present a mathematical modeling of the realization of craft braiding with
the intention of providing to mathematics teachers some ideas to develop proposals for the
classroom. The ideas developed were generated during an ethnographical and ethnomathe-
matical study of two craft scenarios. Here we summarize the main findings of the ethno-
mathematical analysis which consisted in a mathematical model of the realization of the
braiding, based on the use of graphs and combinatorial language.

Key words: Ethnomathematics, Mathematical Modeling, Braiding.
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INTRODUCCION

La Etnomatematica constituye una linea de investigacion que abarca la antropolo-
gia y la educacion matematica en busqueda de una manera diferente y mas incluyente
de hacer y considerar las matematicas concebidas como un producto cultural (Bishop,
1999). En la Educacion matematica esto se refleja en el objetivo de un aprendizaje sig-
nificativo relacionado con el entorno social y cultural. El rol del docente se vuelve el del
enculturador matematico, que valoriza el saber cotidiano y profesional y, en general, el
saber inicial de los alumnos y su funcionalidad, los recursos contextualizados y el em-
pleo del lenguaje natural ademas del simbolico (Bishop, 1999; Oliveras, 2005, 2006;
Oliveras y Gavarrete, 2012).

El punto de partida del trabajo ha sido encontrar artesanias que tengan suficiente
potencial matematico para lograr algunas aplicaciones educativas a niveles basico y
técnico-profesional, conectando asi la educacion con el desarrollo de competencias la-
borales y de la vida diaria. Un trabajo pionero en este ambito es el de Oliveras (1996).

Presentamos aqui una modelizacion matematica que ha surgido de una investigacion
etnografica de algunas artesanias de trenzado (Oliveras y Albanese, 2012). Entendemos
por trenzado la manera de realizar cordeles o trenzas entrelazando unos hilos, sin hacer
nudos. Estos cordeles o trenzas tienen la peculiaridad de que, en cualquier punto, si se
deja sin atar la madeja se va soltando, los hilos que la forman se separan, desarmando la
estructura del cordel o trenza.

Uno de los Objetivos generales de la investigacion es:

0.1 Describir artesanias de trenzado y estudiarlas identificando los constructos ma-
tematicos implicitos en ellas.

En este documento desarrollamos uno de los objetivos especificos que se enuncia asi:

0.2 Realizar una modelizacién matematica del trenzado artesanal.

ETNOMATEMATICA, MODELIZACION MATEMATICA'Y EDUCACION

Partiremos de sendas definiciones respecto de Modelo y Modelizacion:

“Un modelo matematico de un fenomeno es un conjunto de simbolos y relaciones ma-
tematicas que traducen, de alguna forma, el fenomeno en cuestion.” (Bassanezi y Biem-
bengut, 1997: 65).

“La Modelizacion Matematica consiste en el arte de traducir un fenomeno determi-
nado o problemas de la realidad en un lenguaje matematico: el modelo matemdtico.”
(Hein y Biembengut, 2006).

Es decir, la modelizacion matematica es el proceso de elaboracion del modelo
matematico.

Las Etnomatematicas consideran la modelizacion matematica como una herramienta
clave del proceso de construccion del conocimiento (D’ Ambrosio, 2008). En su interés
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por la contextualizacion del conocimiento y por la transmision de un saber funcional a la
solucion de problemas reales a través de un aprendizaje significativo, destacan la impor-
tancia de la modelizacion porque comporta una mejor comprension de las practicas ma-
tematicas, sea segun el sistema matematico convencional, sea el sistema de pensamiento
matematico de un determinado grupo cultural (Rosa y Orey, 2003).

Los investigadores en Etnomatematicas suelen validar un modelo que un determi-
nado grupo cultural construye para la resolucion de un problema que aparece, procu-
rando entender el modelo desarrollado por el grupo; ellos van al campo para conocer y
entender la manera de resolver un problema por un grupo cultural (Scandiuzzi, 2002).

La educacion en perspectiva etnomatematica sitiia su foco de interés en el pensa-
miento matematico del grupo cultural considerado, que construye el modelo y la vali-
dacion se realiza segtn los criterios del sistema matematico informal. En esta vision, la
manipulacion de modelos sirve como estrategia de investigacion del pensamiento mate-
matico de los grupos culturales, a fin de desarrollar una educacion matematica basada en
otros codificadores. En este sentido:

— “Conocer, entender y explicar un modelo o como determinadas personas o gru-
pos sociales lo utilizan, puede ser significativo, principalmente, porque nos ofrece
una oportunidad de penetrar el pensamiento de una cultura u obtener una mejor
comprension de sus valores” (Bienbengut, citado en Rosa y Orey, 2003, p. 3, tra-
duccioén propia).

Asti que en las aulas de matematicas se valoriza y comprende la influencia de una de-
terminada cultura sobre las maneras de pensar, comunicar y trasmitir matematicas.

En una entrevista, D’ Ambrosio expone que las Etnomatematicas son una manera de
hacer Educacion Matematica, una educacion que no consiste en pasar al alumno el co-
nocimiento congelado en los libros, sino que es “una practica, una cosa viva, hacer ma-
temdticas dentro de las necesidades ambientales, sociales y culturales ” (Blanco, 2008,
p- 22). Y en otra entrevista (D’ Ambrosio y Rosa, 2009) expresa su conviccion, a propo-
sito del potencial educativo del estudio de practicas de grupos culturales diferentes, de
que contribuye al desarrollo de valores como el respeto hacia otras culturas, y en el caso
especifico de nuestro trabajo, el respeto de las labores manuales como la artesania (Oli-
veras y Albanese, 2012).

EL MODELO MATEMATICO

Definimos los conceptos basicos del lenguaje matematico formal que utilizamos en
nuestro estudio: el grafo, la permutacion, el ciclo.

a) Un grafo |V] es un par ordenado G = (V, E), donde V es un conjunto de vértices o
nodos, y £ es un conjunto de arcos o aristas, que relacionan estos nodos. Se con-
sidera V finito y se llama orden de G al nimero de vértices de V, indicado |V].
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b) Un circuito simple en un grafo es una sucesion de nudos conectados por aristas,
donde no se encuentra dos veces el mismo nudo, a excepcion del primero y ul-
timo que coinciden.

¢) Dado un conjunto finito de elementos, llamado ¥, una permutacion es una corres-
pondencia (o aplicacion) biyectiva de ¥ en si mismo, p: V' — V, a veces indicada
como reordenamiento. El conjunto de las permutaciones en J con la operacion de
composicion forma un grupo, indicado Sj.

4) Se llama ciclo, y se indica 6 = (x;, x, ..., X,), la permutacién que manda ciclica-
mente cada elemento en su sucesivo, o sea x; en x;+; hasta x, en x;, mientras deja
fijos los que no aparecen. Si el ciclo contiene solo dos elementos se llama transpo-
sicion. Dos ciclos se dicen disjuntos si no comparten ningtin elemento de V. Cada
elemento del grupo de permutaciones se puede escribir como composicion de ci-
clos disjuntos (la composicion, si los ciclos son disjuntos, es simplemente una
yuxtaposicion). Asi que para expresar las permutaciones vamos a utilizar la nota-
cion de composicion de ciclos disjuntos.

Para realizar el andlisis imaginamos mirar la trenza o el cordel en construccion desde
el punto de vista de la cola, o sea de donde los hilos estan a punto de ser trenzados. En
la modelizacion con grafos, los vértices o nudos representan las posiciones de los hilos
a punto de ser trenzados, estas posiciones las indicaremos con letras mintsculas, mien-
tras en el estudio posterior de los recorridos de los hilos, a estos mismo (los hilos) los re-
presentamos con niimeros. Los arcos o aristas representan los movimientos de los hilos,
respecto a la posicion en la cual se encuentran en el momento de realizar el movimiento,
que el artesano tiene que hacer cumplir a los hilos para crear la trama.

El trenzado toma forma repitiendo el mismo paso. El paso esta constituido por unas
unidades mas simples que lo componen, los movimientos minimos.

Los grafos permiten detectar de qué manera se realiza la accion de trenzar en fun-
cion de una posicion inicial de los hilos y de sucesivos intercambios de estas posiciones.
Cabe destacar que lo que se intercambian son los hilos que se encuentran en determina-
das posiciones. Por razones de claridad y fluidez del discurso, de aqui en adelante con
“posiciones” nos referimos a los hilos que se encuentran en las posiciones determinadas
en el paso en cuestion.

a) Movimiento minimo: es el movimiento que involucra dos o mas hilos que inter-
cambian sus posiciones; el conjunto de hilos es el minimo tal que cada hilo del
conjunto, en su movimiento, vaya ocupando una posiciéon dejada vacia por el
movimiento de otro hilo del conjunto y, a su vez, deje una posicion vacia que sea
ocupada por otro hilo del conjunto. En el grafo se describe a través de un circuito
simple. En combinatoria a cada circuito se asocia un ciclo. El sentido horario o
anti horario del circuito se refleja en el ciclo por el orden de los elementos. Si el
ciclo es una transposicion, asumimos la siguiente convencion: suponiendo que
x; < x, (en el ordenamiento alfabético), un circuito entre x,, x, horario sera (x,,
X,); un circuito x;, x, anti horario sera (x,, x;).
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b) Paso: un paso del proceso de trenzar es el maximo conjunto de movimientos
minimos tal que cada vértice no pertenece a mas de un movimiento. Un paso
se representa en un Unico grafo en el que aparecen eventualmente mas circui-
tos no conectados. En combinatoria se representa con un elemento del grupo Sy
que resulta, eventualmente, de la composicion de mas de un ciclo. Se considera
el orden en el que aparecen escritos los ciclos como el orden de ejecucion de los
movimientos.

Sefialamos que todos los grafos relativos al mismo trenzado tienen la misma estruc-
tura (o esqueleto), en términos técnicos, el grafo vacio asociado, cuyo conjunto de aris-
tas es nulo, es el mismo. Utilizamos la convencion de disponer los nudos sobre los lados
de un cuadrado. Ya que trataremos casos de 4 y 8 hilos, encontraremos respectivamente
uno o dos nudos por lado.

Cabe destacar que algunos trenzados se realizan con una secuencia de varios pasos
distintos. En este documento vamos a presentar solo trenzados elaborados con una se-
cuencia simple donde la repeticion de un unico paso permite la construccion de la trenza
o cordel.

MODELIZACION MATEMATICA DE CORDELES: ALGUNOS EJEMPLOS
CON CUATRO Y OCHO HILOS

Presentamos en este apartado como realizar la modelizacion matematico-formal de
algunos trenzados de cordeles, haciendo una reelaboracion de los esquemas utilizados
por Richard Owen (Owen, 1995), bajo la guia y las explicaciones proporcionadas por el
Profesor Castagnolo durante una inmersion en el campo realizada en la region de Salta,
Argentina. El nombre que hemos elegido para cada trenzado se refiere a la forma del
grafo asociado. Ponemos de manifiesto que en este trabajo presentamos el analisis mate-
matico y consideramos solo la manera en que se trenza, omitiendo cualquier referencia a
los hallazgos de caracter etnografico.

La cruz simple de 4 hilos

Vamos a presentar la modelizacion del proceso de realizacion del trenzado que llama-
mos la cruz simple de cuatro hilos. El grafo estructura esta constituido por cuatro nudos,
correspondientes a los cuatro hilos, posicionados cada uno sobre un lado del cuadrado,
que nombramos en sentido horario a, b, ¢, d, y colocamos con los lados en posiciones
vertical y horizontal, partiendo del nudo situado arriba. El paso esta compuesto por dos
movimientos minimos, el primer movimiento minimo a realizar es el intercambio, en
sentido horario, de los hilos que ocupan las posiciones a, c. El segundo movimiento mi-
nimo es el intercambio en sentido anti horario de los hilos que ocupan las posiciones b,
d. En el grafo estos se visualizan como dos circuitos de dos que se disponen como una
cruz (de aqui el nombre). El grafo que representa el paso es el grafo G 1.
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En combinatoria este paso se representa con una permutacion p; en Sy, . ., compuesta
por dos transposiciones a;; = (a, ¢) y 0;, = (d, b). Observamos que ¢, , siendo en sentido
anti horario, tiene las letras en orden alfabético decreciente.

Asi que, de p;=0,; 0, ,, se obtiene

pi=(a,c)(d,b).
a

¢

Grafo G1: Grafo del trenzado “cruz simple”.

Ahora vamos a numerar los hilos de la configuracion inicial de manera tal que el hilo
posicionado en el nudo « sea el hilo 1, el del nudo b sea el hilo 2, etc. De aqui en ade-
lante siempre utilizamos esta convencion para numerar los hilos de la configuracién ini-
cial. Para seguir el recorrido de aquellos en la trama aplicamos a la configuracion inicial
la permutacion que describe el paso. Asi que la permutacion en funcion de las letras, o
sea de las posiciones, se reescribe en funcion de los numeros, o sea de los hilos (en la
tabla 7'/ es la ultima columna de la derecha) y se aplica a la configuracion inicial obte-
niendo una nueva configuraciéon que se describe en la linea sucesiva de la tabla referida.

a b c d Di Paso especifico
1 2 3 4 pi=(a,c)(d b) (1,3) (4,2)

3 4 1 2 pi=(a,¢c)(db) 3,1)(2,4)

1 2 3 4 - -

Tabla 7/: Recorrido de los hilos del trenzado “cruz simple”.

Observamos que el nimero de veces que tenemos que repetir el paso para volver a
la configuracion inicial coincide con el orden de la permutacion que describe el paso.

58 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 53-62, ISSN: 1131-9321



Modelizacion matemdtica del trenzado artesanal

La cruz de cuadrados de 8 hilos

Tratamos ahora la modelizacion del trenzado denominado la cruz de cuadrados. El
grafo estructura consta de ocho nudos dispuestos dos por cada lado del cuadrado, que
nombramos en sentido horario, partiendo del primero arriba a la izquierda a, b, ¢, d, e,

1 g h.

El tinico paso se representa con un grafo que estd formado por dos circuitos de cua-
tro nudos; el primer circuito en sentido horario involucra los nudos a, b, e, f; el segundo
en sentido anti horario involucra los nudos ¢, d, g, A.

0q
VY
NH

/5 e

Grafo G2: Grafo del trenzado “cruz de cuadrados”™.

tituye por yuxtaposicion de los dos ciclos g, ,=(a, b, e, f) y 6,,=(h, g, d, ¢), es decir

pi=(abef)(hgdc),

Numerando los hilos en la configuracion inicial como hemos convenido, realizamos
la tabla 72, que describe el recorrido de los hilos en la trama.

a b c d e f g h Di Paso especifico
1 2 3 4 5 6 7 8 pi=(@bef)(hgd:c (1,2,5,6) (8,7,4,3)
6 1 4 7 2 5 8 3 pi=(bef)(hgd:c (6,1,2,5) (3,8,7,4)
5 6 7 8 1 2 3 4 pi=(@bef)(hgd:c (5,6,1,2) (4,3,8,7)
2 5 8 3 6 1 4 7 pi=(@bef)(hgd:c (2,5,6,1) (7,4,3,8)
1 2 3 4 5 6 7 8 - -

Tabla 72: Recorrido de los hilos del trenzado “cruz de cuadrados™.
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Observamos que con cuatro aplicaciones del paso se alcanza de vuelta la configura-
cion inicial y apreciamos de nuevo que el numero cuatro representa también el orden de
la permutacion, compuesta de dos ciclos de cuatro, que describe el paso.

La estrella de 8 hilos

El trenzado de la estrella se basa en el mismo grafo estructura del trenzado prece-
dente, ya que también se realiza con 8 hilos. El paso se visualiza con un grafo constituido
por cuatro circuitos de dos. En el orden tenemos un circuito horario entre los nudos b, f;
un circuito horario entre los nudos d, /; un circuito anti horario entre los nudos a, e; un
circuito anti horario entre los nudos ¢, g.

a )

f e

Grafo G3: Grafo del trenzado “estrella”.

En combinatoria encontramos una Gnica permutacion en Sy, ;. .q.. correspondiente
al tnico paso que queda de la yuxtaposicion de las cuatro transposiciones:

p1: (b’ﬁ (d’ h) (e: Cl) (g’ C).

Construimos entonces la tabla 73 que describe el recorrido de los hilos:

a b c d | e | f| g | h Di Paso especifico
112134516 8 | p=b.H@h(ea(gc | (2,6 (48)(5,1)(7,3)
5 6 7 8 1 2 3 4 | pi=(b,pH( h) (e a)(gc)| (62)(84)(,5 3.7
1 2 3 4 5 6 7 8 - -

Tabla 73: Recorrido de los hilos en el trenzado “estrella”.
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Modelizacion matemdtica del trenzado artesanal

Observamos que aqui también, para volver a la configuracion inicial, tenemos que
realizar un ntimero de pasos analogo al orden de la permutacidén que representa el paso.

CONSIDERACIONES FINALES

El propésito del trabajo aqui presentado es proporcionar a los Profesores de Mate-
matica y a los Maestros unas herramientas de reflexion sobre las relaciones de las ma-
tematicas con la cultura. Ponemos de manifiesto una vez mas que nuestra intencion ha
sido estimular la creatividad del docente en la organizacion de su propia tarea profesio-
nal. Hemos pretendido exponer los hallazgos conseguidos en la modelizacion matema-
tica del trenzado, en lugar de desarrollar una propuesta curricular concreta y detallada,
convencidos que la originalidad y la propia experiencia personal pueden aportar nuevas
perspectivas al momento de llevar estas ideas al aula.

Esta investigacion esta soportada por una Beca FPU (codigo de referencia AP2010-
0235) del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte del Gobierno de Espafia, con-
cedida a la investigadora V. Albanese (Orden EDU/3445/2011, del 30 de noviembre,
publicado en el B.O.E. n. 305 del 20-12-2012).”
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El aprendizaje de la Estadistica basado en
proyectos de investigacion

Ana Corberan-Vallet
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Enriqueta Vercher
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Universitat de Valencia

Resumen: Presentamos nuestra propuesta de reestructuracion de la asignatura de Es-
tadistica de los grados en Ciencia y Tecnologia de los Alimentos y en Nutricion Humana
y Dietética bajo el paradigma del aprendizaje basado en problemas. Siguiendo esta me-
todologia, el estudiante trabaja en proyectos de investigacion, de forma que comple-
tar el proyecto supone analizar, entender e integrar los conceptos teoricos estudiados.
En los proyectos propuestos se analizaron las propiedades nutricionales de los alimen-
tos en la dieta mediterranea. La valoracion de la experiencia por parte de los estudian-
tes muestra que su percepcion sobre la utilidad de la asignatura ha mejorado después
de cursarla.

Palabras clave: Estadistica; aprendizaje basado en problemas, actitudes.

An experience in teaching statistics using
problem-based learning

Abstract: We present our proposal to restructure the Statistics course in Food Science
and Technology and in Human Nutrition and Dietetics using the problem-based learning
pedagogic approach. Within this framework, the students are expected to analyze, un-
derstand and integrate the basic concepts of Statistics to solve different problems pro-
posed by the professor. The proposed projects dealt with the analysis of the nutritional
properties of foods from the Mediterranean diet. The student evaluation of the experience
shows that their perception of the course usefulness improved after having attended it.

Key words: Statistics, problem-based learning attitudes.
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INTRODUCCION

La experiencia que se presenta se realiza dentro del marco de la asignatura de Estadis-
tica de primer curso de los grados en Ciencia y Tecnologia de los Alimentos y en Nutri-
cion Humana y Dietética, ambos adscritos a la Facultad de Farmacia, en la Universitat de
Valéncia. Se trata de una asignatura de introduccion a la Estadistica que aborda concep-
tos basicos de estadistica descriptiva y de inferencia estadistica: intervalos de confianza
y contrastes de hipdtesis -paramétricos y no paramétricos- de datos cuantitativos, ordi-
nales y categoricos. Esta asignatura se imparte en el cuatrimestre de primavera y tiene 6
créditos ECTS, de los cuales se imparten 45 horas de clase en aula convencional (sin or-
denadores), 8 horas en el aula de informatica y 2 horas de tutorias en grupo. Ademas del
seguimiento de las sesiones teoricas y practicas de las distintas asignaturas, la coordina-
cion de primer curso propone a los estudiantes la realizacion de un seminario dirigido en
el contexto de alguna de las asignaturas impartidas en el cuatrimestre. El objetivo de los
seminarios es brindar a los estudiantes la posibilidad de profundizar en aquellas asigna-
turas que sean de su agrado, trabajando en el desarrollo de un proyecto concreto.

Con el convencimiento de que la Estadistica no es s6lo un conjunto de conceptos, pro-
cedimientos y técnicas, sino también una forma de pensar y de abordar el analisis de datos,
el departamento de Estadistica e Investigacion Operativa de la Universitat de Valéncia ha
ido modificando la metodologia docente de la asignatura de Estadistica para las Cien-
cias de la Salud durante los ultimos afios, acomodando su desarrollo tedrico y ejercicios
practicos a las diferentes titulaciones donde esta inscrita, utilizando las propuestas meto-
dologicas que aparecian en el libro de Samuels (1989). Asi pues, la enseflanza tradicio-
nal basada fundamentalmente en sesiones magistrales ha evolucionado hacia un método
docente que incentiva la participacion del estudiante mediante la resolucion de proble-
mas. Sin embargo, en muchas ocasiones, la resolucion de los problemas propuestos im-
plica una repeticion mecanica de las rutinas aprendidas, sin una adecuada orientacion que
garantice la participacion consciente del estudiante en la adquisicion del conocimiento.

En esta experiencia nos acercamos a la docencia de la asignatura de Estadistica en los
grados anteriormente mencionados con el objetivo de rediseilar nuevamente tanto el sis-
tema de transmision de contenidos como la evaluacion de los conocimientos adquiridos.
En concreto, nos proponemos la reestructuracion de la asignatura bajo el paradigma del
aprendizaje basado en problemas (ABP). Este método docente, donde el estudiante es pro-
tagonista de su propio aprendizaje, consiste en que los estudiantes de forma autonoma y
en grupo, y guiados por el profesor, encuentren la solucion a distintas situaciones practi-
cas que el profesor les plantea, de forma que completar las tareas encomendadas suponga
tener que buscar, analizar, entender e integrar los conceptos basicos de la materia: termino-
logia, principios, procedimientos y técnicas estadisticas. Al inicio del curso el estudiante
no tendra suficientes conocimientos y habilidades, pero, a lo largo del proceso de aprendi-
zaje y a medida que se profundice en el programa de la asignatura, los estudiantes deberan
ser capaces de descubrir qué conceptos, herramientas y estrategias de la Estadistica nece-
sitan conocer y aplicar para avanzar en la resolucion de la cuestion propuesta. El profesor
asume, pues, un rol de apoyo, entrenamiento y seguimiento de las dindmicas de aprendi-
zaje del grupo para cerciorarse de que se consiguen los objetivos de aprendizaje marcados.
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Se puede decir que el aprendizaje basado en problemas o proyectos de investiga-
cion fuerza al estudiante a dirigir su propio aprendizaje, desarrollando habilidades de
organizacion, trabajo en equipo, manejo de la informacion y analisis critico; destrezas
relacionadas con el aprender a aprender. Ademas, esta metodologia facilita la interdis-
ciplinaridad y la integracion de conocimiento, atravesando las barreras propias del co-
nocimiento fragmentado en disciplinas y asignaturas. Para mas informacion sobre esta
metodologia docente se puede consultar Benito y Cruz (2005).

La reestructuracion de la asignatura de Estadistica sera llevada a cabo en dos cursos
académicos:

Fase I: Curso 2011-2012. En este curso se ha introducido el aprendizaje basado en
proyectos (ABP) en las clases practicas y en los seminarios dirigidos. En relacion a las
clases de teoria también se ha iniciado una deriva hacia el ABP mediante el desarrollo y
analisis de casos reales al final de cada tema.

Fase II: Curso 2012-2013. En esta fase se concluird con la introduccion del ABP
también en las sesiones teodricas, en las que se tiene que seguir insistiendo en la adqui-
sicién de conceptos e instrumentos estadisticos mediante la resolucion de casos practi-
cos, al final de cada tema, y de proyectos de investigacion, que se plantearan al comienzo
del curso y se iran resolviendo conforme se introduzcan nuevos conceptos y técnicas
estadisticas.

En las secciones siguientes se detallan las acciones desarrolladas en la primera fase
de nuestra experiencia. Concretaremos cémo se ha introducido el aprendizaje funda-
mentado en proyectos en las sesiones practicas y seminarios dirigidos y sefialaremos la
importancia de los estudios de un caso para la adquisicion de los conceptos teoricos: ter-
minologia y principios basicos de la estadistica. También aportamos informacion sobre
la valoracion de los estudiantes en relacion a los cambios introducidos en la estrategia
docente, utilizando los datos del cuestionario que se aplico al final del curso (ver Apén-
dice). Con esta encuesta se ha intentado medir si ha habido un cambio en la actitud de los
estudiantes hacia la materia de Estadistica, tanto en el aspecto del aprendizaje de conte-
nidos como en su percepcion respecto de la importancia y pertinencia de la misma en la
titulacion elegida.

OBJETIVOS

Ademas de motivar el aprendizaje de los conceptos estadisticos que constituyen el te-
mario de la asignatura de Estadistica, los principales objetivos que pretendemos conse-
guir al redisefiar la misma son:

e Fomentar la capacidad de aplicacion de los conocimientos tedricos mediante el
analisis de casos reales, acercando asi el trabajo que realizara el estudiante a lo
que sera su futuro quehacer profesional. La resolucion de casos practicos en el
ambito de la titulacion sera fundamental para mejorar la percepcion de los estu-
diantes sobre la importancia de la asignatura de Estadistica.
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* Mostrar la posibilidad de aprender con la estadistica; en este caso, aprender as-
pectos relacionados con los alimentos como, por ejemplo, su composicion, pro-
piedades, consumo, etc.

e Desarrollar las competencias transversales de trabajo en equipo, toma de decisio-
nes y habilidades interpersonales.

* Aumentar las habilidades de investigacion en las areas concretas de los grados
involucrados.

En definitiva, se quiere conseguir que el alumno aprenda analizando proyectos y tra-
bajando con datos reales, no simplemente escuchando y repitiendo conceptos previa-
mente introducidos. Se pretende que su actividad y trabajo en la asignatura de Estadistica
sean lo mas parecidos posible a algunos de los que debera desarrollar en su futura vida
profesional.

Por otra parte, creemos que este nuevo enfoque del aprendizaje de la estadistica ayu-
dara a conseguir que desaparezcan las actitudes negativas que suelen ir asociadas a la
docencia de las asignaturas de estadistica, y también de matematicas, cuando se impar-
ten en otras titulaciones (véanse, por ejemplo, Mufioz-Goy, 2010; Vanhoff et al, 2011).

En nuestro contexto, no puede obviarse el hecho de que el Departamento de Estadis-
tica e Investigacion Operativa obtiene puntuaciones por encima de la media de la Uni-
versitat de Valéncia en las encuestas de evaluacion docente, en todos los items salvo en
el item que pregunta sobre la “importancia de la asignatura en el contexto de la titula-
cion”. Nuestra propuesta es, por tanto, una apuesta metodologica que en el caso de obte-
ner resultados positivos podria ser exportada a otras titulaciones en las que la Estadistica
es también una asignatura de primer curso de grado.

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA (FASE I)

En esta seccion detallamos el paso de un modelo docente basado fundamentalmente
en sesiones magistrales y sesiones de resolucion de problemas (en clase y en el aula de
informatica) a un modelo mixto con sesiones expositivas, sesiones interactivas y sesio-
nes practicas orientadas al aprendizaje basado en problemas.

Desarrollo de las sesiones practicas

El trabajo en el aula de informética se estructuré como sigue:

* Presentacion de proyectos e introduccion al manejo de software especifico para el
analisis de datos (1 hora).

* Estadistica descriptiva (1 hora).
e Inferencia estadistica. Analisis de una muestra (2 horas).
e Inferencia estadistica. Analisis de dos muestras (2 horas).

* Analisis de datos categdricos (2 horas).
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Los proyectos con los que se trabajaron fueron:
Proyecto 1: Andlisis del valor nutritivo de las verduras congeladas.
Proyecto 2: Caracteristicas nutricionales del pan de molde y tostado.

El primer proyecto fue el hilo conductor del discurso que el docente utilizé para la
orientacion y la organizacion del trabajo a realizar. El segundo sirvi6 para el andlisis y la
reflexion de los estudiantes.

El docente mostr6 las posibilidades de adquisicion de datos reales utilizando la infor-
macion que presentan las marcas Frudesa®, Bimbo® y Maheso® en sus paginas web. A
través de dichas paginas se pudo acceder a informacion sobre las caracteristicas de sus
productos (cantidad de carbohidratos, proteinas, kilocalorias, grasa, etc.). Este detalle
sirvid de inicio para la reflexion sobre la constitucion de la base de datos de cada uno de
los proyectos. Asi comenzo la primera sesion: elaboracion de una base de datos en SPSS.

Las siguientes sesiones se iniciaron con la propuesta de algunos retos por parte del
profesor como, por ejemplo, analizar qué cantidad promedio de proteinas presenta el pan
de molde que tenemos a nuestra disposicion en el mercado, o estudiar si el pan tostado
tiene en promedio mas grasa que el no tostado. Se ha comprobado cémo estas propues-
tas hacen que los alumnos-trabajando en grupo- concreten y analicen éstas y otras cues-
tiones generadas en el entorno del proyecto que se les ha encomendado. Al igual que en
la primera sesion, los estudiantes dispusieron de material escrito (proporcionado por el
profesor) detallando como utilizar SPSS para realizar el analisis estadistico requerido.

Al final de cada sesion, los alumnos elaboraron un pequefio informe con los logros
obtenidos. Por su parte, el profesor finalizo las sesiones con el analisis de la base de datos
del primer proyecto, el de las verduras congeladas que, como hemos comentado ante-
riormente, sirvio de hilo conductor. Es importante decir que esta reflexion final se realizo
después de que los estudiantes hubieran investigado y trabajado en su propio proyecto,
y no antes.

Desarrollo de los seminarios dirigidos

Para el curso 2011-12 se propusieron dos temas de seminario relacionados con la
asignatura de Estadistica, cuyos titulos eran: “Estudio de los habitos alimenticios de los
estudiantes de la Facultad de Farmacia” y “Aplicacion de técnicas estadisticas elementa-
les para la exploracion de una base de datos nutricional”. Cinco estudiantes del grado en
Ciencia y Tecnologia de los Alimentos y doce del grado en Nutricion Humana y Dieté-
tica decidieron realizar el seminario dirigido en el contexto de la asignatura de Estadis-
tica. En concreto, decidieron trabajar sobre el proyecto que exigia la exploracion de una
base de datos nutricional. Para ello, se les propuso trabajar con la Base de Datos Espa-
fiola de Composicion de Alimentos-BEDCA (Agencia Espafiola de Seguridad Alimenta-
ria y Nutricion, Ministerio de Sanidad, Servicios Sociales e Igualdad, http://www.bedca.
es) en la que se describen las caracteristicas nutritivas de los alimentos méas frecuentes
en la dieta mediterranea.
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Una vez detallado el objetivo de la investigacion, los estudiantes concretaron la base
de datos que utilizaron en el estudio (definida a partir de la base BEDCA) y realizaron los
analisis que consideraron oportunos para la consecucion del mismo. Al finalizar la tarea,
los estudiantes entregaron una memoria con los resultados obtenidos y presentaron la in-
vestigacion ante el resto de compafieros de clase. La memoria se presentd bajo el for-
mato de introduccion-metodologia-resultados-conclusiones, similar a la de un articulo
de investigacion, y la presentacion de la investigacion se realizo utilizando powerpoint.

En todas las fases de la elaboracion del proyecto de investigacion, la retroalimenta-
cién que se produjo fue continua: didlogo estudiantes-profesores, reuniones periddicas
para analizar los avances y discutir posibles estrategias de resolucion, ensayos de la pre-
sentacion, etc.

Desarrollo de los estudios de un caso en las sesiones teoricas

El trabajo presencial en el aula se planted utilizando sesiones expositivas e interac-
tivas. Las sesiones expositivas tenian el apoyo de herramientas audiovisuales y de ma-
terial complementario para los distintos temas (esquemas y resimenes); dichas sesiones
permitieron proporcionar al estudiante el marco conceptual de desarrollo de conteni-
dos bésicos de Estadistica, imprescindible para dar respuesta a las cuestiones planteadas
tanto en los estudios de un caso como en la resolucion de problemas adicionales plan-
teados en el aula.

Una parte importante de las clases interactivas se organizaron para discutir en grupo
los estudios de un caso. Los datos reales en los que estaban basados estos problemas fue-
ron recogidos del libro de Samuels et al (2012), en el que aparecen las referencias ex-
plicitas de los trabajos de investigacion que dieron lugar a dichos datos. También se
utilizaron algunas paginas de internet que presentan estudios de un caso en funcién de
los diferentes conceptos estadisticos que se quieran analizar, véase por ejemplo: http://
onlinestatbook.com/case studies_rvls/index.html.

Los distintos casos propuestos se desarrollaron en relacion con la tematica general de
las titulaciones en las que estan matriculados nuestros estudiantes. Asi, por ejemplo, se
estudio el contenido proteico de la leche de vaca, la dependencia entre la tasa metabo-
lica basal y la masa corporal, el rendimiento del trigo cultivado en parcelas, el contenido
en grasas de diferentes tipos de pan de molde, el efecto de las dietas en la calidad de la
carne de cerdo, la resistencia de cultivos a los ataques de parasitos, etc. Mediante la dis-
cusion en grupo, el profesor tratd de detectar los posibles fallos de comprension de los
conceptos teodricos y practicos que permitirian dar respuesta a las preguntas planteadas.

Evaluacion
La evaluacion de las sesiones practicas, a partir de los informes elaborados por los

estudiantes al final de las mismas, constituy6 el 5% de la nota; los informes individua-
les sobre los estudios de un caso propuestos en cada tema represent6 el 15% de la nota;
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la evaluacion de los seminarios dirigidos constituy6 el 10% de la nota y el examen final
escrito constituy6 el 70% de la nota final.

Cabe destacar que, después de la correccion de cada informe (tedrico o préctico) por
parte del profesor, se realizé una tutoria de seguimiento para clarificar de forma indi-
vidual y en grupo los contenidos y conceptos adquiridos en cada tema. Respecto a los
seminarios dirigidos, los propios compafieros valoraron tanto la importancia del tema es-
tudiado como la presentacion y defensa de los resultados obtenidos, por lo que una parte
de esa calificacion incluia los resultados de la co-evaluacion de los estudiantes. Hay que
destacar que la nota del seminario dirigido (10%) se incorpora como tal en las califica-
ciones de todas las materias del semestre. El examen escrito pedia la resolucion de cua-
tro estudios de un caso, similares a los que se habian trabajado durante el curso.

VALORACION DE LA EXPERIENCIA (FASE I)

Para permitir que los estudiantes evaluaran la bondad de la experiencia, se trabajo
con una adaptacion del cuestionario propuesto por Darias (2000). Dicho cuestionario
(presentado en el Apéndice de este trabajo) fue planteado a los estudiantes de las dos ti-
tulaciones, que respondieron al mismo de forma anénima al final del curso; los resulta-
dos del anélisis estadistico se presentan a continuacion. Asimismo, hemos comparado
las calificaciones obtenidas por los estudiantes de los grupos involucrados en esta pri-
mera fase de la experiencia (curso 2011-2012) con las calificaciones de los cursos 2009-
2010y 2010-2011.

Respecto de la importancia de la asignatura

Aunque se considera que la asignatura no es la mas importante para su futuro desarro-
llo profesional (item 5), los estudiantes admiten que la asignatura es necesaria en su for-
macion como cientificos (item 1). Ademas, piensan que la adquisicion de habilidades en
el analisis de la informacion (analisis de datos) puede ser un hecho determinante para su
futuro desarrollo profesional (item 4). Como se observa en la Tabla 1, sélo el 25% de los
estudiantes encuestados manifiestan su desacuerdo con esta concepcion definida a par-
tir de los tres items sefalados. En los tres items, el percentil 25 es igual a 3 (3: neutral, ni
de acuerdo ni en desacuerdo).

ftem1 ftem2 | ftem3 | ftem4 | ftem5 | ftem6 | ftem7 | ltem 8

Media 3,49 2,62 3,04 3,63 4,00 2,38 2,99 2,77

25 3,00 2,00 2,00 3,00 3,00 2,00 2,00 2,00

Percentiles | 50 4,00 3,00 3,00 4,00 4,00 2,00 3,00 3,00

75 4,00 3,00 4,00 4,00 5,00 3,00 4,00 3,00

Tabla 1: Resultados sobre la importancia de la asignatura

Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 63-77, ISSN: 1131-9321 69



Ana Corberan-Vallet / Francisco J. Santonja / José D. Bermiidez / Enriqueta Vercher

Respecto de la actitud ante la asignatura

Antes de analizar las valoraciones de los items relacionados con la actitud ante la
asignatura (items 9-26), se realiza un analisis factorial de componentes principales con
rotacion varimax. El objetivo es reducir la dimension de la escala y detectar factores
que permitan la mejor compresion de la informacion. Los resultados del analisis fac-
torial se presentan en la Tabla 2. El indice de Kaiser-Meyer-Olkin (KMO) resultd ser
igual a 0,667 y los resultados de la prueba de esfericidad de Barlett fueron los siguientes:
%2=325,90; g.1.=36; p-valor<0.01. La varianza total explicada es del 75,13%.

Como se observa en la Tabla 2, se consigue una solucion factorial basada en tres di-
mensiones, o factores, y nueve items:

Factor 1 (Deseo de saber). Este factor, o dimension, esta definido por los items 13,
14,23 y 24. Como se puede comprobar, se trata de items que recogen la motivacion hacia
el conocimiento.

Factor 2 (Respuesta ante las sesiones practicas). Los items que definen esta dimen-
sion son los siguientes: item 15, item 17 e item 25. En este caso, son items que recogen
la respuesta de los estudiantes ante las sesiones practicas.

Factor 3 (Respuesta ante las sesiones teoricas). Son los items 10 y 16 los que dan
sentido al tercer factor. Como se puede comprobar, son los items que miden la respuesta
de los estudiantes ante las sesiones teoricas.

En aras de encontrar una estructura de factores robusta y consistente, y siguiendo la
propuesta de Hair et al. (2004), se consider6 excluir los items que no saturasen, en su fac-
tor de pertenencia, por encima de 0,60. Asi mismo, también se rechazaron los items que
no alcanzaran una comunalidad minima de 0,60.

ftems Factor 1 Factor 2 Factor 3 | Comunalidad

13 0,858 0,781
14] 0,818 0,756
23 0,725 0,608
24| 0,827 0,784
15 0,848 0,786
17 0,878 0,794
25 0,684 0,598
10 0,908 0,867
16 0,743 0,789

Varianza 34,72% 28,56% 11,85%

Homogeneidad 0,827 0,784 0,750

Varianza global de la escala 75,13%

Homogeneidad global de la escala 0,659

Tabla 2: Resultados del analisis factorial
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Analizando los resultados de los items de cada uno de los factores (ver Tabla 3), ob-
servamos que los estudiantes manifiestan voluntad de adquirir méas conocimientos esta-
disticos (items 13 y 14), aunque no consideran oportuno matricularse en mas cursos de
estadistica (items 23 y 24). Los valores medios de los items 13, 14, 23 y 24 son, respec-
tivamente, 3,10; 3,12; 2,37 y 2,34.

ftem ftem ftem ftem ftem ftem ftem ftem ftem
13 14 23 24 15 17 25 10 16

Media 3,10 3,12 2,37 2,34 2,55 2,74 2,62 2,66 2,64

25| 3,00 3,00 1,00 1,50 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00

Percentiles | 50 | 3,00 3,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00

75| 4,00 4,00 3,00 3,00 3,00 4,00 3,00 3,00 3,00

Tabla 3: Resultados sobre la actitud ante la asignatura

De la misma manera, los estudiantes sefialan su interés por las sesiones practicas
(percentil 75 del item 25 es igual a 3) y manifiestan que ni las sesiones practicas ni las
teoricas, tal y como se han concebido en el curso, suponen una dificultad para ellos
(items 15, 17, 10 y 16). En estos cuatro items, el percentil 50 es igual a 2 y el percentil
75 igual a 3. Por lo tanto, se puede decir que se manifiestan seguros y sin temores res-
pecto de la asignatura.

Percepcion global sobre la utilidad de la Estadistica

Los estudiantes manifiestan que su percepcion sobre la utilidad de la asignatura ha
mejorado después de cursarla. So6lo el 25% de los estudiantes se pronuncian en contra de
esta afirmacion (percentil 25 del item 27 es 3).

Un andlisis de correspondencias multiples (ver Figura 1) nos ayuda a ver qué perfil
presenta el estudiante que manifiesta que su percepcion sobre la estadistica ha mejorado
después del curso. Como se puede ver en el area sefialada, se trata de estudiantes que
consideran que la estadistica puede ser determinante en el desarrollo de su profesion y
que se manifiestan seguros y capaces ante la asignatura.

Cabe destacar que en todos los estudios consultados, en los que se ha utilizado un
cuestionario similar para analizar las componentes que constituyen la actitud de los estu-
diantes ante la Estadistica (Darias, 2000; Tejero y Castro, 2011; Méndez y Macia, 2007),
se detecta que el componente que mejor explica el constructo ‘actitud ante la estadistica’
es el que se define como la ansiedad/calma que se produce en el aprendizaje de la Esta-
distica, o la seguridad/inseguridad respecto a la capacidad ante las tareas propias de la
disciplina, es decir, lo que nosotros hemos definido como ‘respuesta del estudiante ante
las sesiones practicas o teoricas’. En nuestro caso, detectamos que la concepcion que se
le ha dado a la asignatura provoca que la ‘actitud de los estudiantes ante la Estadistica’
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venga determinada por su interés por profundizar en el conocimiento de la misma y no
por sus temores e inseguridades.

O It10
o O 1113
- it14
127<=3 e
1t10 >4 It16
t13<=3 25345 ©  ne>4 peas?
o Itd<=3
It14 <=3 o It24
t17>4 O k25
It24 <=3 o O It27
o) O Id
115 <=3 /t23<=3
[¢)
M17<=3 k16 <m3
Ph25<=3 t15>4
It10<=3 It4>41t27>4 o
®
t13 >4
o R14>4, 23 54
o
1124 >4

Figura 1: Percepcion sobre la Estadistica segun perfiles de estudiantes

Comparacion de resultados

En este apartado presentamos el analisis estadistico de los resultados obtenidos por
los estudiantes matriculados en los grupos en los que hemos aplicado la primera fase de
esta experiencia de innovacion (grupo del experimento: GE), en la primera convocatoria
de la asignatura de Estadistica del curso 2011-2012, frente a los resultados obtenidos por
los estudiantes de los cursos 2009-2010 y 2010-2011 (grupo control: GC), también en la
primera convocatoria de la asignatura de Estadistica.

La Tabla 4 presenta un resumen de los resultados obtenidos por los grupos GC y GE con
respecto a dos situaciones de interés: presentarse o no a los examenes de la primera con-
vocatoria y los que superan la asignatura o los que la suspenden, de entre los presentados.

Se ha realizado un test de la Ji-cuadrado para las dos tablas de datos anteriores y en
ambos casos se ha rechazado la hipdtesis nula de homogeneidad de resultados en los gru-
pos GC y GE, con un p-valor de 0.004 para la tabla de la izquierda y de 0.032 para la de
la derecha.

72 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 63-77, ISSN: 1131-9321



El aprendizaje de la Estadistica basado en proyectos de investigacion

GC GE GC GE
Presentados 131 95 Suspenden 46 20
No presentados 96 34 Superan conv. 85 75

Tabla 4: Resultados obtenidos por los grupos GE y GC

Con respecto a la tendencia que presentan tanto la proporcion de no presentados como
la evolucion de los resultados numéricos obtenidos por los estudiantes en los cursos ana-
lizados, pueden consultarse las Figuras 2 y 3, en donde los resultados correspondientes al
GC para los cursos 2009-10 y 2010-11 han sido desagregados. (Véanse fig. 2 y 3).

También en este caso, y a la luz de los resultados obtenidos, parece aconsejable con-
tinuar con la experiencia planteada de restructuracion de la asignatura de Estadistica.

PLANIFICACION DE LA FASE II

En el proximo curso, se quiere concretar el proceso de adaptacion de la asignatura
con la introduccion del ABP en la presentacion de los conceptos, es decir, en las llama-
das sesiones de teoria. Para ello, se disefiara la asignatura bajo el hilo conductor de un
proyecto, por ejemplo, el Andlisis del valor nutricional de las verduras congeladas, el
cual servird para la presentacion del concepto de poblacion (todos los productos dispo-
nibles en el mercado) y muestra (los que consideramos para el estudio), introduccion
de conceptos basicos de estadistica descriptiva (mediante el estudio, por ejemplo, de la
cantidad de proteinas que presentan los productos contenidos en la base de datos) e in-
ferencia estadistica (considerando, por ejemplo, el estudio de la cantidad promedio de
proteinas en distintas marcas que comercializan verduras congeladas). Todo ello acom-
pafiado de un analisis pormenorizado de los estudios de un caso de cada tema, pues en-
tendemos que permiten dar una amplia perspectiva de los diferentes campos y contextos
en los que la Estadistica es util e importante para el disefio y analisis de los resultados
de un experimento.

Pretendemos realizar todas las tareas con el software libre R, bajo su interfaz R-Com-
mander. Esta interfaz grafica, que cubre las necesidades basicas de cualquier usuario de
técnicas estadisticas, permite trabajar en el entorno R sin que el usuario tenga que co-
nocer el lenguaje de comandos propios de este entorno. Las instrucciones de uso del
programa seran incluidas como material complementario en las notas de clase, que cons-
tituiran el libro de apoyo para el seguimiento adecuado de la asignatura.

Finalmente, sera fundamental el disefio de una estrategia de evaluacion acorde con la
nueva metodologia docente. El sistema de evaluacion que se piensa disefar para la asig-
natura contemplara la evaluacion de la adquisicion de destrezas en la aplicacion de la Es-
tadistica a la practica cientifica, tanto de manera individual (estudios de un caso) como
en equipo (proyectos) y el desarrollo de las competencias transversales (habilidades in-
terpersonales, pensamiento critico, etc.).
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Figura 2: Evolucion de los porcentajes de no presentados y suspensos
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Figura 3: Evolucion de las calificaciones de los estudiantes presentados en la 1*
convocatoria de la asignatura de Estadistica

CONCLUSIONES

Como se puede comprobar, la dinamica adoptada con la propuesta de desarrollar la
asignatura de Estadistica en base a proyectos de investigacion exige de la reflexion y la
toma de decisiones por parte de los alumnos sobre:

* Las variables relevantes que contiene el problema.

e Las diferentes alternativas de analisis para abordar la investigacion.
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e Laplanificacion de las tareas a desarrollar en funcion de la alternativa elegida.
e La evaluacion del proceso de resolucion.

Se observé que los proyectos planteados se alejan de una aplicacion mecanica de ru-
tinas aprendidas, es decir, se alejan de los ejercicios con problemas bien definidos para
cuya resolucion es suficiente realizar una secuencia de acciones siguiendo una aplica-
cion rutinaria.

Esta claro que esta metodologia docente implica un esfuerzo mayor por parte del
profesorado: mayor dedicacion al conocimiento de recursos de contextualizacion de la
asignatura en el programa (o titulo de grado) donde esté inscrita; mayor dedicacién a la
supervision del aprendizaje de los alumnos, a la revision de informes, a las reuniones de
planificacion, a las reuniones de retroalimentacion, etc. Pero, como hemos visto en la
seccion anterior, el esfuerzo merece la pena.

Agradecimientos. La segunda fase de este proyecto se realizard con una ayuda de la
Universitat de Valéncia para Proyectos de Innovacion Educativa 2012/13, programa “Fi-
nestra Oberta”, codigo UV-SFPIE DOCE12-80948.
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http://www.bedca.es

Rice Virtual Lab in Statistics. Case Studies (D. M. Lane), http://onlinestatbook.com/case_
studies_rvis/index.html

APENDICE

Cuestionario facilitado a los estudiantes

Las siguientes afirmaciones han sido elaboradas de forma que te permitan indicar
hasta qué punto estas de acuerdo o en desacuerdo con las ideas aqui expresadas. Debes
rodear con un circulo, segun tu grado de acuerdo o de desacuerdo con la afirmacién co-
rrespondiente, uno de los siguientes cinco niameros:

1. Totalmente en Desacuerdo
2. En Desacuerdo

3. Neutral, ni de acuerdo ni en desacuerdo
4. De Acuerdo

5. Totalmente de Acuerdo

Importancia de la Estadistica

1. Considero que la Estadistica es una materia muy necesaria en mi carrera. 12345

2. La Estadistica no presenta utilidad practica para el profesional medio. 12345

3. La Estadistica puede ser util para el que se dedique a la investigacion perono | 12345
para el profesional medio.

4. Saber utilizar la Estadistica incrementara mis posibilidades de trabajo. 12345

5. Para el desarrollo profesional de nuestra carrera considero que existen otras |12 34 5
asignaturas mas importantes que la Estadistica.

6. Para el desarrollo profesional de mi carrera una de las asignaturas mas|12345
importantes que ha de estudiarse es la Estadistica.

7. Espero tener que utilizar poco la Estadistica en mi vida profesional. 12345

8. Me gustaria tener una ocupacion en la cual tuviera que utilizar la Estadistica. | 12345
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Actitud hacia la Estadistica

9. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones practicas, se me da| 1 2 3 4 5
bastante mal.
10. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones teoricas, se me da bastante | 1 2 3 4 5
mal.
11. El estudiar o trabajar con la Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones| 1 2 3 4 5
prdcticas, no me asusta en absoluto.
12. El estudiar o trabajar con la Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones| 1 2 3 4 5
teoricas, no me asusta en absoluto.
13. Quiero llegar a tener un conocimiento mas profundo de la Estadistica, tal y| 1 2 3 4 5
como se concibe en las sesiones practicas.
14. Quiero llegar a tener un conocimiento mas profundo de la Estadistica, tal y| 1 2 3 4 5
como se concibe en las sesiones teoricas.
15. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones practicas,esunadelas| 1 2 3 4 5
asignaturas que mas temo.
16. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones teoricas, esunadelas| 1 2 3 4 5
asignaturas que mas temo.
17. Cuando me enfrento a una tarea propuesta en las sesiones prdacticas me siento| 1 2 3 4 5
incapaz de pensar con claridad.
18. Cuando me enfrento a una tarea propuesta en las sesiones teoricas me siento| 1 2 3 4 5
incapaz de pensar con claridad.
19. Estoy calmado/a y tranquilo/a cuando me enfrento a una tarea propuestaen| 1 2 3 4 5
las sesiones practicas.
20. Estoy calmado/a y tranquilo/a cuando me enfrento a una tarea propuestaen| 1 2 3 4 5
las sesiones teoricas.
21. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones practicas, es agradabley| 1 2 3 4 5
estimulante para mi.
22. La Estadistica, tal y como se concibe en las sesiones teoricas, es agradabley | 1 2 3 4 5
estimulante para mi.
23. Si tuviera oportunidad me inscribiria en mas cursos de Estadistica, tal y como| 1 2 3 4 5
se concibe en las sesiones practicas, de los que son necesarios.
24. Si tuviera oportunidad me inscribiria en mas cursos de Estadistica, tal y como| 1 2 3 4 5
se concibe en las sesiones teoricas, de los que son necesarios.
25. La materia, tal y como se imparte en las sesiones practicas de la asignaturade | 1 2 3 4 5
Estadistica, es muy poco interesante.
26. La materia, tal y como se imparte en las sesiones teoricas de la asignaturade| 1 2 3 4 5
Estadistica, es muy poco interesante.
Utilidad de la Estadistica
27. Mi percepcion sobre la utilidad de la Estadistica ha mejorado después de 12345
asistir a las clases impartidas durante este curso.
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Las matematicas de la violencia de género

Maria Boyano de la Fuente
LE.S. Mar del Sur. San Roque, Cddiz.

Resumen: Con motivo del dia contra la Violencia de Género, y como parte de las acti-
vidades realizadas dentro del Plan de Igualdad del Centro, se han realizado varios estu-
dios estadisticos en el I. E. S. La Laguna, de El Padul, Granada, con alumnas y alumnos
de 1°de E.S.O. cuyo punto de partida han sido las victimas del aiio 2010.

Términos Clave: violencia de género, victimas, estudios estadisticos, matemdaticas

Mathematics and gender violence

Summary: On the Day against Gender Violence, and as part of the activities of the
Equality Plan of the Center, some statistical studies have been made at IES La Laguna, El
Padul, Granada, with students of 1° ESO, whose starting point was the victims of 2010.

Keywords: Gender violence, statistical studies, victims, mathematics.

DESCRIPCION

Hoy en dia, a pesar del trabajo que se esta haciendo y de los avances que poco a poco
se van consiguiendo, seguimos viviendo en una sociedad en la que la figura del hombre
sigue estando por encima de la de la mujer. Es por eso por lo que desde la asignatura de
matematicas, y con motivo de la jornada contra la violencia de género, se ha intentado
que las alumnas y los alumnos se involucren en conseguir un cambio en el mundo en el
que no sea un peligro el mero hecho de ser mujer. Partiendo del recuerdo de las victimas,
se ha aprovechado para hacer una pequefia incursion en el campo de la estadistica, parte
del curriculum que, por falta de tiempo, no se suele tratar en 1° de E.S.O.

A la hora de planear las diferentes actividades que iban a realizarse para el 25 de No-
viembre, propuse el analisis de la procedencia de las distintas victimas y el nimero de ase-
sinatos cometidos por mes. Para poder llevar a cabo el estudio, se necesitaba informacion
sobre las victimas: nombre, procedencia, edad, fecha y forma de morir. Después de con-
sultar varias paginas, se consideré mas completa y acorde con la actividad la informacion
aparecida en http://ibasque.com/mujeres-muertas-en-espana-por-violencia-machista/.
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Para empezar, se repartieron fichas con los datos de las victimas hasta la fecha del
trabajo a los alumnos y a las alumnas. El reparto se hizo, por orden de lista, al alumnado
de dos grupos de primero de la E.S.O. Todas las alumnas y alumnos recibieron dos fi-
chas. Al haber mas fichas que alumnado, para que trabajaran por igual, se contd con la
ayuda de las alumnas y alumnos del aula de Educacion Especial de 2° de E.S.O. (Hasta
la fecha de realizacion del trabajo habia ya 73 victimas). A continuacion, se les repartie-
ron dos cartulinas de colores en las que tendrian que escribir a color la informacion de
las fichas y se les indicé que dejaran margen suficiente a la izquierda para colocar el nu-
mero de victima.

Las primeras reacciones de las alumnas y de los alumnos al leer el modo de morir de
las victimas fueron de asombro y de repulsa, lo que les animo a realizar los carteles con
mucho entusiasmo.

Como ya se habian estudiado en el primer tema los numeros decimales y los numeros
romanos, los alumnos y las alumnas tuvieron que expresar los nimeros que les habian
sido asignados en ambos sistemas de numeracion. Una parte del alumnado dibujo los nu-
meros (cuando no tenian muchos digitos) y otra parte los recortd en cartulina.

Una vez terminadas las cartulinas, fueron colgadas a lo largo del pasillo de la planta
baja del centro.

El siguiente paso del estudio era contabilizar las victimas por provincias y autono-
mias, asi como los meses en que se habian producido. Para ello, haciendo uso de la pi-
zarra digital, se elaboraron tablas en la hoja de célculo Calc y se fueron rellenando. Aqui
nos encontramos con la dificultad afiadida de tener que ensefiar a manejar lo basico en la
hoja de célculo. Apoyandonos en la pizarra digital, y aprovechando que el alumnado de
1° de E.S.O. tenia los portatiles desde el curso anterior, se les indico paso a paso coémo
elaborar tablas, darles formato y calcular sumas y porcentajes. Se crearon varias tablas:
Numero de victimas por Comunidad Auténoma, nimero de victimas por Provincia y nu-
mero de victimas por mes. Se les indico que las variables que se iban a utilizar eran cuan-
titativas, ya que se iba a considerar el nimero de victimas, no las cualidades que tuvieran
estas. (Véase pag. §2-83).

Una vez hechas las tablas, se les explico en qué consistia la frecuencia y qué repre-
sentaba el porcentaje calculado. Con los porcentajes por delante se les pregunto si estaba
relacionado el nimero de victimas con el nimero de habitantes en cada comunidad au-
tonoma y si se cumplia que a mayor nimero de habitantes, mayor nimero de asesinatos.

El siguiente paso fue la explicacion y realizacion de graficos con la hoja de calculo.
Para este estudio se crearon tanto diagramas de barras como de sectores. Previamente,
se les explicaron los conceptos de ejes de coordenadas y representacion de puntos para
saber interpretar los graficos que iban a construir. Se realizaron dos graficos para cada
una de las tablas. Para las victimas por provincias, evitando que fueran demasiados datos
en una misma tabla y no se vieran bien, se opt6 por elaborar una nueva tabla en la que se
relacionaran las provincias y el nimero de victimas. (Véase pag. 81-83).

Para completar el estudio, se realizaron cartogramas. Utilizando dos mapas mudos
de Espafia, uno por comunidades y otro por provincias, se colorearon con distintas
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tonalidades de morado, en funcion del numero de victimas. Para ello se utilizo el pro-
grama de manipulacion de imagen Gimp, que tenian en sus portatiles, por lo que hubo que
darle unas nociones minimas para que pudieran utilizarlo. Para realizar esta parte hubo
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N° de victimas a fecha de 14/11/2010

Comunidades Autonomas | N° de victimas | Porcentaje | Poblacién | Porcentaje
Galicia 2 2,74% | 2.797.653 5,96%
Principado de Asturias 5 6,85% | 1.084.341 2,31%
Cantabria 0 0,00% 592.250 1,26%
Pais Vasco 1 1,37% | 2.178.339 4,64%
Navarra 0 0,00% 636.924 1,36%
La Rioja 0 0,00% 322.415 0,69%
Aragon 2 2,74% | 1.347.095 2,87%
Catalufia 12 16,44% | 7.512.381 16,00%
Castilla y Leon 4 5,48% | 2.559.515 5,45%
Comunidad de Madrid 6 8,22% | 6.501.717 13,85%
Castilla La Mancha 2 2,74% | 2.098.373 4,47%
Comunidad Valenciana 8 10,96% | 5.111.706 10,89%
Islas Baleares 3 4,11% 1.106.049 2,36%
Extremadura 0 0,00% | 1.107.220 2,36%
Andalucia 19 26,03% | 8.415.490 17,92%
Region de Murcia 1 1,37% | 1.461.979 3,11%
Canarias 8 10,96% | 2.118.519 4,51%
TOTAL 73 100,00% | 46.951.966 100,00%
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Mes N° victimas Porcentaje

enero 3 4,11%
febrero 5 6,85%
marzo 6 8,22%
abril 12 16,44%
mayo 6 8,22%
junio 6 8,22%
julio 13 17,81%
agosto 2 2,74%
septiembre 9 12,33%
octubre 7 9,59%
noviembre 4 5,48%

73 1

N de victimas por Comunidad Auténoma
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N° de victimas por Comunidad Auténoma
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una parte del alumnado que tuvo que consultar los nombres de las comunidades y provin-
cias, ya que aun no lo habian estudiado ese afio y no lo recordaban de anteriores. (Véase
pag. 84).

Conclusiones: Mientras duro el estudio, los alumnos y las alumnas comentaban los
distintos casos con compafieros y compafieras que no estaban realizando la actividad.
Durante el tiempo en que estuvieron los carteles expuestos asistid bastante publico, tanto
alumnado del centro como padres, madres y vecinos y vecinas del pueblo.

La actividad sirvi6 para que se dieran cuenta de que todos y todas somos iguales y
que nadie debe ser maltratado bajo ningun concepto.

A partir de los porcentajes, llegaron a la conclusion de que no tiene por qué ocurrir
siempre como este aflo, ya que hombres que cometen este tipo de asesinatos, desgracia-
damente, pueden aparecer en cualquier lugar y en cualquier momento.

Termino con una cita de Pitdgoras: Educad a los nifios y no serd necesario castigar a
los hombres.
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Resumen: Desde el curso 2007-2008, se ha desarrollado una actividad grupal en la
asignatura Estadistica Il (Programa Innovacion Educativa) titulacion de ADE-Derecho.
El objetivo de ésta ha sido el trabajo de algunos temas y ejercitar las competencias de
trabajo en grupo, capacidad organizativa y comunicativa.

En el curso 2011-2012 se ha impartido la asignatura citada en 2° curso del Doble Grado
v en 3ercurso de la Doble Licenciatura.

El trabajo que se presenta analiza si existen diferencias significativas en los resultados
académicos entre ambas titulaciones y estudia el efecto de la asistencia/ausencia de los
estudiantes a la actividad grupal.

Palabras clave: Innovacion educativa, trabajo en grupo, andlisis comparativo, resulta-
dos académicos

A teaching experience on statisitc: the group activity

Abstract: Since the academic year 2007-2008 a group activity has been performed in
the framework of an Innovative Educational Program for the Statistics Il subject of the
ADE-Derecho degree. It aims for the development of different skills as working in a
group or communicative and organizing capabilities.

The Statistics 11 subject has been taught during 2011-2012 in the 2nd and 3+ years of the
double grade and degree, respectively.



M Isabel Lépez Rodriguez / Antonia Ivars Escortell / Félix Ruiz Ponce

Our work looks for the existence of significant differences in the academic results of stu-
dents belonging to both populations and analyzes the influence of attending the group
activity in the students’ performance.

Key words: Innovative education, group activity, comparative analysis, academic
performance

INTRODUCCION

El nuevo escenario que ha supuesto la implantacion del Espacio Europeo de Edu-
cacion Superior (EEES), ha originado una logica preocupacion en gran parte de los
profesionales universitarios acerca de la evaluacion del rendimiento académico de los
alumnos sometidos a las nuevas metodologias docentes implicitas en los nuevos planes
de estudio.

Sin embargo, dicha inquietud ya se percibia antes de la implantacion de Bolonia.
En este sentido cabe citar a Blesa, Bonet y Mas (2000), Molero (2007) y Lebcir, Wells
y Bond (2008) y, como trabajos posteriores a la implantacion, los de Claveria (2009 y
2011). Un punto comun de los trabajos citados consiste en la utilizacion de técnicas infe-
renciales que permitan detectar diferencias significativas, en cuanto al rendimiento, entre
distintas poblaciones de estudiantes.

Asi, a modo de ejemplo, indicar que Molero utiliza el ANOVA para comparar las
notas de dos promociones distintas de la misma titulacion cuya diferencia radica fun-
damentalmente en el método de ensefianza utilizado (tradicional para una de las pro-
mociones y adaptado al EEES para la otra), Claveria en su primer trabajo (2009)
concluye el impacto positivo de la introduccion de un sistema de evaluacién con-
tinua haciendo uso de modelos de regresion lineal multiple y un modelo Logit, y
completa en el segundo trabajo citado (2011) el estudio teniendo en cuenta las expec-
tativas del alumno, utilizando para ello un contraste de igualdad de medias en mues-
tras relacionadas.

Siguiendo los pasos de los autores citados, el trabajo que se presenta pretende, ba-
sicamente, detectar la existencia de diferencias significativas en el rendimiento acadé-
mico de los alumnos de las licenciaturas y los nuevos grados. Dicho objetivo surge del
hecho de que con la entrada en vigor de los Grados, muchas de las titulaciones exis-
tentes en los planes de estudios anteriores han dado paso a otras que suponen una con-
tinuacion natural de aquellas y que, por tanto, comparten la mayoria de los objetivos y
materias.

Tal es el caso del Proyecto de Innovacion Educativa (PIE) de la doble licenciatura
de ADE-Derecho y del doble grado de ADE-Derecho, de manera que entre las materias
comunes entre ambas se pueden citar algunas de corte cuantitativo, como son las Esta-
distica Descriptiva y la Inferencia Estadistica, aunque bajo distinta denominacion y en
distinta situacion temporal. En efecto:
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* Enladoble licenciatura de ADE-Derecho, se ha impartido en el primer cuatrimes-
tre de tercer curso, bajo la designacion de “Estadistica 11”.

* En el doble grado de ADE-Derecho, la denominacion es “Introduccion a la In-
ferencia Estadistica” y esta ubicada en el primer cuatrimestre de segundo curso.

Por otra parte, desde el curso 2007-2008 se ha desarrollado una actividad grupal, de
caracter voluntario, en la asignatura Estadistica II de la doble licenciatura, cuyo propo-
sito era doble: por una parte, consolidar los conceptos que conforman esta asignatura y
que no habian sido objeto de la evaluacién continua y por otra ejercitar la competencia
del trabajo en grupo. Los resultados obtenidos, a nivel de una mejora en el rendimiento
académico, han sido francamente buenos en las cinco promociones de la doble licencia-
tura que participaron en este experimento docente.

Asi, dado que en el curso 2011-2012 se ha producido la circunstancia irrepetible! de
la coincidencia de imparticion de la parte inferencial de la Estadistica en los dos planes
de estudio citados, se ofertd a los estudiantes del Doble Grado la posibilidad de partici-
par en la actividad grupal, permitiendo realizar un andlisis de las semejanzas/discrepan-
cias entre ambas titulaciones.

Concretando, el objetivo del presente trabajo, segin todo lo expuesto, es por una
parte describir el desarrollo y resultados obtenidos en la realizacion de la actividad y por
otra realizar un estudio comparativo de las notas obtenidas por los alumnos en el exa-
men final de la materia de Inferencia Estadistica en las dos titulaciones en funcion de dos
factores: la titulacion a la que pertenecen y la asistencia/ausencia a la actividad grupal.

El interés del segundo de los objetivos citados no reside inicamente en que se trate de
distintas titulaciones sino en que se da la circunstancia de que desde que se adquieren las
nociones basicas de Estadistica [ hasta que se inicia la Estadistica II transcurre 1 afio y 3
meses en la Doble Licenciatura y 3 meses en el Doble Grado, lo que a priori podria hacer
que repercutiera negativamente en el rendimiento académico de los alumnos de la Doble
Licenciatura. Ademas se pretende constatar si en el Doble Grado la actividad propuesta
sigue redundando de manera positiva en el proceso ensefianza-aprendizaje.

CARACTERISTICAS DESTACABLES DE LAS DOBLES TITULACIONES

Aunque en el epigrafe anterior ya se ha dejado constancia de algunas de las relaciones
entre las dos titulaciones objeto de estudio, parece conveniente exponer, de forma resu-
mida, algunas particularidades que se presentan en éstas2 y que suponen puntos de simi-
litud y disparidad. Asi, se hara referencia a la estructura (duracion y total de créditos) y
cuestiones relativas a la materia docente de contenido inferencial. En concreto:

1. Al tratarse del curso académico en que se extinguia el 3er aflo de la Doble Licenciatura y al mismo
tiempo el primer afio en que se ponia en marcha el 2° curso del Doble Grado.

2. Acerca de la doble licenciatura se puede encontrar mas informacion de forma detallada en los siguien-
tes trabajos: Dasi, A et al. (2007), Diez, R, et al. (2011), Esteban, J, Rojo, C et al. (2009), Esteban, J, Bachero,
J. M. et al. (2009), Ivars, A. et al. (2009), Lopez, M.I et al (2010).
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1. Estructura de las titulaciones

e La Doble Licenciatura de ADE-Derecho esta estructurada en 6 cursos con un total
de 453,5 créditos ECTS, con una reduccion de presencialidad del alumno del
25%, lo que conlleva mas tiempo libre fuera de las aulas para que el alumno or-
ganice sus estudios

¢ El Doble Grado consta de 5 cursos con un total de 370,5 créditos ECTS. Sin em-
bargo, en este caso la presencialidad es del 100%, lo que se traduce en que el es-
tudiante posee menos tiempo libre para autoorganizarse.

e Otro rasgo diferenciador radica en la financiacion. El PIE, puesto en marcha en el
curso 2003-2004, surgioé como respuesta a la convocatoria que desde el rectorado
de la Universitat de Valéncia se formuld con el objetivo de desarrollar experien-
cias de innovacion educativa dentro del contexto de convergencia al Espacio Eu-
ropeo de Educacion Superior (EEES), y cont6 con la subvencion necesaria para su
puesta en marcha, de manera que pudieron ofertarse una gran cantidad de activi-
dades académicas (seminarios, conferencias,...) que proporcionaban al alumnado
una vision general de lo que seria su vida profesional. Esta situacion, sin embargo,
no se ha dado en el Doble Grado.

2. Estadistica Inferencial

En el caso de la materia objeto de analisis del trabajo que se presenta, cabe destacar
que en ambos planes de estudio coincide tanto en contenido como los créditos asignados,
es decir las asignaturas “Estadistica II” e “Introduccion a la Inferencia Estadistica” se
imparten con el mismo temario, cuentan con un total de 6 créditos ECTS, y el sistema de
evaluacion es idéntico. Lo indicado posibilita, obviamente, la comparativa entre ambas.
Launica diferencia ya quedo reflejada en el epigrafe anterior, recuérdese que radicaba en
la ubicacion temporal de las mismas dentro de su titulacion.

DESCRIPCION, DESARROLLOY RESULTADOS DE LAACTIVIDAD GRUPAL
Segun se indico en la introduccion los objetivos fundamentales de la actividad gru-
pal son:

e Trabajar aquella parte de la materia que no habia sido objeto de evaluacion
continua.

* FEjercitar las competencias del trabajo en grupo.

Lo que conlleva que, ademas, se potencie la organizacion entre los alumnos, éstos de-
sarrollen su expresion en publico de conceptos de tipo estadistico y se consiga transfor-
mar la competitividad negativa en positiva, al tratarse de una actividad grupal en la que
tienen que colaborar para conseguir objetivos comunes.
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Para el correcto seguimiento del trabajo parece conveniente, en cualquier caso, reali-
zar una breve descripcion de la actividad docente llevada a cabo, asi como del desarrollo
de la misma en el curso 2011-2012 y los resultados obtenidos.

DESCRIPCION

Recuérdese que, tal como se indico, la actividad grupal objeto de analisis se ha ve-
nido desarrollando en la Doble Licenciatura en los ultimos 5 afios3, siendo la base de la
misma los equipos y los encuentros, de manera que:

e Los equipos: estan formados por 8 alumnos. Su composicion es obra del profesor,
quien elige a los componentes de cada equipo entre los alumnos interesados en
participar en la actividad. Para la confeccion de la lista de integrantes, el docente
tiene en cuenta basicamente dos cuestiones: el rendimiento del alumno (segun la
nota obtenida en la evaluacioén continua) y su grado de relacion con el resto de
componentes del equipo. Asi, con el objetivo de que los grupos sean lo mas hete-
rogéneos, selecciona a aquellos que no suelen coincidir en los trabajos conjuntos
que se han desarrollado a lo largo del curso y que, ademads, han obtenido resulta-
dos dispares en la evaluacion continua.

e Los encuentros: en cada encuentro participan dos equipos a los que se les formu-
lan preguntas que deben resolver dentro de un tiempo establecido. Se realizan los
encuentros necesarios para que cualquier equipo concurse con todos los demas.

Una vez formados los equipos y elaborada una relacion de los distintos encuentros
que van a producirse, se pasa a la realizacion de los mismos, en los que se formulan dis-
tintas preguntas a cada equipo. En este sentido debe tenerse en cuenta que:

* Todos los encuentros se realizan en un aula, en la que estaran presentes los dos
equipos que van a participar. Los 8 componentes de cada equipo se sitian en dos
columnas de 4 filas con dos alumnos en cada una (esto es en columna y por pare-
jas), tal y como se muestra en la figura 1, siendo decision del equipo la composi-
cion de las parejas.

* Una vez ubicados los dos equipos, se formula a cada equipo un total de 3 pregun-
tas de dificultad creciente (que conforman, atendiendo a la misma, 3 bloques) de
la siguiente forma:

v/ La primera pregunta se realiza a la primera pareja, de forma que si no contesta
en tiempo o la respuesta es erronea pasa a contestarla la segunda pareja, si ésta
falla o no contesta se formula a la tercera, después a la cuarta y, si en esta oca-
sion tampoco hubiese respuesta o fuese incorrecta pasaria a contestarla la 4°
pareja del equipo contrario, accion a la que se denota rebote.

3 Mas informacion en Esteban, J. et al. (2009).
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EQUIPO 2

Figura 1. Estructura equipos. (Fuente: Elaboracion propia)

v/ La segunda pregunta se realiza en primer lugar a la segunda pareja, proce-
diendo de modo similar al descrito anteriormente, pero en el siguiente orden:
3% 4% 1% y rebote a la cuarta pareja del otro equipo.

v La tercera pregunta se realiza en primer lugar a la tercera pareja, y se seguird
una secuencia similar, esto es: 4% 1% 2" y rebote a la cuarta pareja del otro
equipo.

Las preguntas son proyectadas de modo que sea visible para todos los alumnos pre-
sentes en el aula. Tanto si la pregunta se contesta satisfactoriamente como si no, al fi-
nalizar se proyecta también la respuesta y el profesor la lee en voz alta, haciendo las
precisiones necesarias para lograr que los integrantes de los dos equipos sean capaces de
entender su resolucion. De este modo se consigue que esta actividad suponga un afianza-
miento de la materia para el alumno.

A modo de ejemplo en las figuras 2, 3 y 4 se detallan una pregunta de cada bloque
junto con su respuesta.

Dado que la dificultad de las preguntas de los bloques es creciente, las parejas de los
equipos tienen un tiempo maximo para contestarlas y una puntuacion distinta, que oscila
entre 10 puntos si contestan bien en la 1* oportunidad y 2 puntos en el caso de rebote.

DESARROLLO Y RESULTADOS DE LA ACTIVIDAD GRUPAL
En la actividad descrita que, recuérdese, es de caracter voluntario, participaron un

total de 40 alumnos de los cuales 16 eran estudiantes de la doble licenciatura y 24 del
doble grado.
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Figura 4. Ejemplo de pregunta y respuesta Bloque 3. (Fuente: Elaboracion propia)
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Asi, siguiendo las pautas indicadas en la descripcion de la actividad, se formaron
3 equipos de 8 estudiantes (para el Doble Grado) y 2 equipos de 8 estudiantes (para la
Doble Licenciatura), estableciéndose dos ligas paralelas, una para cada titulacion, y un
ultimo encuentro en el que participarian los vencedores de cada liga. Por tanto los en-

cuentros realizados fueron:

e Doble Grado: debido a que cada equipo debia competir con los demas, se estable-
cieron 3 encuentros (entre los equipos: 1 y2;2y3;1y3).

e Doble Licenciatura: un unico encuentro entre los dos equipos.

e Doble Licenciatura-Doble Grado: un encuentro entre los equipos ganadores.

Los resultados obtenidos por los distintos grupos se resumen en la siguiente tabla:

TITULACION EQUIPOS R TACION TOTAL Pl\[j[I;TDIIJ: I(’:gl){N
ENCUENTROS ENCUENTRO
DOBLE
LICENCIATURA
EQUIPO 1 22 22
EQUIPO 2 28 28
DOBLE GRADO
EQUIPO 1 46 23
EQUIPO 2 56 28
EQUIPO 3 54 27
5° ENCUENTRO
EQUIPO 2 (DL) 18
EQUIPO 2 (DG) 18

Tabla 1. Resultados Actividad Grupal. Fuente: Elaboracion propia a partir de los resul-

Como se puede observar en los tres encuentros del doble grado obtuvo mayor pun-
tuacion media el equipo 2 (28 puntos) y en la doble licenciatura el equipo 2 con igual
puntuacion. Ademads enfrentados estos dos equipos ganadores, se logréo un empate a 18

puntos.

96

tados de la actividad grupal
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ANALISIS COMPARATIVO

Segun lo indicado en la introduccion, acerca de los objetivos propuestos en el trabajo
que se presenta, el primer paso del analisis comparativo consistira en analizar si existen
diferencias significativas, respecto a la nota media del examen, entre ambas titulaciones,
para lo que se comprobara, previamente, que se verifica la hipotesis de Normalidad. De
la observacion de los datos contenidos en las tablas siguientes:

Tamafo Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
55 8,1682 1,77684 0,106

Tabla 2. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de D. Licenciatura

Fuente: Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Tamafio Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
44 7,3442 2,00079 0,140

Tabla 3. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de D. Grado. Fuente:
Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Se deduce que la variable “Nota Examen” en ambas titulaciones soporta un ajuste a
una distribucion Normal.

Ademas, atendiendo al resultado del test de Levene, contenido en la tabla 4, no se re-
chaza la igualdad de las varianzas

Doble Licenciatura

Doble Grado

Razon-F

P-Valor

Desviacion Tipica

1,77684

2,00079

1,543

0,217

Tabla 4. Prueba de Levene para la Igualdad de Varianzas. Fuente: Elaboracion propia a

partir de las notas de 1* convocatoria

Por lo que asumiendo igualdad de varianzas, los datos recogidos a continuacion:
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Intervalo de confianza para la di- | Valort | g.l P-Valor
ferencia de medias (al 95%)
Extremo Extremo
inferior superior
Con varianzas iguales 0,06972 1,57846 2,168 97 0,033

Tabla 5. Contraste de Igualdad de Medias. Fuente: Elaboracion propia a partir de las
notas de 1* convocatoria

Permiten concluir que, trabajando con un nivel de significacion del 5%, se detectan
diferencias significativas, siendo superior la nota media de los alumnos de la Doble Ti-
tulacion (basta comparar las medias muestrales en ambas titulaciones, contenidas en las
tablas 2 'y 3).

Este resultado induce algunas vias de reflexion ya que, tal y como se comentd con
anterioridad, la conclusion esperada era la opuesta, esto es, dado que los estudiantes del
Doble Grado habian adquirido los conocimientos de Estadistica Descriptiva e Inferen-
cial casi de manera secuencial, parecia que deberian haber sido éstos los que destacaran
frente a los de la Doble Licenciatura. Entre las vias de especulacion, podrian citarse las
siguientes:

» (Esta el PLE. mejor estructurado que el Doble Grado?, es decir, en el caso de la
asignatura que se estd considerando, el hecho de que esté ubicada en 3er curso,
(hace el trabajo con alumnos potencialmente méas maduros repercuta positiva-
mente en los resultados académicos?

e (Se producen consecuencias negativas de la implantacion de los grados a “coste
cero”?, esto es, el hecho de que la presencialidad del alumno sea superior en el
grado y la disminucién de financiacion para actividades complementarias ;reper-
cute negativamente en los resultados académicos?

En cualquier caso, a partir del rechazo de igualdad de notas medias en el examen
final, puede plantearse si la asistencia/ausencia a la actividad grupal propuesta ha produ-
cido efectos significativamente diferentes en ambas titulaciones, es decir: “Si en cada ti-
tulacion se consideran los 2 grupos que se genera atendiendo a la participacion o no del
alumno a la actividad grupal, ;se rechazard que la nota media en el examen final ha sido
la misma para ambos subgrupos en ambas titulaciones?, o por el contrario ;volvera a re-
velarse un comportamiento distinto para la Doble Licenciatura y el Doble Grado?. Para
dar respuesta a esta pregunta se procede de modo similar al caso anterior, esto es, ha-
ciendo uso del test de Kolmogorov-Smirnov se analizara si se verifica las hipdtesis de
Normalidad y se resolveran los siguientes contrastes:

(1) H,: Upr-si= Uprno
Hi: upr-si# UpLno
(2 H,: Wpg-si= Upc-No

Hi: upg.si# Uncno
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Siendo:

Upr-st (Upg-si)=nota media de los alumnos de la doble Licenciatura (Grado) que parti-
cipan en la actividad grupal.

UpL~no (Upc.no)= nota media de los alumnos de la doble Licenciatura (Grado) que no
participan en la actividad grupal.

Asi, los datos contenidos en las tablas que siguen:

Tamafo Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
15 8,6467 1,37898 0,451

Tabla 6. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de DL-SI. Fuente: Ela-
boracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Tamafo Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
40 7,9887 1,88885 0,129

Tabla 7. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de DL-NO. Fuente:
Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Tamarfio Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
24 7,9821 1,47780 0,480

Tabla 8. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de DG-SI. Fuente: Ela-

boracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Tamaifo Muestral Parametros Normales P-valor
Media Desviacion Tipica
20 6,5785 2,29809 0,877

Tabla 9. Test de Kolmogorov-Smirnov para la Nota de Examen de DG-NO. Fuente:
Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

Permiten concluir que la variable “Nota Examen” en los cuatro grupos considerados
(DL-SI, DL-NO, DG-SI y DG-NO) soporta un ajuste a una distribucion Normal.
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Ademas, atendiendo al resultado de la prueba de Levenne, contenido en las tablas 10y 11:

DL-SI

DL-NO

Razon-F

P-Valor

Desviacion Tipica

1,37898

1,88885

1,114

0,296

Tabla 10. Prueba de Levene para la Igualdad de Varianzas entre DL-SI y DL-NO.
Fuente: Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

DG-SI

DG-NO

Razon-F

P-Valor

Desviacion Tipica

1,47780

2,29809

6,614

0,014

Tabla 11. Prueba de Levene para la Igualdad de Varianzas entre DG-SI y DG-NO.
Fuente: Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

NO se rechaza la igualdad de las varianzas entre DL-SI y DL-NO, mientras que la hi-
potesis de igualdad de varianzas es rechazada si se consideran DG-SI y DG-NO, para un
nivel de significacion del 5%, no rechazdndose para o=1%.

Asi, las tablas 12 a 14 contienen los resultados del contraste de igualdad de medias,
para los 2 grupos de la Doble Licenciatura asumiendo varianzas iguales y para los del
Doble Grado bajo el mismo supuesto (valido si a=1%) y no suponiendo igualdad de va-
rianzas (caso en que 0=5%).

Intervalo de confianza para la diferencia de medias (al Valor t gl P-Valor
95%)
Extremo inferior Extremo superior
-0,41605 1,73188 1,229 53 0,225

Tabla 12. Contraste Igualdad de Medias: DL-SI y DL-NO. Fuente: Elaboracion propia
a partir de las notas de 1* convocatoria

Intervalo de confianza para la diferencia de medias (al 95%) | Valor t gl P-Valor
Extremo inferior Extremo superior
0,24669 2,56047 2,448 42 0,019

Tabla 13. Contraste Igualdad de Medias: DG-SI 'y DG-NO (supuesto varianzas iguales).
Fuente: Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria
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Intervalo de confianza para la diferen-  Valor ¢ gl P-Valor
cia de medias (al 95%)

Extremo inferior ~ Extremo superior

Varianzas desiguales 0,18875 2,61842 2,356 31,282 0,025

Tabla 14. Contraste Igualdad de Medias: DG-SI 'y DG-NO (supuesto varianzas desigua-
les). Fuente: Elaboracion propia a partir de las notas de 1* convocatoria

En cualquier caso, la conclusion a la que se llega es la misma, esto es, no se rechaza
la hipotesis nula del contraste (1) y si se rechaza para el contraste (2), esto es: “No se
rechaza que la nota media obtenida en el examen sea la misma para los alumnos de la
doble Licenciatura, ya hayan participado o no en la actividad grupal, mientras que para
los estudiantes del doble Grado se rechaza la igualdad de medias, siendo superior para el
caso de los alumnos que si asistieron a la actividad propuesta (basta comparar las medias
muestrales en ambos grupos, contenidas en las tablas 8 y 9)”.

A modo de resumen de lo obtenido hasta el momento, y trabajando para un nivel de
significacion del 5%:

* Existen diferencias significativas entre el rendimiento académico de la Doble Li-
cenciatura y el Doble Grado a favor de los primeros.

e Para la Doble Licenciatura: no existen diferencias significativas en la nota media
del examen final entre los alumnos que participaron en la actividad y los que no
lo hicieron.

e Para el doble Grado: existen diferencias significativas tanto en la dispersion como
en la nota media del examen final entre los alumnos que participaron en la activi-
dad y los que no lo hicieron.

CONCLUSIONES

Atendiendo a los objetivos propuestos y los resultados obtenidos se concluye que:

e Anpesar de que a priori se pensé que la ubicacion de la Estadistica Inferencial en la
Doble Licenciatura seria un handicap negativo para los estudiantes de esta titula-
cion, la informacion empirica no sustenta esta hipdtesis, ya que se observan dife-
rencias significativas entre la nota media de éstos y los del Doble Grado. La nota
media de los de la Doble Licenciatura en la asignatura citada es superior a la ob-
tenida por los del Doble Grado. Esta conclusion abre varias vias de reflexion, esto
es, surgen cuestiones como las que siguen:

v/ (Presenta una mejor estructura el PIE que el Doble Grado?, es decir, el hecho
de que la asignatura se imparta en un curso superior permite que los estudian-
tes estén mas maduros y receptivos a las técnicas estadisticas?.
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v (Los resultados obtenidos son fruto de la implantacion de los Grados a “coste
cero”?. Es decir, al no disminuir la presencialidad en el aula de los alumnos
del Doble Grado y no existir la financiacion que se daba en la Doble Licencia-
tura, provoca que el estudiante disponga de menos tiempo para organizarse y
de una menor formacion complementaria (que se derivaba de la financiacion).

e Ambas titulaciones no muestran el mismo patron de comportamiento si se tiene
en cuenta la asistencia/ausencia del alumno a la actividad grupal propuesta, pues
mientras que para el caso de la Doble Licenciatura no se detecta diferencias sig-
nificativas en la nota media de la prueba de sintesis entre los alumnos que acu-
dieron a la actividad y los que se ausentaron, la conclusion es la contraria en el
Doble Grado, detectandose en esta titulacion diferencias significativas a favor de
los asistentes a la actividad.
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Educacion Primaria

Alexander Maz-Machado
Noelia Jiménez-Fanjul
Universidad de Cordoba

Resumen: Presentamos una propuesta para integrar algunos elementos del ajedrez en la
ensenianzay aprendizaje de las matemdticas en segundo y tercer curso de Educacion Prima-
ria. En particular se orienta hacia el reconocimiento de patrones geométricos y numeéricos.

Palabras Clave: Patrones geométricos, ajedrez, matemdticas, recursos diddacticos.

Chess to work patterns in mathematics in Primary
Education

Abstract: We present a proposal to integrate chess elements during the teaching and
learning of mathematics in the second and third years of the Primary Education. In par-
ticular, this proposal is aimed towards geometrical and numerical patterns recognition.

Keywords: Geometrical patterns, Chess, Mathematics, Teaching manipulatives.

INTRODUCCION

Hace ya un par de décadas que Miguel de Guzman (1989) sefialaba que las matema-
ticas y los juegos tenian mucho en comun. Ademads destacaba los beneficios de utilizar-
los en los procesos de ensefnanza: “El juego matematico bien escogido puede conducir al
estudiante de cualquier nivel a la mejor atalaya de observacion y aproximacion inicial a
cualquiera de los temas de estudio con los que se ha de enfrentar” (p. 62).

Dentro de los muchos juegos que pueden servir como recurso didactico para la ense-
flanza de las matematicas estd el ajedrez. Los psicologos han considerado esta actividad,
dentro de su doble condicion de juego/deporte, como idonea para analizar las diferencias
cognitivas de los individuos durante los procesos mentales que se ponen en accion du-
rante su practica (Saariluoma, 2001; Charness, 1981; Robbins et al, 1996; Chase y Simon,
1973). Recientemente se ha comparado su tactica y estrategia con las que se ejercitan
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durante algunos juegos tecnologicos como los video juegos (Pérez-Latorre, 2012), lo cual
indica la gran riqueza visual y cognitiva asi como lo dindmico y actual del juego.

Algunos estudios se han centrado en las diferencias en las calificaciones entre alum-
nos practicantes y no practicantes de ajedrez y se han hallado diferencias de un mejor
desempefio en Matematicas y Ciencias Sociales por parte de los que practican el ajedrez
(Kovacic, 2012). Las conexiones entre las matematica y el ajedrez ofrecen un escenario
adecuado para que a través del juego se desarrollen competencias matematicas.

Algunos de los componentes de la practica del ajedrez son la concentracion y el desarro-
llo de estrategias para la resolucion de problemas y del pensamiento 16gico, todos ellos nece-
sarios para las matematicas. Ejemplo de esta asociacion, es que en 1993 se fund6 en Quebec
una organizacion la Chess ‘n’ Math Association para ayudar a los nifios a mejorar su juego
después de las clases ordinarias en la escuela, a través de escuelas de verano (Purden, 1998).

Segun se recoge en el curriculo de matematicas para Primaria, en el bloque de geo-
metria se deben trabajar los siguientes conceptos:

— La situacion en el espacio, distancias y giros.

* Descripcion de posiciones y movimientos, en relacion a uno mismo y a otros
puntos de referencia.

e Uso de vocabulario geométrico para describir itinerarios: lineas abiertas y ce-
rradas; rectas y curvas.

e Interpretacion y descripcion verbal de croquis de itinerarios y elaboracion de
los mismos.

— Formas planas y espaciales.

e Las figuras y sus elementos. Identificacion de figuras planas en objetos y es-
pacios cotidianos.

e Identificacion de los cuerpos geométricos en objetos familiares. Descripcion
de su forma, utilizando el vocabulario geométrico basico.

e Comparacion y clasificacion de figuras y cuerpos geométricos con criterios
elementales.

* Formacion de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por com-
posicion y descomposicion.

— Regularidades y simetrias.

e Busqueda de elementos de regularidad en figuras y cuerpos a partir de la ma-
nipulacion de objetos.

e Interpretacion de mensajes que contengan informaciones sobre relaciones
espaciales.

* Resolucion de problemas geométricos explicando oralmente y por escrito el
significado de los datos, la situacion planteada, el proceso seguido y las solu-
ciones obtenidas.
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e Interés y curiosidad por la identificacion de las formas y sus elementos
caracteristicos.

* Confianza en las propias posibilidades; curiosidad, interés y constancia en la
busqueda de soluciones.

Precisamente el ajedrez favorece el desarrollo de la mayoria de estos conceptos. A
continuacién presentamos una actividad para realizar con alumnos de segundo y tercero
de primaria utilizando el ajedrez como elemento mediador del conocimiento.

ACTIVIDAD

Se utilizara un tablero de ajedrez y sus piezas. En caso de que los alumnos no sepan
jugar al ajedrez procederemos a explicar algunos aspectos basicos. Se les indica que cada
cuadro pequefio que forma el tablero se denomina casilla y que estas son blancas y ne-
gras (claras y oscuras).

Los nifios deben aprender a distinguir entre
las filas, las columnas y las diagonales (Fig.
1). Se puede acompainar con preguntas como:
(Cuantas filas hay? ;Cuantas columnas hay?
(Cuantas diagonales blancas hay? ;Cuantas
casillas de cada color tiene el tablero? ;Cuan-
tas son en total? ;Qué forma geométrica tiene
el tablero? Una vez que se han familiarizado, lo
comprenden se pasa a ensefiar las piezas con su
nombre y codmo se mueven en el tablero. Para
esta actividad bastard con conocer el mov-
imiento del Alfil, la Dama y el Caballo (Figura
2). Debe tenerse en cuenta que el movimiento
del caballo representa una mayor dificultad Figura 1.
para aquellos que recién lo estan aprendiendo.

Columnas

A continuacién se procede a colocar el alfil en una de las esquinas del tablero y se
pide a los alumnos que cuenten a cuantas casillas diferentes puede ir desde alli. Luego
se ubica el alfil en cualquier casilla sobre el borde el tablero y se repite la pregunta. Los
alumnos encontraran que en ambas posiciones el resultado es 7. Luego, se coloca en la
segunda casilla de una de las diagonales y se vuelve a preguntar por el numero de casi-
llas a las que se puede desplazar desde esa casilla. Se repite la operacion por diferentes
casillas de la diagonal con la misma pregunta (Figura 3). Los alumnos hallaran que las
respuestas son 7, 9, 11 y 13 casillas.

Luego se procede a realizar la misma actividad con la Dama, colocandola primero en
una de las casillas de la esquina del tablero y se procede al conteo como con el alfil (Fi-
gura 4). Obtendran por respuesta 21, 23, 25 y 27 casillas, porque es el resultado del nu-
mero combinado de casillas de la Torre (7) mas el del alfil.
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Figura 3.

Una vez realizados los conteos, se pide a los alumnos que dibujen el tablero de aje-
drez en una hoja pero sin diferenciar las casillas blancas de las negras. Cuando lo tengan
dibujado se les indica que coloquen el alfil en cada una de las casillas del tablero y que
para aquellas que el resultado sea 7 las coloreen de rojo. Las casillas de 9 de color azul,
las de 11 de color amarillo y para las de 13 de color verde.

Cuando hayan terminado con la actividad con el alfil se pide que repitan el ejercicio
con la dama y que coloreen las casillas seglin el nimero de respuestas. Los alumnos ob-
tendran para cada figura, Alfil y Dama los patrones de la figura 5. Como se observa, el
patréon geométrico es igual, sin embargo, el patréon numérico no lo es. Sobre esta diferen-
cia se preguntara a los alumnos. Es importante que comprendan que una misma represen-
tacion puede tener significados distintos. Asimismo, permite mostrar como lo numérico
y lo geométrico estan relacionados. Surgen entonces preguntas como (En qué lugares el
Alfil tiene mas opciones de desplazamiento? ;En cudles tiene menos? ;Y para la Dama?
Los alumnos deben concluir el lugar idoneo para colocar las piezas para tener mayor co-
bertura de casillas.

Una vez realizados los graficos que representan las posibilidades de movimiento para
la Dama y el Alfil, se propone la misma actividad para el Caballo. Esta pieza tiene cinco
posibilidades numéricas 2, 3, 4, 6 y 8 casillas, una mas que las halladas para las otras dos
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Figura 5.

piezas. Los alumnos observardn que el patrén geométrico es diferente (Figura 6) al del
Alfil y la Dama. Esto elimina la idea inicial que se forman respecto a que todos los patro-
nes geométricos son iguales. Se procede a realizar las preguntas: ;En qué lugares el Ca-
ballo tiene mas opciones de desplazamiento? ;En cudles tiene menos?
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Figura 6.

REFLEXIONES FINALES

El utilizar los juegos como medio para introducir o reforzar conceptos matematicos
o geométricos crea una empatia entre los alumnos y las matematicas algo que es impor-
tante en los primeros afios de escolarizacion. Si se acepta en diversos sectores que el aje-
drez ademads de un juego es una actividad mental y cognitiva beneficiosa para quienes la
practican, entonces vale la pena preguntarse ;por qué no aprovechar este potencial para
llevarlo al aula con los alumnos de primaria? Una de las posibles respuestas, es que los
docentes desconocen este potencial y en ocasiones hasta desconocen las reglas de este
juego. Esta es una de las principales razones para presentar esta propuesta: brindar a los
maestros una forma de integrar los elementos del ajedrez en el aula para apoyar la ense-
nanza y el aprendizaje de las matematicas.

Por lo tanto, hemos propuesto un primer acercamiento a los patrones geométricos y
numéricos a través de una sencilla actividad ludica que esta al alcance de los escolares
de segundo y tercer grado de Educacion Primaria.
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Soluciones de los problemas

F. Damian Aranda Ballesteros
Manuel Gomez Lara

Solutions to problems

RE_009_EPSILON

Sean dadas dos circunferencias de centros O; y O,, y radios R; y R,, respectivamente
(Ri<R,). Sea r una tangente exterior comun a ambas circunferencias y p el valor de la
distancia entre los centros.

a) Determine el valor de los radios 1, y 1, de las circunferencias que, siendo tangen-
tes exteriores a ambas circunferencias, lo sea también a la recta r.

b) Si ambas circunferencias son ahora tangentes (p = R, + R,), deduzca en este caso,
el valor de los radios 1, y 1, de las circunferencias tangentes.

¢) Indique como realizaria la construccion de ambas circunferencias.

d) Pruebe que la relacion 111 es condicion necesaria y suficiente para

"

que las dos circunferencias solucion del problema sean también tangentes entre

1
si. Verifica esta situacion para el caso de que R =g , y halla el valor de p

correspondiente.
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a) Se adivina que, si dos circunferencias son tangentes exteriores entre si y sus radios
son, respectivamente r y s, entonces

d>=(r+s) -(r-s);d=2rs
En el caso que nos ocupa, tenemos
por un lado que:

d, =2,/ R, .r, respecto de la circunfe-
rencia de radio R,

d, =2,/R,.r, respecto de la circun-

ferencia de radio R,

(1)

En las circunferencias dadas, se verifica:
d2=p2—(R1—R2)2; d= pz_(Rl_Rz)z (2)

Relacionando ambos hechos (1) y (2), por un lado, tenemos que:

e En el caso de la circunferencia de
menor radio, r;: d, +d, =d

e En el caso de la circunferencia de
mayor radio, 1,: d; —d> =d

En definitiva:

e Enelcasoder;:

2R +2JRor =\ ~(R - R,)?

pz - (R, _R2)2

=
AR R
2Rr, =2\R,.1, =/p* =(R - R,)’

* Enelcasoder,: p>—(R -R,)
=
4(\/F1_\/R2 )2

Para posicionar dichas circunferencias, ya una vez conocidos sus radios, 1, y 1,, usa-

mos las relaciones d, = 24/R,.1; y d, = 2\/R, .1, respectivamente.

b) Si ambas circunferencias son ahora tangentes (p = R, + R,), deduzca en este caso,
el valor de los radios 1, y 1, de las circunferencias tangentes.
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En este caso particular,
RR
Enelcasoder:r, = —————
(R + R,
Enel d 7 RR,
nelcasoder,: t, =—F—————
R - &,

¢) Su construccion geométrica.

Los radios se obtendrian como cuarta proporcional y las distancias como medias pro-
porcionales. Veamoslo:

h _ P+(R -R)
Enelcasoder;: p—(R -R,)) R +R, +2\/R1.R2
d, =2\r.R
) _ P+R -R,)
Enelcasoder: p-(R -R,) R +R,-2|R.R,
d, =2\r,.R,

. 1 1 1 .. . .
d) Pruebe que la relacion —— = —= +—= es condicidn necesaria y suficiente para
NN AN A
que las dos circunferencias solucion del problema sean también tangentes entre si.
Verifica esta situacion para el caso de que y halla el valor de p correspondiente.

Si las circunferencias solucion del apartado a) son tangentes entre si, debera darse la
siguiente situacion:
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Consecuentemente se verificara:

(dz+d1)2 =(r1+r2)2_(r1_rz)2% d, +d, =2\/”1rz

Ahorabien, d, =2,/R.r, yd, =2\R 1,
Por tanto, se tendrd: (/R - +.[R 1, = \[rr, > JR.1 +R.r, = Jrr, >
R AN A A e O
Buscaremos ahora la condicion que debera cumplir p, una vez conocidos los valores

de Rl y Rz. (R1<R2)

Para los valores antes obtenidos, desarrollamos la expresion (1)

P -(R-R)

" 4(( VRY | 11 1 aReJR)e2-R YR 1

7'2=p _(R1_R2) h \/Z R, \/pz_(R1_Rz)2 \/Fl
4R -R,Y

R
=——>4,/RR —J R -R))
JP (R -R) R B > p=\(R-R)+16RR,

P’ =(R-R) +16R]R2—>p=\/(R]—R2)2+16R1R2

116 Epsilon, 2012, Vol. 29(2), n° 81, 113-117, ISSN: 1131-9321



Soluciones de los problemas

En el caso particular que nos ocupa, siendo R, = %Rz

25+96 11
R, —> =—R
36 2 P 6 2

1 1 1 1
p=\/(gR2 -R) +168R2R2 =\/(ng —R2)2+168R22 =\/
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