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PROLOGO

Desde su constitucion en el ario 1981, la Sociedad Andaluza de Educacion Ma-
tematica Thales se ha caracterizado por su preocupacion por la innovacion en la
ensefianza de las Matemdaticas asi como por la incorporacion de nuevos recursos y
materiales que ayuden en la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Por tanto, desde la SAEM THALES se ha apostado por la incorporacion de las
TIC como recursos para el aula, por lo que se han realizado numerosas actividades
de formacion con el objetivo de facilitar al profesorado el cambio necesario para
adaptar su metodologia a estos nuevos recursos.

Desde nuestra sociedad la calculadora se considera un recurso TIC mdas, que ofre-
ce multitud de posibilidades para el aula de Matematicas, por lo que siempre hemos
promovido su uso en todos los niveles educativos y en todos los ambitos, incluyendo
cualquiera de las pruebas de evaluacion que en la actualidad tiene que realizar el
alumnacdo.

Para fomentar su uso la SAEM THALES elaboré un manifiesto a nivel andaluz
a favor del uso de la calculadora en el aula y en las pruebas de acceso a la Univer-
sidad y promovié que desde la Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de
Matematicas se redactara un manifiesto de caracteristicas similares que fue apoyado
por las sociedades federadas.

En nuestro convencimiento de las posibilidades que la calculadora ofrece en sus
distintas versiones presentamos este monogrdfico de la revista EPSILON con pro-
puestas para utilizar distintos tipos de calculadoras, desde las cientificas hasta las
CAS (calculo simbolico) pasando por las graficas.

Animamos a los no convencidos a conocer todo lo que la calculadora nos ofrece,
esperando que estas actividades les cambie su opinion.
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La competencia matematica con
la calculadora grafica Classpad 330

Mauricio Contreras del Rincon
LE.S. Benicalap, Valencia
Universitat deValéncia

Resumen: Un objetivo basico de la educacion debe ser “aprender a matematizar” y
este aprendizaje solamente se puede dar a través de la resolucion de problemas. En
este articulo se pretende analizar de qué manera contribuye la calculadora grdfica
ClassPad 330 a lograr este objetivo, es decir, como influye la calculadora en el desa-
rrollo de las competencias basicas.

Palabras clave: competencias basicas, competencia matemdatica, calculadora grdfica,
ClassPad 330.

Summary: A basic objective in mathematical education is “learning math models”
and this learning only is posible by solve problem. This article analize the way of
contribution of graphic calculator ClassPad 330 in ordre to skill this objective, so
how is the influence of graphic calculator in development of basic skills.

Key words: basic skills, mathematic competence, graphic calculator, ClassPad 330.

1. COMPETENCIA MATEMATICA

Segtin la LOE, “los objetivos de la Educacion Secundaria pretenden lograr la
adquisicion de aquellas competencias matematicas que se consideran basicas para
un ciudadano del siglo XXI”.

Segtn el informe PISA 2003 (INECSE, 2005) la “competencia matematica”
se refiere a las capacidades individuales de los estudiantes para analizar, razonar
y comunicar eficazmente cuando formulan y resuelven problemas matematicos
en una variedad de dominios y situaciones. Un estudiante es “matematicamente
competente” si es capaz de enfrentarse con los problemas cotidianos méas variados
por medio de las matematicas, si se atreve a pensar con ideas matematicas. Usar e
implicarse con las matematicas significa no so6lo utilizar las matematicas y resolver
problemas matematicos sino también comunicar, relacionarse con, valorar e inclu-
so, apreciar y disfrutar con las matematicas.

gpsion 76 9



Mauricio Contreras del Rincon

Por lo tanto, un objetivo basico de la educacion debe ser “aprender a ma-
tematizar” y este aprendizaje solamente se puede dar a través de la resolucion
de problemas. En este articulo se pretende analizar de qué manera contribuye la
calculadora grafica a lograr este objetivo, es decir, como influye la calculadora en
el desarrollo de las competencias basicas. Para este analisis se recogen algunos
ejemplos extraidos del proyecto de innovacién desarrollado en el IES Benicalap
de Valencia (“Materiales y recursos para el desarrollo de la competencia matema-
tica”) y de algunos cursos de formacion del profesorado impartidos por el autor
en CEFIRES.

2. EL PROYECTO DE INNOVACION DEL IES BENICALAP

Desde el punto de vista de las matematicas, el objetivo basico de este Proyecto
es conseguir incrementar las competencias matematicas de los estudiantes, espe-
cialmente, la competencia de modelizacidn, es decir, la capacidad para traducir un
problema real al lenguaje matematico, construir el modelo matematico adecuado
a la situacion, interpretar de manera adecuada los parametros del modelo para
validarlo y saberlo utilizar para resolver el problema inicial, criticando la solucién
e intentando su generalizacion.

2.1. Tipos de competencias

Las competencias que se consideran en este Proyecto son las mismas que las
propuestas en el informe PISA, afiadiendo una relativa al uso de la tecnologia.
Asi, se establecen dos grupos de competencias matematicas en la ESO: a) compe-
tencias de contenidos y b) competencias de procesos, tal como se muestra en la
siguiente tabla. Entre paréntesis aparece el nimero de expectativas relacionadas
con cada competencia:

COMPETENCIAS DE PROCESOS COMPETENCIAS DE CONTENIDOS

Pensar y razonar (4) Cantidad (3)
Argumentar (2) Espacio y forma (6)
Comunicar (7) Cambio y relaciones (4)
Modelizar (3) Azar ¢ incertidumbre (4)

Plantear y resolver problemas (5)

Representar (4)

Utilizar el lenguaje simbolico, formal y téc-
nico de las operaciones (2)

Usar de manera eficaz la tecnologia (3)

El foco de atencion de este trabajo lo constituyen las competencias de pro-
cesos. Dichas competencias tratan de centrar la educacion en el estudiante, en
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su aprendizaje y en el significado funcional de dicho proceso. Las competencias
muestran los modos en que los estudiantes actian cuando hacen matematicas. Las
tres primeras son competencias cognitivas de caracter general, mientras que las
cuatro siguientes son competencias matematicas especificas. En la siguiente tabla
se muestran las capacidades que se incluyen en cada una.

Pensar y
razonar

* Plantear cuestiones propias de las matematicas (;Cuantos hay? ;Cémo
encontrarlo? Si es asi,... entonces, etc).

* Conocer los tipos de respuestas que ofrecen las matematicas a estas
cuestiones.

* Distinguir entre diferentes tipos de enunciados (definiciones, teoremas,
conjeturas, hipotesis, ejemplos, afirmaciones condicionadas).

* Entender y utilizar los conceptos matematicos en su extension y sus
limites.

Argumentar

* Conocer lo que son las pruebas matematicas y como se diferencian de
otros tipos de razonamiento matematico.

* Disponer de sentido para la heuristica (;Qué puede (o0 no) ocurrir y
por qué?).

 Crear y expresar argumentos matematicos.

Comunicar

» Expresarse en una variedad de vias, sobre temas de contenido matema-
tico, de forma oral y también escrita.

* Entender enunciados de otras personas sobre estas materias en forma
oral y escrita.

Modelar

e Estructurar el campo o situacion que va a modelarse.

* Traducir la realidad a una estructura matematica.

* Interpretar los modelos matematicos en términos reales.

* Trabajar con un modelo matematico.

* Reflexionar, analizar y ofrecer la critica de un modelo y sus resultados.
e Comunicar acerca de un modelo y de sus resultados (incluyendo sus
limitaciones).

* Dirigir y controlar el proceso de modelizacion.

Plantear y
resolver
problemas

* Plantear, formular y definir diferentes tipos de problemas matematicos
(puros, aplicados, de respuesta abierta, cerrados).

* Resolver diferentes tipos de problemas matematicos mediante una di-
versidad de vias.

Representar

e Decodificar, interpretar y distinguir entre diferentes tipos de represen-
tacion de objetos matematicos y situaciones, asi como las interrelaciones
entre las distintas representaciones.

» Escoger y relacionar diferentes formas de representacion de acuerdo
con la situacion y el proposito.

Utilizar el
lenguaje sim-
bélico, formal
y técnico y las
operaciones

* Decodificar e interpretar el lenguaje simbolico y formal y entender sus
relaciones con el lenguaje natural.

* Traducir desde el lenguaje natural al simbolico y formal.

* Manejar enunciados y expresiones que contengan simbolos y formulas.
e Utilizar variables, resolver ecuaciones y comprender los calculos.




Mauricio Contreras del Rincon

Junto a estas competencias, hay que tener en cuenta también las competencias
de contenidos que se muestran en la siguiente tabla, por estar interrelacionadas.

Cantidad

* Comprender los numeros, las diferentes maneras de represen-
tarlos, las relaciones entre ellos y los conjuntos numéricos.

» Comprender los significados de las operaciones y como se rela-
cionan unas con otras, aplicando este conocimiento a la resolu-
cién de problemas en contexto.

e Calcular con fluidez (mentalmente, por escrito o con calcula-
dora) y hacer estimaciones razonables en funcion del contexto.

Espacio y forma

* Analizar las caracteristicas y propiedades de figuras geométri-
cas de dos y tres dimensiones y desarrollar razonamientos mate-
maticos sobre relaciones geométricas.

* Localizar y describir relaciones espaciales mediante coordena-
das geométricas y otros sistemas de representacion.

* Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situa-
ciones matematicas.

« Utilizar la visualizacion, el razonamiento matematico y la mo-
delizacion geométrica para resolver problemas.

» Comprender los atributos mensurables de los objetos, y las uni-
dades, sistemas y procesos de medida.

 Aplicar técnicas, instrumentos y formulas apropiados para ob-
tener medidas.

Cambio y relaciones

* Comprender patrones, relaciones y funciones.

* Representar y analizar situaciones y estructuras matematicas
utilizando simbolos algebraicos.

» Usar modelos matematicos para representar y comprender re-
laciones cuantitativas.

» Analizar el cambio en contextos diversos.

Azar e incertidumbre

* Formular preguntas que puedan abordarse con datos y recoger,
organizar y presentar datos relevantes para responderlas,

* Seleccionar y utilizar los métodos estadisticos apropiados para
analizar los datos,

* Desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en da-
tos,

» Comprender y aplicar conceptos basicos de Probabilidad.

2.2. Actividades para el aula

(Como influye la calculadora grafica ClassPad en el desarrollo de la competen-
cia matematica? En los siguientes ejemplos se analiza el papel de la calculadora
como herramienta para la resolucién de problemas y para la puesta en accion de
las competencias, especialmente en las actividades de modelar.
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2.2.1. Ejemplo de actividad de modelar en 1° ESO: prismas

Las figuras que tienes a continuacion representan prismas de distinta base:

Construye con palillos y plastilina o dibuja alguna mas. Completa la siguiente
tabla:

N°de LADOS en la base 3 4 5 6 7 8 | ...
N°de ARISTAS

I3t

a) ;Como indicarias el niimero de aristas de un prisma que tuviera “n” lados en
la base?

b) Si un prisma tiene 3 lados en la base podemos escribir que tiene 3 caras.
¢ Cuantas caras tiene un prisma con 10 lados en la base? ;Y otro que tenga “n”
lados en la base?

c) ¢Cuantos lados en la base tiene un prisma con 20 vértices?

Para el desarrollo de esta actividad se necesitan prismas reales como modelo y
un numero suficiente de palillos para poder realizar las construcciones. Se requie-
re hacer cada figura y efectuar un conteo directo. Una vez completada la tabla,
se trata de buscar regularidades, relacionando el nimero de lados de la base con
el numero de aristas. La regularidad es facilmente expresable usando el lenguaje
oral, pero el paso mas dificil es escribir la formula que sintetiza la regularidad ob-
servada. Ese paso requiere, primero un nivel de conexién, en el que el estudiante
asocia el numero de aristas con los multiplos de 3, es decir, un concepto geométri-
co (niamero de aristas) esta asociado a un concepto aritmético (multiplos de tres).
La ClassPad permite completar la actividad haciendo una representacion grafica,
aunque previamente hay que analizar si se pueden o no unir los puntos de la
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grafica, teniendo en cuenta su dominio en el conjunto de los naturales. Para ello,
basta editar la tabla de valores y a continuacién representar graficamente la tabla.

Otra conexion es con la proporcionalidad: el nimero de aristas es proporcional
al numero de lados de la base, siendo 3 la constante de proporcionalidad. ;Tiene
algo que ver esa constante de proporcionalidad con la representacién grafica? Con
la ClassPad puede verse que si: la constante de proporcionalidad marca la inclina-
cion de la recta en la que estan situados los puntos de la grafica.

2.2.2. Ejemplo de actividad de modelar en 2° ESO: drea 7

Este rectangulo tiene de darea 7 unidades cuadradas:

Pero no es el unico. Aqui tienes otros que también tienen drea 7:

14
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Dibuja unos cuantos mas y escribe sus dimensiones. Completa la siguiente tabla:

b (base) 7 14 3,5 4 | ..
a (altura) 1 0,5 2 1,75

Busca una formula que relacione la base y la altura de cada rectangulo.

Al igual que en 1° de ESO, realizar esta actividad requiere experiencia previa
en la construccién de tablas y en la representacion grafica de funciones. La grafica
se puede obtener con facilidad, recortando los rectangulos en cartulina y super-
poniendo todos ellos, de forma que tengan un vértice comun (que tomamos como
origen de coordenadas. Los puntos de la grafica serian los vértices opuestos al
vértice comun.

También es posible realizar la grafica mediante la construccion de la tabla de
valores y su representacion grafica con la ClassPad. La busqueda de la férmula
que relaciona las dos dimensiones presenta dificultades debido a que el modelo no
es lineal. No obstante, la ClassPad permite ajustar una curva de regresioén, cuya
expresion algebraica se puede obtener facilmente. Los estudiantes deben conectar
la actividad con el campo de la proporcionalidad para concluir que la base y la
altura son inversamente proporcionales. Deben apreciar las diferencias entre un
modelo de proporcionalidad directa y uno de proporcionalidad inversa y deben
saber expresarlas verbalmente y por escrito.
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2.2.3. Ejemplo de actividad de modelar en 3° ESO: busca formulas

En cada caso, representa grdficamente la tabla y busca una formula que relacione

las dos variables en estudio:

a) Distancia recorrida por un vehiculo que circula a velocidad constante.

TIEMPO (horas)

1

2

3

4

5

6

7

8

DISTANCIA (km)

70

140

210

280

350

420

490

560

b) Dinero que le va quedando a Pedro mientras va gastando sus ahorros a razéon

de 4 euros a la semana.

TIEMPO (semanas)

0

1

2

3

415

6

7

10

DINERO (euros)

40

36

32

28

24120

16

12

0

Para poder hacer esta actividad, los estudiantes han debido tener experiencia
previa en: a) la construccién de graficas a partir de tablas, b) el uso de distintas
escalas en los ejes de coordenadas, ¢) el reconocimiento de modelos lineales y el
significado de sus parametros, d) la diferencia entre un modelo de proporcionali-
dad directa y un modelo afin (no se puede aplicar una regla de tres para obtener
valores de una funcién afin, a pesar de ser un modelo lineal), e) la obtencion de

féormulas a partir de tablas, f) la lectura e interpretacion de tablas y graficos.

En la propuesta a) se puede recurrir a la calculadora grafica para obtener el

grafico de dispersion y buscar después una recta que se ajuste a los datos.
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De forma similar, la propuesta b) se puede hacer con la calculadora grafica
mediante la construccion de la tabla y su representacion grafica.

17
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2.2.4. Ejemplo de actividad de modelar en 4° ESO: hovas de luz solar

En la siguiente tabla se muestra el niimero de en Alaska durante un ario. Busca
un modelo matematico que permita estimar el numero de horas de luz en febrero
y abril del ario siguiente:

E|F | M| A | M| J J | A4 S| O| N | D | E
F | 1 |30 |60 | 90 |120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
T |55 8 | 11 (135|165 19 |195| 17 |145(125] 85|65 | 35,5

Teniendo en cuenta la naturaleza de los datos, la mejor forma de abordar esta
tarea es recurrir a la calculadora grafica para obtener la nube de puntos o diagra-
ma de dispersidén y ensayar distintos modelos funcionales. La forma del diagra-
ma sugiere que el mejor modelo es de tipo sinusoidal. Con la calculadora grafica
es posible obtener directamente la formula de la funcién, lo que permite usar el
modelo para estimar el nimero de horas de luz en febrero y abril. Previamente
los estudiantes deben conocer el manejo de la calculadora grafica para realizar
analisis de regresion.

18
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2.2.5. Otro ejemplo de actividad de modelar en 4° ESO: padres e hijos

La altura de 10 padres y de su primer hijo varon estd reflejada en la siguiente
tabla:

TALLA DEL PADRE (X) TALLA DEL HIJO (Y)
172 174
184 180
175 174
184 186
180 190
176 178
170 170
189 195
171 178
185 182

Utiliza la calculadora grdfica para representar estos datos. ;Qué altura cabe
esperar en un hijo cuyo padre mide 182 cm?.

Plantear la resolucion del problema “manualmente” seria inapropiado, tenien-
do en cuenta la escala de los ejes. Por ello, se recomienda usar la calculadora gra-
fica (o una hoja de calculo) para representar la nube de puntos. Una vez obtenida
la grafica, se trataria de buscar el modelo de mejor ajuste, lo que se puede hacer
por medio de un andlisis de regresion.

19
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2.2.6. Algunas dificultades

La tarea del profesorado consistente en disefiar o buscar actividades que enca-
jen en cada una de las “cajas” que llamamos competencias, resulta especialmente
compleja. La razon es que un buen numero de actividades interconectan varias
competencias, de la misma forma que interrelacionan contenidos diferentes (de las
propias matematicas o, a veces, de las matematicas con otras areas). Esto hace que
sea dificil decidir cual es la competencia predominante en la actividad y es fuente
de discusiones.

Por ejemplo, la siguiente tarea es facilmente identificable con la competencia
“comprender patrones, relaciones y funciones”:

(Cudl es el numero de diagonales de un poligono de n lados?

ya que la propia tarea da pistas sobre la estrategia a seguir, consistente en anali-
zar casos particulares y tratar de formular una conjetura a partir del analisis de
dichos casos. En definitiva, lo esencial en la actividad es “buscar un patron”.

Sin embargo, ya no esta claro que la siguiente tarea corresponda a la misma
caja.

A un vendedor de juegos para ordenadores le dan a elegir entre dos modalidades
de contrato:

20
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Modalidad a).- 800 € mensuales, mas 3 €. por cada nueva venta a partir de los
175 juegos vendidos.

Modalidad b).- 800 €. fijos mas 50 €. por cada juego vendido desde el prin-
cipio.
Determina la expresion que da la ganancia mensual en funcion de los juegos

vendidos, segun la modalidad de contrato elegida. Dibuja las grdficas. ;Cudan-
tos juegos debe vender para que le compense uno u otro contrato?

Probablemente porque esta actividad es mas dispersa (se piden varias cosas, y
dificiles) y, ademas, no esta tan direccionada a la busqueda del patron, (aunque,
desde luego, hay que encontrar dos patrones, uno para cada modalidad de con-
trato, y ademas, expresarlos algebraicamente). Pero, aunque los dos patrones-fun-
ciones estén explicitados algebraicamente, no sera hasta la representacion grafica
en unos mismos ¢jes de coordenadas cuando se comprenda la diferente naturaleza
de cada uno. Por lo tanto, lo esencial en esta actividad no es encontrar el patrén,
sino comprender el patrén y utilizar esa comprension para comparar, a través de
las graficas, los modelos que siguen los dos tipos de contratos y después decidir.

Por tanto, ;deberiamos poner esta tarea en la caja “plantear y resolver pro-
blemas” o en la caja “comprender patrones, relaciones y funciones™? Y otra dis-
cusion aparejada es la que tiene lugar sobre la distincion entre patrén, relacidon y
funcion. ;Son la misma idea?

3. SOBRE LA EVALUACION
3.1. Tipos de tareas

Cada una de las competencias enunciadas puede tener diferentes niveles de
profundidad; las tareas propuestas a los estudiantes son de diferentes tipos y
muestran distintos niveles de conocimiento. En el estudio PISA se consideran tres
niveles de complejidad a la hora de considerar los items con los que evaluar las
competencias:

* Primer nivel: reproduccion

Recoge aquellos ejercicios que exigen basicamente la reiteracion de los conoci-
mientos practicados, como son las representaciones de hechos y problemas comu-
nes, recuerdo de objetos y propiedades matematicas familiares, reconocimiento de
equivalencias, utilizacion de procesos rutinarios, aplicacion de algoritmos, manejo
de expresiones con simbolos y férmulas familiares, o la realizacion de operaciones
sencillas.
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* Segundo nivel: conexion

Recoge problemas que no son simplemente rutinarios, pero que estan situados
en contextos familiares o cercanos. Plantean mayores exigencias para su inter-
pretacion y requieren establecer relaciones entre distintas representaciones de una
misma situacién, o bien enlazar diferentes aspectos con el fin de alcanzar una
solucion.

* Tercer nivel: reflexion

Las tareas de este tipo requieren cierta comprension y reflexion por parte del
alumno, creatividad para identificar conceptos o enlazar conocimientos de dis-
tintas procedencias. Requieren competencias mas complejas, implican un mayor
numero de elementos, exigen generalizacion y explicacion o justificacion de los
resultados y toma de decisiones.

Segun esta clasificacion, la evaluacion requiere que se tenga en cuenta los tres
tipos de tareas. Una evaluaciéon que solamente se centre en el nivel de reproduc-
cion seria inservible para analizar el grado de desarrollo de la competencia mate-
matica de los estudiantes. Ademas, en el proceso de evaluacion se deben combinar
diferentes modalidades de actividades: de respuesta abierta o cerrada, de respuesta
breve o compleja, de eleccion simple o multiple, etc. En definitiva, podemos distin-
guir entre ejercicios, problemas e investigaciones.

Un ejercicio es una tarea de tipo rutinario, que para su resolucion no requiere
mas que recordar una técnica sencilla ya practicada con anterioridad.

Un problema requiere establecer conexiones entre conceptos y relaciones, bus-
car técnicas matematicas apropiadas, analizar el proceso de resolucion y validarlo.

Una investigacion es una situacioén abierta en la que, a veces, no esta clara la
pregunta, hay que tomar decisiones sobre el camino a tomar, retomar la tarea y
validarla constantemente.

Las tareas que deben proponerse a los alumnos son de los tres tipos, ya que
es la unica forma de asegurar la posibilidad de que los estudiantes alcancen su
propio nivel de desarrollo de la competencia matematica.

3.2. Actividades del nivel de reproduccion

Las actividades del nivel de reproduccion se limitan a reproducir técnicas o
algoritmos previamente aprendidos. Son tareas que pueden desarrollarse directa-
mente con la calculadora, sin necesidad de hacer conexiones con diferentes partes
de las matematicas, ni reflexionar sobre el proceso de resolucion, estrategias a
utilizar, etc. A continuacion vamos a ver algunos ejemplos para cada bloque de
contenidos:
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e Cantidad

1)

2)

3)

4)

5)

6)
cion:

7)

Efecttia las siguientes operaciones:

Simplifica las siguientes expresiones radicales:

Efecttia la division y simplifica:

Expresa en una tnica fraccion:

(Ecuacion irracional). Utilizando el comando solve, resuelve la ecuacion:

(Ecuacion bicuadrada). Utiliza el comando solve para resolver la ecua-

(Ecuaciones trigonométricas). Resuelve las siguientes ecuaciones trigono-

métricas: a) sin(x) = V2/2; b) tan(x) = 2; c) sin(x) = cos(x). Utiliza para ello el
comando solve. Comprueba qué ocurre si se trabaja en el modo de grados y en el
modo de radianes.

8)

Halla el producto escalar de los vectores: a = (3, 4) y b = (-4, 3). ;Qué

angulo forman?

9)

Encuentra una matriz C que cumpla 2A+3B—C = 0, siendo:

10) Utilizando el método de la matriz inversa, resuelve los siguientes sistemas
de ecuaciones lineales:
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e Incertidumbre

Un estudio de un fabricante de televisores indica que la duracion media de un
televisor es de 10 afnos, con una desviacion tipica de 0,7 afios. Suponiendo que la
duracion media sigue una distribucion normal:

a) Calcula la probabilidad de que un televisor dure mas de 9 afios.

b) Calcula la probabilidad de que dure entre 9 y 11 anos.

3.3. Actividades del nivel de conexion

1) Resuelve aproximadamente la ecuacion: x> + x — 1 = 0 con la aplicacion Re-
solucion numérica, tomando como limites inferior y superior —10 y 10, respecti-
vamente. Comprueba que la solucion es, aproximadamente, 0.75. A continuacién,
toca el boton Editor de graficos, selecciona la expresion x° + x —1 y arrastrala con
el lapiz tactil a la funcion yl. Pulsa en la casilla de seleccion de dicha funcion y
a continuacion toca el boton #7] para representarla graficamente. Si es necesario,
modifica las dimensiones de la ventana de visualizacion, utilizando el mena .
Comprueba en la ventana de graficos 2D que, efectivamente, la grafica corta al eje
de abcisas en x=0,75.
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2) Resuelve el sistema de ecuaciones:

Utiliza para ello el comando solve de la aplicacion Principal. Posteriormente,
comprueba geométricamente el resultado. Para ello, en el editor de graficos [E],
introduce las funciones yl=—x+1, y2=(1/2)x+1, activa sus casillas y represéntalas
graficamente tocando el botéon 7] . Si es necesario modifica las dimensiones de
la ventana grafica. Comprueba graficamente que la solucion es la obtenida con el
comando solve.
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3.4. Actividades del nivel de reflexion

1) (Funciones cuadraticas) Investiga el significado de los parametros a, b y ¢ en
la expresion y=a(x—b)2+c y en la expresion y=ax’+bx+c.

2) (Funciones trigonométricas) Investiga el significado de los parametros a, b,
cydenlaexpresion y = a + b sen (cx +d).
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4. ACTIVIDADES ASOCIADAS A COMPETENCIAS

Mostramos a continuacion algunos ejemplos en los que la calculadora ClassPad
330 permite desarrollar algunas de las competencias propias de las matematicas.

* Pensar y razonar

1) Al trazar las tres medianas de un triangulo, éste queda dividido en 6 trian-
gulos. ;Qué parte del area del triangulo original es el area de cada uno de esos
triangulos?

2) Demuestra que la composicién de dos simetrias de ejes paralelos es una
traslacion e indica sus caracteristicas (direccion, vector de traslacion).

3) Demuestra que la composicion de dos simetrias de ejes secantes es un giro e
indica sus caracteristicas (centro y angulo de giro).
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* Representar

1) Calcula

Utilizando el botén en el teclado [2D] obtenemos:

La representacion grafica en el ment Graficos y Tablas de la funcién:

muestra que hay una discontinuidad para x=8.

2) Estudiar la continuidad (también podriamos decir el limite) de la funcion
en el punto x=0

Para mayor comodidad cambiaremos la unidad de medida de angulos en ra-
dianes, en ¥ | Preferencias / Configuracion / Formato basico / angulo.
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Se observa en una primera aproximacion que la funciéon parece continua en
todos los puntos. Visualizando la tabla de valores con el boton , veremos ver
que en el cero no esta definida.

Estudiemos graficamente el comportamiento de la funciéon en cero utilizando
el Zoom Aumentar varias veces, o cambiando con la opcion Zoom Cuadro.

Viendo las graficas, se puede observar que la funcidon converge a cero, tan-
to por la derecha como por la izquierda, pero no esta definida para ese valor.
Observamos desde la grafica que la funcidn tiene una discontinuidad evitable en
x=0. Podemos confirmar el valor del limite usando el teclado 2D de la aplicacién
Principal.
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* Plantear y resolver problemas

Seguin Arquimedes, el area de un segmento parabolico de base b y altura / es
igual a:

Por ejemplo, para el segmento de la parabola y = —x — x + 6 = (x — 2)-(x+2)
comprendido en el intervalo [—3, 2], se cumple que b=5 y h=6,25. Por tanto, segiin
Arquimedes, su area es:

Utiliza la Classpad para representar graficamente este segmento parabolico y para
comprobar si se cumple la formula de Arquimedes.
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5. CONCLUSIONES

La utilizacién de materiales manipulables y de recursos tecnoldgicos es esencial
para desarrollar la competencia matematica. En particular, las ideas matematicas
requieren de soportes materiales que los estudiantes puedan manipular para ana-
lizar situaciones, formular conjeturas y comprobar propiedades. Es evidente que
la calculadora grafica es uno de dichos soportes.

En las actividades que se han presentado en este articulo se ponen en accion
algunas de las tareas que permiten desarrollar la competencia matematica: mo-
delar, pensar y razonar, representar, argumentar, conectar, comunicar, plantear y
resolver problemas. Todas ellas son tareas que surgen de manera natural, por el
mero hecho de usar la calculadora CAS, y las habilidades que los estudiantes
ponen en juego con ellas no se podrian activar con los métodos clasicos de la-
piz y papel, especialmente por la carga algebraica que contienen los algoritmos
habituales. Con la ClassPad, la visualizacion de los problemas es inmediata, lo
que favorece el tratamiento geométrico, disminuyendo la carga algebraica. Esta
afirmacién no va en detrimento del algebra, mas bien al contrario, estimula y
favorece el aprendizaje del algebra, pero de otra manera, ya que ahora es posible
“ver” el algebra, comprender el significado geométrico de las ecuaciones, ampliar
el banco de datos de imagenes de curvas, funciones y construcciones geométricas.

En definitiva, la ClassPad es una buena herramienta que puede ayudar a estu-
diantes y profesores en el desarrollo de la competencia matematica.
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de algebra alcanzado por los estudiantes con bajo
rendimiento en matematicas
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Lew, Hee-Chan
Universidad Nacional de Educacion de Korea

Resumen: En este articulo se observa el efecto del uso de la calculadora CAS en el
estudio de dlgebra por estudiantes con bajo rendimiento en matemdticas, llamados
aqui alumnos de bajo rendimiento. Los participantes eran 70 estudiantes de décimo
grado con bajo rendimiento de un instituto situado en el darea metropolitana, que
nunca habian usado una calculadora matematica educativa.

Se dividio a los participantes objeto a estudio en dos grupos: un grupo experimental
que contaba con la ayuda de una calculadora CAS para resolver los ejercicios, y un
grupo control que solo contaba con lapiz y papel para la resolucion de los mismos
ejercicios.

Para los dos grupos el contenido de los ejercicios era el mismo, pero la estructura
era distinta.

El contenido consistia en niimeros y operaciones, ecuaciones e inecuaciones y fun-
ciones. Las actividades del grupo control se resolvian solo con el lapiz y papel y
se comparaban las soluciones con las del profesor. El grupo experimental primero
resolvia las actividades usando lapiz y papel y luego de nuevo, usando la calculadora
CAS. Se les dijo que compararan los dos procesos de resolucion de problemas, que
compararan el procedimiento del lapiz y el papel con el de la calculadora CAS. El
grupo experimental mostro aprendizaje metacognitivo usando el método de la calcu-
ladora CAS. Las actividades se llevaron a cabo una vez al dia durante un mes. Los
dos grupos realizaron tests de matemdticas antes y después de las actividades. Las
calificaciones medias del grupo control y del experimental fueron muy distintas. Los
resultados del analisis mostraron que, comparados con los resultados del test previo,
los resultados del grupo experimental mejoraron considerablemente mdas que los del
grupo control.

&psion 76 33



Kim In Kyung y Lew, Hee-Chan

INTRODUCCION

Actualmente, la ensefianza de matematicas esta influenciada por la tecnolo-
gia. La tecnologia mejora la capacidad del alumno para aprender, e influye en el
estudio de las areas consideradas fundamentales en matematicas, es decir, en la
enseflanza y el aprendizaje de las areas que se tratan de forma sistematica. Mu-
chos profesores de matematicas apoyan el uso de la tecnologia en la ensefanza de
matematicas. Algunos creen que la calculadora tiene un efecto mayor que el orde-
nador en la ensenanza de matematicas ([2]) ya que la calculadora es mas portatil
y economica para sus alumnos que el ordenador.

TIMSS (Trenes in Internacional Math. And Science Study), encontré que el
uso de la calculadora se relaciona en todos los paises con la ensenanza de mate-
maticas.

De hecho, ¢l uso de la calculadora ha llegado a ser una herramienta impor-
tante para hacer el test de TIMSS y para el aula ([1]). La calculadora se usa ac-
tualmente en el aprendizaje y la ensefianza de matematicas en muchos paises. El
objetivo del uso de la tecnologia es la mejora del entendimiento conceptual de los
estudiantes a través de la exploracion de otros métodos de resolucién de proble-
mas. Es decir, en lugar de restringir las formas de aprendizaje de los estudiantes, la
tecnologia ofrece una oportunidad exploratoria para los estudiantes ([2]).

Este articulo se centra en los estudiantes de bajo rendimiento que estan cada
vez mas desatendidos en las clases de matematicas. Después de que los estudiantes
de bajo rendimiento recibieran 14 clases de aprendizaje experimental con la calcu-
ladora CAS, se observaron cambios en los logros matematicos. Asi pues, este estu-
dio tiene como objetivo que los estudiantes de bajo rendimiento disfruten en clase
de matematicas, sin dejar de lado los requerimientos curriculares actuales. El uso
de la calculadora CAS en el aprendizaje permite a los alumnos explorar nuevos
métodos de resolucién de problemas, los cuales pueden mejorar la comprensioén
de conceptos. Lo mas importante es que una calculadora CAS puede ayudar a
los estudiantes de bajo rendimiento no solo a hacer calculos, sino a desarrollar el
conocimiento matematico.

En consecuencia, este trabajo ha intentado desarrollar el pensamiento algebrai-
co y el nivel matematico en general de los estudiantes de bajo rendimiento.

METODO

Cada dia los estudiantes participaban en actividades disefiadas para el estudio
de 50 minutos de duracidon desde las 5 pm a las 5:50 pm. Los sujetos eran 70
estudiantes de bajo rendimiento elegidos entre 495 estudiantes de décimo grado
de un instituto del area metropolitana de una ciudad. Nunca habian usado una
calculadora para aprender matematicas.

Los sujetos se dividieron en dos grupos: un grupo experimental que estudio
con ayuda del CAS (Classpad300), y un grupo control que estudio so6lo con la
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ayuda de lapiz y papel. Habia dos profesores por clase para enseflar a los dos
grupos.

Para obtener los datos iniciales, se realizd un test previo en ambos grupos, en
dos aulas al mismo tiempo donde utilizaron exclusivamente lapiz y papel. Tam-
bién se hizo un test posterior con los participantes. El disefio de los dos test tenia
por objetivo comparar la mejora en el rendimiento de matematicas, de esta ma-
nera en ambos test s6lo se permitiod el lapiz y el papel para la resolucion de los
problemas. Los dos tests consistian en 25 problemas de dificultad variada, desde
nivel de octavo (colegio) hasta nivel de décimo grado (instituto). Asimismo, los
contenidos eran numeros y operaciones, ecuaciones ¢ inecuaciones, y funciones de
algebra.

El grupo experimental particip6é en 14 sesiones disefiadas para el estudio; sin
embargo, hubo tres sesiones adicionales: una para el test previo, otra para el test
posterior, y otra clase adicional sobre el uso de la calculadora CAS. Hubo 16
sesiones para el grupo control: 14 fueron idénticas a las del grupo experimental
excepto por la metodologia de la clase, y dos sesiones fueron para los tests previo
y posterior. El grupo experimental primero realizo el test previo y la clase sobre
el uso de la calculadora CAS y después tuvieron las 14 clases usando documentos
desarrollados para la actividad. Después de las clases experimentales, los estu-
diantes realizaron un test posterior. Durante las clases, los profesores explicaron
los contenidos matematicos y los métodos de resolucion posibles con las calcu-
ladoras CAS durante aproximadamente 15 minutos. Los 35 minutos restantes
los estudiantes se concentraron en los ejercicios de la actividad. Los documen-
tos disenados para la actividad hacian participar a los dos grupos en actividades
metacognitivas mientras estudiaban, y los documentos constaban de los mismos
contenidos y problemas.

La unica diferencia era el proceso de resolucidon. Al grupo control se les encar-
g6 resolver los problemas en 25 minutos, a continuacion comparar sus respuestas
con las del profesor y reflexionar sobre las respuestas. Al grupo experimental se
les encargod primero resolver los problemas con lapiz y papel y luego con la calcu-
ladoras CAS. Después tenian que comparar y reflexionar sobre los dos procesos
de resolucion y sobre las soluciones obtenidas. Por ejemplo, para resolver x=2x—4,
los estudiantes no podian simplemente usar el comando solve, sino que tenian
que proceder paso a paso. Ademas, el profesor deliberadamente no les ensefiaba
comandos como solve a los estudiantes. De ahi que los estudiantes tenian que
resolver este tipo de ecuaciones de la manera siguiente usando una calculadora
CAS. Entonces los estudiantes necesitaban comparar y reflexionar sobre sus dos
repuestas y procesos de resolucion.

X = 2x-4
(x = 2x4) - 2x
X =-4
(—x=-4* -1
x=4
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Se recogieron los datos de los documentos de los ejercicios de los estudiantes,
del test previo y del test posterior. Para analizar el rendimiento en matematicas,
especialmente la mejora en algebra, se compararon las notas obtenidas en los test
previo y posterior del grupo experimental y del grupo control y se analizaron los
resultados.

RESULTADOS Y ANALISIS

Los participantes se dividieron originalmente en 32 estudiantes en el grupo
experimental y 35 en el grupo control. Sin embargo s6lo se pudo hacer el analisis
final de 26 estudiantes del grupo experimental y 30 del grupo control. El descenso
en el nimero de estudiantes no estuvo relacionado con la no asistencia a las cla-
ses, sino por no haber realizado el test previo o posterior o alguno de los ejercicios
de la actividad. Los datos de estos estudiantes se excluyeron deliberadamente de
este estudio.

Efecto en el rendimiento matemdtico entre los grupos

Se investigd, por comparacion, los cambios en el rendimiento matematico de
los dos grupos. La nota media en el test previo de los 26 estudiantes en el grupo
experimental fue de 41,94 y la nota media de los 30 estudiantes en el grupo con-
trol fue de 53,46. Las medias sugieren que al principio, los dos grupos se separa-
ron a partes iguales por su rendimiento en matematicas segun los resultados de
dos examenes de mitad de periodo, dos examenes finales y varios tests durante el
curso anterior. Sin embargo, el objetivo principal de este articulo es el rendimiento
en algebra, y los resultados del test previo para el algebra difieren entre los dos
grupos.

GRAFICO 3.1
CAMBIOS EN LAS NOTAS MEDIAS DE MATEMATICAS DEL GRUPO
CONTROL Y EXPERIMENTAL
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Antes de empezar con un mes de clases experimentales usando actividades di-
senadas, la nota media del grupo experimental en el test previo fue de 41.94 y la
nota media del grupo control fue de 53.46. En el test posterior, la nota media del
grupo experimental aumentd en 28.53 es decir, un 68.03%, y la nota media del
grupo control aument6 en 17.83 es decir un 33.35%. Esto implica que el grupo
experimental mejoré mas que el grupo control.

La tabla 3.1 muestra los resultados del test previo y posterior para los dos gru-
pos. Como se menciona anteriormente, los dos grupos mejoraron como muestran
las notas medias y modificaron sus desviaciones standard.

TABLA 3.1
RESULTADOS DE LOS TESTS PREVIO Y POSTERIOR
Pretest Posttest

Group Participants Standard Standar
Mean Deviation Mean Deviation

Experiment 26 41.9423 22.11566 70.4654 13.70133
Control 30 53.4633 25.12392 71.2933 22.10264
Total 56 48.1143 24.26426 70.9089 18.52271

Para determinar estadisticamente cualquier diferencia significativa entre los
dos grupos en el rendimiento matematico, se realizd6 un analisis de covarianza
(ANCOVA) tomando el rendimiento matematico del test previo como la covaria-
ble y el rendimiento matematico del test posterior como la variable dependiente.

TABLA 3.2
RESULTADOS DEL ANCOVA
Variation Sum of Squares Degree of Freedom Mean Square
Covariate (pretest) 12373.956 1 12373.956 101.106*
Group 20139.845 2 10069.922 82.280*
Error 6486.481 53 122.386
*:p <.001

En la tabla 3.2, se ve que estadisticamente hay diferencias significativas en los
resultados de acuerdo al analisis ANCOVA cuando se usa el rendimiento matema-
tico del test previo como covariable y el rendimiento matematico del test posterior
como la variable dependiente (F=82.280, p<.001). De ahi que el grupo experimen-
tal que uso las calculadoras CAS parece haber mejorado mas que el grupo control
en el rendimiento matematico global.
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GRAFICO 3.2
EFECTO EN EL RENDIMIENTO MATEMATICO EN CADA GRUPO

GRAFICO 3.3
EFECTO EN EL RENDIMIENTO MATEMATICO ENTRE LOS GRUPOS
DE ESTUDIANTES DEL EXPERIMENTO

Los graficos 3.2 y 3.3 muestran los resultados en el rendimiento matematico
del grupo experimental en el test previo y posterior. El test previo se us6 para
separar los 26 estudiantes del grupo experimental en dos grupos (grupo inferior:
13 estudiantes; y grupo superior: 13 estudiantes). El grafico 3.2 compara los re-
sultados del test previo y posterior de los 13 estudiantes del grupo inferior, y el
grafico 3.3 compara los resultados del test previo y posterior de los 13 estudiantes
del grupo superior. En el grafico 3.2, los 13 estudiantes mejoraron como minimo
18 puntos respecto al test previo, y la mejora mas impresionante fue de 58.7. En el
grafico 3.3 casi todos los estudiantes mejoraron entre 1.6 y 36.4 puntos. Un estu-
diante descendio de un 92.7 en el test previo a un 90.3 en el test posterior. De ahi
que, generalmente, los estudiantes de un nivel inicial mas bajo mejoraron signifi-
cativamente mas que los estudiantes de nivel inicial més alto (ver Tabla 3.3). Atn
mas, la diferencia entre el grupo superior y el inferior en el grupo experimental
disminuyo de 37.1 puntos en el test previo a 20.1 puntos en el posterior.
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TABLA 3.3
EFECTO EN EL RENDIMIENTO MATEMATICO DE LOS DOS GRUPOS
DEL GRUPO EXPERIMENTAL

Mean of Pretest Mean of Posttest increased scores

Bottom Group 23.4 60.4 37
(13 students)
Top Group (13 students) 60.5 80.5 20

Efecto en el rendimiento matemadtico entre los estudiantes del grupo control

GRAFICO 3.4
RENDIMIENTO MATEMATICO DE LOS 15 ESTUDIANTES DEL GRUPO
INFERIOR DE CONTROL (PREDETERMINADOS POR EL TEST PREVIO)

GRAFICO 3.5
RENDIMIENTO MATEMATICO DE LOS 15 ESTUDIANTES DEL GRUPO
SUPERIOR DE CONTROL (PREDETERMINADOS POR EL TEST PREVIO)




Kim In Kyung y Lew, Hee-Chan

Los graficos 3.4 y 3.5 muestran los resultados del grupo control en el test
previo y posterior. El test previo se us6 para separar a los 30 estudiantes del gru-
po control en dos grupos (grupo inferior: 15 estudiantes, y grupo superior: 15
estudiantes). El grafico 3.4, muestra que todos los estudiantes del grupo inferior
mejoraron. El incremento de las notas vario entre 4.8 y 46.8 puntos. El grafico 3.5
muestra que los estudiantes del grupo superior mejoraron sus notas de test entre
0.7 y 26.1 desde el test previo al posterior. S6lo uno de los estudiantes disminuyo
desde un 64.1 en el test previo a un 52.8 en el posterior. En consecuencia, de for-
ma similar a los resultados del grupo experimental, los estudiantes del grupo infe-
rior mostraron una mayor mejora en el test posterior que el grupo de estudiantes
del grupo superior (ver Tabla 3.4). Mas atn, la diferencia entre el grupo superior
y el inferior del grupo control disminuyo de 42.2 puntos en el test previo a 29.2
puntos en el test posterior.

TABLA 3.4
EFECTO EN EL RENDIMIENTO MATEMATICO DE LOS DOS GRUPOS
DEL GRUPO CONTROL

Mean of Pretest Mean of Posttest Increased scores

Bottom Group 324 56.7 24.4
(15 students)
Top Group (15 studens) 74.6 85.9 11.3

Efecto en el rendimiento matemadtico de los estudiantes del grupo experimental
y del grupo control

En las secciones 1 y 2, los resultados experimentales muestran que la nota
media del test posterior del grupo inferior del grupo experimental es significativa-
mente similar a la nota media del test previo del grupo superior del grupo experi-
mental. Sin embargo, la nota media del test posterior del grupo inferior del grupo
control no alcanza la nota media del test previo del grupo superior del grupo
control. La investigacién de los grupos inferiores de los grupos experimental y de
control en las graficas 3.2 y 3.4 dio como resultado que la nota del test posterior
del grupo inferior del grupo experimental mejoraron entre 40 y 70 puntos entre
todos los estudiantes, una media de 50 puntos. Ademas la nota del test posterior
del grupo inferior del grupo control mejor6 entre 10 y 80 puntos, asi que no pa-
rece haber diferencia. También la nota media del test posterior del grupo inferior
del grupo experimental (60.4 puntos) fue mayor que la nota del test posterior del
grupo inferior del grupo control (56.7 puntos).

La investigacion de los grupos superiores de los grupos experimental y de con-
trol en los graficos 3.3 y 3.5 encontrd que las notas del test posterior del grupo
superior del grupo experimental mejoraron de 68.8 a 90.3 puntos entre todos los
estudiantes. De forma similar, las notas del test posterior del grupo superior del
grupo control mejoraron de 70 a 80 puntos, excepto por un estudiante que dismi-
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nuy6 en su nota. La mejora entre los grupos inferiores de los dos grupos prin-
cipales fue de entre 37 y 24.4 puntos. El grupo inferior del grupo control fue 9
puntos superior al grupo inferior del grupo experimental en el test previo, pero el
grupo inferior del grupo experimental fue 3.7 puntos superior que el grupo infe-
rior del grupo control en el test posterior. Mas aun, la nota del test posterior (60.4
puntos) del grupo inferior del grupo experimental era mayor que la nota del test
posterior (56.7 puntos) del grupo inferior del grupo control. El grupo superior
del grupo control fue 14.1 puntos mayor que el grupo superior del grupo experi-
mental en el test previo, pero el grupo superior del grupo control fue 5.4 puntos
superior que el grupo superior del grupo experimental del test posterior.

4. CONCLUSION

Como resultado del estudio se encontré que los estudiantes del grupo experi-
mental lograron resultados estadisticamente superiores que los del grupo control.
Esto es, los estudiantes con bajo rendimiento matematico tuvieron una influencia
positiva en el aprendizaje al usar una calculadora CAS en vez de solo lapiz y
papel. En consecuencia,pensamos que si los estudiantes de rendimiento normal
usaran la calculadora CAS, mostrarian una mejora en el aprendizaje respecto al
uso exclusivo de lapiz y papel.
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A tu ritmo: “Verify”, una herramienta TIC para
seguir haciendo matematicas de forma autonoma y
fomentar la investigacion matematica

Abel J. Martin Alvarez
IES Peérez de Ayala, Oviedo
Marta Martin Sierra
Facultad de Matematicas, Universidad de Oviedo

Resumen: Las TIC, en cualesquiera de las formas que pueden presentarse, son una
poderosa herramienta para el aprendizaje autonomo del alumnado y, entre otras mu-
chas cosas, puede ayudar a respetar los diferentes ritmos individuales. La novedosa
aplicacion Verify que mostramos, sirve como refuerzo para comprobar si las mani-
pulaciones numéricas o alfabéticas que estamos haciendo son correctas, sin darnos,
en ningun momento, la solucion. Es un tutor que nos guia en actividades de simpli-
ficacion ylo desarrollo de expresiones, comprobando que la nueva que se ha introdu-
cido es equivalente a la original. Si lo es, conseguird una respuesta placentera, pero
Si no es asi, necesitard corregirse el error antes de continuar, incitando a pensar y
razonar sobre la negativa de la solucion expuesta. Como muestra, presentamos una
coleccion de actividades que sirvan como referencia y nos den ideas para que sea el
propio profesorado quien lo utilice y diseiie sus propias actividades en el aula, sin
olvidarnos, como podremos apreciar, que es un importante elemento de investigacion
matematica.

Palabras Clave: Verify, matematicas, TIC, aprendizaje, calculadora, classpad.

Niveles: Desde Primaria hasta Universidad, dependiendo de la actividad propuesta.

INTRODUCCION

Los que llevamos muchos afios preocupados por la didactica y
la pedagogia, intentando llegar al alumnado, motivarlo, que pien-
se en todo momento, estamos de enhorabuena.

CASIO, con su calculadora de algebra simbélica ClassPad, ha
afiadido una prestacion de la que pueden disfrutar todos aquellos
que tiene actualizada su maquina a partir del sistema operativo
OS v. 2.0. Con el icono f(x)= se introduce una aplicacién deno-
minada “Verificaciéon” (Verify) que multiplica las posibilidades
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educativas de la maquina, quedando cada vez mas relegada la idea ancestral que
la mayoria tienen del concepto de calculadora.

Se puede acceder a la verificacion dentro de la aplicacion Principal o la apli-
cacion eActivity. En la aplicacion Principal, puede almacenar las sesiones de ve-
rificacion en la memoria ClassPad, y volver a abrir la sesién para un uso futuro.
Las sesiones de verificacion también pueden almacenarse dentro de una eActivity
(actividad electronica) que pondremos a disposicion de la comunidad educativa.

INICIANDO LA VERIFICACION. FUNCIONAMIENTO.
NOCIONES BASICAS
Para iniciar la verificacion se utiliza el procedimiento siguiente en ClassPad:

A) Desde el menu Principal, accedemos al ment desplegable en el que vemos el
botdén de flecha hacia abajo de la barra de herramientas de la figura 2.

FIGURAS 1,2 Y 3
VENTANAS POSIBLES DE LA APLICACION “VERIFY” DESDE “PRINCIPAL”

B) Desde el ment eActivity, también accedemos al menu desplegable, como
antes, para poder dejar preparada una posterior actividad electrénica.
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FIGURAS 4,5Y 6
VENTANAS POSIBLES DE LA APLICACION “VERIFY” DESDE “eACTIVITY”

Los ejemplos iniciales que presentaremos a continuacion permiten adquirir los
conocimientos basicos necesarios para usar Verify. Nosotros nos decantamos por
trabajar disefando una actividad electronica (eActivity), que permite muchas mas
posibilidades didacticas para compartir experiencias, pero los pasos serian idénti-
cos a los que se hiciesen desde Principal, en el ment inicial.

En la verificacion, se puede presionar EXE o tocar con el lapiz tactil para
mover el cursor entre las lineas. Aparecera un mensaje que nos hara saber si el
resultado es o no valido.

FIGURAS 7Y 8
MENSAJES INDICATIVOS DE “OPERACION VALIDA” O
DE “OPERACION NO VALIDA”

ACTIVIDADES INICIALES PROPUESTAS
Ensefianza primaria. Actividad tipo I
Con la posibilidad de trabajar con actividades electronicas podemos presentar

ejercicios secuenciados y pensados para afrontar, de forma constructiva y medi-
tada, ejercicios gradualmente mas complejos que nos permitiran ir avanzando en
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el tema. Podriamos empezar con una bateria de sencillos ejercicios, desde Prima-
ria, de sumas de numeros naturales para fomentar el calculo y la agilidad mental
(Figura 9), arrastrando el enunciado sobre el rectangulo inferior (figura 10) con
el ratén o lapiz de contacto. Por ejemplo, empezaremos este articulo con el que
aparece con el nombre de Act. 6. Después colocaremos la propuesta de resulta-
do (figura 11) para saber si es equivalente o no. Como vemos, si proponemos 15
como resultado nos da el mensaje de jERROR! por lo que deberemos ir hacia
atras presionando Acep. ¢ intentaremos corregirlo.

FIGURAS 9,10 Y 11
OPERACIONES PARA DESARROLLAR LA AGILIDAD MENTAL

FIGURAS 12,13 Y 14
SUBIENDO EL GRADO DE DIFICULTAD
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Cuando escribamos de resultado 16 ya aparecera una cara con una sonrisa que
sefiala el éxito de la respuesta. También podemos ver en las figuras 13 y 14 cdmo
la dificultad va aumentando. Algunas veces nuestras respuestas seran acertadas y
otras con errores que habra que autocorregir.

ENSENANZA PRIMARIA. ACTIVIDAD TIPO II

En muchos curriculos de centros de Educacion Primaria no se encuentra el
conocimiento, reconocimiento y manejo de las operaciones con nimeros enteros
negativos. Desde aqui queremos lanzar una llamada de atencion a esta cuestion
pues, a estas edades, el alumnado esta perfectamente capacitado y preparado para
comprender, entender y operar con este tipo de nimeros, tan utilizados en la vida
cotidiana (temperaturas, ascensores, fechas historicas, deudas, etc.).

Veamos alguna actividad para fomentar el calculo mental, con sumas y restas
de numeros enteros. Podremos seguir diversas estrategias de calculo: directamente,
calculado el resultado mentalmente o con pasos intermedios, agrupando por un
lado los positivos y por otro lado los negativos, determinando posteriormente el
resultado final (Figura 17), recalcando el concepto de numero natural y numero
entero.

FIGURAS 15,16 Y 17
AGRUPANDO LOS POSITIVOS Y NEGATIVOS

ENSENANZA PRIMARIA. ACTIVIDAD TIPO III

Los mismos argumentos que hemos esgrimido en el anterior apartado son va-
lidos para propugnar la ensefianza de este tipo de ejercicios en los tltimos cursos
de Educacion Primaria.
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En la practica, para realizar este tipo de ejercicios, se suelen utilizar dos
métodos:

a) Realizar primero cada uno de los paréntesis y luego hacer las operaciones
resultantes (figura 19).

b) Eliminar primero los paréntesis, manteniendo los ntimeros del interior con
el signo que corresponda, segiin las normas convencionales y realizar las
operaciones resultantes.

La maquina nos ird sefialando, paso a paso, si lo que estamos haciendo es co-
rrecto o incorrecto. En el momento que se incurra en algin error nos detendremos
para reflexionar sobre el mismo. Cada alumno realiza los ejercicios a su ritmo.

Veamos a continuacion un ejercicio propuesto, con cada uno de sus pasos,
segun los dos métodos sefialados:

FIGURAS 18,19 Y 20
CON PARENTESIS. DOS METODOS

Llegado este punto no podemos dejar de sefialar el excelente trabajo de Anto-
nio Ramoén Martin Adrian, Tony para los amigos, y el grupo de profesores que
siguen las estrategias metodologicas para la ensefianza de los algoritmos tradicio-
nales del C. P. de Aguamansa (Tenerife) con métodos alternativos, basados en el
calculo mental. Presentamos como muestra una de sus actividades, pero le vamos
a afiadir la utilizacion de esta excelente herramienta del Verify. Sirva como peque-
fio homenaje.
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ENSENANZA PRIMARIA. ACTIVIDAD TIPO IV

En un aula de 3° de Educacion Primaria, se afronta el concepto de division
y se realiza de diversas formas por descomposicion, mentalmente. A partir de
una situacion planteada previamente, se realiza la multiplicacion descomponiendo
mentalmente los nimeros en las cifras que los constituyen, teniendo en cuenta el
valor que tienen atendiendo a su posicion.

FIGURAS 21 Y 22
DIVISION POR DESCOMPOSICION

ENSENANZA PRIMARIA Y SECUNDARIA. ACTIVIDAD TIPO V

Resuelve el siguiente ejercicio, paso a paso:

2 1 2
o

3 6 9

Como se puede apreciar, iniciamos esta actividad con un sencillo ejercicio, de
dificultad minima, para dar ideas a la hora de utilizar esta aplicacion. Recuerda
que, sobre el menu de aplicaciones, tocamos eActivity para prepararla, escribimos
el enunciado (tocando Keyboard), y utilizamos la pestafia 2D. A continuacion pre-
sionamos el desplegable de flecha hacia abajo de la barra de herramientas y sobre
la paleta de iconos que aparece, tocando , hacemos un Drag and Drop, arras-
tramos la expresion al lugar reservado a la introduccion de la primera ecuacion,
y soltamos, presionando de nuevo Keyboard para poder escribir comodamente en
2D.
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FIGURAS 23,24 Y 25
EXPLICACION DE LA INTRODUCCION DE DATOS

Realizamos mentalmente el mcm y procedemos a efectuar las operaciones y
propuesta de resolucion (Figura 26). Al presionar EXE o Ejec. verificara si la
igualdad o igualdades introducidas son correctas y equivalentes (Figura 27).

FIGURAS 26 Y 27

- Ha habido un error! la expresion NO ES EQUIVALENTE, pero no nos
dice cual es la solucion, ni donde esta el desliz, se limita a ser un maestro correc-
tor neutral donde los auténticos protagonistas de la actividad seremos nosotros,
alumnado y profesorado, por lo que revisaremos el ejercicio. Presionamos Acep.
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para cerrar el dialogo de error que aparece, lo buscamos y tratamos de subsanarlo
a través de la reflexion (Figura 28). jClaro! en el primer numero del numerador ha
habido una confusion aritmética (no es 6 sino 12). Lo corregimos y presionamos
de nuevo EXE (Figura 29). Seguimos efectuando todas las operaciones, paso a
paso, y la calculadora ira comprobando si estan correctas o existen fallos (Figura
30) en la ejecucion.

FIGURAS 28,29 Y 30

ENSENANZA PRIMARIA Y SECUNDARIA. ACTIVIDAD TIPO VI

Resuelve el siguiente ejercicio, paso a paso:

4 2 1 1

5°5 2 3

Procedemos de la forma anteriormente explicada, haciendo un Drag and Dop
al lugar de la primera ecuacion y empezamos a operar, observando que aparece en
pantalla sintaxis invalida (Figura 32), asi que habra que pensar. Todo parece co-
rrecto pero el aviso de que lo que invalida la expresion es la SINTAXIS nos hace
sospechar que es posible que los dos puntos (:) no los reconozca como divisién,
sino como un signo ortografico, por lo que lo cambiamos por (/) y comprobamos,
presionando EXE de nuevo:
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FIGURAS 31,32 Y 33

Si seguimos realizando las operaciones obtendremos facilmente la solucion
final. Esto nos ensefla que una de las cosas mas importantes es conocer nuestra
maquina, su sintaxis, su lenguaje, sus particularidades... No podemos dejarnos
llevar al pie de la letra por lo que hacemos con lapiz y papel pues, aunque este
tipo de calculadoras incorpora un lenguaje natural, en muchas ocasiones las cosas
no son lo que parecen y asi poder practicar autdbnomamente las operaciones con
fracciones. Al aumentar el grado de dificultad de las actividades, es el momento
de comentar las diferentes formas de trabajar y presentar el éxito en la verificacion
de ClassPad.

Como se puede apreciar, la aplicacion tiene varias formas de trabajar y
presentarse:

FIGURA 34, 35 Y 36

Figura 34: Amplia el campo de trabajo a los nimeros complejos y nos presenta
el acierto con una mano que tiene el pulgar hacia arriba y fiasco con el pulgar
hacia abajo.

Figura 35: Restringe el campo de trabajo a los niimeros Reales y nos presenta el
acierto con una cara sonriente y el fracaso con una cara de tristeza.

Figura 36: Ahora ya sélo trabajamos con los nimeros Reales positivos.
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Veamos a continuacion diversos ejemplos, entre los muchos que seguramen-
te encontraremos, para utilizar esta aplicacion de tanto interés didactico para el
aprendizaje independiente del alumnado.

ENSENANZA PRIMARIA Y SECUNDARIA. ACTIVIDAD TIPO VII

Es importante fomentar las actividades de factorizacion, realizadas mental-
mente, con potencias de 10 (Figura 37) y trabajar el habito de ver los numeros
como producto de otros (Figuras 38 y 39). Con practica, en muy poco tiempo, se
consigue una destreza muy interesante de cara a la aplicacion de estas técnicas.

FIGURAS 37,38 Y 39
FACTORIZACION DE NUMEROS NATURALES REALIZADAS MENTALMENTE

ENSENANZA SECUNDARIA. ACTIVIDAD TIPO VIII
a) Resuelve la siguiente ecuacion, paso a paso.
SX+3-2x=6x-4-2

Una vez alcanzados los minimos conocimientos en la resolucion de ecuaciones,
la dificultad estriba en operar correctamente. Una vez tengamos por un lado la
suma total de las x y por otro lado la de los nimeros, es sélo cuestion de inter-
pretacion.

Como Verify no tiene la posibilidad de resolver ecuaciones, pensamos una es-
trategia en la que la aplicacién pueda sernos util para resolver la parte menos
creativa y mas farragosa, paso a paso. Bajo la premisa no muy matematica de
que lo que esta sumando pasa restando y viceversa, es muy sencillo y procedemos
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a colocarlo todo en el primer miembro, a la manera de una ecuacion igualada a
cero:

S5x+3-2x=6x-4-2
5x+3-2x-6x+4+2=0

FIGURAS 40, 41 Y 42

Al final obtenemos — 3x + 9. Si volvemos a la situacion inicial, resolvemos
facilmente la ecuacion:

-3%x+9=0—--3x=-9—-3x=9—=x=3
NOTA: Es muy interesante observar el detalle de que al trabajar con una ex-
presion polinémica, nos devuelve ERROR al dividir todo por 3 (figura 42) ya
que...

—-3x+9=-x+3

Si queremos comprobar si verdaderamente la solucion obtenida es x = 3
bastara con utilizar la opcion solve dentro de la aplicacion.
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FIGURAS 43,44 Y 45

b) Resuelve la siguiente ecuacion, paso a paso...
2x-30=x+1+x-3
Seguiremos el procedimiento anterior y que puedes visualizar directamente en

las siguientes pantallas para, de esta forma, no hacer excesivamente extensas las
explicaciones, con la comprobacion (figura 48) incluida.

FIGURAS 46, 47 Y 48
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¢) Resuelve la siguiente ecuacion, paso a paso...
-2+ 2x+3x-5=3x-7-2x + 4

Seguiremos el procedimiento anterior y que puedes visualizar directamente en
las siguientes pantallas, con la comprobacion (figura 51) incluida.

FIGURAS 49, 50 Y 51

d) Resuelve la siguiente ecuacion, paso a paso...

Tx-D+2x-1)-3x-1D-x=-5x-1)-1

En este caso, ¢l nivel de dificultad, dependiendo del nivel curricular, es ma-
yor, con paréntesis, signos, etc. También seguiremos el procedimiento anterior y
que puedes visualizar directamente en las siguientes pantallas, pasando cada SU-
MANDO al primer miembro, con la comprobacién (figura 52) incluida.

Para verlo mejor, ya que excede la pantalla, trabajaremos con la pantalla del
emulador, que puede llegar a ocupar toda la pantalla del ordenador.
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FIGURA 52

ENSENANZA SECUNDARIA. ACTIVIDAD TIPO IX

Uno de los temas importantes en el desarrollo del aprendizaje de las matema-
ticas en los alumnos de secundaria, y que mas quebraderos de cabeza ocasionan
tanto en el alumnado como en el profesorado, utilizado en numerosas unidades
didacticas, es la FACTORIZACION de polinomios o de expresiones algebraicas.

No suelen ser interiorizados por los alumnos de manera sencilla y, muchas
veces, se lanzan a su resolucion sin un razonamiento ni analisis previo.

Es por ello que creemos que se hacia necesario crear un método de resolucion,
que no tiene por qué considerarse rigido, que permita seguir una estrategia ade-
cuada de resolucion, economizando tiempo y sobre todo, buscando que, siguiendo
unas pautas minimas, podamos empezar con problemas muy sencillos, para, sin
darnos cuenta, llegar a resolver aquellos que al principio parecian inimaginables,
permitiéndonos manejar expresiones algebraicas con la mayor soltura posible. El
comando Verify es una aplicacién muy interesante para el entrenamiento y la ad-
quisicion de estas destrezas en los casos de factorizacion directa, sin la utilizacion
de algoritmos, pudiendo hacerse “a tu propio ritmo”. A continuaciéon presenta-
mos unas actividades a través de la visualizacion directa de las propias pantallas:

a) Sacar factor comun (figuras 53 a 56)
b) Trinomio cuadrado perfecto (figuras 57 y 58)
¢) Diferencia de cuadrados (figura 59)

d) Doble descomposicion (figuras 60 a 62)

57



Abel Martin y Marta Martin Sierra

FIGURA 53 Y 54

(;Donde puede estar el error? jLa maquina es muy quisquillosa! j Piensa un poco!

Son cuestiones interesantes a nivel didactico. Muchas veces estamos acostum-
brados, en un alarde de pensamiento lateral, a interpretar cosas se dan por obvias
pero que no lo son En este caso, aunque en la escritura natural habitual con lapiz
y papel, cuando vemos 3xy interpretamos que se trata del producto de esos 3 ele-
mentos, la ClassPad lo ve como el triple pero de una nueva variable denominada
Xy que no se trata del producto x-y. Pongamos el producto a ver qué pasa.

FIGURA 55 Y 56

Factorizar, directa y mentalmente, una expresion que pueda responder a las
siguientes formas:
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(a+ by =a’>+b>+2ab
(a—Db)>=a’+ b>-2ab

sin utilizar la formula para la resolucion de ecuaciones de segundo grado ni Ruffi-
ni, resulta enriquecedor ¢ interesante de cara a adquirir soltura y rapidez a la hora
de reconocer un posible trinomio cuadrado perfecto. Veamos algunas actividades
que forman parte de un protocolo con abundantes ejercicios que tienen por obje-
tivo consolidad estos mecanismos.

FIGURAS 57,58 Y 59

FIGURAS 60, 61 Y 62
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FIGURAS 63, 64 Y 65
MAS EJERCICIOS DE FACTORIZACION

Como estamos comprobando, son numerosos los contenidos que podemos
consolidar mediante la introduccion del Verify como procedimiento alternativo y
de gran aceptacion por parte del alumnado en el aula. A continuacion presenta-
mos otros contenidos que puedan servir para dar ideas al profesorado.

ENSENANZA SECUNDARIA. ACTIVIDADES TIPO X
Podiamos haber elegido una actividad mas sencilla, pero proponemos esta para

observar como se presenta en pantalla este tipo de castillos de fracciones.

FIGURAS 66, 67 Y 68
FRACCIONES ALGEBRAICAS

60



A tu ritmo: “Verify”, una herramienta TIC para seguir haciendo matemdticas...

ENSENANZA SECUNDARIA. ACTIVIDADES TIPO XI

El tema de los radicales da mucho juego para la practica, la reflexién y la
discusion, aglutinando gran cantidad de técnicas y conceptos aprendidos hasta el
momento.

FIGURAS 69,70 Y 71
EJERCICIOS DE OPERACIONES CON RADICALES

ENSENANZA SECUNDARIA. ACTIVIDADES TIPO XII

(Qué crees que obtendremos al realizar +x? ?

Formula tu hipétesis y da un resultado. Podras comprobar qué ocurre cuando
la introducimos en Verify.

La calculadora te permitira contrastar conjeturas, verificar hipotesis...

La tarea consistira en conseguir que el Verify acepte las igualdades por lo que
iniciaremos una labor de investigacidén matematica que nos permitira conjeturar,
pensar, analizar... Al final haremos una propuesta en las figuras 73 y 74 que deja
al alumnado consciente del rigor de la maquina ante las matematicas.
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FIGURAS 72,73 Y 74
INVESTIGACIONES CON RADICALES

BACHILLERATO. ACTIVIDADES TIPO XIII

FIGURAS 75,76 Y 77
EJERCICIOS DE INICIACION CON NUMEROS COMPLEJOS
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FIGURAS 78,79 Y 80
MAS EJERCICIOS CON NUMEROS COMPLEJOS

(Donde puede estar el error? jCudantos conceptos que aplicamos habitualmente no
son correctos! Iniciamos una nueva investigacion.

FIGURAS 81 Y 82
INVESTIGANDO EL ERROR DETECTADO ANTERIORMENTE
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BACHILLERATO. ACTIVIDADES TIPO XIV

FIGURAS 83,84 Y 85
SIMPLIFICACIONES TRIGONOMETRICAS

(Por qué nos sale que no es equivalente en la Figura 84? ;Doénde esta el error?

FIGURAS 86, 87 Y 88
SIMPLIFICACIONES TRIGONOMETRICAS
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FIGURAS 89, 90 Y 91
RELACIONES TRIGONOMETRICAS EN LOS DIFERENTES CUADRANTES

FIGURAS 92,93 Y 94
DEMOSTRACIONES TRIGONOMETRICAS
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BACHILLERATO. ACTIVIDADES TIPO XV

FIGURAS 95, 96 Y 97
APLICACION DE PROPIEDADES DE LOGARITMOS

JPor qué sale que no es equivalente en la Figura 962 ;Donde estd el error?

Tenemos que estar continuamente tomando decisiones. La maquina, al estar
mostrandonos como NO EQUIVALENTES expresiones que en la libreta, con
lapiz y papel, si damos por validas, nos hace estar replanteandonos conceptos
matematicos y estudiando el porqué de las cosas.

En este caso, son pocos los que dan con la respuesta y, sin embargo, es algo
basico en los logaritmos. La inexistencia de logaritmos negativos hace que ten-
gamos que trabajar en el campo de los Reales positivos, por lo que habra que
colocar la maquina con la opcion R>0 que aparece el la barra de herramientas
situada en la parte superior.
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BACHILLERATO. ACTIVIDADES TIPO XVI

FIGURAS 98, 99 Y 100
APLICACION A LAS DERIVADAS Y VISUALIZACION DE LA REGLA
DE LA CADENA

FIGURAS 101, 102 Y 103
APLICACION A LAS DERIVADAS DE LA REGLA DE LA CADENA

Y asi podriamos seguir proponiendo actividades, tantas como se nos puedan
ir ocurriendo segiin vayamos desarrollando los distintos temas. Esto no es mas
que un inicio para dar que pensar, favoreciendo el desarrollo de estrategias alter-
nativas, nuevos enfoques de resolucion de problemas, de forma mas agil, pudiendo
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visualizar si las soluciones aportadas son viables, coexistiendo en todo momento
los modelos de ensefanza — aprendizaje ¢ incluso reforzando los métodos tradi-
cionales, que pueden resultar incluso mas sencillos, donde todos somos los prota-
gonistas de las proximas propuestas: Es vuestro turno. Sin embargo no queremos
finalizar sin hacerle un guifio a algunas cuestiones mas ludicas, donde Verify tam-
bién tiene su momento.

SECUNDARIA Y BACHILLERATO. ACTIVIDAD FINAL

Entremos en el mundo de los Simpson, y mas concretamente, a analizar una
parte del capitulo 6 de la temporada 7, emitido en 1995, muy interesante desde el
punto de vista matematico y que lleva por titulo Homer.

(Conoces el teorema de Fermat?

Si n es un nimero entero mayor que 2 (n > 2), entonces
no existen nimeros enteros x, ), z (excepto las triviales x = 0,
y = 0, z = 0) tales que cumplan la igualdad:

Xn+yn=zn

Argumento. En su intento por evitar a Patty
y Selma, Homer Simpson encuentra un nuevo
mundo en tres dimensiones detras de un armario
y pasa de su mundo habitual, en el plano, a una
espectacular tercera dimension e incluso al mundo
humano. Ha pasado del folio al espacio.

En un momento determinado, aparecen unos
fotogramas con una expresion que se observa de-
tras de Homer, en el fondo y que no ha pasado desapercibida para muchos, rela-
cionada con lo que conocemos con el nombre de teorema de Fermat:

1782 + 184112 = 1922"

(Como puede ser? ;Sabes lo que es un contraejemplo?

iIncreible! Y ademas se proponen 3 niimeros que Si verifican la igualdad for-
mulada como imposible por Fermat, colocando un contraejemplo...

Un contraejemplo es una excepcion a una regla general propuesta, es decir, un
caso especifico de la falsedad de una cuantificacion universal (un “para todo™).

Hagamos la comprobacion con la calculadora:
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a) Efectta con la calculadora 17822 + 1841'? y anota el resultado.

b) Ahora realiza 19222 y anota el resultado.

Como podemos comprobar, aparentemente sale lo mismo.
Ya has visto el ano del estreno del capitulo. Hagamos un poco de historia.

En 1993, en una serie de conferencias
en el Instituto Isaac Newton, Andrew Wi-
les demuestra el teorema de Fermat, mas
de 100 folios de intensas matematicas, aun-
que mas tarde pudo comprobar que habia
un error que no consiguié resolver de in-
mediato.

En 1995 (afio de estreno del epidodio),
con la colaboracion de Richard Taylor, lo-
gran demostrarlo con el desarrollo de la “teoria de funciones elipticas”.

El Clay Institute, después de casi 5 afnos de estudio del teorema, procedio a
entregarle el premio de 1 millon de dodlares con el que estaba dotada la demos-
tracion.

Volvamos al contracjemplo y vamos a utilizar una herramienta mas potente
para ver los resultados de las operaciones.

(Es posible que Homer, es decir los guionistas, hayan encontrado un contrae-
jemplo que contradiga este famoso teorema que ha traido de cabeza mas de 300
anos a los mas famosos matematicos?
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jIncreible! Homer entra en un mundo en el que el teorema de Fermat se
tambalea alla por ese afio 1995.

Pero no nos fiamos; asi que vamos a comprobarlo con la aplicacion del Verify,
que permite la verificacion de igualdades:

Asi que empezamos a sospechar que algun duendecillo ha influido en estos
resultados; acudiremos a la version 3.0 de ClassPad, capaz de realizar calculos
dando resultados con mas cifras:
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Como podemos observar, este duendecillo al que aludiamos se llama redondeo.
La calculadora, cuando nos da el resultado aproximado, en la décima cifra (sena-
lada por las flechas) se produce en el primer caso por exceso y en el segundo por
defecto, produciendo una enganosa apariencia de igualdad.

Realmente David X. Cohen, uno de los guionistas y productores de “los Simp-
son” vuelve a mostrarnos su formacion matematica, no en vano se habia pasado
muchas horas trabajando en un programa, con su ordenador, que buscaba combi-
naciones de x, y, z y n que parecian cumplir el ultimo teorema de Fermat:

El resultado salta a la vista.

Buscaba que verificasen la igualdad antes mencionada con un error tan peque-
fio como se quisiera.

A MODO DE RESUMEN Y CONCLUSION

Como ya hemos ido comentando a lo largo del tema, el objetivo que queremos
transmitir a través de este articulo, es potenciar y dar a conocer esta aplicacion, el
Verify, casi desconocida y tan interesante a nivel didactico, no solo para el apren-
dizaje autonomo del alumnado, que respeta los ritmos individuales, proponiendo
posibles actividades para llevar al aula, buscando siempre la reflexion, las bases
del lenguaje matematico y algebraico, analizando los gazapos habituales que co-
metemos, de una forma interactiva, participativa y reflexiva, buscando estrategias
alternativas, reforzando las competencias basicas y el comentado aprendizaje au-
tonomo del alumnado y sobre todo, como método de investigacion matematica,
reordenando de manera constante nuestros conceptos adquiridos y posibilitando
la capacidad de indagar.

Puede ser un buen punto de partida para que todos aquellos que estén inte-
resados en el tema podamos compartir ideas y debatir en el http://classpadverify.
blogspot.com que hemos creado, dentro del espacio www.aulamatematica.com,
con el objetivo de ampliar, descargar actividades electronicas y seguir trabajando,
intercambiando propuestas, elaborando y desarrollando materiales, pudiendo lle-
gar a convertirse en un auténtico laboratorio de matematicas.
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Resumen: Este trabajo esta basado en el uso de la calculadora para comprobar re-
sultados y resolver los problemas de forma inmediata, meditando previamente cudles
son las operaciones y pasos a seguir en su resolucion. No obstante, dicho uso debe
estar controlado, ya que un mal uso de la calculadora puede provocar que no se asi-
milen los conceptos teoricos correctamente. El tema que se trabajara sera el de nii-
meros Naturales para Primero de Secundaria, y estara orientado a aquellos alumnos
que tengan soltura en los calculos numéricos manualmente.

Abstract: This work is based on the use of the calculator to check results and resolve
problems immediately, before pondering what the operations and steps for its resolu-
tion. However, such use must be controlled as a misuse of the calculator can cause
not properly assimilate the theoretical concepts. The subject will be worked Natural
Numbers First Secondary, and will be oriented towards students who are ease in the
numerical calculations manually.

Términos claves: decimal, fraccion, recta numérica.

Keywords: decimal, fraction, number line.

INTRODUCCION

En el siguiente trabajo utilizaremos la calculadora cientifica como herramienta
para desarrollar uno de los temas del bloque de Numeros de 1° ESO, intercalando
los conceptos teoricos con los ejercicios y problemas practicos.

UNIDAD DIDACTICA: Ntmeros decimales
CURSO: 1° ESO

El uso de la calculadora en este tema sera para comprobar resultados y re-
solver los problemas de forma inmediata, meditando previamente cuales son las
operaciones y pasos a seguir en su resolucion. No obstante, dicho uso debe estar
controlado, ya que un mal uso de la calculadora puede provocar que no se asimi-
len los conceptos tedricos correctamente. Por lo tanto, el alumno debe ser prepa-
rado previamente para poder utilizar dicha herramienta, y consciente de cual es
su funcién en este tema.
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METODOLOGIA

El modelo de aprendizaje que llevaremos a cabo en esta unidad didéctica sera
significativo. El alumno sera el principal protagonista en el proceso de aprendizaje,
serda quien marque el ritmo del desarrollo de su propio aprendizaje, para desarro-
llar sus capacidades y posibilidades. El profesor adoptara un papel de guia, inter-
viniendo para resolver las multiples dudas que vayan surgiendo, asi como agente
motivador del alumnado, para que estos alcancen los objetivos propuestos. Y sera
quien adapte el contenido tedrico a las posibilidades del grupo e intercale la teoria
con los ejercicios a resolver.

El tnico material docente, ademas de su cuaderno de trabajo, que va a usar
el alumno de forma regular sera la calculadora cientifica y seria conveniente que
cada alumno dispusiera de una para poder trabajar de forma individual tanto en
clase como en casa.

Se propondran actividades matematicas para desarrollar competencias en los
alumnos, tanto competencias basicas como competencias matematicas especificas
que capaciten a los alumnos para utilizar el conocimiento matematico en los dis-
tintos contextos en que éste se presenta.

Las competencias basicas serian las siguientes:

— Competencia matematica.

— Competencia en comunicacion linglistica.

— Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico.
— Tratamiento de la informacién y competencia digital.

— Competencia para aprender a aprender.

— Autonomia e iniciativa personal.
Y las competencias matematicas serian:

— Pensar y razonar.

— Argumentar.

— Comunicar.

— Plantear y resolver problemas.

— Representar.

— Utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y las operaciones.

— Usar herramientas y recursos.
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OBJETIVOS

Los objetivos que se pretenden alcanzar en esta unidad didactica se recogen en
los siguientes puntos:

— Profundizar en la nocidén de decimal a partir de los multiples ejemplos
descritos.

— Representar los numeros decimales en la recta numérica.

— Ordenar los nimeros decimales.

— Distinguir los diferentes tipos de nimero decimales (exactos, periodicos
puros, periddicos mixtos, no exactos y no periodicos).

— Pasar de fraccion a decimal y de decimal a fraccion.
— Operaciones con nimero decimales (suma, resta, multiplicacion y division).

— Emplear los nimeros decimales para interpretar y resolver problemas de la
vida cotidiana.

CONTENIDO SELECCIONADO Y SU DESARROLLO
La lista de contenidos tedricos para el tema Numeros decimales es la siguiente:

— Unidades decimales.

— Numeros decimales.

— Comparacion de numeros decimales.

— Representacion de numeros decimales.

— Tipos de numeros decimales.

— De fracciones a decimales y de decimales a fracciones.

— Suma y resta de nimeros decimales.

— Producto de nimeros decimales.

— Division de nimeros decimales.

En cada uno de los bloques siguientes se desarrollaran los ejemplos teoricos
con la calculadora. Y la resolucion de los ejercicios propuestos a lo largo del tema
asi como los propuestos al final del tema también se resolvera con la calculadora
en la medida en que sea necesario su uso. De este modo, los alumnos podran

comprobar los resultados, y obtener de forma inmediata la solucion de los proble-
mas, haciendo mayor hincapié en el proceso de resolucion.
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BLOQUE 1: UNIDADES DECIMALES

Expresan cantidades mas pequefias que la unidad. Comprobamos con la calcu-
ladora el paso de fraccion a decimal en cada caso:

e Décima: 1/10 = 0,1

* Centésima: 1/100 = 0,01

* Milésima: 1/1.000 = 0,001

Ejemplos:

Ejercicio 1. Expresa con cifras los siguientes niimeros:
a) Doce centésimas.
b) Quince diezmilésimas.

¢) Ocho unidades y veinticinco décimas.
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Solucion:

a) 12 - (1/100) =

b) 15 - (1/1000) =

) 8 +25- (1/10) =

BLOQUE 2: NUMEROS DECIMALES
Los ntimeros decimales son una forma de escribir una fraccion, pero sin escri-
bir el numerador y el denominador, sino el resultado del cociente.

Ejemplo:

Los numeros decimales se usan para expresar cantidades que estan comprendi-
das entre dos nimeros enteros.

Un numero decimal consta de parte entera y parte decimal:

— Parte entera: es la que esta a la izquierda de la coma: unidades, decenas,
centenas...

— Parte decimal: es la que esta a la derecha de la coma: décimas, centésimas,
milésimas...
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Ejemplo:

Ejercicio 2. Indica la parte entera y la parte decimal de los siguientes nimeros,
pasandolas primero de fraccion a nimeros decimales:

a) 5/45
b) 725125
¢) 135

d) 1055/558

Solucion:
a)

Parte entera: 0  Parte decimal: 111
b)

Parte entera: 5  Parte decimal: 8
¢)

Parte entera: 0  Parte decimal: 29
d)

Parte entera: 1  Parte decimal: 891
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BLOQUE 3: COMPARACION DE NUMEROS DECIMALES

De dos nimeros decimales es mayor el que mayor parte entera tenga; si la par-
te entera es igual, es mayor el que tenga mayor la cifra de las décimas; si es igual,
comparamos las centésimas, y asi sucesivamente.

Ejemplo:
3,528 < 3,539 < 3,842 < 5,221

Ejercicio 3. Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros:
a) 23,15; 23,149; 22; 23,015
b) 8; 7,95; 7,956; 7,95601
¢) 0,001; 0,0001; 0,0002; 0,012

Solucion:

a) 22 < 23,015 < 23,149 < 23,15
b) 7,95 < 7,956 < 7,95601 < 8
¢) 0,0001 < 0,0002 < 0,001 < 0,012

BLOQUE 4: REPRESENTACION DE NUMEROS DECIMALES

Los numeros decimales se representan ordenados en la recta numérica.

Ejemplo:

Entre dos nimeros decimales siempre hay mas ntimeros decimales:
2,6 < 2,7

2,6 <2,65<27
2,6 < 2,61 <2,65<..<2,69<2]7

Ejercicio 4. Representa en la recta numérica los siguientes nimeros decimales:
a) 66,256; 66,25; 63,6; 65,5
b) 7,15; 7,16; 7,156; 7,158
c) 2,125 2,13; 2,012; 2,102
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Solucion:

a)

b)

BLOQUE 5: TIPOS DE NUMEROS DECIMALES

Numeros decimales exactos: tienen un numero finito de cifras decimales.

Ejemplo:

Numeros decimales periédicos puros: la parte decimal, llamada periodo, se
repite infinitas veces.

Ejemplo:
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En este ejemplo, el periodo es 805 y la calculadora nos lo redondea en la ulti-
ma cifra decimal.

Numeros decimales periédicos mixtos: su parte decimal se compone de una
parte no periddica y otra parte periddica.

Ejemplos:
a) 4,265555555555555 donde el periodo es 5.
b)

Donde el periodo es 527.

Numeros decimales no exactos y no periddicos: tienen infinitas cifras decimales
no periddicas.

Ejemplo:

Ejercicio 5. Escribe dos decimales periodicos puros y otros dos no periddicos.

Solucion:

No periodicos: 7,24456789865 y 678,541190078.

BLOQUE 6: DE FRACCIONES A DECIMALES Y DE DECIMALES
A FRACCIONES

Para escribir una fraccion como un nimero decimal s6lo tenemos que calcular
el cociente.
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Usaremos para ello la opcion que nos ofrece la calculadora pulsando la
siguiente tecla una vez escrita la fraccion.

Ejercicio 6. Escribe las siguientes fracciones como un niimero decimal:
a) 6/15
b) 10/200
c) 824
d) 5/6

Solucion:

a)

b)

<)

d)

Para escribir un decimal exacto en forma de fraccion, escribimos el nimero sin
la coma en el numerador, y en el denominador la unidad seguida de tantos ceros
como cifras decimales tenga el nimero.
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Ejemplo:

Ejercicio 7. Escribe como fraccion los siguientes niimeros decimales:
a) 32,59
b) 14,25
¢) 0,1
d) 0,123
e) 58,315

Solucion:

(a)

(b)

©

(d)

©
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Para escribir un decimal periddico puro en forma de fraccion:

1) Multiplicamos el nimero por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
tenga el periodo.

2) A este nimero le restamos el niimero decimal original.

3) La fraccidon que represente el numero tendra como numerador el niimero

obtenido en el paso b, y por denominador la unidad seguida de tantos ceros
como cifras tenga el periodo menos 1.

Ejemplo:

Para escribir un decimal periédico mixto en forma de fraccion:

1) Multiplicamos el nimero por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales no periodicas tenga el nimero (asi tendremos un nimero decimal
periodico puro).

2) Escribimos en forma de fraccion el decimal periddico puro obtenido en el
paso a.

3) La fraccion que representa al numero decimal original sera la fraccion ob-
tenida en el paso b, dividida por la unidad seguida de tantos ceros como
cifras no periddicas tenga el nimero decimal.

Ejemplo:
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BLOQUE 7: SUMA Y RESTA DE NUMEROS DECIMALES

— Se colocan los numeros en columna haciendo coincidir las comas.

— Se suman, o se restan, unidades con unidades, décimas con décimas,...

Ejemplo:

Ejercicio 8. Realiza las siguientes operaciones:
a) 56, 456 + 3,23 =
b) 789,009 + 34,456 =
c) 89,89 — 12,678 =
d) 2345,15 — 38,56 =

Solucion:

(a)

(b)

©

(d)
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Problema 1. Silvia mide 1,56 m, Raquel mide 0,34 m mas y Roberto mide
0,23 m menos que Raquel. ;Cuanto mide el mas alto?

Solucion:

Raquel mide:

Roberto mide:

BLOQUE 8: PRODUCTO DE NUMEROS DECIMALES

Se multiplican los nimeros como si fuesen numeros enteros y se coloca la coma
en el producto dejando tantos decimales como la suma de los decimales de los dos
factores.

Para multiplicar un nimero decimal por una unidad seguida de ceros (10, 100,
1.000,...), se desplaza la coma a la derecha tantos lugares como ceros acompafien
a la unidad.

Ejemplos:
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Ejercicio 9. Resuelve las siguientes operaciones:
a) 23,56 - 0,001
b) 894,12 - 2
c) 1,58 - 1,58
d) 0,88 - 2,015

Solucion:

(a)

(b)

©

(d)

Ejercicio 10. Calcula:
a) 5,21-10
b) 100-3,157
c) 25,147-10.000
d) 39,547-1.000
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Solucion:

(a)

(b)

©

(d)

Problema 2. Para el viaje de fin de curso se ponen a la venta camisetas a
8,50 €, boligrafos a 1,25 € y chapas a 0,75 €. Calcula cuanto dinero se ha obteni-
do si se vendieron 23 camisetas, 83 boligrafos y 42 chapas.

Solucion:

Se ha obtenido un total de 330,75 €.
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BLOQUE 9: DIVISION DE NUMEROS DECIMALES
Una opcion es:
— Se multiplican el dividendo y el divisor por la unidad seguida de tantos

ceros como sean necesarios para que el divisor sea un niimero entero.

— Se hace la division. Si el dividendo es un niimero decimal, al hacer la divi-
sion colocamos una coma en el cociente en el momento en que bajamos la
primera cifra decimal. La divisiéon termina cuando el resto es cero o se han
obtenido tantas cifras decimales como se desee.

Ejemplo:

Otra opcion es:

— Multiplicar dividendo y divisor por la unidad seguida de los ceros necesa-
rios para que ambos sean numeros enteros, y después hacer la division.

Ejemplo:

Para dividir un nimero decimal por una unidad seguida de ceros (10, 100,
1.000,...), se desplaza la coma a la izquierda tantos lugares como ceros acompa-
fien a la unidad.

Ejemplos:
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Ejercicio 11. Resuelve, con dos cifras decimales, las siguientes divisiones:
a)62,2:15 =
b) 98,51 : 2,5 =
¢) 623,57 :2 =
d) 545: 0,02 =

Para fijar el nimero de cifras decimales, en este caso 2 cifras, pulsamos SHIFT
+ MODE + 6 + 2

Soluciodn:

(a)

(b)

©

(d)

Ejercicio 12. Resuelve:
a) 2,015 : 100 =
b) 63,23 : 10 =
¢) 0,025 : 10.000 =
e) 987,12 : 1.000 =

90



La calculadora cientifica como recurso en las matemdticas de secundaria y bachillerato

Solucion:

(a)

(b)

©

(d)

ACTIVIDADES FINALES

Estas actividades seran realizadas en casa para repasar los contenidos vistos
en clase, su evaluacion sera incluida en la nota final del tema. Por lo tanto, es
obligatorio que sean entregadas al final del tema antes de realizar la prueba
final escrita.

Ejercicio 1. Indica, segin el lugar que ocupan, el valor de cada una de las
cifras de los siguientes nimeros:

(Por ejemplo: 2,43: 2 unidades, 4 décimas, 3 centésimas)

1) 0,258
2) 52,1489
3) 1,2497
4) 12.591,23
5) 25,0014
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Ejercicio 2. Escribe dos nimeros decimales entre cada pareja de nimeros:

1)8y8,l
2) 0,002 y 0,01

3) 15,063 y 15,630
4)3,1y4]1
5)0,999 y 1

Ejercicio 3. Ordena de mayor a menor los siguientes numeros decimales:

1) 7,24; 7,254; 7,19; 7,26
2) 99,9; 99;99; 99,09; 99,999
3) 1,245; 1,2455; 1,25; 1,267

Ejercicio 4. ;Cuantas cifras tiene el periodo de los siguientes nimeros?:

1) 5,33333...

2) 85,2563636363636...
3) 45,2158158158158...
4) 0,121212121212121...
5) 0,10101020202020...

Ejercicio 5. Convierte las siguientes fracciones en decimales:

1) 34/546
2) 1/25
3) 89/99
4) 25/172
5) 2/37

Ejercicio 6. Convierte en fraccion los siguientes numeros decimales:

1) 3,456
2) 34,55555555555..
3) 0,023

4) 7,889898989898
5) 576,2399999999. ..

Ejercicio 7. Calcula:

1)25,3 + 15,8 =
2) 156,3 + 0,23 - 14,2 =

3) 269,001 + 0,002 =

4) 0,01 — 0,101 + 0,214 =

5) 3,61458 — 2,001 — (2,135 + 0,1) =
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Ejercicio 8. Realiza las siguientes operaciones:

1) 34,56 - 2,13 =
2) 12,2 - 100 =
3)0.1245 - 1,24 =
4) 23,4555 : 100 =
5) 24,56 : 1,24 =
6) 0,0023 - 1000 =

Ejercicio 9. Resuelve, con tres cifras decimales, las siguientes divisiones:

1)25:3 =
2) 5,36 : 0,07 =
3) 0,002 : 0,013 =
4)102,5:17 =

Problemas:

1. Luis ha pensado un nimero y le da las siguientes pistas a Sara para que lo
adivine:

— Esta mas cerca de 4 que de 5.

— Esta a la misma distancia de 45 décimas que de 46 décimas.
(Qué nimero ha pensado Luis?

2. Una vaca produce al dia 12,8 litros de leche. ;Cuantos litros dara en un afio?
Si a las 20 semanas del afio comienza a producir 13,5 litros al dia. Al cabo de ese
afo jcuantos litros habra dado?

EVALUACION

La evaluacion de esta unidad seria siguiendo el mismo modelo que para el
resto de las unidades de todo el curso. Para ello dividiremos la nota final de toda
la unidad en las siguientes partes:

Nota de la prueba final (60%). En esta unidad dicha prueba consta de dos
partes, por un lado la parte realizada de modo tradicional en papel (30%) y la
segunda parte realizada con la calculadora cientifica en la que se evaluara la reso-
lucién de ejercicios y problemas similares a los resueltos en clase con la ayuda de
la calculadora (30%). En el caso en el que no se use la calculadora la nota final
correspondera al examen escrito.
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Nota de clase (30% ). Evaluariamos la participacioén del alumno en la realiza-
cion de los ejercicios y problemas en clase, asi como la utilizacion que se le haga
a la calculadora cientifica.

Nota del trabajo realizado en casa (10%). Seria las actividades realizadas en
casa por parte del alumno, y luego corregidas por el profesor.

CALIFICACION FINAL: 60% - A + 30% - B + 10% - C
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EXPERIENCIAS

Epsilon - Revista de Educacion Matemdtica 2010, Vol. 27(2), n° 75, pp. 95-108

Taller de calculadoras: curvas clasicas,
animaciones con la ClassPad

José Manuel Fernandez Rodriguez
LE.S. El Almijar, Competa ( Mdalaga)
Encarnacion Lopez Fernandez
LE.S. Virgen del Mar, San Pedro de Alcantara ( Mdalaga)

Resumen: Manipular objetos geométricos, investigar y descubrir relaciones, analizar
las consecuencias de los cambios que introducimos, son algunas de las posibilidades
que nos ofrecen los programas de geometria dinamica. En este taller construiremos,
utilizando la aplicacion Geometria de la calculadora ClassPad 330, alguna de las
curvas que han destacado a lo largo de la historia de la Matematica. Realizare-
mos nuestras propias animaciones y aprenderemos a modificarlas para que tengan
el aspecto que nosotros deseemos. En la documentacion que se ofrece aparecen las
construcciones como curvas mecanicas de la espiral de Arquimedes, la espiral logarit-
mica, la cuadratiz de Dindstrato, la concoide de Nicomedes, la cicloide y la deltoide
(como consecuencia del sistema tolemaico de epiciclos y deferentes).

Palabras clave: Triseccion, curvas mecanicas.

ESPIRAL DE ARQUIMEDES

“Imaginaos una linea que gira con velocidad constante alrededor de un extremo,
manteniéndose siempre en un mismo plano, y un punto que se mueve a lo largo de la
linea con velocidad lineal constante. ese punto describira una espiral”.

Vamos a animar un punto (C) de una circunferencia. Construiremos el seg-
mento AC y en él animaremos el punto D, al que le pondremos trazo. De esta
forma conseguiremos que el segmento gire a la vez que el punto D se desplaza por
el segmento, obteniendo asi la curva buscada.
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TABLA 1
LA ESPIRAL DE ARQUIMEDES
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TABLA 1
CONTINUACION

ESPIRAL LOGARITMICA
La idea de la construccion es similar a la utilizada en la espiral de Arquime-

des, pero ahora vamos a animar ¢l punto B sobre la curva y=e¢*; el punto que ira
dejando el trazo ahora sera uno sobre la circunferencia.
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TABLA 2
LA ESPIRAL LOGARITMICA
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CUADRATIZ DE DINOSTRATO

Dinostrato utilizé la trisectriz de Hipias para cuadrar el circulo, por eso se la
conoce también como la cuadratriz de Dindstrato. Esta curva se genera por la
interseccion de dos rectas que se mueven, una de ellas, paralela al eje de abscisas,
se desplaza verticalmente con velocidad constante y la otra gira con velocidad
angular constante sobre el origen de coordenadas; el movimiento es tal que ambas
rectas coinciden de forma simultanea con el eje de abscisas.

Vamos a realizar la construccion solo para el primer cuadrante.

TABLA 3
LA CUADRATRIZ DE DINOSTRATO
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TABLA 3
CONTINUACION

TRISECCION

Vamos a describir a continuacion el procedimiento a seguir para trisecar un
angulo. La idea no es complicada ya que, como la trisectriz de Hipias es el lugar
geométrico de los puntos de corte de dos rectas cumpliran, 16gicamente las condi-
ciones de las dos rectas; esto se traduce en que, la proyeccion sobre AC del arco de
trisectriz determinado por un angulo es directamente proporcional a la amplitud
de dicho angulo. Este hecho nos va permitir dividir cualquier angulo sin mas que
dividir la proyeccion sobre AC del arco de trisectriz que determina dicho angulo.
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TABLA 4
TRISECANDO UN ANGULO
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TABLA 4
CONTINUACION

CICLOIDE

Podemos definir la cicloide como la curva que describe un punto de una cir-
cunferencia cuando ésta rueda, sin deslizarse, por una linea recta. Curva de maxi-
ma resistencia estructural, tautdcrona y braquistocrona; son propiedades que por
si solas hablan de la importancia de esta curva, si ademas nombramos a Galileo,
Pascal o Newton, queda patente lo mucho que ésta nos puede ensefiar. En esta
construccion, tras hacer rodar la circunferencia sobre un segmento, ajustaremos
algunos parametros para obtener el resultado deseado.
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TABLA 5
LA CICLOIDE
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TABLA 5
CONTINUACION

LA CONCOIDE DE NICOMEDES

La concoide de Nicoémedes (siglo II a. C) aparece al trisecar un angulo por me-
dio del método de Arquimedes (siglo IIT a. C.). Podemos definirla como el lugar
geométrico de los pares de puntos G y H, situados sobre una recta que pasa por
un punto fijo D, el polo, y otro punto E que a su vez se desplaza a lo largo de
una recta (que contiene al segmento A5 AE ") llamada directriz. La distancia de G
a E y de H a E es una distancia fija. Este método de construccion se lo debemos
a Roberval.
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FIGURA 1
LA CONCOIDE DE NICOMEDES

TABLA 6
LA CONCOIDE
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TABLA 6
CONTINUACION
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EPICICLOS Y DEFERENTES

Para explicar algunas observaciones (retrogradacion, variacion del tamafio y
de la luminosidad de ciertos planetas), Tolomeo estableci6 un modelo matemati-
co para las orbitas de los planetas en las que les asignaba a cada uno un circulo
imaginario llamado deferente que contenia al nuestro en su interior. Cada planeta
girara a su vez en un nuevo circulo, llamado epiciclo, cuyo centro sera un punto
de su deferente.

El Almagesto de Tolomeo comparte con los Elementos de Euclides, la gloria de
ser los textos cientificos en uso durante mas tiempo. Desde su concepcién en el
siglo II hasta finales del Renacimiento, su obra determiné a la astronomia como
ciencia.

Seria un error por nuestra parte considerar la obra de Tolomeo s6lo como una
teoria astronomica erronea ya que desde el punto de vista matematico posee una
gran riqueza y permite construir gran cantidad de curvas.

FIGURA 2
LA DELTOIDE

Sirva de muestra la deltoide, es una hipocicloide en la cual el radio de la cir-
cunferencia que gira es la tercera parte del radio de la circunferencia fija (figura
2). También se puede generar a partir de epiciclos y deferentes cuyos radios estén
en razén 1/2 (figura 3).
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FIGURA 3
RESULTADO DE LA ANIMACION DE LA DELTOIDE
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Modelar y resolver problemas con la calculadora
ClassPad 330
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LE.S. Benicalap (Valencia)

UNAS PALABRAS PARA EMPEZAR

En Portugal, los examenes finales de matematicas que dan acceso a la Uni-
versidad vienen realizandose desde el ano 1999 con calculadora grafica. No es
que se tolere el uso de calculadora grafica en la resolucion de los problemas, es
que la resolucién de los problemas propuestos no seria posible si no se dispone
de una buena calculadora grafica. En pocas palabras, la calculadora grafica es
obligatoria, como podemos observar en los mismos enunciados de los examenes.
Por otra parte, la calculadora grafica esta presente no solamente en los examenes
nacionales que permiten acceder a la Universidad, si no también en los examenes
finales de matematicas de 10°, y 11° afio de Secundaria, en los que también su uso
es obligatorio.

En nuestro pais la situacion es muy diferente. En cada comunidad autébnoma
las normas de selectividad son distintas y los curriculos de secundaria y Bachille-
rato también son diferentes. Se podria decir que, mientras el curriculum aconseja
y apuesta por el uso de las TIC, en particular, de las calculadoras (y de las grafi-
cas también), lo cierto es que hay comunidades auténomas donde no se permite
el uso de calculadoras graficas, o donde se tolera el uso de algunas marcas y no
de otras, o donde se permite el uso de graficas, pero no el de calculadoras CAS.

Sin embargo, la tendencia en todos los paises europeos es a utilizar cada vez
mas tecnologia para la resolucion de problemas, y, en particular, calculadoras gra-
ficas y CAS sin ningan tipo de restriccion, tal como se aprecia en los paises nor-
dicos y centroeuropeos.

Las actividades que se proponen en este texto proceden de los examenes de
selectividad portugueses. Aunque en Portugal se permite calculadora grafica, no
se permite en cambio, el uso de CAS. En este trabajo se apuesta por la tecnologia
CAS de la ClassPad 330, ya que con ella se facilita mucho el trabajo de modeli-
zacion, el cual es un poco mas complejo con la calculadora grafica. La intencidén
de este trabajo es mostrar que hay matematicas que se pierden si no se usa una
calculadora grafica o simbdlica en las clases. Hay maneras de ver los conceptos e
ideas matematicas que no serian posible si no se dispone de tecnologia grafica o
CAS. Hay conexiones entre campos conceptuales diferentes que no se aprecian si
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no se dispone de tecnologia grafica o CAS. Si repasamos las competencias mate-
maticas segun PISA, (Pensar y razonar, argumentar, comunicar, modelar, plantear
y resolver problemas, representar, utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico
y las operaciones), vemos que la calculadora ClassPad 330 favorece el desarrollo
de todas ellas. Por tanto, prohibir o restringir su uso seria equivalente a prohibir
o restringir que todos los estudiantes alcancen mejores niveles de desarrollo de
su competencia matematica. El objetivo de este trabajo es ayudar a estudiantes y
profesores en la tarea de lograr una mayor competencia matematica y un mejor
nivel en el uso de tecnologias.

LOS PROBLEMAS

1. Horas de Sol

En el presenta afo civil, en Lisboa, el tiempo que transcurre entre la salida y
ocultacion del Sol, en el dia que ocupa el lugar n del afo, estd dado, en horas,
aproximadamente, por:

- (n—81)
f(n) = 12,2 + 2,64 - sen 1 n € {l, 2,3, ... 366}
(el argumento de la funcidn seno esta expresado en radianes).

Por ejemplo,: en el dia 3 de febrero, trigésimo cuarto dia del afio, el tiempo que
transcurre entre la salida y ocultacién del Sol fue de f (34) = 10,3 horas.

1) En el dia 24 de Marzo, Dia Nacional del Estudiante, el Sol salio a las seis y
media de la mafana. ;En qué instante se oculto el Sol ese dia? Presenta el
resultado en horas y minutos (los minutos redondeados a las unidades).

Notas:
* Recuerda que, en el presente ano, el mes de Febrero tiene 29 dias.

« Siempre que, en los calculos intermedios, realices redondeos, conserva,
como minimo, tres cifras decimales.

2) En algunos dias del aiio, el tiempo que transcurre entre el nacimiento y la
ocultacion del Sol es superior a 14,7 horas. Utilizando la calculadora, deter-
mina en cuantos dias del afio ocurre esto. Indica como lo haces.

Resolucion
1) El dia 24 de Marzo es el dia 31+29+24=84 del afo. Para ver cuantas horas

de sol hubieron ese dia, representamos la grafica de la funcion y calculamos el
valor f(84), con la opcion Analisis / Resolucion grafica / CalY
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Ese dia, el nimero de horas de sol fueron 12.335903. Podemos concluir que
la puesta de Sol del dia 24 de Marzo tuvo lugar alas 6 h 30 m + 12 h 20 m =
18 h 50 m.

2) Pretendemos hallar n de forma que f(n)>14.7. Con la calculadora grafica
tenemos dos formas de obtener la respuesta.

Primera forma: usando tablas de valores

Construimos una tabla de valores de la funcidn, tal como se indica a conti-
nuacion:
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Vemos que f(x) > 14.7 si 154 < x =< 191, lo que supone un total de 191 — 153
= 38 dias. Por tanto, durante 38 dias, el nimero de horas de sol es superior a 14,7
horas.

Nota: debes configurar la calculadora para que los angulos se expresen en
radianes.

Segunda forma: usando grdficos

Introduce la funcién Y2 = 14.7 en el editor de graficos y representa grafica-
mente las dos funciones, con la siguiente ventana de visualizacion:
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Ampliamos la zona central del grafico con un zoom de cuadro:

A continuacion, hallamos los puntos de interseccion con el cursor de recorrido.
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lo que confirma el resultado obtenida con las tablas de valores. También podemos
obtener el mismo resultado, usando el comando Analisis / Resolucion grafica /
Interseccion, tal como indican las siguientes pantallas:

Comprobamos que las 14,7 horas de sol ocurriran en dos instantes, apro-
ximadamente, correspondientes a 153,445 dias y 191,555 habiendo por tanto
191 — 154 + 1 = 38 dias con mas de 14,7 horas de sol.

Competencias

En esta actividad hay que utilizar el cursor de recorrido, tablas de valores y
graficos de la calculadora grafica para resolver una inecuacién trigonométrica, in-
terpretando previamente la funcion correspondiente en el contexto del fendémeno
periodico en estudio. Con la ClassPad, el problema se resuelve graficamente, en
vez de algebraicamente.

* Modelar: como el modelo ya esta dado en el enunciado por medio de la
funcién seno, mas que construir el modelo, hay que comprenderlo interpre-
tandolo en el contexto del fendmeno periddico que se esta analizando.

» Conectar tablas y graficos para resolver problemas.
* Representar y comunicar el resultado.

2. El Satélite

Un satélite S tiene una 6rbita eliptica alrededor de la Tierra, tal como se repre-
senta en la figura. Ten en cuenta que los elementos sefialados en ella no estan en
la misma escala. En la elipse estan sefialados dos puntos:
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* El apogeo, que es el punto de la orbita mas alejado del centro de la Tierra.

» El perigeo, que es el punto de la érbita mas proximo al centro de la Tierra.

El angulo, x, sefialado en la figura, tiene su vértice en el centro de la Tierra,
su lado origen para por el perigeo, y su lado extremo pasa por el satélite S y su
amplitud estd comprendida entre 0 y 360 grados.

La distancia d, en km, del satélite al centro de la Tierra, esta dada por:

7820°

1+ 0,07 - cos x

Considera que la Tierra es una esfera de radio 6378 km.

1) Determina la altitud del satélite (distancia a la superficie de la Tierra) cuan-
do éste se encuentra en el apogeo. Presenta el resultado en km, redondean-
do a las unidades.

2) En cierto instante, el satélite esta en la posicion indicada en la figura.

La distancia al centro de la Tierra es, entonces, de 8.200 km.

Determina el valor de x, en grados, redondeando a las unidades.
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Resolucion

1) Si el satélite se encuentra en el apogeo, el angulo x tiene amplitud igual a
180°. Basta calcular d(180), que es la distancia del satélite al centro de la Tierra.

La distancia del satélite al centro de la Tierra en el apogeo es 8408,6 km.

Si a esta distancia le restamos el radio de la Tierra, tenemos 8408,6 — 6378
= 2030,6 km, que es la altitud a la que esta el satélite cuando se encuentra en el
apogeo.

2) El razonamiento en este apartado es inverso al del apartado anterior. Que-
remos resolver la ecuacion d(t)=8200, lo que podemos hacer con el comando solve
de la calculadora:
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Como el angulo x esta en el tercer cuadrante, la solucion es:

X =360° - 131.4541813 = 228.5458187° = 228,55°

Competencias

Como el modelo ya viene en el enunciado, nuevamente hemos de comprender
el modelo conectandolo con el contexto de la situacidén planteada. Después hay
que usar el modelo para resolver una ecuacion trigonométrica que permita obte-
ner el angulo pedido.

*  Modelar: comprender el modelo, dado por la funciéon coseno en términos
de la situacidén propuesta.

* Conectar el modelo con la situaciéon propuesta para obtener valores parti-
culares y para dar el paso inverso, resolviendo la ecuacion trigonométrica
que permite resolver el problema.

* Argumentar la validez de la solucion recurriendo a las propiedades de las
funciones trigonométricas.

3. Funcion
Considera la funcion f de dominio R, definida por f(x)=2x — cos x:

1) Utilizando el teorema de Bolzano, demuestra que la funcion f tiene, por lo
menos, un cero en el intervalo (0, ).

2) Sea f’ la funcién derivada de f. Demuestra que f’(x)>0, para todo x de R, y
justifica que el cero de f, cuya existencia esta garantizada por el enunciado
del apartado anterior, es el tnico cero de esta funcion.

3) En la figura de abajo estan representadas: a) parte del grafico de la funcién
f, b) parte de una recta, cuya inclinacion es de 45°, que contienen al punto
A(-3, 0) y que corta al grafico de la funcién f en el punto B.
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Utilizando la calculadora, determina el area del triangulo AOB, donde O de-
signa el origen de coordenadas. Presenta el resultado redondeando a las unidades.

Resolucion

1) Se trata de ver que la funcién f cumple las hipétesis del teorema de Bolzano.
Evidentemente, f es continua en [0, t] y f(0)= -1<0 y f(x)=2x+1>0. Aplicando el
teorema de Bolzano, existe al menos un punto a € (0, 2x) tal que f(a)=0.

2) La derivada de la funcion es f’(x)=2 — (—sen x)=2+senx. Como sen x > 0 en
el intervalo (0, x), resulta que f’(x)>0, para x€(0, ).

3) La recta r que contiene al punto A(-3, 0) y cuya inclinacion es 45° tiene
por ecuacion la expresion y=x+3. De hecho, la ecuacion de una recta es del tipo
y =mx+b, en la que m es la pendiente de la recta y b la ordenada en el origen.
La inclinacion 45° de la recta corresponde a una pendiente m=1 (basta observar
que para cualquier vector director de la recta, los vectores componentes tienen
la misma norma). Para calcular b se sabe que el punto A de coordenadas (-3, 0)
pertenece a la recta. Por tanto: 0=1x(-3)+b <= b=3. Asi, la ecuacion de la recta
es y=x+3.

Para determinar el area del tridangulo AOB, debemos hallar, en el sistema de
referencia dado, las coordenadas del punto B.

En el menu Graficos y Tablas, introducimos la funcion f y la recta r.

Para definir mejor la ventana de visualizacion, podemos ver que los valores de
x varian entre 2 y 3 y que el valor de la ordenada esta comprendido entre 5y 6.
Introducimos una tabla de valores, tal como se indica a continuacion.
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Analizamos los valores de la tabla y deducimos que la mejor ventana de visua-
lizacion para el grafico es la siguiente:

Podemos determinar las coordenadas del punto B, a través de la interseccion
de la recta r con la funcién f. Para ello, recurrimos al comando Analisis / Resolu-
cion grafica / Interseccion.
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Concluimos que las coordenadas del punto B son, aproximadamente, (2.32,
5,32).

Podemos determinar el area A del triangulo AOB.

Sea B’ la proyeccidon ortogonal del punto B sobre el eje OX. Tenemos:

AO x BB’ |0—(=3)| x |0-5.32] 3 x5.32 '
A= 5 = 5 = 5 = 7.79 ~ 8 unidades.

Redondeando a las unidades, el area A del triangulo AOB es igual a 8 unida-
des cuadradas.

Competencias

En este caso no hay propiamente una actividad de modelizacién, pero si la hay
de argumentacion y razonamiento matematico, puesto que hay que utilizar teore-
mas y propiedades de las funciones para hacer demostraciones, pensar, razonar
y argumentar. Ademas el calculo del area del triangulo AOB, requiere ¢l uso de
tecnologia para hallar el punto de interseccion B.

* Argumentar: utilizar las propiedades de la funcidén para justificar otras
nuevas.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcién y de la recta para
hallar el punto de interseccion y usarlo para obtener el area pedida.

» Conectar; asociar el punto de interseccion de dos graficas con la resolucién
del sistema formado por sus ecuaciones.
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4. “Antidor — Accion rapida y prolongada”

Un laboratorio farmacéutico lanza al mercado un nuevo analgésico, el Anti-
Dor. La concentracion de este medicamento, en decigramos por libro de sangre, t
horas después de ser administrado a una persona, estd dada por:

C(t) =2 e (t20)

El laboratorio realiza una campana de promocién de este medicamento, basa-
da en el slogan “AntiDor: Accion rapida y prolongada™.

En una breve redaccion de sesenta a ciento veinte palabras, comenta el slogan,
teniendo en cuenta que:

» Para la mayoria de dolores, el AntiDor solo produce efecto si su concentra-
cion es superior a 1 decigramo por libro de sangre.

* De acuerdo con una asociacion de defensa del consumidor, un buen analgé-
sico debe comenzar a producir efecto, como maximo, media hora después
de haberse tomado, y su accion debe permanecer durante, por lo menos,
cinco horas (después de haber comenzado a producir efecto).

Nota: En la resolucion de esta cuestion, debes utilizar la calculadora grafica e
ilustrar la redaccién con el trazado de uno o mas graficos.

Resolucion

Para la mayoria de los dolores, el Antidor apenas produce efecto si su concen-
tracion en la sangre fuera superior a 1 decigramo por litro. Teniendo en cuenta
esto, hacemos un analisis conjunto de las dos funciones C(t) = t* - ¢t (t>0) y
E(t) = 1, (t20) , siendo E(t) el valor a partir del cual se da el efecto. Utilizamos la
siguiente ventana de visualizacion:
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Usamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion para determinar
los puntos de corte de las dos funciones.

Con el primer punto de interseccion podemos inferir que el medicamento solo
comienza a tener efecto mas de una hora y media después de haber sido adminis-
trado (cerca de 1.631 horas después).

Por lo que se refiere a la accion prolongada, podemos también observar que el
segundo punto de interseccidén de las curvas acontece 5.938 horas después de la
administracion del medicamento.

Asi, hallando la diferencia, tenemos 5.938 — 1.631 = 4.307 horas de duracion
del medicamento, lo que contradice las premisas de la asociacion de defensa del
consumidor para una accion prolongada.
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Podemos afirmar que estamos ante un caso de publicidad engafnosa, ya que
la accidon del Antidor no es rapida (pues hace efecto mas de una hora y media
después de haber sido tomado) ni prolongada (pues el efecto dura menos de cinco
horas).

Competencias

Aunque el modelo ya esta construido, hay que comprenderlo, para poder ana-
lizar si la publicidad que hace el fabricante es o no correcta. Comprender el mo-
delo implica representarlo graficamente y analizar si algunos valores particulares
se ajustan o no al mismo. Después hay que representar graficamente la linea de
nivel y=1 para poder estudiar la eficacia del medicamento.

*  Modelar: comprender el modelo, analizando su validez.

» Representar: dibujar la grafica de la funcion y de la linea de nivel y=1 para
encontrar el intervalo de eficacia del medicamento.

* Conectar: los puntos de interseccion de la grafica con la linea de nivel son
los extremos del intervalo de eficacia del medicamento.
5. Una funcion
Considera la funcion f, de dominio R+, definida por f(x) = 3x — 2 In x.

1) Utiliza métodos exclusivamente analiticos para resolver las dos cuestiones
siguientes:

1.1) Estudia f'en cuanto a la existencia de asintotas de su grafica.
1.2) Demuestra que la funcion f tiene un unico minimo.

2) El grafico de f contiene un unico punto cuya ordenada es el cuadrado de
la abcisa. Utilizando la calculadora, determina un valor aproximado para
la abcisa de este punto (presenta el resultado redondeado a las décimas).
Explica como hacerlo (en la explicacion debes incluir el grafico, o graficos,
que consideréis oportuno para resolver esta cuestion.

Resolucion

1.1) Se cumple que

lim f(x) = Iim (3x—Inx)=+8
X—>+o0 X—>+oo
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Ademas
lim f(x)= lim (3x-1Inx)=+8
X—>+o0 X—>+o0
Por lo tanto, el eje OY es una asintota vertical de la grafica de la funcion.

1.2) Se cumple que:

2 2 2
ffx)=3-—=0<3=——=3x=2—=>x=—
X X 3

Este es el unico valor critico y como f es derivable en su dominio, esto indica
que solamente puede haber un tnico maximo. En efecto,

f7(x) = >0

X2

Por tanto, x=2/3 es un minimo relativo. La grafica de la funcion muestra, que
en efecto, solo hay un unico minimo relativo.

2) La abcisa del punto del grafico de f cuya ordenada es el cuadrado de la ab-
cisa, puede calcularse hallando el valor de la abcisa del punto de interseccion de
la grafica de f con la grafica de la parabola de ecuacion y = x2, Graficos y tablas
introducimos las expresiones de dichas funciones, A continuacién estudiamos la

evolucion de dichas funciones mediante una tabla de valores, en la que se mues-
tren f(1), f(2), f(3), f(4) y f(5).
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Examinando la evolucion de los valores de la dos funciones, a través de la
tabla, podemos observar que el valor de la abcisa del punto pedido esta compren-
dido entre 2 y 3.

Teniendo en cuenta la observacion de la tabla, asi como el hecho de que el gra-
fico f solo admite una asintota vertical (x=0) y un minimo tnico, x=2/3 , siendo
f(2/3)=2,8, podemos elegir la siguiente ventana de visualizacion:

Podemos ahora determinar las coordenadas del punto de interseccion de las
dos graficas, seleccionando el comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion.
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Concluimos que las coordenadas del punto de intersecciéon son, aproximada-
mente, (2.27, 5.18). El valor aproximado a las décimas de la abcisa del punto
pedido es 2.3.

Otra forma:

Como el punto del grafico de f cuya ordenada es el cuadrado de la abcisa
puede ser visto como el punto de interseccion de las graficas de las funciones f e
y = x?, su abcisa se puede calcular resolviendo la ecuacion x> = 3x — In x. En el
ment Grificos y tablas, introducimos la expresion Y3 = x? — (3x — In x):

Vamos a examinar la evolucion de los valores de la funcion editada en Y3 me-
diante una tabla. En la lista de funciones, seleccionamos solamente la funcion Y3.
Define el intervalo de salida de la tabla y muestra la tabla:
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Observamos en la tabla que el cero de la funcién Y3 estd comprendido entre 2
y 3. (Esto lo podemos afirmar, ya que la funcion Y3 es continua en R*, aplicando
el teorema de Bolzano). Basandonos en esto, podemos elegir la siguiente ventana
de visualizacion:

Podemos ahora determinar el valor del cero de la funcion, seleccionando el
comando Analisis / Resolucion grafica / Raiz.
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Vemos que se cumple que la funcidén tiene un cero para x=2,27. Por tanto, el
valor aproximado a las décimas para la abcisa del punto pedido es 2.3.

Competencias

En este caso, se trata de hallar el punto de interseccion de las graficas de las
funciones f(x) = 3x — 2In x, g(x) = x?, lo que puede hacerse graficamente, median-
te el comando Interseccion del menu Resolucidén grafica o numéricamente, me-
diante la construccion de una tabla de valores de la funcidén g(x)-f(x) o mediante
la obtencion del cero de esta funcion. Es decir, lo que tradicionalmente ha sido un
problema de algebra, se puede enfocar desde un punto de vista grafico o numéri-
co, acercando asi el problema a un ntcleo mas amplio de estudiantes:

*  Modelar: comprender que se puede trabajar con las dos funciones f y g o
solamente con una, la resta de ambas. En este caso, no hay modelo de nin-
guna situacién real.

* Representar: hay que dibujar las graficas de las dos funciones o de la
funcién resta de la dos.

* Conectar: hay que comprender que el punto de corte de la grafica de la
funcion resta f-g con el eje OX corresponde al valor 0 de la funcidn resta
f-g en la tabla de valores.

6. Un problema de alturas
Supongamos que la altura A (en metros) de una generacion de sexo masculino

puede ser expresada, aproximadamente, en funcion de su peso p (en kilogramos),
por:
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A(p)= - 0,52 + 0,55 In (p), (donde In representa el logaritmo de base e)

Recurriendo a métodos analiticos y utilizando la calculadora para efectuar
calculos numéricos, resuelve las siguientes cuestiones:

1) Ricardo mide 1,4 m de altura. Admitiendo que la altura y el peso de Ricar-
do estan de acuerdo con la igualdad referida, ;cual sera su peso? Presenta
el resultado en kilogramos, redondeando a unidades.

2) Comprueba que, para cualquier valor de p, la diferencia A(2p) — A(p) es
constante. Determina un valor aproximado de esa constante (con dos cifras
decimales) e interpreta ese valor en el contexto de la situacion descrita.

Resolucion

1) Introducimos la férmula de la funcién en el ment Graficos y tablas. Exami-
namos la evolucién de la funcion por medio de una tabla de valores:
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Podemos conjeturar que, en la situacion referida, el peso de Ricardo esta com-
prendido entre 32 y 33 kilogramos. Usamos la siguiente ventana de visualizacion:

Seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / CalX e introducimos
1.4 como valor de Y:
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En la situacion referida, el peso de Ricardo es aproximadamente 33 kilo-
gramos.

2) En Y2 escribimos la expresion Y2=-0.52+0.55 In (2x) correspondiente a
A(2p). Queremos ver que, para cualquier valor de p, la diferencia A(2p) — A(p) es
constante. Por tanto, escribimos en Y3 el resultado de Y2 — Y1.

A continuacion, desactivamos las funciones Y1 e Y2 y dejamos activa Y3.
Construimos una tabla de valores de Y3, tal como se indica a continuacion:
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Observando, a través de la tabla, la evolucidén de los valores de la funcion Y3,
vemos que la diferencia A(2p) — A(p) permanece constante, y dicha constante es,
aproximadamente, 0,38. En el contexto de la situacion descrita, este valor significa
que un niflo con el doble del peso de otro, tendra 38 centimetros mas de altura.

Competencias

En primer lugar hay que sustituir en la expresion algebraica para obtener el
peso de Ricardo. Se busca en este primer apartado una comprension del modelo
que relaciona la altura y el peso. La ClassPad permite una visualizaciéon del mode-
lo y sus herramientas algebraicas para resolver el problema. El apartado 2 se pue-
de hacer mediante una tabla de valores, mediante una grafica o simbodlicamente.

* Modelar: comprender el modelo que relaciona el peso y la altura y aplicarlo
para obtener valores particulares.
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Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

Conectar: hay que comprender que una tabla de valores de la funcién pue-
de ser suficiente para hallar el peso conociendo la altura y para decidir si la
resta A(2p)-A(p) es 0 no constante.

Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores para argu-
mentar que la resta A(2p) — A(p) es constante.

7. Sube y baja

En la figura esta representado el grafico de la funcién f, de dominio [0, 2],
definida por f(x) = x + 2 cos x.

A y B son puntos del grafico cuyas ordenadas son extremos relativos de f.

1)

2)

Sin recurrir a la calculadora, resuelve las siguientes cuestiones:
T+ 643
1.1) Demuestra que la ordenada del punto A es ————

5-n+6+43
6

y que la del punto B es

1.2) ;Cual es el recorrido de f?

Considera la recta tangente a la grafica de f en el punto A. Esta recta corta
al grafico en otro punto C. Recurriendo a la calculadora grafica, determi-
na un valor aproximado para la abcisa del punto C (presenta el resultado
redondeando a las décimas). Explica como hacerlo (en la explicacion de-
bes incluir el grafico, o graficos, que consideres oportuno para resolver esta
cuestion.
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Resolucion

1) Como f/x)=x+2cosx — f’(x)=1-2senx=0 — sen x = 1/2 — x = 7w/6 6
x = 5m/6. Hay, por tanto, dos valores criticos. Por el criterio de la segunda deriva-
da: f”(x)=-2cos x. Entonces: f”(st/6)=-2cos (nt/6)=—1.73<0 — x=1/6 es un maxi-
mo relativo (punto A) y

Por otra parte, f”’(51/6)=-2 cos(57/6)=1.732>0 — x=57/6 es un minimo relati-
vo (punto B) y

2) Introducimos la funcién en el ment Graficos y tablas. Teniendo en cuenta
que el dominio es [0, 2] y que el recorrido de f es

consideramos la siguiente ventana de visualizacion:

El punto A es ¢l maximo de la funcion. Configuramos la ClassPad para que
muestre en pantalla el valor de la derivada de la funcién en cada punto. Para cal-
cular el maximo, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Max,
obteniendo:
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Las coordenadas (0.523599; 2.25565) representan al punto A (maximo de la
funcion).

La recta tangente al grafico de f en el punto A tiene por ecuacion:
T+6+3
6

Editamos esta expresion en Y2. Para determinar la abcisa del punto C, recurrimos
al comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion

Concluimos asi que las coordenadas del ponto C son, aproximadamente,
(3.81; 2.25).

El valor aproximado a las décimas para la abcisa del punto C es 3,8.
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Competencias

En primer lugar hay que sustituir en la expresion algebraica para obtener el
peso de Ricardo. Se busca en este primer apartado una comprension del modelo
que relaciona la altura y el peso. La ClassPad permite una visualizacion del mode-
lo y sus herramientas algebraicas para resolver el problema. El apartado 2 se pue-
de hacer mediante una tabla de valores, mediante una grafica o simbodlicamente:

* Modelar: comprender el modelo que relaciona el peso y la altura y aplicarlo
para obtener valores particulares.
* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

* Conectar: hay que comprender que una tabla de valores de la funcion pue-
de ser suficiente para hallar el peso conociendo la altura y para decidir si la
resta A(2p)-A(p) es o no constante.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores para argu-
mentar que la resta A(2p) — A(p) es constante.

8. Busca la tangente
De una funcidn f, de dominio [-m, xt], sabemos que su derivada f” esta definida
igualmente en el intervalo [-m, 7] y esta dada por: f’(x)=x+2cos(x).

El grafico de f contiene un unico punto donde la recta tangente es paralela al
eje OX. Utilizando la calculadora, determina un valor, redondeado a las centési-
mas, para la abcisa de ese punto. Explica cdmo hacerlo.

Resolucion
Para que una recta paralela al eje OX sea tangente al grafico de f en un punto
dado, la derivada de la funcién en ese punto debe ser 0.

Introducimos la formula de la funcion f” en el mena Graficos y tablas. Previa-
mente, configuramos la ClassPad para que los angulos se expresen en radianes.

A continuacidén analizamos la evolucion de la funcion f” mediante una tabla
de valores.
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El intervalo de salida de la tabla sera [-m, m].
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Podemos observar que cuando el valor de x estd comprendido entre —m y ,
los respectivos valores de f’(x) estan comprendidos entre -5,20 y 2,19. Teniendo
en cuenta esta observacion, podemos elegir la siguiente ventana de visualizacion:

Para determinar el cero de f°, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion
grafica /| Raiz, obteniendo el siguiente resultado:

Concluimos asi que el cero de f” ocurre para x=-1,03, que es la abcisa del
punto buscado.

Competencias

En este problema hay que utilizar las propiedades de las derivadas, relacionan-
dolas con la forma de la grafica de la funcién. La ClassPad permite visualizar la
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grafica, al mismo tiempo que podemos recorrer con el cursor ésta, obteniendo
en cada punto sus coordenadas y también el valor de la derivada en cada punto.
También se puede visualizar una tabla de valores, o usar comandos especificos de
la calculadora para determinar el punto de corte de la grafica con el eje OX.

* Modelar: en esta tarea no hay que modelar ninguna situacion contextual.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

* Conectar: hay que relacionar las propiedades de las derivadas con la grafica
de la funcidén, conectando el hecho de tener derivada nula con el hecho de
tener tangente horizontal.

* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar porqué la pendiente de la
recta tangente es la derivada de la funcién y porqué si la derivada es cero la
recta tangente es horizontal.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores o el grafico
de la funcién para argumentar que la derivada se anula cuando la recta
tangente es horizontal y localizar el punto de tangencia.

9. Una inecuacion

Considera las funciones f y g, de dominio R, definidas por:
f(x):T+2-e1*" g(x) = 2 sen X — cos X

Utilizando la calculadora, determina las soluciones enteras de la inecuacion
f(x)>g(x) en el intervalo [0, 27xt]. Explica como lo haces.

Resolucion 1
En el menu Graficos y tablas, introducimos las dos expresiones. Como se pre-
tende determinar las soluciones enteras de la inecuacién f(x)>g(x) en el intervalo

[0, 2], vamos a considerar valores de x comprendidos entre 0 y 7. De esa forma
definimos los parametros de salida de la tabla de valores:
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Vemos que f(x) es mayor que g(x) para los valores enteros {0, 1, 4, 5, 6}.

Resolucion 2

Se cumple que f(x)>g(x) es equivalente a f(x) — g(x)>0.

En el mena Graficos y tablas, escribimos la expresion de las funciones f, g y
f-g

Desactivamos Y1 e Y2 y dejamos seleccionada Y3.

A continuacion, visualizamos una tabla de valores de Y3, dando a x valores
entre 0y 7.
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En esta tabla vemos que los valores de f(x) — g(x) estan comprendidos entre
-1,17 y 6,77. Teniendo en cuenta esta observacion, definimos la siguiente ventana
de visualizacion:
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Seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Raiz para hallar los
ceros de la funcion f(x) — g(x).

Vemos que los ceros de f — g son 1,35; 3,37; 6,89. Por lo tanto, la funcion
f — g toma valores positivos en los intervalos [0; 1,35), (3,37; 2x). Por lo tanto,
los valores enteros para los que f(x) — g(x) es positiva son: 0 y 1 en el intervalo
[0; 1,35), y 4, 5y 6 en el intervalo (3,37; 2x). Por tanto, las soluciones enteras de
la inecuacion son {0, 1, 4, 5, 6}.

Resolucion 3

Escribimos las dos funciones en Y1 e Y2. Para proceder a la representacion grafica
necesitamos determinar la mejor ventana de visualizacion. Para ello, analizaremos la
evolucion de los valores de las dos funciones, mediante una tabla de valores. La tabla
la construimos entre 0 y 7, ya que el dominio de las funciones es el intervalo [0, 2mx].
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En la tabla observamos que los valores de f(x) estan comprendidos entre 0,34
y 5,77 y los valores de g(x) estan comprendidos entre -2,20 y 2,23. Teniendo en
cuenta esta observacion, seleccionamos la siguiente ventana de visualizacion:

A continuacion, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Inter-
seccion, para hallar los puntos de corte de las dos funciones:
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Vemos que los tres puntos de interseccion se obtienen para x=1,35, x=3,37
y x=6.89. Vemos, ademas que entre x=1,35 y x=3,37, la grafica de f(x) va por
encima de la grafica de g(x) y lo mismo ocurre si x>6.89. Por tanto, el conjunto
de las soluciones enteras de la inecuacion f(x)>g(x) en el intervalo [0, 2m] es
{0, 1, 4, 5, 6}.

Competencias

En este caso hay que resolver una inecuacion en la que intervienen funcio-
nes irracionales transcendentes. La resolucion algebraica con lapiz y papel es muy
compleja; por ello, la calculadora CAS cumple un papel esencial, al acercar un
contenido matematico dificil a un sector amplio de estudiantes, que si no fuera
por la calculadora no podrian abordar la tarea. Para la resolucion existen distin-
tas estrategias: se puede construir una tabla de valores de cada funcién y compa-
rarlas, o bien se puede construir una tabla de valores de la funcion resta de ambas
y estudiar su signo y comprobar el resultado visualizando la grafica; o, simple-
mente, bastaria representar graficamente ambas funciones y localizar el interva-
lo comprendido entre los puntos de interseccion de ambas graficas. La ClassPad
permite hacer cualquiera de estas cosas, gracias a las opciones relativas a graficos
y tablas de valores.

e Modelar: en esta tarea no hay que modelar ninguna situacion contextual.

* Representar: hay que dibujar la grafica de las funciones o de la funcién
resta de ambas y estudiar sus propiedades.

* Conectar: hay que relacionar el intervalo solucion de la inecuacion con el
intervalo en el que una grafica va por encima de la otra, cuyos extremos son
puntos de corte de las dos graficas. O relacionar el intervalo solucion con el
intervalo en el que la grafica de la funcion resta esta situada por encima del
eje OX, cuyos extremos son los ceros de la funcion resta.
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* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar porqué existe solamente
una cantidad finita de soluciones, siendo que las graficas tienen infinitos
puntos. Hay que comprender y razonar la existencia de restricciones de tipo
numeérico a la hora de resolver el problema y que, por tanto, la resolucion
grafica conlleva inevitablemente soluciones extrafas que se deben eliminar.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar las tablas de valores o los grafi-
cos de las funciones para argumentar que solamente hay una cantidad finita
de soluciones enteras.

10. EI balon de futbol

En la figura esta representada la trayectoria de un balon de futbol después de
haber sido golpeada por un jugador de la seleccidon espanola, durante un encuen-
tro de preparacion para la EURO-2012.

Designamos por a la distancia, en metros, entre el punto donde el baléon fue
golpeado y el punto donde cae. Considera la funcién h definida en [0, a] por
h(x)=2x+10 In (1 - 0.1x).

Admitimos que h(x) es la distancia, en metros, del balén al suelo, en el mo-
mento en que su proyeccion sobre el suelo se encuentra a X metros del lugar don-
de fue golpeado.

Utilizando la calculadora, determina el valor de a, redondeando a las décimas.
Explica como lo haces, presentando todos los elementos obtenidos en la utiliza-
cion de la calculadora.

Resolucion

Se pretende encontrar la solucion de la ecuacion h(x)=0.

En el mena Graficos y tablas, introducimos la férmula de la funcion Y1 = 2x
+ 10 In(1-0,1x).

Visualizamos la grafica con la siguiente ventana de visualizacion:

145



Mauricio Contreras del Rincon

Para calcular el cero de esta funcion, usamos el comando Analisis / Resolucion
grafica /| Raiz.

En el momento en que el balén fue lanzado, la altura a la que se encontraba
del suelo era de cero metros. Lo mismo se verifica en el momento en que cae. Ve-
mos que a = 7,97.

Competencias

En este problema hay que hallar el cero de la funcion que da la altura del
balén en cada instante. Este cero se puede obtener graficamente, visualizando la
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funcion o mediante una resolucion algebraica, la calculadora CAS permite hacer
las dos cosas:

*  Modelar: en esta tarea ya se da el modelo, por tanto, se trata de comprender
el modelo, mas que construirlo. Comprender el modelo significa interpretar
el significado de la ecuacion en relacion con el contexto del problema.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion que da la altura segtin
el tiempo transcurrido.

* Conectar: hay que relacionar el punto de interseccion con el eje OX con la
solucién del problema.

* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar que, aunque la grafica
presenta una parte negativa para los valores de Y, mas alla del punto de
corte con OX, no tiene sentido que el balon esté situado por debajo del sue-
lo. Por tanto, hay que comprender y razonar que el modelo tiene sus limites,
separando del modelo matematico del problema real a resolver.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar el grafico de la funcién para ar-
gumentar en qué momento el baldén alcanza su maxima altura, qué altura
alcanza, y en qué momento toca el suelo.

CONCLUSIONES

En las diez actividades anteriores se ponen en accion algunas de las tareas
que permiten desarrollar la competencia matematica: modelar, pensar y razonar,
representar, argumentar, conectar, comunicar, plantear y resolver problemas. En
algunas ocasiones estas acciones estan implicitas en la tarea que se propone, en
otras tareas surgen de manera natural, por el mero hecho de usar la calculadora
CAS, y las habilidades que los estudiantes ponen en juego con ellas no se podrian
activar con los métodos clasicos de lapiz y papel, especialmente por la carga alge-
braica que contienen los algoritmos habituales.

Con la ClassPad, la visualizacion de los problemas es inmediata, lo que favo-
rece el tratamiento geométrico, disminuyendo la carga algebraica. De esta manera
es posible acercar las matematicas a los estudiantes, al evitar un amplio abanico
de dificultades que se plantearian si no se usara la calculadora. Ademas, supone
también una revolucion metodoldgica, porque se puede abordar la resolucion de
problemas de varias maneras: aritmética (por ejemplo, mediante tablas de valo-
res), grafica (mediante la visualizacion de graficas y figuras geométricas) y alge-
braica (mediante las funciones y comandos CAS).

Por tanto, el uso de la ClassPad supone un gran avance al permitir reflexio-
nar sobre estrategias y contenidos que no se podrian tratar sin tecnologia. Por
ello, cualquier prohibicién del uso de calculadoras supone una restriccion en el
aprendizaje de las matematicas, significa cerrar la puerta a importantes contenidos
matematicos para muchos estudiantes. Mas bien al contrario, deberia favorecerse
el uso de tecnologias en general y de la ClassPad en particular, para lograr una
mejora en el desarrollo de la competencia matematica.
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Sacandole partido a la CASIO fxS70MS
en sistemas electronicos de telecomunicacion®

Pablo Guerrero-Garcia y Angel Santos-Palomo
Universidad de Malaga

Resumen: Se ofrece una coleccion de secuencias no triviales de tecleado para en-
fatizar que, a la hora de diseiiar ejemplos ilustrativos para un curso completo de
métodos numeéricos como los que se preveen para la Reforma Educativa en los cursos
previos a la obtencion del grado en sistemas electrénicos de telecomunicacion, todo
lo que se necesita es una humilde calculadora cientifica estandar como la CASIO
FX-570MS cuando un laboratorio de ordenadores o una calculadora grafica no son
asequibles. El tmico requisito es una planificacion cuidadosamente elegida tanto de
las estructuras de datos como de la ordenacion computacional.

Palabras clave: Calculadora cientifica estandar, métodos numéricos, métodos de
ensefianza, técnicas para el aula.

SEMBLANZA

Hay situaciones en las que un laboratorio de ordenadores o una calculadora
grafica no son asequibles, principalmente cuando hay implicada algun tipo de eva-
luacion masiva. El tratar de evitar el copieteo electréonico a través de dispositivos
inalambricos y la asusencia de laboratorios lo suficientemente grandes como para
acomodar a todos los alumnos a la vez ha llevado a las autoridades académicas
a prohibir precisamente los mismos recursos cuyo uso promueven cuando se trata
de ensefar. Esto lleva a inconsistencias como la de que los profesores usan MAT-
LAB o una CLASSPAD 330 en el aula, pero los alumnos tienen que apafarselas
con una calculadora cientifica estandar cuando tienen que evaluarse.

El principal objetivo de esta contribucion es proporcionar una coleccion de se-
cuencias no triviales de tecleado para disenar ejemplos ilustrativos para un curso
completo de métodos numéricos con una humilde calculadora cientifica estandar
como la CASIO FX-570MS [1]. Nuestra experiencia docente con ingenieros en
sistemas electronicos de telecomunicacion nos reveld6 que los alumnos sélo son

* Informe Técnico MA-08/01, 30 Marzo 2008, http./lwww.satd.uma.eslmataplinvestig. htm. Contri-
bucion a presentar por el autor indicado con una estrella (a quien debe dirigirse la correspondencia)
en el 8th CMMSE International Conference, Special Session on Mathematics, the Education Reform
and the use of New Teaching Resources, La Manga del Mar Menor (Murcia, Espafia), Junio 2008.
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capaces de manejar expresiones directas en contraposicion con procedimientos
iterativos, y que ellos no estan al tanto de la mayoria de las caracteristicas de sus
baratas calculadoras cientificas estandar. Una planificacion cuidadosamente ele-
gida tanto de las estructuras de datos como de la ordenacién computacional les
permite descubrir toda la potencia computacional que se habian estado perdien-
do, y ahora ellos adquieren esta destreza en un curso ad-hoc especifico titulado La
calculadora cientifica estandar impartido en nuestra universidad, cf. pagina 2 de
http:Ilhs.sci.uma.es:8070/ht/ ProgramacionDocente Centro 306.pdf.

Desgraciadamente, recopilar una coleccioén de ejemplos especificos para ilustrar
todos los aspectos de un curso numérico es una tarea tediosa, pero los resultados
son ampliamente satisfactorios. La variedad de estrategias empleadas implica que
la adaptacion no es ni mucho menos trivial: debe hacerse de manera concisa, ya
que cada ejemplo debe explicarse y resolverse en menos de veinte minutos ya que
no se quiere dedicar mas de diez horas en total del curso ad-hoc completo. Los
ejemplos, que han sido extraidos de [2, 3, 4] y referencias citadas en ellos, pueden
clasificarse como sigue:

1. Evaluacion y algebra no lineal:

*  Modelo aritmético de punto flotante.

* Determinante del producto de dos matrices.

* Calculo de raices de ecuaciones algebraicas.

» Tablas de funciones e iteraciones de punto fijo.
*  Me¢étodo de Newton para ecuaciones no lineales.
* Ecuaciones no lineales y raices multiples.

* Método de Birge-Vietta para ecuaciones algebraicas.
2. Algebra lineal:

* Premultiplicado por matrices elementales.

* Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

* Me¢étodo iterativo de Jacobi para resolver un SEL.

*  Método iterativo de Gauss-Seidel para resolver un SEL.

* Deflaccidon en ecuaciones algebraicas de grado mayor que 3.

*  Método de las potencias.
3. Interpolacién y aproximacion:

» Interpolacién osculatoria (esquema general).

* Interpolacidn osculatoria (calculos intermedios).
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* Ajuste lineal (cuadratico).

* Ajuste no lineal (exponencial).

* Ajuste no lineal (hiperbolico).

* TFD como suma de exponenciales complejas.

* TIFD como suma de exponenciales complejas.
4. Problemas diferenciales:

* Eleccidn del tamano de paso en derivacidon numérica.

» Carga de condensador bajo coincidencia de intensidades.
* Extrapolacion de Romberg (esquema general).

» Extrapolacion de Romberg (calculos intermedios).

* Método de Euler.

* Me¢étodo predictor-corrector.

Este muestrario podria ayudar a otros profesores numéricos en la preparacion
de sus clases para enfatizar ciertos aspectos numéricos espec’ificos que incremen-
ten el nivel de difusion de la forma de trabajar del analista numérico cuando no
tiene a mano un ordenador, de la misma forma que un mago tiene su propio
ramillete de trucos. En las paginas siguientes puedes encontrar nuestras veintiséis
cartas. ;Cuales son las tuyas?
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Una sesion en ESTALMAT: nimeros y calculadoras

Encarnacion Amaro Parrado
IES Virgen de la Cabeza. Marmolejo (Jaén)
Agustin Carrillo de Albornoz Torres
Universidad de Cordoba
José M* Chacén Tiiigo
IES Llanes (Sevilla)
Concepcion Garcia Severon
IES Velazquez (Sevilla)

Resumen: Descripcion y justificacion de las actividades propuestas a alumnos del
primer afio del Proyecto Estalmat en una sesion de tres horas. El objetivo es traba-
Jjar algunas propiedades de los numeros trabajando con la calculadora cientifica e
insistir en el buen uso de la misma asi como en sus limitaciones.

El proyecto para la deteccion y el estimulo del talento precoz en matematicas
(ESTALMAT) es ya, después de seis anos de andadura exitosa en Andalucia, co-
nocido por muchos profesores de matematicas, por muchas instituciones que han
colaborado en €l y por cada vez un sector mas amplio de la sociedad.

Los cincuenta alumnos y alumnas de 12, 13 y 14 anos seleccionados en una
prueba que se realiza en junio y en la que se trata de medir su especial aptitud e
interés por las matematicas, reciben clases durante dos cursos escolares los saba-
dos por la manana, en las dos sedes que cubren la amplitud de nuestro territorio:
Facultad de Ciencias de Granada y Facultad de Matematicas de Sevilla.

Esta sesion la concebimos para que se incluyera entre las primeras a desarro-
llar en Primer Curso de ESTALMAT, y asi hemos venido haciéndolo a lo largo
de las ediciones que lleva ya el proyecto. Lo proponemos asi porque los conceptos
que se manejan son faciles y el objetivo que perseguimos es que los chicos, en
unos casos observen y deduzcan propiedades sencillas de los niimeros.

En general, estos alumnos le sacan bastante partido a la calculadora, pero no
esta de mas incidir en que este instrumento es una auténtica herramienta matema-
tica que viene en nuestra ayuda para liberarnos de operaciones tediosas y repetiti-
vas, pero que este ahorro hay que emplearlo en pensar en qué queremos que haga
por nosotros, como tiene que hacerlo (con qué prioridades) y, como siempre, sea
“a mano o a maquina”, juzgar el acierto del resultado.
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Cuando se destierra la pereza de repetir multiples veces, con numeros distintos,
una cierta cadena de operaciones, la calculadora puede poner de manifiesto pro-
piedades de las que, en estos niveles, no puede hacerse una demostracién formal.

Y también anadimos actividades en los que parece que la calculadora no nos
va a servir de ayuda. Pero si. S6lo hay que pararse a pensar un poco matematica-
mente y comprobar que, entre la deduccion acertada y la agilidad de la maquina,
los resultados brillan.

Mostramos, a continuacion, algunas de las actividades que proponemos en la
sesion y la resolucidén con la calculadora, y que creemos que son efectivas para
conseguir los objetivos que pretendemos. Desde luego si podemos asegurar que
en el ambiente general de la clase no hemos encontrado mayores dificultades por
parte de los chicos para abordarlas, y creemos que se trasmite con ellas un acer-
camiento a las utilidades de la calculadora asi como a la capacidad de generalizar
propiedades.

ACTIVIDADES

* (Qué dice tu calculadora al preguntarle por el resultado de la operacion
111111112? (mostrar).

Quiza te ayude ir poco a poco...

12

112

1112
1112
11112
111112
1111112
11111112

Desarrollo

Al utilizar la calculadora (en las sesiones se utiliza el modelo fx-82ES de Casio
con natural display, o sea, con escritura natural en pantalla), aparece:

Esta notacion no suele ser conocida por el alumnado del primer curso de Es-
talmat, con lo que no pueden interpretar el resultado; por eso a continuacioén
realizan los calculos sugeridos.
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A partir de este momento ya se aventuran a decir que:

Si ahora le pedimos que cuenten las cifras a partir de la segunda, observan que
hay 14, con lo que se puede introducir ya el concepto de notacién cientifica.
* Encuentra multiplicaciones que cumplan estas condiciones:

— Las tres cifras del multiplicando son diferentes.
— De la cifra del multiplicador no se sabe nada.

— Las tres cifras del resultado del producto son iguales.

La calculadora y los criterios de divisibilidad pueden ayudarte. Hay mas de
una solucion.

Desarrollo

Probando la divisién con nimeros de 3 cifras iguales:
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Hasta aqui observan que no sirve ninguna de las operaciones que han reali-
zado.

Pero en el siguiente paso, ya tienen una solucion: 148 x 3 = 444,

(Han estado trabajando la divisibilidad y los criterios).

Y asi contintan hallando las demas soluciones.

* Alicia ha tratado de investigar el periodo obtenido al dividir por 17. Des-
pués de dividir por 17 los niimeros 1, 2, 3, 4 y 5, cree que ya tiene el
periodo completo, que supone tiene 16 cifras. Compruébalo utilizando la
calculadora.

Intenta escribir el resultado que se obtendria al dividir 36 entre 17 con vein-
te cifras decimales.

Desarrollo
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Con estas operaciones, efectivamente ya creen que tienen todas las cifras del
periodo.

Ahora efectiian:

Y ya contestan que = 2’11764705882352941176.

En las dos actividades siguientes utilizan las raices y las potencias y comprue-
ban por aproximacion los resultados. Van probando y llegan a lo pedido.

* Un cubo (hexaedro) tiene un volumen de 200 cm?. calcula la longitud de su
arista con toda la exactitud que permita la calculadora.

[Cuanto suman sus aristas? ;Cual es su area total?

* En las tres actividades que siguen hay que trabajar con alguna estrategia de
busqueda.
15.252 es el producto de dos nimeros naturales consecutivos. Hallalos.
357.627 es el producto de tres nimeros impares consecutivos. Hallalos.

206.725 es la suma de dos cuadrados perfectos consecutivos ;Cuales son?

» ;Cual es la ultima cifra de 3 ?
(Cuales son las dos tltimas cifras de 7'>?
Deduce cual es la ultima cifra del nimero resultante de la siguiente opera-
cion:

171983 + 111983 — 71983

En la actividad anterior observan que la tltima cifra se van repitiendo cada
ciertas potencias de 3 y de 7, respectivamente. Analogo razonamiento siguen para
el ultimo apartado y después suman y restan.
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» (Como harias estas operaciones si la tecla x esta estropeada y no pueden
utilizarse los paréntesis?

» 37x 12
» 72 x 99
» 72x 0.9
» 45 x 105
» 59 x 199

Desarrollo

Nota: en esta actividad, en los primeros anos y usando modelos mas antiguos de
las calculadoras, no era necesario poner la restriccion de no usar los paréntesis;
con el modelo mencionado mas arriba ocurre que son iguales los resultados de
operar de la siguiente forma:

con lo que la actividad no tendria sentido.

* Usa la calculadora para obtener

Y ahora para obtener
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Con esa secuencia debes obtener con la mayor aproximacion que te permita la
calculadora el valor de:

(Los puntos suspensivos indican que se prosigue asi indefinidamente).

Desarrollo

Esta actividad tenia mas sentido con otros modelos de la calculadora. En esta
sesion de ESTALMAT, la hacen casi directamente:

Probando con mas pasos llegan a la conclusion de que el limite es 2.
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Actividades para realizar con calculadora

Proponemos a continuacién distintas actividades para realizarlas con el mode-
lo de calculadora indicada.

CON CALCULADORA CIENTIFICA

1. Observa:

a) Halla el valor de la expresion con 4 sumandos.

b) Si aumentamos el numero de sumandos, jaumenta o disminuye el valor
de la expresion?

¢) Calcula el valor de la expresion cuando el numero de sumandos sea 100.

d) (A qué valor se aproxima la expresion cuando hay infinitos sumandos?

2. (En qué nimero termina 2%?

Observa en qué cifra terminan las sucesivas potencias de 2 y busca una regla
que te permita saber la ultima cifra de cualquier potencia de base 2.

3. Encuentra algunas fracciones que verifiquen:

7 a 8
<<,
4 b 4
4. Calcula el valor de:
3 3 3 3

+ + + + ...
10 100 1000 10000

5. Dada la serie:
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Intenta averiguar el valor al sumar 10 términos. ;Y al sumar 20 términos?

Si sumamos los cien primeros términos ;cual es su valor?

CON CALCULADORA GRAFICA

1. Comprueba, con la ayuda del teorema de Bolzano, que la funcion
flx) = 2x3 - 5x% + 1 corta el eje de abscisas en un punto del intervalo (2, 3).

a) Con la ayuda de la tabla de valores, halla dicho punto de corte con un
error mas pequefnio que 0,05.

b) Comprueba graficamente que existe dicho punto perteneciente al inter-
valo (2, 3).

¢) Desde la ventana grafica determina la solucion.

2. A partir de una funcion f(x) representa, sin calcular previamente, la funcion
derivada.

Aplica el procedimiento a la representacion de la funcion f(x) = sen x.

3. Estudia la continuidad de la funcion f.

2x + 1 x<1
fix)y=¢ x2+2 l<x<3
1-x x=>3

CON CALCULADORA CAS (CALCULO SIMBOLICO)

En la seccién dedicada a este tipo de calculadoras, aunque también las podia-
mos haber propuesto en la seccion anterior, planteamos varias actividades que
corresponden a ejercicios de las pruebas de acceso a la Universidad de la convo-
catoria del 2010.

Estas actividades se han extraido de los examenes propuestos en distintas co-
munidades por lo que observaremos que son similares, aunque queremos destacar
que corresponden a comunidades en las que las normas sobre el uso de las calcu-
ladoras son diferentes.

Llama por tanto la atencion que en ocasiones, cuando se plantea el uso de la
calculadora en las PAU una de las razones en contra es que esto supondria que
habria que cambiar los tipos de ejercicios, lo cual no es del todo necesario o al
menos no sirve como justificacion para prohibir el uso de cualquier tipo de calcu-
ladora en las pruebas de acceso.
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Actividades para realizar con calculadora

Comencemos con una propuesta sobre matrices.

1. Sean las matrices:

1 0 0
(50 (o 2] (31 2)
0 1 2

Calcular la matriz X que cumpla la ecuacion A X B = C.

2. Sean las matrices:

(2 1 _[(1 6 (0 1
(3L e-(8) ()
a) Determina la matriz X que verifica X + B C = A2
b) Calcula las matrices C°y C'.

3. Dada la matriz:

4= (—13 —25)

a) Hallar la matriz N = 2.4. 4" 5.1, siendo [ :( (1) (1) )

b) Resolver la siguiente ecuacion matricial: 4. X = (i _51) .

La primera actividad corresponde a una prueba de la Comunidad Andaluza
en la que no estan permitidas las calculadoras graficas ni simbolicas y las otras
dos, se han propuesto en Cataluia y en Canarias, comunidades en las que si esta
permitido el uso de cualquier tipo de calculadoras.

Y ahora unas propuestas sobre funciones en las que se repite la misma situa-
cion, en unas comunidades si se permite el uso de las calculadoras y en otras
como en Andalucia no.

1. Considera la funcion f(x) = x*+ 4.

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 1.
b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la
recta de ecuaciéon y = 2x + 3. Calcula su area.
2. a) Representa las parabolas f{x) = x> - 3x -1y g(x) = x> + x + 5.

¢) Calcula el recinto limitado por ambas graficas.
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Actividades para realizar con calculadora

De estas ultimas actividades, la primera corresponde a Andalucia (prohibicion
de calculadoras) y la segunda a Castilla La Mancha, comunidad en la que se per-
mite el uso de cualquier tipo de calculadora.
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NORMAS PARA LA PUBLICACION

ENVIO DE ARTICULOS

Los articulos enviados a la revista Epsilon pasan por un proceso de revision por
pares. Para enviar un articulo para su evaluacion, siga las siguientes instrucciones:

1. Los trabajos deben ser de Educacion Matematica. El articulo no debe haber
sido publicado con anterioridad en una revista y los autores deben poseer
los derechos de autor correspondientes.

2. Los articulos pueden ser: de investigacion (experimental o un estudio ted-
rico), de ideas para el aula, de experiencias. También se aceptan articulos
para la seccion de resolucion de problemas.

3. Todo articulo debe estar escrito en castellano y debe incorporar referencias
bibliograficas, en todo caso, deben seguir las normas del manual de publi-
cacion de la APA (quinta edicion) de acuerdo con el siguiente modelo:

Para articulo de revista: Leinhardt, G., Zaslavsky, O. y Stein, M. (1990).
Functions, graphs and graphing: tasks. Learning and teaching. Review
of Educational Research, 60(1), 1-64.

Para libro: Fernandez, A. y Rico, L. (1992). Prensa y educacion Matemdati-
ca. Madrid: Sintesis.

Para capitulo de libro, actas de congreso o similar: Fuson, K. (1992). Re-
search on whole number addition and subtraction. En Grouws, D. (ed.)
Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, 243-275.
MacMillan Publishing Company: New York.

Para articulo de revista electronica o informacion en Internet: Cutillas, L.
(2008). Estimulo del talento precoz en matematicas. Numeros [en linea],
69. Recuperado el 15 de febrero de 2009, de http://www.sinewton.org/
numeros/

4. El articulo debera tener una extension maxima de 7.000 palabras, incluyen-
do las tablas y los anexos si es de investigacion. Para las secciones expe-
riencias e ideas para el aula la extension maxima sera de 3.000 palabras. El
formato de parrafo debe ser: letra Times New Roman tamafio 12 e inter-
lineado sencillo y sin sangrado. Parrafos con espaciado anterior de 6 ptos.
Los subtitulos deben estar sin numeracion.

5. El articulo debe incluir en espafiol e inglés: (a) el titulo del trabajo, (b) un
resumen con un maximo de 100 palabras, y (c) de tres a seis términos claves.
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6. El archivo con el articulo debe enviarse en formato doc y pdf.

7.

10.

11.

12.

13.
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Los esquemas, dibujos, graficas e imagenes deben enviarse por separado
(en una carpeta aparte del documento de texto) en formato TIFF o JPG
con una resoluciéon minima de 300 puntos por pulgada. Cada archivo debe
estar claramente identificado y se debe indicar en el texto el lugar donde se
ubica. Las fotos en las que aparezcan menores deberan estas pixeladas o
tener autorizacion escrita del tutor (se adjuntara copia con elarchivo).

Se debe enviar una segunda version del articulo en la que no aparezcan los
nombres de los autores, ni informacion relativa a ellos o que pueda servir
para indentificarlos (e.g., instituciéon a la que pertenecen, citas y referen-
cias bibliograficas propias, agradecimientos, datos del proyecto en el que
se enmarca el trabajo). En esta version, reemplace las citas y referencias
bibliograficas por “Autor, 2008” o “Autor et al., 2008”. En las referencias
bibliograficas propias se debe eliminar el titulo y el nombre de la revista o
el titulo del libro donde se publica.

Los datos de los autores (nombre, institucion a la que pertenecen, direc-
cion de correo electronico, direccion postal y nimero de teléfono y fax)
deben incluirse en un archivo aparte. Utilice inicamente un apellido o los
dos pero separados por un guion.

Los autores deben ser los duefos de los derechos de autor del documento
que se envia y, en su caso, haber obtenido los derechos para publicar aquel
material de otros autores que se incluya en el documento.

Cuando el articulo tenga mas de un autor, éstos designaran a un autor de
contacto quien se encargara de toda la comunicacion con la revista Epsi-
lon.

Los archivos se deben enviar al centro de documentacion Thales thales.ma-
tematicas@uca.es sefialando si es un trabajo de investigacion, experiencias
o ideas para el aula.

Una vez aceptado el articulo para su publicacion, se solicitara al autor de
contacto que firme una carta de cesion de derechos de autor en nombre de
todos los autores del trabajo.
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