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EDITORIAL

La Junta Directiva de la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THA-
LES ha depositado su confianza en mi para liderar una nueva etapa de la revista
Epsilon por lo que debo expresar mi agradecimiento. Desde este primer editorial
quiero, en nombre del nuevo Comité Editorial, manifestar nuestro reconocimiento
a la labor que Antonio Moreno y todo su equipo colaborador ha venido realizando
estos ultimos arios al frente de la revista.

La sociedad y el conocimiento evolucionan y las revistas deben adaptarse a estos
cambios y a las exigencias de sus lectores. Por tal razén hemos emprendido una rees-
tructuracion de la revista, en cuanto a las secciones y formatos, que se iran haciendo
patentes con el correr de los numeros. Se tendran cuatro secciones fijas: investiga-
cion, experiencias, ideas para el aula y, resolucion de problemas. Otras dos, reserias
bibliograficas y, opinion y debate se publicaran cuando hayan aportaciones sobre
estos temas. La seccion de resolucion de problemas tendra acceso abierto en la Web
de la revista para fomentar la participacion del profesorado en su desarrollo.

Si bien la revista esta dirigida al profesorado de matematicas de Ensefianza Se-
cundaria, creemos que es importante incorporar algunos articulos de investigacion,
pues esta puede no solo repercutir en el aula sino que permite ampliar el rango de
posibles lectores.

Uno de los retos que asumiremos es tratar de subsanar a medio plazo el desfase
de la revista, por lo que en este aiio 2011 realizaremos un particular esfuerzo edito-
rial. Esto ultimo es indispensable no solo para que la revista vuelva ser incluida en
las bases de datos en la que estuvo hace algunos afios si no para su incorporacion en
otras. Con este propésito se han programado dos niimeros monogrdficos: uno dedi-
cado a la historia de las matematicas y otro al trabajo con calculadoras, este ultimo
tendra un editor invitado.

Finalmente debo sefialar que el éxito de la revista Epsilon depende no solo de los
comités editorial y cientifico, sino de los autores y de cada una de las personas que,
de forma desinteresada, realizan labores de arbitraje de los articulos o hacen suge-
rencias sobre la forma de mejoria. Sin todos ellos no podria existir la revista.

ALEXANDER MAZ MACHADO
Director






INVESTIGACION

Epsilon - Revista de Educacion Matemdtica 2010, Vol. 27(2), n° 75, pp. 9-25

La investigacion en Educacion Matematica en la

revista Epsilon. Analisis cienciométrico y tematico
(2000-2009)

Rafael Bracho-Lopez, Alexander Maz-Machado,
Noelia Jiménez-Fanjul, Natividad Adamuz-Povedano,

Pilar Gutiérrez-Arenas y Manuel Torralbo-Rodriguez
Universidad de Cordoba

Resumen: Una de las actividades fundamentales inherentes al proceso de produccion
cientifica es la comunicacion de los conocimientos y, sin duda, los canales mas ca-
racteristicos de difusion cientifica son hoy dia los articulos que se suelen publicar en
revistas especializadas que, sometidos a ciertos controles de calidad, difunden resul-
tados de investigaciones, estudios empiricos, innovaciones curriculares, etc. Por ello,
todo medio de comunicacion cientifica que se precie debe preocuparse de evaluar de
forma mdas o menos sistematica la calidad de su produccion.

En este trabajo se presenta un estudio cienciométrico de los articulos cientificos pu-
blicados en los ultimos diez arios en Epsilon, la revista de la Sociedad Andaluza
de Educacion Matematica Thales, realizado desde una perspectiva bibliométrica y
conceptual o tematica. Esta investigacion se ha realizado coincidiendo con el ultimo
relevo en el equipo de direccion de la revista y a demanda de este, con el fin de iden-
tificar las caracteristicas de la produccion en la revista en los tltimos tiempos con
idea de planificar de forma adecuada la nueva linea editorial.

Palabras clave: Educacion matematica, cienciometria, bibliometria, revistas cientifi-
cas, andlisis tematico.

1. INTRODUCCION

Tradicionalmente, cuando concluye una investigacion los responsables de la
misma suelen sentir la responsabilidad de divulgar los resultados para compar-
tirlos con el resto de la comunidad cientifica; es asi como la ciencia se configura
como un complejo sistema social con sus propios canales de comunicacion, nor-
mas y principios éticos, en el que las publicaciones cientificas se han convertido
desde hace mas de tres siglos en los eslabones del proceso de transferencia de
informacion y en el instrumento habitual de comunicacion entre los investigadores
(Mendoza y Paravic, 2006).
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En el esquema general de la construccién del conocimiento cientifico, las re-
vistas especializadas son los referentes capaces de organizar sistematicamente los
conocimientos acumulados, que se inician a partir del trabajo de los autores y que
se perfeccionan y formalizan con las aportaciones de los editores y evaluadores
hasta llegar a los usuarios.

Por otro lado, la evaluacion de la produccion cientifica es sin duda una cues-
tién de interés singular en los ltimos tiempos y la Cienciometria es el campo dis-
ciplinar que ofrece métodos e instrumentos apropiados para este tipo de analisis.
Centrandonos en el estudio cienciométrico de las revistas cientificas, a través del
estudio de una serie de indicadores adecuados es posible conocer el nivel de con-
solidacién de un area de conocimiento, conocer los temas que se investigan con
mas cadencia, identificar a los autores e instituciones mas productivos, asi como
el nivel de colaboracion entre ellos y, en definitiva, orientar a los usuarios de las
publicaciones y/o a los responsables de las mismas acerca de aspectos reveladores
a partir de los trabajos que se publican (Terrada y Peris, 1988; Maz, Torralbo,
Vallejo, Fernandez-Cano y Rico, 2009).

En este trabajo, comenzamos realizando un breve recorrido historico a través
de las revistas espafolas sobre Educacion Matematica, para centrarnos a con-
tinuacion en un analisis cienciométrico y conceptual de los articulos cientificos
sobre Educacién Matematicas publicados en la revista Epsilon en el periodo de
tiempo comprendido entre el afio 2000 y el aflo 2009, coincidiendo con el relevo
en la direccion de la revista y en su equipo de redaccion.

2. REVISTAS ESPANOLAS SOBRE EDUCACION MATEMATICAS

Segun Rico y Sierra (1994), las primeras referencias sobre Educacion Matema-
tica en publicaciones regulares espafiolas se encuentran en el Boletin de la Institu-
cion Libre de Ensefianza (BILE), medio de comunicacién de este establecimiento
educativo laico que, como se sabe, tuvo una gran repercusion en la vida intelectual
de nuestro pais desde su fundacién en 1876, hasta el comienzo de la Guerra Civil
Espaifiola. En el primer tercio del siglo XX, también tiene una presencia significati-
va la Revista de la Real Sociedad Matematica Espaiiola (RSME) (1911-1917), que
tuvo su continuacion en la Revista Matematica Hispano-Americana (1919-1936),
fundada por Julio Rey Pastor, y otras dos revistas que, no estando centradas en el
universo matematico, publicaron bastantes articulos sobre Educacion Matemati-
ca: Revista de Escuelas Normales (1923-1936) y Revista de Pedagogia (1922-1937).
Pero sin duda la Guerra Civil corté un desarrollo prometedor de la Educacion en
Espafa y, en particular, de la Educacion Matematica.

En la década de los cuarenta se produce la practica desapariciéon de revistas
cientificas educativas. Fue en 1949 cuando inicié su andadura la revista Bordon,
como revista de la Sociedad Espafiola de Pedagogia. Bordon comenzoé mostrando
un marcado interés por las didacticas especificas, publicando entre otros, diversos
articulos sobre Educaciéon Matematica y dedicando un monografico en el ano 53
a dicha area de conocimiento.
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En la segunda mitad de los anos cincuenta, como fruto de cierta inquietud por
la Enseflanza Secundaria, comenzaron a aparecer algunas revistas educativas en
las que también encontramos articulos dedicados a la Didactica de las Matema-
ticas, entre ellas destacamos Revista de Enseiianza Media (REM) (1956) y Vida
Escolar (1958).

En 1968, el Departamento de Metodologia y Didactica “Jorge Juan” de Mate-
maticas, inicia la publicacion de Cursillos sobre Diddctica Matematica, inicialmen-
te con periodicidad anual y, ya en la década de los setenta, empiezan a aparecer
revistas que pronto tendrian gran repercusion en el mundo de la Educacién, como
Cuadernos de Pedagogia (1975) e Infancia y Aprendizaje (1978).

Y desde luego, desde su fundacién en 1983, debemos destacar el papel desem-
penado por Enseiianza de las Ciencias, una revista de investigacion sobre educa-
cion cientifica en general que, de manera particular, viene contribuyendo de forma
constante a la comunicacion y difusion de la investigacion en Educacion Matema-
tica.

A mediados de los setenta, ante la preocupacion por los problemas de apren-
dizaje de las Matematicas derivados de la implantacion de la Ley General de la
Educacién, surgieron varios grupos que investigaban sobre la viabilidad de otros
programas y métodos y difundieron entre el profesorado ideas renovadoras, como
el Grupo Zero de Barcelona, el Grupo Cero de Valencia, el Equipo Granada Mats,
el Colectivo Rosa Sensat, el Colectivo de Diddctica de las Matemdticas de Sevilla,
etc. Estos grupos jugaron un papel fundamental en la historia de la Educacion
Matematica en Espana, pero era evidente la necesidad de organizarse en estructu-
ras mas solidas y abiertas como podian ser los departamentos universitarios y las
asociaciones de profesores de matematicas (Rico y Sierra, 1994).

A finales de los setenta y principios de los ochenta se produce el inicio del
movimiento asociativo entre profesores de Matematicas como respuesta a las ne-
cesidades de afrontar los problemas de la Educacion Matematica en ese tiempo.
La primera asociacion en constituirse fue la Sociedad Canaria “Isaac Newton”, en
1978; en 1980, lo hizo la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”,
y en 1981, la Sociedad Aragonesa “Pedro Ciruelo”. En 1984 surgio la Asociacion
de Profesores de Matematicas de Andalucia, que en 1987 se fusiond con la Socie-
dad Thales, adoptando el nombre de Sociedad Andaluza de Educacion Matema-
tica “Thales”. En 1988 se produce otro hito importante con la constitucion de la
Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM). A
partir de este momento empiezan a constituirse asociaciones de profesorado de
Matematicas en la practica totalidad de comunidades auténomas. En la actuali-
dad son 20 las sociedades de profesorado integradas en la FESPM.

Entre la gran cantidad de actividades de formacién del profesorado, académi-
cas, divulgativas, etc. que se han venido desarrollando desde las asociaciones de
profesores de matematicas en los ultimos anos, sin duda destacan por su trascen-
dencia los encuentros del profesorado y, en algunos casos significativamente rele-
vantes, el fomento de la comunicacién y difusion a través de las revistas cientificas
que las propias sociedades han ido editando.
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TABLA 1
REVISTAS DE ASOCIACIONES DEL PROFESORADO DE MATEMATICAS

TITULO EDITOR PERIODO
Numeros (1* Epoca) Soc. Canaria I. Newton de Prof. de Mat. 1981 - 1990
Numeros (2* Epoca) Soc. Canaria I. Newton de Prof. de Mat. 1990 - 2010
Thales Soc. Andal. de Prof. de Matematicas “Thales” 1984 - 1987
Epsilon (1* Epoca) Asoc. Prof. de Mat. de Andalucia 1984 - 1987
Epsilon (2* Epoca) SAEM Thales 1987 - 2009
SUMA FESPM 1988 - 2010
BIAIX FEEMCAT 1992 - 2010
GAMMA AGAPEMA 2001 - 2010

Fuente: Rico y Sierra (1994) y elaboracion propia.

En la Tabla 1 se indican las revistas sobre Educacion Matematica editadas por
asociaciones del profesorado en nuestro pais en los ultimos afos.

Otras asociaciones de la FESPM publican con mas o menos regularidad sus
propios boletines. Es el caso de la Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia
(ENCIGA), que publica su boletin desde mayo de 1988; la Sociedad Madrilefia
de Profesores de Matematicas “Emma Castelnovo”, desde 2006; la Sociedad Ma-
tematica de Profesores de Cantabria, desde 2008, y la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas, que viene publicando regularmente tres boletines al
afio desde el ano 1983.

Ademas de las revistas de sociedades de profesorado citadas, existen en la
actualidad otras publicaciones periodicas espafiolas, de naturaleza mas o menos
cientifica, que vienen publicando articulos sobre Educacion Matematica. Entre
ellas hay tres especializadas en Educacion Matematica: SIGMA, UNO y PNA.
SIGMA es una publicacion auspiciada por el Departamento de Educacion, Uni-
versidades e Investigacion del Gobierno Vasco, dirigida fundamentalmente al pro-
fesorado de Educacion Primaria y de Educacion Secundaria, UNO es una revista
editada por la Editorial GRAO, especializada en publicaciones educativas; su an-
dadura comenzoé en septiembre de 1994 y desde entonces viene publicando cuatro
numeros al afo centrados en la Didactica de las Matematicas, y PNA es la tnica
revista espafiola centrada en la investigacion en Educacion Matemadtica; es una
iniciativa del Grupo de Investigacion en Didactica de la Matematica: Pensamiento
Numérico y Algebraico, del Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo e Innova-
cion (PAIDI), y publica regularmente cuatro nimeros al afio (septiembre, enero,
marzo y junio), en inglés o espanol, desde septiembre de 2006.

En una situacion intermedia entre las revistas especializadas en Educacién Ma-
tematica y las mas genéricas pero que también publican articulos sobre esta dis-
ciplina, podemos considerar a la revista La Gaceta, editada por la Real Sociedad
Matematica Espanola (RSME). Esta revista, dedicada a la divulgacion de las Ma-
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tematicas, publica articulos de muy variada naturaleza, entre los que un nimero
considerable estan relacionados con la Educacion Matematica.

Por ultimo, entre las revistas educativas mas generalistas que vienen publi-
cando con cierta regularidad articulos sobre Educacion Matematica destacamos
la ya mencionada Enseiianza de las Ciencias, editada por el Institut de Cién-
cies de ’Educacié de la Universitat Autonoma de Barcelona y el Vicerectorat
d’Investigacidé de la Universitat de Valéncia; Revista de Educacion, editada por
el Ministerio de Educacion; Cuadernos de Pedagogia, con sus mas de 29 afios de
presencia ininterrumpida en el ambito educativo; Infancia y aprendizaje, editada
por la Fundacion Infancia y Aprendizaje; Perspectiva Escolar e Infancia, ambas
editadas por la Associacié de Mestres Rosa Sensat y BORDON, Revista Espaiiola
de Pedagogia, a la que ya hicimos referencia anteriormente.

3. INFORMACION GENERAL SOBRE LA REVISTA EPSILON

Los datos generales de esta revista son los siguientes:

TABLA 2
DATOS GENERALES DE LA REVISTA EPSILON

Nombre: Epsilon: Revista de la Sociedad Andaluza de Educacion Mate-
matica THALES

Area de Conocimiento: | Didactica de la Matematica

ISSN: 1131-9321

Periodicidad: Cuatrimestral

Inicio: 1984

Editor: Sociedad Andaluza de Educaciéon Matematica THALES

Director: Alexander Maz Machado

Consejo de redaccion: Damian Aranda, Rafael Bracho, Fracisco Espafia, José R.
Galo, Manuel Gomez, Inmaculada Serrano

Comité cientifico: Evelio Bedoya, Matias Camacho, José Carrillo, José Ortiz,
Liliana Mabel Tauber, M* del Mar Moreno, Modesto Sierra

Web: http://thales.cica.es/epsilon

Fuente: Dialnet y http://thales.cica.es/epsilon

En sus inicios en 1984, la revista Thales, editada por la Sociedad Andaluza de Pro-
fesores de Matemadticas “Thales”, y la revista Epsilon, de la Asociacién de Profesores
de Matematicas de Andalucia, se publican paralelamente. Esto ocurre hasta 1987, afio
en que se produce la fusién de ambas sociedades en la Sociedad Andaluza de Educa-
cion Matemdtica Thales (SAEM THALES). Entonces se comienza a publicar la nueva
revista Epsilon que sigue publicdndose en la actualidad.
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Epsilon es, desde hace anos, el vehiculo de informacioén, comunicacién y parti-
cipacion de los socios de las SAEM THALES vy del profesorado de Matematicas
de Andalucia de todos los niveles educativos, pero en ella también participan gran
cantidad de autores nacionales e internacionales y también es leida esta publica-
cion fuera de Andalucia.

En sus distintas etapas, Epsilon ha cambiado de formato y de estructura, aun-
que no demasiado. El tltimo cambio se produce precisamente en el presente nu-
mero, coincidiendo con la entrada en funciones del actual consejo de redaccion,
bajo la direccion de Alexander Maz Machado.

Desde hace algin tiempo, la revista ha ido acumulando un retraso considera-
ble por lo que en los ultimos afos se ha venido realizando un esfuerzo importante
para recuperar la periodicidad comprometida. En la actualidad el retraso existente
es de dos numeros y se prevé que en el presente aflo se consiga la puesta al dia.

En la nueva etapa que ahora comienza, la estructura de la revista constara de
las siguientes secciones:

+ Investigacion en Educacion Matematica.
« Experiencias en el aula.

* Ideas para el aula.

* Resolucion de problemas.

* Informacién sobre eventos.

* Resefias bibliograficas.

4. ESTUDIO CIENCIOMETRICO Y TEMATICO DE LA REVISTA EPSILON

Con el objetivo de analizar la contribucion de Epsilon a la investigacion en
Educacion Matematica en nuestro pais en los ultimos afos, el consejo de redac-
cion de la revista ha llevado a cabo un completo analisis cienciométrico de la mis-
ma en los ultimos diez afios. En este estudio se ha realizado un analisis diacrénico
de los articulos cientificos publicados en el periodo 2000-2009. Dicho analisis se
ha abordado desde una doble perspectiva bibliométrica y tematica.

En el analisis bibliométrico se han estudiado un total de 27 variables y diversos
indicadores de produccion, de colaboracion y de citacion, si bien en este trabajo se
muestra solo un resumen. Para el andlisis tematico de los documentos se han uti-
lizado las 16 variables definidas en la Mathematics Education Subject Clasification
(MESC) para la catalogacion en la base de datos MathEduc, ya que las catego-
rias establecidas en dicho sistema son ampliamente aceptadas por la comunidad
de investigadores en Educacion Matematica y han sido utilizadas en estudios an-
teriores, lo que nos ha permitido realizar ciertos analisis comparativos. A través
de nuestro analisis se ha podido comprobar el interés de los investigadores por un
variado y completo conjunto de topicos que responde a la problematica actual de
la Educacién Matematica.

14
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4.1. Planteamiento del problema. Objetivos del estudio e hipotesis de trabajo

El objetivo general de esta investigacion es analizar longitudinalmente los arti-
culos cientificos publicados en la revista Epsilon en el periodo comprendido entre
2000 y 2009, a través de un doble estudio bibliométrico y tematico.

Para ello nos proponemos los siguientes objetivos especificos:

1. Realizar un analisis bibliométrico de la produccion de investigacion en la
revista Epsilon a través de los articulos cientificos publicados en los afios de
1990 a 2009, analizando su evolucion y aportando una vision diacronica de
dichos elementos asi como de sus patrones y tendencias.

2. Catalogar y analizar tematicamente los documentos de la investigacion.

3. Identificar los investigadores y las instituciones con mayor produccion del
campo disciplinar.

4.2. Diseino

Este estudio es longitudinal, de tipo descriptivo explicativo y en €l se utilizan
técnicas bibliométricas cuantitativas y cualitativas en concordancia con el analisis
bibliométrico. Se ha hecho uso de datos cuantitativos como frecuencias, porcenta-
jes de valores, estadisticos inferenciales con significacion estadistica y correlacio-
nales e interpretaciones de los mismos.

La recogida de datos se ha realizado a través de la consulta directa de los ejem-
plares de la revista. En una base de datos de estructura relacional, confeccionada
ad hoc en OpenOffice Base, se registré un conjunto de campos relacionados con
las variables objeto de estudio. Mas tarde se programaron una serie de consultas
que fueron exportadas a una hoja de calculo disefiada con el programa Calc, tam-
bién del paquete OpenOffice, para el tratamiento estadistico de los datos.

La revista Epsilon publica trabajos de distinta naturaleza (articulos cientificos,
trabajos de divulgacion, experiencias en el aula, resefias bibliograficas, informacion
sobre actividades de la SAEM THALES, etc.). En este trabajo se han estudiado
unicamente los articulos que el consejo de redaccion de la revista ha catalogado
como articulos cientificos, dejando de lado otro tipo de trabajos.

4.3. Resultados del analisis cienciométrico
Regularidad productiva

Se obtiene un promedio de 11,6 articulos al afio, que no es muy representativo
debido a la alta dispersion (desviacion tipica = 6,24). Se puede hablar claramente
de dos etapas bien diferenciables en cuanto al nimero de articulos por afo: la

primera hasta 2003, inclusive, y la segunda desde 2004, afio en que se hizo cargo
un nuevo equipo de direccion.
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FIGURA 1
PRODUCTIVIDAD DIACRONICA DE ARTiCULOS EN LA REVISTA EPSILON
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Excluyendo el alto numero de articulos publicados en 2001, probablemente
como consecuencia de la actividad generada por el Ano Mundial de la Matema-
tica, y la ligera bajada de 2009, debida a que el n° 71 estuvo dedicado al XXV
Aniversario de la Olimpiadas Matematicas Thales y en ¢l no se publicaron articu-
los cientificos, si se podria hablar de regularidad en una y otra etapa. La evidente
diferencia entre ambas etapas creemos que se debe al cambio de enfoque y de
estructura, ya que en el modelo de revista de los ultimos afios se mantiene aproxi-
madamente el volumen de la revista, pero se ha ido introduciendo nuevas seccio-
nes, lo que ha hecho que se vea reducido el espacio destinado a la publicacion de
articulos de investigacion.

Productividad de los autores y colaboracion en la autoria

En los 116 articulos analizados han intervenido un total de 178 autores, de los
cuales 150 (84 %) solo han publicado un articulo (pequenos autores) (Price, 1986).
Curiosamente el autor que mas articulos ha publicado en el periodo analizado es
el italiano Bruno D’Amore (5 articulos), seguido de su companera Martha Fan-
difio, Félix Martinez de la Rosa, José M. Pacheco y Ana Rodriguez Chamizo, que
publicaron 3 articulos.

Al analizar el numero de autores que firman cada articulo, se observa que
predominan los trabajos individuales (48,28 %), mientras que se obtiene un indice
de colaboracion o coautoria (I.C. = N° de firmas / N° de articulos) igual a 2,06,
practicamente igual al indice de dos firmas por trabajo que Bordons y Gomez
(1997) establecen para las Ciencias Sociales en Espana.
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TABLA 3
NUMERO DE AUTORES POR ARTICULO PUBLICADO
EN LA REVISTA EPSILON

N° DE FIRMAS FRECUENCIA PORCENTAIJE
1 56 48 %
2 37 31 %
3 17 15 %
4 2 2%
5 2 2%
6 1 1%
7 0 0 %
8 0 0 %
9 1 1%

Con idea de profundizar un poco mas en las redes de colaboracion entre au-
tores se construyo la matriz de coautoria y se aplico el programa Pajek (Batagelj
y Mrvra, 2007). La representacion grafica obtenida inicialmente mediante el algo-
ritmo de Kamada Kawai resulté extensa y compleja para poderla presentar en el
formato de este documento; sin embargo, a la vista de ella, resulta evidente que
no se puede hablar de una sola red continua, sino que hay un elevado numero de
nodos aislados, sintoma de un predominio de trabajos individuales o de colabora-
ciones esporadicas con pocos contactos de colaboracion.

Para poder interpretar mejor las relaciones de interdependencia entre los nodos
de la red se procedio a una serie de reducciones en las que se fueron depurando
progresivamente los nodos aislados y las redes mas pequeiias, hasta que se pudo
identificar las cuatro redes de colaboracion algo mas significativas (Fig. 2).

Productividad institucional

En conjunto, los autores firmantes de articulos en el periodo estudiado, pro-
vienen de un total de 71 instituciones, de las cuales 39 son universidades, 22 son
centros de ensenanza no universitarios y 10 son otro tipo de centros e institucio-
nes. Si comparamos esta distribucion de la presencia institucional en la revista
Epsilon con la de otros estudios mas amplios sobre revistas espafiolas de Ciencias
Sociales (Bracho, 2010), observamos que existe una proporcion notable de autores
vinculados a centros de E. Primaria y de E. Secundaria.

Segun la clasificacién de Price (1986), podemos agrupar estas instituciones pro-
ductoras en tres grupos:

* QGrandes productoras (mas de 10 articulos): 3 instituciones.
* Productoras media (entre 2 y 9 articulos): 16 instituciones.
* Productoras ocasionales (tan sélo un articulo): 52 instituciones.
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FIGURA 2
PRINCIPALES REDES DE COLABORACION EN AUTORIA
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Casi todas las instituciones mas productivas son universidades (Tabla 4) y, en-
tre ellas, destacan las universidades de Cadiz, Sevilla y Granada con 15, 13 y 11
articulos publicados, respectivamente.

Indicadores de citacion

El analisis de citas, a pesar de las polémicas sobre ¢l existentes, constituye un
elemento esencial de la Cienciometria, ya que permite cuantificar la repercusion
de las publicaciones cientificas y de la produccién de los investigadores, asi como
establecer las relaciones existentes entre los documentos cientificos.

En nuestro analisis, hemos obtenido un total de 1.372 referencias bibliograficas
en los 116 articulos publicados en las revistas que se han analizado en el periodo
de 2000 a 2009, lo que supone una media de 11,8 referencias por articulo, nota-
blemente inferior a la usual en revistas especializadas en investigacion educativa,
y una elevada desviacion tipica de 11,01.

En cuanto a la antigiiedad de las citas, se obtiene una media global de 23,41
afios, bastante mas alta que la que se obtiene para las Ciencias Puras y para las
Ciencias Sociales en general, debido a la cadencia con la que aparecen articulos
sobre Historia de las Matematicas, como se vera mas adelante, en los que se suele
hacer referencia a documentos muy antiguos.
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TABLA 4
INSTITUCIONES MAS PRODUCTIVAS

Universidad de Cadiz 15
Universidad de Sevilla 13
Universidad de Granada
Universidad de Cordoba
Universita di Bologna (Italia)

—_
—_

Universidad de Jaén

Universidad Nacional de Comahue (Argentina)

Universidad Politécnica de Valencia
CEP de Sevilla

CINVESTAV (México)
Universidad de Extremadura

W W W W s BB v

Universidad de Huelva

Atendiendo al tipo de documentos citados se obtuvieron los siguientes resul-
tados:

FIGURA 3
PORCENTAJES DE CITAS A LOS DISTINTOS TIPOS DE DOCUMENTOS
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En términos globales, los documentos mas citados han resultado ser los libros
(43 %), seguidos de los articulos de revistas cientificas (34 %). Con porcentajes
mas bajos aparecen las citas a capitulos, tesis doctorales, actas de encuentros del
profesorado y otros tipos de documentos.

Puesto que las revistas cientificas son el cauce normal de difusion de los avan-
ces en el ambito de la investigacion, interesa saber cuales son las tomadas como
referencia habitual en el estudio que estamos realizando.

En total se cita a 214 revistas distintas. De ellas, en la tabla 5 se recogen los
nombres de las 12 revistas mas citadas, asi como el nimero de veces que se cita a
cada revista. Se observa que la propia revista Epsilon es una de las mas citadas,
mientras que otras dos revistas sobre Educacion Matematica espainolas: SUMA,
la revista de la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas
(FESPM) a la que pertenece la SAEM THALES, y UNO, de la editorial Grad,
también aparecen destacadas. Por otro lado, Educational Studies in Matematics,
Recherches en Didactique des Mathématiques, Journal for Research in Mathematic
Education y For the Learning of Mathematics, las cuatro revistas que se pueden
considerar el nucleo que nutre fundamentalmente de informacion a los investi-
gadores en Educacion Matematica (Torralbo, 2002; Vallejo, Fernandez-Cano,
Torralbo, Maz y Rico, 2008; Bracho, 2010), aparecen igualmente entre las mas
citadas, las dos primeras en los dos primeros lugares, mientras que las otras tienen
una presencia algo mas discreta.

TABLA 5
REVISTAS MAS CITADAS

REVISTA N° DE VECES QUE SE CITA

Educational Studies inMathematics 28
Recherches en Didactique des Mathematiques 25
Suma 22
Epsilon 21
American Mathematical Monthly 21
International Journal of matematical education in 18
Science and tecn.

Uno 17
Journal of Mathematical Behavior 16
Journal for Research in Mathematics Education 14
La Matematica e la sua Didattica 11
European Journal of Physics 11

Nos ha llamado la atencion el hecho de que Ensesianza de las Ciencias, una de
las publicaciones consolidadas como referente importante entre los investigadores
en Educacion Matematica en Espana, solo aparezca 5 veces citada en Epsilon en
un periodo de diez afios.
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4.4. Resultados del analisis tematico

Tal y como adelantamos en el punto 4, el analisis tematico que hemos reali-
zado se ha basado en las variables definidas en la Mathematics Education Subject
Classification (MESC), para la base de datos MathEduc.

La MESC se basa en un sistema de etiquetas constituidas por una letra ma-
yuscula seguida de dos digitos. La letra hace referencia a la categoria tematica
general, el primer digito a la subcategoria dentro de ella en la que enmarcamos el
trabajo, y el segundo digito hace referencia al nivel educativo. Veamos un ejemplo:
La letra G se asigna a la Geometria, como veremos enseguida. Dentro de la G
hay 9 subcategorias (G10, ...., G90); por ejemplo, la G20 es para los trabajos rela-
cionados con areas y volimenes. Pues bien, un trabajo catalogado con la etiqueta
G22, trataria sobre areas y volumenes en Educacién Primaria.

En primer lugar se ha consultado la catalogacién de la base de datos MathEduc
para cada articulo, respetandose el etiquetado cuando existia y, en los casos en los
que el articulo no estaba catalogado conceptualmente, hemos realizado nosotros
la catalogacion. De los 116 articulos publicados en la revista Epsilon en el periodo
que estudiamos, 69 (59,5 %) aparecian indexados en MathEduc 'y 47 (40,5 %) de
ellos estaban sin clasificar conceptualmente y han sido catalogados por nosotros.

En la tabla 6 puede verse la distribucion de estas etiquetas por categorias
tematicas que se ha obtenido:

TABLA 6
ARTICULOS DE EPSILON AGRUPADOS POR CATEGORIAS

CATEGORIAS TEMATICAS FRECUENCIA PORCENTAIJE
A: General 21 2,0 %
B: Politica Educativa y Sistema Educativo 9 0,9 %
C: Psicologia de la Educacién Matematica... 12 1,2 %
D: Educacion e Instrucciéon en Matematicas 10 1,0 %
E: Fundamentos de las Matematicas 3 0,3 %
F: Aritmética. Teoria de los Numeros. Cantidades 9 0,9 %
G: Geometria 15 1,4 %
H: Algebra 12 1,2 %
I: Analisis 15 1,4 %
K: Combinatoria y Teoria de Grafos. Estadistica... 21 2,0 %
M: Modelos Matematicos, Matematicas Aplicadas 21 2,0 %
N: Matematicas Numéricas. Matematicas Discretas... 11 1,1 %
P: Informatica 0 0,0 %
Q: Educacion Informatica 0 0,0 %
R: Aplicaciones de la Informatica 0 0,0 %
U: Materiales y Medios Educativos... 4 0.4 %
Total de Etiquetas 163 -
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Se comprueba el interés de los investigadores del area por un variado y com-
pleto conjunto de topicos que responde a la problematica actual de la Educacion
Matematica. Solo se observan tres variables sin presencia significativa que, como
es logico, son las relacionadas con la informatica, campo tematico incluido en la
catalogacion de MESC.

Ademas de la categoria A, que como “cajon de sastre” recoge un considera-
ble nimero de catalogaciones, destacan los articulos que tratan temas relaciona-
dos con la categoria M (Modelos matematicos y Matematicas Aplicadas) y la K
(Combinatoria y Teoria de Grafos. Estadistica), en coherencia con la preocupa-
cion actual del profesorado por el enfoque practico de la ensefianza de las Mate-
maticas y su orientacion hacia el desarrollo de las competencias bésicas.

Por otro lado, un 44 % de los trabajos se centran en aspectos fundamental-
mente curriculares (categorias F, G, H, I y K) y entre ello, ademas de los ya co-
mentados sobre Estadistica, destacan los articulos que tratan sobre Geometria o
Analisis Matematico.

Mayor presencia esperabamos de los trabajos relacionados con “Materiales y
Recursos Educativos”, ya que en otros analisis mas amplios se ha constatado un
incremento en esta tematica, sobre todo en los trabajos centrados en el uso edu-
cativo de los recursos TIC en la clase de Matematicas. No obstante, creemos que
este hecho se debe a la existencia de una seccidén especifica destinada a las TIC
que recoge los posibles trabajos que habrian podido incluirse en el apartado de
articulos.

Si nos centramos en los temas mas concretos (subcategorias tematicas), nos
ha llamado la atencion el considerable nimero de trabajos catalogados con la
etiqueta A20, destinada a la tematica relacionada con las Matematicas recrea-
tivas. Quiza, ademas de la inquietud del profesorado por encontrar alternativas
metodologicas que hagan mas atractivas las Matematicas, exista una motivacion
particular por el propio disfrute en torno a cuestiones que probablemente no estén
destinadas a su aplicacion en el aula.

Por ultimo, hemos de comentar que en mas de la mitad de los casos no se hace
referencia al nivel educativo al que van dirigidos los trabajos (53 %) vy, entre los
trabajos en los que se indica esta caracteristica, destacan los destinados a la en-
seflanza universitaria, mientras que los que se centran en la E.S.O. y Bachillerato
doblan exactamente a los destinados a E. Infantil y E. Primaria.

5. INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS. CONCLUSIONES

En la linea de otros trabajos previos centrados en el analisis de la produccion
cientifica en Educacion Matematica (Torralbo, 2002; Vallejo, et. al, 2008; Bracho,
2010), la presente investigacion se centra en el analisis bibliométrico y tematico de
los articulos cientificos publicados en la revista Epsilon en los ultimos 10 afios con
la idea de conocer el mayor nimero de elementos posibles de dicha revista para
poder intervenir con sentido positivo desde el nuevo equipo editorial, si se estima
oportuno.
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TABLA 7
FRECUENCIAS DE LOS NIVELES EDUCATIVOS EN LA REVISTA EPSILON

NIVEL EDUCATIVO N° DE ETIQUETAS

0: General 87
1: Educacion infantil

2: Educacion primaria 9
3: Educacién secundaria elemental (ESO) 16
4: Educacion secundaria superior (Bachillerato) 10
5: Enseflanza universitaria 30
6: Educcion especial

7: Formacioén profesional

8: Facultades y escuelas de educacion. Formacion a distancia

9: Formacion del profesorado

Total de Etiquetas 163

En general, a través del presente estudio se constata un nivel aceptable de con-
cordancia con la produccion cientifica en el ambito de las Ciencias Sociales en el
comportamiento, tanto de los indicadores bibliométricos de produccién, colabo-
racion y citacion, como con el panorama tematico observado en los trabajos a los
que hacemos referencia en el campo de la Educaciéon Matematica en Espafa, un
area de conocimiento que, en pocos anos de existencia, ha desarrollado un alto
grado de consolidacién en nuestro pais.

Sin embargo, no cabe duda que una cuestién preocupante, ya que podria in-
cluso poner en peligro la visibilidad de la revista objeto de estudio en las bases de
datos nacionales e internacionales en la que se encuentra catalogada, es el retraso
acumulado en las entregas, una cuestion en la que se ha venido trabajando en los
ultimos afos y que se espera resolver a lo largo del presente afio.

En lo relativo a la regularidad en la publicacion de articulos cientificos, junto a
trabajos de otra naturaleza, se han diferenciado claramente dos etapas coinciden-
tes con los periodos de responsabilidad de los dos tultimos equipos de direccion
de la revista. De esta forma, se observa que en el ultimo periodo ha descendido
relativamente el nimero de articulos cientificos por nimero o ano, en beneficio
de trabajos relacionados con experiencias en el aula, articulos divulgativos, etc.,
en respuesta probablemente acorde con la demanda de un importante nimero de
socios y suscriptores. En cualquier caso, se observa una presencia considerable de
articulos cientificos desde hace afos, que hace que la revista Epsilon sea un refe-
rente, no solo a nivel de innovacion en el aula, sino también en el plano de la in-
vestigacion en Educacion Matematica en Espafa, una caracteristica que creemos
que vale la pena seguir manteniendo viva.

En cuanto a la presencia de los autores, se cumple lo observado por Lotka
(1926) en el sentido de que la mayoria de los autores publican un nimero redu-
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cido de trabajos, mientras que la mayoria de los articulos son publicados por un
nimero muy limitado de investigadores, sin que llegue a tener sentido en este caso
la verificacién de la denominada “Ley de Lotka”, dado que el numero de arti-
culos analizados es considerablemente inferior a doscientos. Mas concretamente,
practicamente la mitad de los autores registrados publican un solo articulo en los
diez afnos analizados, mientras que a pesar de no existir autores muy productivos,
los que publican 3 o mas articulos son responsables de la mayor parte de la pro-
duccion.

A nivel de colaboracion en la autoria, se observa una tendencia relativamente
individualista en consonancia con lo que es habitual en las Ciencias Sociales. Si
acaso, se han detectado algunas pequenas redes integradas por pocos autores que
no pueden llegar a considerarse como los denominados “colegios invisibles”. Este
hecho podria estar motivado por la escasa costumbre asociacionista en lo relativo
a investigacion educativa entre el profesorado no universitario, en buena parte
responsable y receptor de los contenidos que se publican en la revista Epsilon.

De hecho, en el plano institucional, si bien prevalecen los autores vinculados a
universidades, proporcionalmente la presencia de autores procedentes de centros
educativos no universitarios es bastante mayor de lo habitual en las revistas cien-
tificas, lo que caracteriza a la publicacion objeto de estudio como un importante
vehiculo de comunicacion y de informaciéon para el profesorado de E. Primaria
y E. Secundaria, un hecho que ha de tenerse en cuenta sin desatender al profeso-
rado universitario, que también esta claramente presente en la dinamica editorial
de la revista.

Respecto a las implicaciones de los resultados obtenidos en el estudio de los
indicadores de citacion, en el analisis se obtienen resultados bastante esperados,
lo cual nos transmite una sensacién de normalidad que, en general, es un buen
indicador del nivel cientifico de la revista.

En lo relativo al analisis tematico de los documentos, se ha podido comprobar
que se aborda un variado conjunto de tematicas que cubre todo el espectro de
interés del profesorado de Matematicas, destacando los trabajos que tratan temas
relacionados con aspectos curriculares y, en particular, con cuestiones de natura-
leza practica en coherencia con la tendencia actual de orientar la ensefanza y el
aprendizaje de las Matematicas hacia el desarrollo de las competencias basicas.

En definitiva, concluimos que se ha podido constatar tanto la presencia regular
y mantenida de articulos cientificos en la revista Epsilon a los largo de los ultimos
diez afios, como el comportamiento bibliométrico y conceptual de estos docu-
mentos de acuerdo con los estandares de las Ciencias Sociales en general y de la
Educacién Matematica en particular, observandose, eso si, ciertas caracteristicas
propias a tener en cuenta en la futura linea editorial de la revista.
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INTRODUCCION HISTORICA

El naturalista francés Georges-Louis Leclerc de Buffon (1707-1786) fue el pri-
mer cientifico destacado que intent6 discutir publicamente las leyes de la evo-
lucion tal como dejé reflejado en su voluminosa obra “Historia natural”’, en 44
tomos. Dado que todo se estropea con el tiempo, Buffon, quien habia tenido el
gran acierto de postular el cambio de las especies a lo largo del tiempo, cometio
el error de considerar que la evolucion era un simple fenomeno degenerativo: los
monos serian humanos degenerados, los asnos caballos degenerados y asi sucesi-
vamente.

Buffon ocupa un lugar destacado en la historia de las ciencias, mas concre-
tamente en la de las Matematicas, ya que fue el precursor del método de Monte
Carlo, con el que los matematicos usan el azar para conseguir informaciones muy
dificiles de obtener mediante otros procedimientos y que se aplican en muy diver-
sos problemas, incluido el de disefio de nuevos y complejos farmacos. El método
de Monte Carlo fue bautizado ast por su clara analogia con los juegos de ruleta de
los casinos, el mas célebre de los cuales es el de Monte Carlo.

Otros precursores del método fueron Kurt Otto Friedrichs, Richard Courant o
Guillermo Thomson Kelvin.

INTRODUCCION AL CONCEPTO MATEMATICO

Bajo el nombre de “Método de Monte Carlo” o “Simulacién Monte Carlo”
se agrupan una serie de procedimientos que analizan distribuciones de variables
aleatorias usando simulacion de nimeros aleatorios.

El Método de Monte Carlo da solucién a una gran variedad de problemas
matematicos, haciendo experimentos con muestreos estadisticos en una compu-
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tadora. El método es aplicable a cualquier tipo de problema, ya sea estocastico o
deterministico.

Generalmente, en estadistica los modelos aleatorios se usan para simular fe-
nomenos que poseen algin componente aleatorio. Pero en el método de Monte
Carlo, por otro lado, el objeto de la investigacion es el objeto en si mismo, un
suceso aleatorio o pseudo-aleatorio se usa para estudiar el modelo.

A veces, la aplicacion del método de Monte Carlo se usa para analizar pro-
blemas que no tienen un componente aleatorio explicito; en estos casos, un para-
metro determinista del problema se expresa como una distribucién aleatoria y se
simula dicha distribucion.

El uso real de los métodos de Monte Carlo como una herramienta de investi-
gacion, viene del trabajo de la bomba atémica, durante la Segunda Guerra Mun-
dial. Este trabajo involucraba la simulacion directa de problemas probabilisticos
de hidrodinamica, concernientes a la difusion de neutrones aleatorios en material
de fusion.

COMPROBACION DE PRIMALIDAD. ESTUDIO TEORICO

Los algoritmos de Monte Carlo cometen ocasionalmente un error, pero encuen-
tran la solucidn correcta con una probabilidad alta sea cual sea el caso considera-
do. Segiin Campos (1999), “esto es mejor que decir que funciona bien la mayoria de
las veces”, fallando tan sélo de vez en cuando en algunos casos especiales: no debe
haber ningtin caso en el cual la probabilidad de error sea elevada. Sin embargo, no
suele darse ningtn aviso cuando el algoritmo comete un error.

Posiblemente el algoritmo mas famoso de Monte Carlo sea el que decide si un
entero impar dado es o no primo. No se conoce ningin algoritmo para resolver
este problema con certeza en un tiempo razonable cuando el nimero que hay que
estudiar no tiene mas que unos pocos centenares de digitos decimales.

La historia de la comprobacion probabilista de primalidad tiene sus raices en
Pierre de Fermat, el padre de la teoria de los nimeros moderna. En 1640 enuncio
el teorema siguiente, que a veces se denomina teorema menor de Fermat.

Sea n un primo. Entonces,
a'modn=1

para cualquier entero tal que 1 < a < n-1

Podemos ver un ejemplo muy didactico (Campos, 1999):
“Sean n=7 y a=5. Se tiene que es:
al=5=15625 =2232 x7 + 1

y, por tanto, tenemos que "' mod n = 1”.
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Considérese ahora la versidon contrapositiva del teorema de Fermat (enunciado
contra reciproco del mismo teorema):

“Si ay n son enteros tales que 1 < a <n-1, y si a"*mod n # 1, entonces n no
es primo”.
Una anécdota sobre Fermat y su teorema

“En su busqueda de una formula que solo produjese niimeros primos, formulé la
hipétesis de que F, = 2*" + 1 es primo para todo n. Lo comprobé para: F, =3, F, =
5, F,=17, F,=257, F,= 65537. Pero no pudo comprobarlo para F, = 4294967297
Fue Euler, casi cien afios después, quien factorizo ese niimero.

F. =641 x 6700417” (Campos, 1999)

probando asi la falsedad de la conjetura de Fermat.

Utilizacion del pequeiio teorema de Fermat para comprobar la primalidad
En el caso de F,, a Fermat le hubiera bastado con ver que
“Jo I < a < F,— 1 tal que a"s'mod F, # 1 (a=3)" (Campos, 1999)

Esto sugiere el siguiente algoritmo probabilista para la comprobacion de
primalidad. Suponemos que n > 2:

public static boolean Fermat(long n)

{
long a=rand.randomiInt(1,(n-1));
if{ (a-'modn)==1)
return true;
else
return false;
}1

Visto lo anterior, sabemos que n es compuesto cuando una llamada a Fermat(n)
devuelva el valor falso por el teorema menor de Fermat.

1. Implementacion en pseudocddigo adaptado a JAVA (obtenido en Campos, 1999).
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(Qué se puede decir, sin embargo, si Fermat(n) devuelve el valor verdadero?
Para concluir que n es primo, necesitariamos el reciproco y el contrapositivo del
teorema de Fermat. Desafortunadamente, esto no es cierto.

Un entero a tal que 2< a < n-2 y que a"'mod n = 1 se denomina festigo falso
de primalidad para n, si, de hecho, n es compuesto. Por esto, la modificacion en el
algoritmo seria la de elegir a entre 2 y n-2, luego el algoritmo sélo fallaria para
numeros no primos cuando se elija un testigo falso de primalidad. Pero hay una
parte buena y otra mala, la buena es que el numero de testigos falsos de primali-
dad son pocos. De hecho, la probabilidad media de error del algoritmo sobre los
nimeros impares no primos menores que 1000 es menor que 0.033 y es todavia
menor para nimeros mayores que 1000.

La mala noticia es que hay numeros no primos que admiten muchos falsos tes-
tigos de primalidad. Un caso convincente es el que plantea un numero de 15 digi-
tos: en Campos (1999) vemos que “Fermat(651693055693681) devuelve verdadero
con una probabilidad mayor que 99.9965% a pesar de que no es primo”. Por tanto,
puede demostrarse que el algoritmo de Fermat no es p-correcto para ningtn p>0,
luego la “probabilidad de error no puede disminuirse mediante repeticiones indepen-
dientes del algoritmo”.

Afortunadamente, una pequena modificacion de la comprobaciéon de Fermat
resuelve esta dificultad. “Sea n un entero impar mayor que 4, y sean s y t enteros
tales que n—1= 2°t, donde t es impar. Obsérvense que s > 0 puesto que n-1 es par”

(Campos, 1999).

Por tanto, siempre y cuando n sea impar y 2< a < n-2, una llamada a pruebaB(a,
n) devuelve el valor verdadero si y solo si a € B(n).

Veamos como evaluar B(n):

public static boolean funcionB(long n)

{
long a=rand.randomint(2,(n-2));

return pruebaB(a, n);

}

Donde pruebaB seria:

public static boolean pruebaB(long a,long n)

{
ints =0;
long t = n—1;

do
{
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s++;

t=t2;

}
while(t262 1= 1),

long x = expomod(a, t, n);
if(x==1|| x==n-1)

return true;
for(int i=0; i<(s—1); i++)

{
X = (x*x)%n;
if(x ==n-1)
return true;
H

return false;

}2

Veamos un ejemplo para que nos quede mas claro:
Comprobamos que 158 pertenece a B(289). Hacemos s = 5y t = 9 porque
n—1 =288 = 2% x 9. Entonces calculamos

x =a'mod n = 158 mod 289 = 131

No concluye aqui la prueba, porque 131 no es 1 ni n—1. A continuacion, eleva-
mos x al cuadrado (modulo 7) hasta 4 veces (s—1 = 4) para ver si obtenemos 288.
X = a®mod n = 131°mod 289 = 110
x = @ mod n = 110> mod 289 = 251
X = a¢*mod n = 251> mod 289 = 288

Llegados aqui, nos debemos detener, porque hemos encontrado el resultado

que estabamos esperando n-1 y, en conclusion, podemos decir que 158 existe en
B(289).

Una extension del teorema de Fermat demuestra que a € B(n) para todo 2 < a
< n-2 cuando n es primo. Se dice que n es un pseudoprimo fuerte con base a y que

2. Implementacion en pseudocodigo adaptado a JAVA (obtenido en Campos, 1999).
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a es un testigo falso fuerte de primalidad para n siempre que n > 4 es un namero
impar compuesto y a € B(n).

Por suerte, el numero de falsos testigos de primalidad en el sentido fuerte es
mucho menor que el de falsos testigos de primalidad. Podremos concluir con el
siguiente teorema (Campos, 1999):

“Consideremos un niimero impar arbitrario n > 4:
v Sin es primo, entonces B(n) = {a |2 <a <n-2}

v Si n es compuesto, entonces | B(n) | < (n-9) [ 4”

Por tanto, pruebaB devolvera verdadero en las condiciones anteriores y falso
con probabilidad de mas de % cuando n es un entero impar compuesto mayor que
4y a se selecciona aleatoriamente entre 2 y n—2. En otras palabras, el algoritmo de
Monte Carlo es % correcto para la comprobacién de primalidad; se conoce con el
nombre de comprobacion de Miller-Rabin.

public static boolean MillRab(long n)
{

int a = rand.randomlInt(2,(n-2));
return pruebaB(a, n);
}3
En el siguiente algoritmo siempre devuelve la respuesta correcta cuando
n > 4 es primo. Cuando n > 4 es un impar compuesto, cada llamada a MillRab

tiene como mucho una probabilidad de Y4 de llegar a un testigo falso fuerte, de-
volviendo verdadero de manera errénea.

public static String Miller Rabin(long n, int s)

{
int cont =0;
for(int j=0,j<s;j++)
if( MillRab (n)==true)
cont++;
if(cont==s)
return “N PUEDE SER PRIMO’;
else
return “N ES COMPUESTO’;
}4

3. Implementacién en pseudocodigo adaptado a JAVA (obtenido en Campos, 1999).
4. Implementacion en pseudocddigo adaptado a JAVA (obtenido en Campos, 1999).
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Dado que la unica manera de que Miller Rabin devuelva el valor verdadero en
este caso es encontrar aleatoriamente & testigos falsos fuertes seguidos. Por tanto,
Miller Rabin es un algoritmo de Monte Carlo “(1-4k) correcto” para la primali-
dad.

El coste de la probabilidad de error ¢ es
“O(log’n log 1le)”

Por consiguiente, deducimos que tendra menos error cuando el nimero es muy
alto y, por el contrario, tendremos mas probabilidades de error cuando el nimero
es muy bajo.

Asi pues, resumiendo, podemos decir, que el tiempo total necesario para deci-
dir acerca de la primalidad de n con una probabilidad de error acotada por ¢ es de
O(log® n log 1/¢). Esto es, segun Campos (1999), “enteramente razonable” en la
practica para numeros de mil digitos y una probabilidad de error menor que 1071%,

(Puede un nimero ser probablemente primo?

Si se aplica diez veces la comprobacion de Miller Rabin a algiin entero impar
n'y se obtiene la respuesta verdadero en las diez ocasiones, se puede deducir que
n sera primo, salvo por la probabilidad de error dada. Pero esta afirmacidn carece
de sentido pues un nimero es primo o no lo es, por tanto es mejor decir “creo que
es primo”.

Amplificacion de la ventaja estocastica

Los dos algoritmos de Monte Carlo estudiados hasta el momento tienen una
propiedad ttil: una de las respuestas posibles siempre es correcta cuando se ob-
tiene. Uno garantiza que un nimero dado es compuesto, el otro que un producto
matricial dado es incorrecto. Decimos que estos algoritmos estan sesgados. Gra-
cias a esta propiedad, es sencillo reducir arbitrariamente la probabilidad de error
repitiendo el algoritmo un niimero apropiado de veces. La apariciéon de una sola
respuesta “garantizada” basta para producir una certeza; un gran nimero de res-
puestas probabilistas idénticas, por otra parte, incrementa la confianza en que se
haya obtenido la respuesta correcta. Esto se conoce con el nombre de amplifica-
cion de la ventaja estocastica.

Supongamos que disponemos de un algoritmo de Monte Carlo no sesgado
cuya probabilidad de error sea no nula independientemente del caso que haya
que resolver, y de la respuesta proporcionada. ;Sigue siendo posible reducir arbi-
trariamente la probabilidad de error repitiendo el algoritmo? La respuesta es que
depende de la probabilidad de error original. Por sencillez, vamos a concentrarnos
en algoritmos que conciernen a la toma de decisiones. Considérese un algoritmo
de Monte Carlo del cual lo tnico que se sabe es que es p-correcto. El primer co-
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mentario evidente es que la amplificacion de la ventaja estocastica es imposible a
no ser que p > %5 porque siempre existe el (inutil) algoritmo Y2-correcto:

Sfuncion estupida (x)
Si tiramoneda = cara entonces devolver verdadero

Sino devolver falso

cuya “ventaja” estocastica no se puede amplificar. Siempre y cuando p > ', se
define la ventaja de un algoritmo de Monte Carlo p-correcto como p — Y. Todo
algoritmo de Monte Carlo cuya ventaja sea positiva se puede transformar en otro
cuya probabilidad de error sea tan pequefia como deseemos. Comenzaremos por
un ejemplo.

Sea MC un algoritmo de Monte Carlo no sesgado %-correcto para resolver
algiin problema de decision. Considérese el siguiente algoritmo, que llama tres
veces a MC(x) y devuelve la respuesta mas frecuente:

Suncion MC3(x)
t<— MC(x), u«=MC(x);, ve=MC(x);
sit=uot=yventonces devolver t

sino devolver u

(Cual es la probabilidad de error de MC3? Sean R y W las respuestas correcta
e incorrecta respectivamente. Sabemos que t, u y v tienen una probabilidad mini-
ma de % de ser R, independientemente unas de otras. Supongamos por sencillez
que esta probabilidad es exactamente de %, puesto que claramente el algoritmo
MC3 seria todavia mejor si la probabilidad de error de MC fuera menor que Ya.
Hay ocho resultados posibles para las tres llamadas a MC, cuyas probabilidades
se resumen en la tabla siguiente:

prob MC3
27/64
9/64
9/64
3/64
9/64
3/64
3/64
1/64

glg|=|m |22 = ||
g\ m|g|m|2|m|2|m|<

g|g|=|=|m|w|m ||~
g|g|<|m ||~ | |=

Sumamos las probabilidades asociadas a las filas 1, 2, 3 y 5 concluimos que
MC3 es correcto con una probabilidad de 27/32, que es mejor que 84%.
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Conclusion del estudio teorico

En esta primera parte hemos estado comentando ampliamente la evolucion
histérica del algoritmo de Monte Carlo que busca la primalidad, pasando por
Fermat y terminando el Miller-Rabin, con este ultimo “anadido” del MC. Por
consiguiente, s6lo nos resta mostrar el algoritmo mas éptimo que hemos encon-
trado para la busqueda de la primalidad:

public static boolean primoMR(int n, int t)

{

boolean compuesto = true;
int m=n-1; int s=0;

int r,a,b;

while ((m % 2) ==0)
{

s=s+1; m=ml2;/] s = veces que 2 divide a n-1

r=m;

int i=1;

while (compuesto && (i<t))

{
a=(int) Math.floor(2+( Math.random( )*(n-2)) ),
lla=aleatorio 2..n-1

if (med(a,n)!=1)

i=t; llacabamos -> es compuesto

else
{
b=(int)expRapida(a,rn); Il b = a™r mod n
if ((bl=1) && (b!=-1) )
for (int j=0; j<=s-1; j++)
b=(int)expRapida(b,2,n);[l1b=b"2 mod n
compuesto = (bl=1) && (b!/=-1);

/I sigue sin ser primo
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i+

return !compuesto,

ESTUDIO EXPERIMENTAL

Una vez llevada a cabo la implementacion de los algoritmos de Miller-Rabin
y de Fermat, nos dispusimos a realizar las pruebas con 50 nimeros primos. Co-
menzamos desde numeros primos pequefios como el 13, 23 o 29, hasta acabar con
numeros superiores a los 1000 millones. Dichos resultados se muestran en la tabla
anexa.

Tras realizar estas pruebas con los 4 algoritmos, sacamos las siguientes conclu-
siones: Los métodos “primitivos” de Fermat y Miller-Rabin resultan ser bastante
ineficientes. Como se refleja en la tabla, el método de Fermat ya comienza a fallar
con el numero 23. Mientras el de Miller-Rabin sélo da resultados correctos hasta
el numero 31.

Estos resultados explican porque fue necesaria la mejora de ambos algoritmos.
Dicha mejora, explicada en los apartados anteriores, supuso un avance extraordi-
nario en cuanto a eficiencia y veracidad en los resultados sobre la primalidad de
los nimeros primos. De pasar a ser métodos poco fiables y con gran porcentaje de
error, se paso a ser, especialmente el test de Miller-Rabin, el algoritmo con mayor
porcentaje de acierto para nimeros muy grandes.

Las pruebas llevadas a cabo con la implementacion de los algoritmos detallada
anteriormente nos muestran, que, tanto el método de ‘Fermat bueno’, como el
método de ‘Miller-Rabin bueno’ aciertan en el 100% de los casos para nimeros
primos menores que 100.000.000.

Una vez sobrepasado ese limite, comienzan a apreciarse diferencias entre los
métodos de ‘Fermat bueno’ y ‘Miller-Rabin bueno’. Fermat comienza a perder
eficiencia y se dan algunos fallos, dando como resultado numeros compuestos,
aquellos que son primos (véase en la tabla el caso de 100.000.007, 100.000.037,
100.000.039). Por el contrario, Miller-Rabin sigue mostrando que estos nimeros
son primos. Tan soélo es capaz de “fallar” cuando el factor de seguridad es igual
a 2. No obstante, lo normal para obtener resultados fiables, es que el factor de
seguridad sea mayor, siendo en este caso Miller-Rabin muy eficiente.

Para darnos cuenta de cuando empieza a dar resultados “falsos” el algoritmo
de Miller-Rabin tenemos que llegar hasta el numero primo 180.000.017. A partir
de este nimero, deja de ser fiable el resultado de dicho algoritmo, siendo indife-
rente el valor que tome el factor de seguridad.
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No obstante, se puede observar como el algoritmo de Miller-Rabin mejord
considerablemente los resultados obtenidos por Fermat, ya que casi doblo el nu-
mero de primos que es capaz de “acertar” (de 100.000.000 a 180.000.000). Tam-
bién se explica la necesidad de que se llevara a cabo la mejora de los algoritmos
primitivos, puesto que éstos no ofrecian resultados fiables.

Llevamos a cabo también la implementacion de la clase validacion que mostra-
ra los tiempos de ejecucion de los 4 algoritmos. Practicamente, en todos los casos
dichos tiempos fueron nulos. Tan sélo cuando llegamos a numeros cercanos a
1000.000.000 y el factor de seguridad se elevaba hasta 1000, hallamos tiempos de
ejecucion apreciables. Pero incluso en estos casos, dichos tiempos no llegaban a los
400 milisegundos (330 ms. con el nimero 1000000447 y factor de seguridad 1000).

CONCLUSIONES

Como conclusion podemos extraer, que Monte Carlo resulta ser un método
muy valido para hallar la primalidad de nimeros grandes. La probabilidad de
error de dicho algoritmo es muy baja, y en base a las pruebas experimentales que
hemos realizado, para nimeros de 8§ digitos acierta en el 100% de las ocasiones y
unicamente comienza a ser menos fiable con los numeros primos de 180 millones
en adelante.
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and 1 for b in y=mx+b.
Then the equation in i
slope-intercept form is

i Erc=cmn|l
3 ]
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Concepciones de los estudiantes de profesorado
de matematica sobre la demostracion

Virginia Montoro
Centro Regional Bariloche
Universidad Nacional del Comahue, Argentina

Resumen: En el presente trabajo reseiiaremos algunos de los resultados de una ex-
ploracion de las concepciones de los estudiantes de profesorado de Matematica sobre
la demostracién matematica. Como base para esta investigacion, se les propuso a
los estudiantes, al comienzo de la asignatura Geometria Euclidea del Plano, tareas
relacionadas con demostrar y se les entrevisto individualmente mediante preguntas
abiertas.

Se categorizaron las producciones de los estudiantes en cuanto a qué tipo de prue-
bas realizaron cada uno de ellos al comienzo del estudio de la Geometria. Se analiza-
ron las respuestas de estos estudiantes a algunas preguntas abiertas de la entrevista
poniendo de manifiesto concepciones sobre el aprendizaje de la demostracion mate-
matica presentes en distintos grupos de estudiantes. Posteriormente se delinearon as-
pectos de las ideas de los estudiantes sobre qué significa demostrar en matemdatica,
y si significa lo mismo en todas las ramas de esta ciencia y si esto es asi en otras
ciencias. Ademas de resefiar estos resultados, se establecen relaciones entre ellos y se
dan conclusiones generales sobre las concepciones de los estudiantes de profesorado
sobre la demostracion matemadatica.

Palabras clave: Demostracion; Profesores en formacion; Matematicas;, Concep-
ciones.

Abstract: The present paper reviews the results of an exploration of mathematics
student teachers conceptions on mathematical proof. At the beginning of the “Eu-
clidean Geometry of the Plane” course, students were asked to solve proof related
problems and interviewed individually using open questions. Students’ solutions to
the problems were categorized depending on what kind of proof each student used in
this first approach to geometry. On the other hand, their answers to the questions in
the interview were analyzed. Results highlighted conceptions on proof learning which
are present in different groups of students. We outline different aspects of students’
ideas about what does it mean “to prove” in mathematics, and about whether it
means the same in different areas of mathematics and in other sciences. Finally, we
establish relationships among the results and we reach general conclusions regarding
students’ conceptions on mathematical proof-.

Keywords: Proof; Student teachers; Mathematics, Conceptions.
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INTRODUCCION

La nocion filosofica de demostracion, desde la tradicion platdnico-aristotélica
y hasta nuestros dias, se relaciona con la derivacion de un enunciado a partir de
otros enunciados, llamados premisas, mediante la aplicacion de determinadas le-
yes logicas; en esta idea de demostracion subyace siempre una busqueda razonable
de la verdad; sin embargo al término demostracion se lo utiliza en los ambitos
sociales y profesionales mas diversos y posee los mas diversos significados.

En matematica la idea de demostracion y el verbo demostrar tienen una di-
mensién precisa y notable. Se diferencia claramente de procedimientos de verifi-
cacion que se utilizan en otras areas del saber como las ciencias experimentales,
en donde las demostraciones se basan en la evidencia empirica de los hechos; o la
economia, que se sustenta en la evidencia estadistica de los resultados, o la histo-
ria, “demostrada” a través de evidencia de los datos y de los documentos. Al decir
de Arsac (1987) la demostracion es el procedimiento de validacion que caracteriza
la matematica respecto de las ciencias experimentales y asi ocupa un lugar central
desde el punto de vista epistemoldgico en esta disciplina.

En la literatura especializada aparecen definiciones esenciales de lo que se en-
tiende por demostracion de un teorema matematico: una sucesion de deducciones
logicas rigurosas desde alguna proposicion ya aceptada hasta la que se pretende
probar. Sin embargo no podemos soslayar que demostrar en matematica es una
tarea cognitivamente compleja, no siempre tan diafana como la redaccion final de
una demostracion parece indicar; la denominada demostracion final de un teorema
es la culminacion de un proceso, la presentacion limpia y ordenada de una larga
investigacion nunca exenta de intuicién, pruebas, errores, refinamientos, etc. (Pol-
ya,1954; Lakatos, 1976; Schoendfeld, 1992).

Consideramos a la demostracion como esencial en el método matematico, y
por lo tanto, un componente ineludible en la Educacién Matematica y fundamen-
talmente en la formacion de profesores; las pruebas estan intimamente conectadas
con la construccion de las ideas matematicas, demostrar deberia ser una actividad
tan natural como definir, representar o resolver problemas. Ahora bien, en el pro-
ceso de aprendizaje de la matematica, a la argumentacion utilizada para demostrar
una proposicion, se la puede concebir bajo distintos aspectos, puede apareces con
mayor o menor grado de explicitacion y con distintos niveles de rigor; como un
medio de autovalidar los conocimientos o como un contenido a aprender.

Respecto de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracién matematica en-
contramos los trabajos precursores de Polya (1954), Fischbein (1982), Balacheff
(1987), Arsac (1992) y Duval (1991) que estudian situaciones de validacién y
practicas argumentativas de los alumnos, las concepciones de verdad y falsedad y
la tipologia de pruebas que ellos producen. No podemos dejar de considerar los
aportes (entre otros) de Dreyfus (1999), Godino y Martinez (1997, 2001), Marti-
nez (2002), Ibanez, (2002) y Saenz (2002) que analizan los rasgos caracteristicos
del significado de la demostracion en distintos contextos institucionales y las dis-
tintas dimensiones para este concepto como asi también las dificultades con que se
encuentran los estudiantes universitarios para producir demostraciones formales.
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En el presente trabajo resefiaremos algunos de los resultados de la exploracion
de las concepciones de los estudiantes de profesorado de Matematica sobre la
demostracion realizada en el marco de dos proyectos de investigacion: La demos-
tracion en geometria en la formacion de profesores y El aprendizaje de la demostra-
cion en geometria. En estos proyectos nos propusimos como objetivo general el
estudio del proceso de aprendizaje de la demostracion por parte de estudiantes
de Profesorado de Matematica en el contexto de problemas de Geometria y como
objetivo particular, indagar acerca de las concepciones de estos estudiantes sobre
la demostracion matematica. Este trabajo tratara particularmente este ultimo ob-
jetivo particular.

Como base para esta investigacion, se les propuso a estudiantes del Profesora-
do de Matematica; al comienzo de la asignatura Geometria Euclidea del Plano,
tareas relacionadas con demostrar y se los entrevistd individualmente mediante
preguntas abiertas a fin de profundizar la indagacidén sobre sus concepciones so-
bre la demostracion matematica.

En primera instancia se realizd una categorizacién de las producciones de los
estudiante frente a las tareas de demostrar propuestas y se obtuvo informacion
sobre qué tipo de pruebas realizaron cada uno de ellos al comienzo del estudio de
la Geometria, para detalles puede verse Montoro (2005).

Si bien en el lenguaje matematico las palabras prueba y demostracion se toman
como sinénimos, en este trabajo; a fin de atender a toda la gama de argumenta-
ciones que producen los estudiantes para justificar una asercion, optaremos por
usar la palabra “prueba” en un sentido amplio, dado que el término “demostra-
cion” en Matematica que hace referencia a lo estrictamente formal. De este modo
intentamos cubrir los distintos tipos de argumentaciones, desde los estadios mas
intuitivos a los estrictamente formales utilizando la palabra “prueba” para designa
las distintas formas de realizar una argumentacién que puede llevar a una justifi-
cacion de lo que se esta afirmando.

Con el fin de delinear aspectos de las concepciones de los estudiantes sobre
como se aprende a demostrar, se analizaron las respuestas de estos estudiantes a
algunas preguntas abiertas de la entrevista y mediante la interpretacion del 1éxico
utilizado se puso de manifiesto concepciones sobre el aprendizaje de la demos-
tracion matematica presentes en distintos grupos de estudiantes, ver detalles en
Montoro (2007).

Es objetivo del presente articulo, ademas del ya propuesto de resefar estos
resultados, es encontrar relaciones entre ellos y dar conclusiones generales sobre
las concepciones de los estudiantes de profesorado sobre la demostracion mate-
matica. También en esta linea, se analizaron otras preguntas de la entrevista y se
delinearon aspectos de las ideas del los estudiantes sobre qué significa demostrar
en matematicas y si significa lo mismo en todas las ramas de esta ciencia y si esto
es asi en otras ciencias (Montoro, 2008).

43



Virginia Montoro

METODOLOGIA
Participantes

Participaron 13 estudiantes que cursaban la asignatura Geometria Euclidea del
Plano del Profesorado de Matematica del Centro Regional Universitario Barilo-
che, de la Universidad Nacional del Comahue, Rep. Argentina. La asignatura ci-
tada corresponde al segundo afio de estudios.

Las edades de estos estudiantes oscilaban entre 19 y 33 afios, y en su totali-
dad habian cursado previamente las asignaturas Algebra I y II; Calculo Iy II y
Geometria Analitica; en éstas asignaturas trabajaron numerosas demostraciones y
en la primera estudiaron elementos de logica proposicional y métodos de demos-
tracion.

INSTRUMENTOS DE INDAGACION

Se les propuso a los estudiantes; al comienzo de la asignatura Geometria Eucli-
dea del Plano dos tareas para ser resueltas en forma individual por escrito y que
se transcriben a continuacion:

Tarea 1:
A continuacion se presentan tres enunciados referidos a cuadrilateros:
* E1: Si un cuadrilatero es un rectangulo, entonces sus diagonales son con-

gruentes.

* E2: Si las diagonales de un cuadrilatero son congruentes, entonces el cua-
drilatero es un rectangulo.

* E3: Si las diagonales de un cuadrilatero no son congruentes, entonces el
cuadrilatero no es un rectangulo.

Decir si E1, E2 y E3 son verdaderos o falsos, justificando cada respuesta.

Tarea 2:

Definicion: Se llama mediatriz de un segmento a la recta perpendicular al mismo
por el punto medio.

A continuacion se enuncian tres propiedades relacionadas con la mediatriz de un
segmento:

e PI: Los puntos de la mediatriz de un segmento equidistan de los extremos del
mismo.
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*  P2: Las mediatrices de los lados de un triangulo tienen un punto en comumn.

*  P3: Todo triangulo se puede inscribir en una circunferencia.

— 3.a) Demostrar Pl.

— 3.b) Justifica la siguiente afirmacion: “P2 es verdadera”.

3.c) A partir de Pl y P2 demostrar P3.

Dias mas tarde se realizd una entrevista individual a cada uno de los partici-
pantes, con la presencia de una investigadora a cargo de la entrevista y otra ob-
servadora. En la que se lo consulté sobre el sentido de cada produccion y ademas
se le realizo las siguientes preguntas abiertas:

;Como piensas que se aprende a demostrar?
[ Qué consideras que te sirvio para aprender a demostrar?

;Como hacias tus primeras demostraciones?

Y las actuales?

(;Como sabes cuando una demostracion es correcta?

1

2

3

4

5. ¢Como imaginas tus demostraciones después de recibido?

6.

7. ¢Consideras que demostrar es lo mismo en cualquier rama de la matematica?
8

(Consideras que es lo mismo demostrar en matematica que en otras disci-
plinas?

Las respuestas fueron orales y en forma de dialogo con la entrevistadora, que
solo intervenia si era necesario aclarar algiin aspecto; las respuestas fueron graba-
das y luego trascriptas en su totalidad

METODOLOGIA DE ANALISIS
Analisis del tipo de pruebas en tareas de demostrar (Tareas 1y 2)

Para el analisis de las tareas 1 y 2 se realizd, en una primera etapa, una ca-
tegorizacion de las producciones de los alumnos en cada uno de los items de las
tareas, buscando en cada una de ellas indicadores que dieran cuenta del papel que
se le asigna al ejemplo, la utilizacion de procedimientos propios de la matematica,
el aporte de argumentos deductivos y de lenguaje simbolico.

Luego a cada produccion se le asignoé una categoria de “tipo de prueba” si-
guiendo la caracterizaciéon de Sifieriz y Ferraris (2005). En esta caracterizacion
se denomina como pruebas empiricas aquellas que se sustentan en conocimientos
practicos que se captan a través de los sentidos y/o la accion; procedimientos de
validaciéon en los cuales se utilizan los ejemplos como elementos para convencer.
Diferenciando segun sea el papel del ejemplo en:
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a) Prueba ingenua que consiste en extraer de la observacién de un pequefio
nimero de casos (en ocasiones so6lo un caso) la certeza de verdad de una
asercion.

b) Prueba crucial es aquella en la cual se usa un ejemplo cuidadosamente se-
leccionado por quien argumenta, tomado como representante de clase y
finalmente.

¢) Prueba genérica es un procedimiento de validacion realizado mediante ope-
raciones o transformaciones sobre un ejemplo.

Las pruebas intelectuales son aquellas que se componen de argumentaciones
que implican propiedades y relaciones entre propiedades y su comunicacioén esta
caracterizada por el lenguaje matematico. Distinguiremos la experiencia mental
y la deduccion formal. En la experiencia mental se consideran ejemplos que no
son tomados como elementos de conviccidn sino para ayudar a organizar la jus-
tificacion o como soporte de la argumentacién. Si bien los argumentos pueden
ser informales, se sabe que con verificar en uno o varios casos no alcanza; hay
conciencia de lo que falta, lo que lleva a producir otra clase de argumentos para
convencer y por ultimo en la deduccion formal la justificacidon se basa en operacio-
nes mentales sin recurrir necesariamente a la ayuda de ejemplos especificos. Se ha-
cen inferencias en base al conocimiento de propiedades y definiciones, se realizan
operaciones sintacticas con los enunciados que permiten trascender al ejemplo. La
esencia de la justificacion es la transformacion de las expresiones simbdlicas que
se conectan en la argumentacion (Sifieriz y Ferraris. 2005).

Con el proposito de evidenciar asociaciones entre las categorias asignadas a
las pruebas ofrecidas por los estudiantes, como asi también, agrupar a estos segin
sean similares los tipos de pruebas ofrecidos, aplicamos un Analisis Factorial de
Correspondencias Multiples (AFCM)! (Benzécri, 1973), método de analisis mul-
tivariado de datos especialmente disenado para identificar asociaciones entre mo-
dos de respuestas de los/las participantes y agrupar a éstos segun sus modos de
respuesta. El AFCM fue aplicado a la tabla que cruza a los estudiantes y el tipo
de prueba que producen éstos para cada items de cada una de las tareas 1y 2,
segun la categorizacion citada.

Analisis de las concepciones de los estudiantes sobre el aprendizaje
de la demostracion (Preguntas abiertas 1 a 6)

Con el fin de delinear aspectos de las concepciones de los estudiantes sobre el
aprendizaje de la demostracion matematica, se analizaron las seis primeras pre-
guntas abiertas enunciadas mas arriba. Se confeccion6 una base de datos donde

1. Si bien el AFCM es un método especialmente util para grandes matrices de datos; nada hay
en su fundamentacion que impida aplicarlo para pocos individuos; es utilizado aqui para evidenciar
relaciones entre los modos de respuestas de los estudiantes, que de otra manera hubiesen sido muy
dificiles de sacar a la luz y que pueden ser constatadas luego en los datos.
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se asocid a cada estudiante sus respuestas literales; como asi también su edad, el
avance en la carrera y finalmente el tipo de pruebas producidas en las tareas 1 y 2.

Se utilizdo una metodologia de analisis que permite evidenciar similitudes y di-
ferencias entre las respuestas de los distintos grupos de estudiantes y mediante
la interpretacioén del Iéxico utilizado poner de manifiesto posibles concepciones
presentes en distintos grupos de estudiantes. Se utilizé para ello el analisis lexico-
grafico del corpus de respuestas respecto de las formas 1éxicas utilizadas por los
estudiantes; de los segmentos repetidos y luego una analisis factorial de la tabla
Iéxica agregada, que es aquella que cruza los grupos de individuos (segun sea el
tipo de pruebas que producen) con las formas léxicas utilizadas.

Con el propésito de descubrir ideas diferenciadas presentes en el corpus como
asi también tipos de respuestas y su relacion con los tipos de pruebas que produ-
cen los estudiantes; se realizaron 3 analisis lexicograficos. El primer analisis co-
rresponde a las respuestas de las preguntas: 1 y 2 que entendemos indagan sobre
como se aprende a demostrar; el segundo analisis corresponde a las preguntas 3 y
4 que lo hacen sobre qué cambia al aprender a demostrar y por ultimo el de las
respuestas a las preguntas 5 y 6 que indagan sobre: como es una demostracion
correcta. A modo ilustrativo se las relaciond también con la edad y al avance en
la carrera de los estudiantes. Para mayor detalle en la aplicacion del analisis lexi-
cografico puede consultarse a Béncue (1991) y Lebart y otros (1995).

Para cada uno de estos analisis se realizo, ademas, una clasificacién de las pa-
labras (o grupo de palabras) utilizadas en las respuestas segin estuviesen presentes
en las mismas repuestas y su correspondiente asociacion con alguno de los grupos
de tipos de pruebas. Esta clasificacion se realizdé con el método de clasificacion
Jerarquica ascendente (Ward, 1963) previo analisis factorial de correspondencias.

Analisis de las concepciones de los estudiantes sobre qué significa demostrar
en matematica y en otras ciencias (Preguntas abiertas 7 y 8)

Con el proposito de delinear aspectos de las concepciones de los estudiantes
sobre qué significa demostrar en matematica, como asi también sobre posibles re-
laciones de estas concepciones con el tipo de pruebas que producen los estudiantes
al comienzo del estudio de la Geometria, se realizo el analisis de las producciones
de los participantes para las preguntas 7 y 8 seglin la siguiente secuencia; en una
primera etapa y con el fin de sistematizar los datos primarios, se categorizaron las
respuestas segin los argumentos esgrimidos por los estudiantes para justificar su
respuesta afirmativa o negativa a las preguntas. Luego con el propoésito de eviden-
ciar cuan similares o diferentes pueden ser las respuestas de los distintos estudian-
tes, como asi también asociaciones entre las respuestas dadas a estas preguntas y
posibles relaciones de estas con las pruebas que estos estudiantes producen apli-
camos un Analisis Factorial de Correspondencias Multiples (AFCM) (Benzécri,
1973), método de analisis multivariado de datos disefiado para identificar asocia-
ciones entre modos de respuestas de los participantes y agrupar a éstos segin sus
modos de respuesta.
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RESULTADOS Y DISCUSION
Del tipo de pruebas en tareas de demostrar (Tareas 1y 2)

Respecto al tipo de pruebas producidas por los estudiante en las tareas 1 y
2 presentamos una tabla a continuacion donde se muestra para cada estudiante,
la edad, el avance en la carrera y el tipo de pruebas que produjeron en general
(segun las asociaciones explicitadas por el AFCM realizado) en las tareas 1 y 2.

La categoria que se le asignd a cada estudiante, responde al tipo de prueba
que predomina en sus producciones ya que se observa que estos estudiantes suelen
dar distintos tipos de prueba en los distintos items de una misma tarea. Entre los
alumnos que dan pruebas intelectuales, vemos mayormente un cambio en el item
2b (contraejemplo) es decir que cuando tienen que “mostrar” un ejemplo que no
cumple la proposicion, tienden a satisfacerse con pruebas de un estatus menor
que el formal, sin embargo los alumnos que tienden a dar pruebas experimentales
repiten el tipo de prueba con el contraejemplo.

Tabla 1: se muestra para cada estudiante, la edad, el avance en la carrera y el
tipo de pruebas que produjeron en general en las tareas 1y 2.

Avance en la

Edad carrera Tipo de prueba
El Mas de 25 Avanzado Experiencia Mental
E2 22-24 Medio Formales
E3 19-21 Medio Empiricas Genérica-Crucial
E4 19-21 Medio Experiencia Mental
155 Mas de 25 Medio Empiricas Genérica-Crucial
E6 22-24 Medio Formales
127 19-21 Medio Experiencia Mental
E8 19-21 Menor Ingenuas
E9 19-21 Medio Ingenuas
E10 19-21 Medio Formales
Ell 19-21 Medio Ingenuas- Crucial
El2 19-21 Medio Ingenuas
El3 22-24 Avanzado Ingenuas
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Concepciones de los estudiantes sobre el aprendizaje de la demostracion.
Las seis primeras preguntas abiertas de la entrevista

Resaltamos los aspectos comunes de las ideas diferenciadas en los tres analisis
de las seis primeras preguntas (agrupadas de a 2) como componentes de la idea
que poseen estos estudiantes respecto de aprender a demostrar; a saber:

una teoria de demostrar; 16gica, métodos de demostracion
de lo que partes; lo que te dan

las herramientas, el como; lo que se usa, la trampita

la fundamentacion, justificar cada paso

la conclusion, a lo que tienes que llegar

Estos distintos aspectos que se presentan como relevantes para los estudiantes
a la hora de aprender a demostrar no estan presentes en todas las respuestas, por
el contrario vemos que hay grupos de estudiantes que se centran s6lo en uno de

ellos.

En cuanto a las concepciones de los estudiantes sobre el aprendizaje de la de-
mostracion que surgen del analisis de las 6 primeras preguntas de la entrevista
y las relaciones de estas concepciones con el tipo de pruebas que producen cada
uno de los participantes al comienzo del estudio de la Geometria; encontramos
principalmente tres grupos de ideas:

se aprende una teoria de demostrar; como podria ser aprender los métodos
de demostracion o estudiar logica; relacionadas con estudiantes de menor
edad y menor avance en la carrera y que producen mayormente pruebas
ingenuas,

se aprende a demostrar entendiendo demostraciones bien presentadas, con-
sideran que pueden aprender comprendiendo los razonamientos de otros
(profesor-libros), es decir suponen que pueden aprender de “ejemplos” de
demostraciones y son estudiantes que producen principalmente pruebas de
ejemplo genéricos o de ejemplo crucial, cuya principal caracteristica es la de
basarse en un ejemplo representativo,

a demostrar se aprende demostrando; consideran que se aprende a demostrar
haciendo sus propias demostraciones, idea asociada a los estudiantes de
mediana edad, avanzados en la carrera y que producen mayoritariamente
pruebas formales.

En cuanto a lo que estos estudiantes consideran como una demostracioén co-
rrecta podemos diferenciar tres grupos de ideas:

una buena demostracion es la que llega a la conclusion, sin embargo no nos
dice nada de como llegar y bajo que condiciones: asociadas mayormente a
estudiantes que dan pruebas ingenuas,
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una demostracion es correcta, cuando se tienen la seguridad de que es ast; pa-
recieran confiar en sus propias argumentaciones, es un seguridad subjetiva.
Este grupo esta asociado a la ultima etapa de las pruebas empiricas y a la
de experiencia mental,

la correccion de una demostracion se centra en la justificacion de cada paso,
asociada a los estudiantes que producen pruebas formales.

Concepciones de los estudiantes sobre qué significa demostrar en matematica
y en otras ciencias. Preguntas abiertas 7y 8

Se pudo establecer una tipologia de los estudiantes, en relacion a las posibles
ideas sobre el significado de la demostracion en matematica y sobre la diferencia
entre lo que significa demostrar en distintas ramas de la matematica y en otras
disciplinas, en tres clases, realizindose una caracterizacién de cada una de estas

clases:

En otras disciplinas es aproximado. Clase conformada por: E2; E3; E4; ES y
E6.

Podriamos caracterizarla por la respuesta: en otras disciplinas demostrar es
aproximado, no formal; en matematica demostrar es decir porqué y la diferen-
cia de la demostracion en distintas ramas de la matematica esta dada por el
grado de formalidad.

En otras disciplinas es empirico. Clase conformada por: El; ES§; E9 y E13.

Podriamos caracterizarla por la respuesta: en otras disciplinas demostrar es
evidenciar experimentalmente y en las distintas ramas de la matematica, de-
mostrar es distinto en cuanto a la formalidad.

Una demostracion es una secuencia: Clase conformada por: E7, E10, E11 y
El12.

Puede caracterizarse por la respuesta: en matematica la demostracion es una
secuencia y en todas las ramas es lo mismo (una secuencia) y en cualquier
disciplina es lo mismo, es una secuencia. La demostracion como una secuencia
(partir - desarrollar - llegar).

No hay una asociacion clara entre los grupos de estudiantes seglin sus tipos
de respuestas y los tipos de pruebas que producen. Sin embargo es notable que en
el primer grupo no hay ninglin estudiante de los que producen pruebas ingenuas;
estos estan repartidos entre los dos ultimos grupos.
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CONCLUSIONES

Un grupo importante de estos estudiantes ofrecen pruebas empiricas al comen-
zar el estudio de la geometria, incluso muchas pruebas ingenuas, a pesar de haber
cursado ya materias donde se ha visto a la demostraciéon como un contenido es-
pecifico.

Nos parece relevante resaltar los aspectos que los estudiantes destacan como
importantes al momento de aprender a demostrar: aprender una teoria de demos-
trar; aprender logica, métodos de demostracion (particularmente el método por
el absurdo); prestar atencién a las hipotesis (lo que conozco, lo que ya sé, lo que
me dan); tener en cuenta los axiomas; utilizar graficos y figuras; aprender a fun-
damentar, a justificar; aprender a analizar (desarmar), a sintetizar (saber a donde
llego) y a formalizar (necesidad de escribir).

En las respuestas de los estudiantes que producen pruebas formales encontra-
mos presentes todos los aspectos citados en el parrafo anterior, es decir que su
concepcion de la demostracidon matematica es mas rica que en los otros casos;
consideran que se aprende a demostrar demostrando; haciendo muchas demostra-
ciones; es decir la conciben como un procedimiento; un hacer; una habilidad que
se adquiere relacionado con los contenidos y desarrollandola concretamente. Los
estudiantes que producen pruebas ingenuas; estan asociados principalmente al as-
pecto de aprender una teoria de demostrar; 1o que nos hace pensar en cierta desco-
nexion entre la valorizacidon especifica que hacen de aprender 16gica por ejemplo
(quizas sin relacion a un contenido especifico) y las pruebas que producen estos
estudiantes frente a una tarea de demostrar especifica.

Podemos describir un gradiente, en cuanto a lo que consideran los estudian-
tes respecto a como se aprende a demostrar; entre la teoria de demostrar hacia la
practica de demostrar. Desde los estudiantes que consideran que se aprende a
demostrar, aprendiendo una teoria de demostrar y que producen pruebas ingenuas
—es decir las pruebas mas alejadas de una demostracion matematica—; luego aque-
llos que consideran que pueden aprender con demostraciones bien presentadas,
entendiendo los razonamientos de otros —profesor, libros—, es decir consideran que
pueden aprender de “ejemplos” y que principalmente son estudiantes que produ-
cen pruebas genéricas o de ejemplo crucial, cuya principal caracteristica es la de
basarse en un ejemplo representativo; por ultimo los estudiantes que consideran
que se aprende a demostrar demostrando; haciendo sus propias demostraciones,
idea que se asocia a los estudiantes de mediana edad, avanzados en la carrera
(es decir que hacen la carrera en el tiempo estipulado) y que producen pruebas
formales, esto es pruebas que podrian considerarse demostraciones matematicas.

En cuanto a lo que estos estudiantes consideran como una demostracién co-
rrecta; un grupo se centra en que una buena demostracion es la que llega a la
conclusion, sin embargo no nos dice nada de como llegar y bajo que condiciones,
se trata de un grupo de respuestas asociadas mayormente a estudiantes que dan
pruebas ingenuas. Otro grupo de estudiantes considera que una demostracion es
correcta cuando tienen la seguridad de que es asi; parecieran confiar en sus pro-
pias argumentaciones, este grupo esta asociado a la ultima etapa de las pruebas
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empiricas y a la de experiencia mental; justamente las etapas en que comienzan
las argumentaciones deductivas, aunque posiblemente en leguaje coloquial no for-
malizado. Por otra parte los estudiantes que producen pruebas formales, centran
la correccién de una demostracion mayormente en la justificacion de cada paso.

Profundizando en el sentido de si conciben a la demostracion matematica
como distinta segun el dominio de conocimiento dentro de la matematica —en
algebra, en geometria o en analisis matematico— podemos concluir que la mayoria
de los estudiantes que consideran que es lo mismo demostrar en cualquier rama de
la matematica, describen a la demostracion matematica como partir de algo (hi-
potesis, axiomas, lo que te dan) y luego mediante algun proceso (secuencia logica,
hacer algo, desarrollando) llegas a algo (concluir, llegar), es decir una secuencia:
partir - desarrollar - llegar. En cambio de los que opinan que demostrar es dis-
tinto en las distintas ramas de la matematica centran esta diferencia en el grado
de simbolismo, formalidad, lo estricto del algebra versus lo aproximado, con nu-
meros o dibujos y no formalidad del calculo y la geometria. Hay un grupo de
estudiantes que consideran que demostrar en todas las ramas de la matematica es
decir porqué; sin embargo en algunas ramas es mas formal (algebra) que en otras
(geometria y calculo).

En cuanto a lo que consideran estos estudiantes respecto a si demostrar signifi-
ca lo mismo en otras disciplinas que en matematica podemos describir tres grupos
de estudiantes bien diferenciados: los que piensan que al igual que en matematica
demostrar en cualquier disciplina es una secuencia partir - desarrollar - llegar;
otro grupo que piensa que no es lo mismo dado que en otras disciplinas se de-
muestra experimentalmente, con datos y el tercer grupo que considera que en otras
disciplinas se demuestra de manera no formal, aproximada.

El grupo de estudiantes que opina que tanto en matematica como en otras
disciplinas demostrar es una secuencia logica; equipara esta secuencia al méto-
do de otras disciplinas, esto junto con el dato de que la que la mayoria de ellos
producen pruebas ingenuas enfrentados a la tarea de demostrar; nos hace pregun-
tarnos sobre las caracteristicas que tiene para estos estudiantes esa secuencia en
matematica.

Este ultimo hecho nos remite a la conclusion anterior de que en general los
estudiantes que brindan pruebas ingenuas consideran que se aprende a demostrar
estudiando una teoria de la demostracion y que éstas seran correctas cuando se
llega a lo que hay que llegar sin saber muy bien coémo fue este proceso; se podria
pensar en esto como una suerte de idealizacion que realizan en cuanto a las de-
mostraciones; ya que estos mismos estudiantes cuando se enfrentan a la tarea
de demostrar, se limitan a “mostrar” un caso donde “evidentemente” es cierta la
proposicion, sin sentir la necesidad de deducir; de producir un argumento légico
que valide la veracidad de la implicacién. Lo que nos lleva a la reflexion de que
conocer una “teoria” de la demostracion no garantiza un aprendizaje de la de-
mostracion y que desarrollar contenidos de logica en las asignaturas no garantiza
éste, sino que debiera ser un procedimiento presente en toda la formacion del
estudiante de matematica; a fin de que pueda éste interiorizarlo como parte inse-
parable del método Matematico.
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Volviendo a la notable diferenciacion que hacen estos estudiantes entre la de-
mostracion en algebra, mas formal y rigurosa y la demostracién en geometria o
calculo, considerandola en estas ramas de la matematica como aproximada, que se
puede hacer con ejemplos y no tan formal, pensamos que estas diferencias tienen
que ver con su experiencia en las distintas asignaturas cursadas, lo que nos lleva
a reflexionar sobre la coherencia en la formacion de los futuros profesores, en
cuanto a su formacion especifica en los procedimientos propios de la matematica.
En cuanto a esta desconexion entre las asignaturas que cursan nuestros alumnos,
nos lleva a plantearnos la necesidad de evidenciar la postura epistemoldgica de los
distintos formadores de formadores.

Otro aspecto a destacar es que las repuestas de un grupo de estudiantes pa-
recieran estar centradas mas en la “tarea” que implica demostrar en general, que
con validar conocimientos en relacidén a contenidos matematicos especificos (con-
ceptos - propiedades) implicados en las demostraciones. Es notable que en general
no aparezca la demostracion matemadtica como un medio para validar o conven-
cerse de la verdad de una proposicion, sino como un contenido dentro de las asig-
naturas. El aprender a demostrar aparece, mas bien, relacionado con resolver la
tarea de demostrar que se le plantea desde el exterior y no como una necesidad de
validar los conocimientos. Es posible que estos aspecto no se hayan manifestado
debido a la forma de indagacién, ya que las preguntas que les realizamos estan
dirigidas hacia la demostracién en general; pero se nos plantea aqui la posibilidad
de buscar medios de indagacién al respecto; es decir buscar un modo de sacar a
la luz como se concibe a la demostracion, si como una meta propuesta por las
catedras o un modo de validar una proposicion o de convencerse de los cono-
cimientos. Queda planteada esta posibilidad para seguir investigando porque de
tratarse de una concepcion arraigada, se convertiria en un obstaculo, muy impor-
tante para el aprendizaje de la matematica.

A modo de cierre diremos que las concepciones sobre la demostracion de los
futuros profesores de matematica distan de ser simples y uniformes y es un punto
importante a tener en cuenta por los interesados en la formacién de los futuros
docentes de matematica. Reconocer esta multiplicidad de significados y compo-
nentes nos sitlla en mejores condiciones para estudiar su evolucién en el aprendi-
zaje de los estudiantes y para colaborar en el aprendizaje de este procedimiento
esencial del método matematico. Es nuestra tarea como formadores de profesores
de matematica mediar para que nuestros estudiantes posean un marco conceptual
solido en matematica y para ello deberemos prestar especial atencion al proceso
de aprendizaje de la demostracion.
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Resumen: En este trabajo mostramos los resultados de una experiencia llevada a
cabo en el campo de la resolucion de problemas. Se presentan las diversas estrategias
seguidas, planes empleados, asi como distintas extensiones de los problemas propues-
tos. También queremos significar la relevancia de la resolucion de problemas dentro
del curriculo matematico no universitario.

Palabras clave: Resolucion de problemas; Heuristicos; Matematicas.

Abstract: In this paper we show the results of an experience carried out in the field
of problem solving. The variety of strategies and plans we have followed are presen-
ted, as well as, different generalizations of the proposed problems. We also want to
emphasize the importance of the problems solving within the mathematical curricu-
lum out of the university.

Keywords: Problem solving, Heuristic strategies;, Mathematics.

INTRODUCCION

Dentro del abanico de actividades que organiza la Sociedad Andaluza de Edu-
cacion Matematica Thales se encuentra el proyecto ESTALMAT, cuya idea fue
iniciada ¢ impulsada en nuestro pais por Miguel de Guzman. En cada edicion
se seleccionan cincuenta jovenes, veinticinco por cada sede, que a partir de una
prueba y una entrevista, muestran una destacada aptitud para las Matematicas.
Durante dos afios, ellos recibiran una formacion especial, principalmente, en nues-
tra disciplina, plasmada en una serie de cursos. Fruto del trabajo desarrollado en
el curso denominado “Pdlya y la heuristica”, comenzd la colaboraciéon con una
alumna de ESTALMAT, Angela Capel, que continua en el tiempo y que, por
ahora, ha devenido en el presente trabajo.

Este articulo tiene como objetivo poner de manifiesto variados aspectos en la
resolucion de problemas. El primero tiene que ver con la elaboracion de un plan
para resolverlo. El segundo hace referencia a la utilizacion de estrategias de reso-
lucién o heuristicos, que son las herramientas con la que abordaremos el proceso
de resolucién de los problemas planteados. Otro aspecto es el intentar resolver
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el problema por diferentes caminos, cuantos mas mejor, ya que esto fortalecera
nuestra comprension del mismo y nos permitira establecer una tupida red de co-
nexiones, que profundizard nuestro conocimiento sobre él. Una cuestion impor-
tante es la busqueda de procedimientos que generalicen el problema dado, lo cual
enriquecera la situacion problematica inicial. Podriamos afiadir algunos mas pero
preferimos irlos mencionando en el texto conforme vayan apareciendo.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Todos los ciudadanos nos vemos enfrentados en nuestra vida diaria a la reso-
lucién de situaciones problematicas, algunas de las cuales pueden matematizarse.
Las Matematicas pueden verse como un espacio de problemas, en el cual los ma-
tematicos, desde siempre, nos hemos visto incitados a su resolucion. Es por ello
que, como diria Halmos, la resolucion de problemas forma parte del “corazon de
las Matematicas”.

Pero, qué entendemos por problema. Un problema es una situacion en la que
desconocemos, inicialmente, el procedimiento para obtener su solucidn, si es que
la tiene (N.C.T.M., 2003). De ahi que para dos resolutores una misma situacion
pueda ser o no un verdadero problema.

Las ideas seminales de Polya sobre resolucion de problemas y heuristicos (Pol-
ya, 1965) son basicos en este campo. El ofrece todo un conjunto de estrategias
para el resolutor: hacer una figura o diagrama, casos mas sencillos, generalizar,
analogia, trabajar marcha atras, etc. En la década de los ochenta, las investiga-
ciones de Schoenfeld revitalizan este campo, estimulando su introduccidn en los
curricula de Matematicas no universitarios (Schoenfeld, 1985). Desde entonces
la resolucién de problemas ocupa un lugar destacado dentro de la ensefianza de
nuestra ciencia. Asi, la Nacional Council of Teachers of Mathematics recoge den-
tro de sus Estandares la resolucion de problemas, indicando que:

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos
los estudiantes para:

* Construir nuevos conocimientos a través de la resolucion de problemas.
* Resolver problemas que surjan de las Matematicas y de otros contextos.
* Aplicar y adaptar diversas estrategias para resolver problemas.

* Controlar el proceso de resoluciéon de los problemas matematicos y re-
flexionar sobre é1.” (N.C.T.M., 2003).

De todo lo anterior se deduce que la resolucion de problemas se constituye en
una parte fundamental en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas.

Un elemento primordial, en el proceso de resolucidn, es la elaboracidén de un
plan. Los trabajos de Polya (Pélya, 1965) y de Mason, Burton y Stacey (Mason,
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Burton y Stacey, 1988) nos pueden iluminar sobre este particular. Asi, por ejem-
plo, Polya establecia varias etapas dentro del proyecto para resolver un problema:
(i) entender el problema; (ii) configurar un plan; (iii) ejecutar el plan, y, (iv) mirar
hacia atras.

En la actualidad existen muchos concursos y olimpiadas de matematicas don-
de la resolucion de problemas es su eje central. Es por ello que se publican cierta
cantidad de libros sobre problemas de estas competiciones. Merece la pena citar
el manual de Tao (Tao, 2006), obra que escribié con quince afios, por ser ganador
de una medalla de oro de la Olimpiada Matematica Internacional celebrada en
1989, y, principalmente, por haber recibido la medalla Fields el afio 2006, ademas
de otros notables premios.

ACTIVIDADES CON CERILLAS

Dentro del curso, ya mencionado, de “Polya y la heuristica” uno de los proble-
mas que se les ofrecia a los alumnos era el siguiente.

Problema 1. ;Cuantas cerillas se necesitan para construir 14 cuadrados en li-
nea, de forma que el lado de cada cuadrado sea una cerilla, como en la sucesion
del dibujo?

FIGURA 1

Otro problema ofrecido a los alumnos con la misma tematica era el siguiente.

Problema 2. ;Cuantas cerillas se necesitan para construir cuadrados unitarios
formando otro cuadrado mayor, como en la siguiente sucesion del dibujo?

FIGURA 2
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Ambos problemas comparten puntos de contacto. En las dos situaciones, hay
una serie de elementos que nos sirven de guia para elaborar los planes de resolu-
cion, entre los cuales podemos citar los siguientes:

¢ Marco numérico.

* Posicion de las cerillas.

* Configuracion de cerillas.

* Analisis de los vértices.

* Parecido con otros objetos geométricos.

También se ha considerado procedimientos basados en la especificidad de la si-
tuacioén problematica. Por ultimo, se ha disefiado un plan para resolver el proble-

ma 2 a partir del problema 1. Todo lo anterior se puede explicitar en los siguientes
planes de resolucion:

Plan 1. Deducir el término general de una sucesion.

Elaborando la siguiente tabla:

N° cuadrados 1 2 3 4 .. n
Problema 1 4 7 10 13 1+3n
Problema 2 4 12 24 40 e 2n(n+1)

abordariamos el problema dentro de su marco numérico. Una cuestion interesante
es obtener ideas para resolver estos problemas a partir de la solucion previamente
alcanzada. Notemos que ahora lo importante no es la solucion, pues ya la posee-
mos, sino los métodos de resolucidon. Es de subrayar que el camino habitual es del
plan a la solucion, mientras que ahora el proceso es al contrario. Usaremos esta
técnica en el marco geométrico, por ejemplo, en el Problema 1:

FIGURA 3

O bien en el Problema 2, donde la expresion obtenida 2n(n+1) = 2(n*+n), pue-
de reinterpretarse de la siguiente manera

N° cerillas = 2(N° cuadrados + N° cuadrados por lado)
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Plan 2. Posicién de las cerillas.

Basicamente, podemos clasificarlas con arreglo a dos criterios: i) cerillas in-
teriores y del borde, y, ii) cerillas horizontales y verticales. Es evidente, que el
numero total de cerillas de cada figura se obtiene como suma de los dos tipos de
cerillas. Bastara hallar los términos generales de las sucesiones correspondientes a
cada caso, para resolver el problema general. Aqui descomponemos el problema
en dos subproblemas. Es importante resefiar, que la idea de estudiar el numero de
cerillas verticales y horizontales es la clave que permite resolver la extension de
estos problemas, y que abordaremos en el siguiente paragrafo.

Plan 3. Estudio de las configuraciones de cerillas.

En este caso nos referimos: a) al estudio, exclusivamente, del nimero de cua-
drados; b) al estudio del nimero de cuadrados, de formaciones con tres cerillas, de
formaciones con dos cerillas y de formaciones con una cerilla, segun el problema.
En el apartado a) deberemos tener en cuenta las cerillas compartidas, para obtener
el nimero de cerillas total. En el segundo apartado, tendremos que encontrar el
numero de configuraciones de cada tipo y el problema se resuelve elementalmente.

Cuando se trata del segundo problema, el contar el numero de cuadrados se
vuelve estéticamente atractivo. Veamoslo.

FIGURA 4
1 6 | 2
1 3 6 | 3|6
1 312 4 | 6 | 5

Plan 4. A partir de los vértices.

Igual que con las cerillas existen tres tipos de vértices, segun el nimero de ceri-
llas que confluyen a él. Resolveriamos como en el caso anterior.

Plan 5. Analogia con otros objetos matematicos.

Ambos casos son, desde un punto de vista geométrico, redes o grafos conexos,
y, por consiguiente, podemos aplicarle la fébrmula, que es una reconversion de la
usual,

Cerillas = Arcos = Vértices + Cuadrados —1.

Esta es la forma en la que Angela la redacta.
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Plan 6. Resolver el problema 2 apoyandonos en el problema 1.

Se trata de un planteamiento puramente geométrico: descomposicion de figu-
ras. De este modo se consigue:

Cerillas figura problema 2 = n x Cerillas tira correspondiente — n(n—1).

Esta es una idea tipica a la hora de resolver un problema, transformarlo en
otro que si sabemos solucionar.

Para llevar a cabo estos planes se han utilizado los siguientes heuristicos: 1)
hacer una figura o diagrama; 2) hacer una tabla; 3) estudio de casos sencillos; 4)
generalizar; 5) analogias, y, 6) analisis de subproblemas. Estas son algunas de las
herramientas basicas que deben formar parte del bagaje de todo resolutor, y que
le permitira, en bastantes ocasiones, disefiar caminos para hallar la solucion de los
problemas a los que se enfrenta.

EXTENSION DE LA ACTIVIDAD CON CERILLAS

Una manera, bastante natural, de extender las situaciones problematicas pre-
sentadas, es aumentar la dimensioén de los objetos matematicos. En nuestro caso,
seria estudiar las sucesiones formadas por cubos. Compartirian planes y estrate-
gias de resolucion con los problemas ya analizados, por lo que no vamos a incidir
en este punto.

Otra posibilidad seria cambiar de poligono base para estudiar qué ocurre
cuando se desarrollan en una dimension (tiras), en dos dimensiones o en tres di-
mensiones. Sin embargo, esta prolongacion es de corto recorrido, pues con las res-
tricciones impuestas, unicamente podriamos trabajar con el tridngulo equilatero.

La via mas fructifera es generalizar de tal forma que los problemas propuestos
sean casos particulares. Por ejemplo, en el plano, tanto para las tiras como para
las configuraciones de cuadrados, el rectangulo es la generalizacion. Sea el rec-
tangulo n x m, donde las unidades de medida en la base y la altura son de igual
magnitud.

FIGURA 5
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Si deseamos conocer cuantas cerillas contiene esta figura de n x m cuadrados,
podemos aplicar diversos de los planes mostrados en el paragrafo anterior. En
particular, y por su comoda aplicacion al caso general, utilizaremos el plan 2, con
el calculo de las cerillas horizontales y verticales. Obsérvese que corresponden a
cada una de las dimensiones del rectangulo. Es facil determinar que el numero
total de cerillas serd n(m+1) +(n+1)m, donde el primer sumando hace referencia
al total de cerillas horizontales y el segundo al de verticales. Notese que cuando
se trata de tiras, como en el problema 1, sera m = 1, obteniéndose el conocido
3n+1. En las configuraciones de cuadrados, se tiene m = n; por lo tanto, se llega
a 2n(n+1).

A partir de aqui, se puede generalizar a k dimensiones, siendo, si la longitud en
la dimension j es X;s conj=1,2, ..,Kk, la cantidad:

N° cerillas = x (x,+D)( x,+1) ... (x +1) + (x+1) x,(x,+1) ... (x, 1) + ... +
x D+ L (x T D X

De esta manera, a partir de la expresién anterior podemos conseguir la for-
mula de cualquiera de las situaciones evaluadas previamente. Ademas, se llega,
para ciertos casos sencillos, a formulas en funcién del nimero de cuadrados y de
la dimension en la que crece la sucesion. Por ejemplo, cuando se trata de tiras, se
crece en una dimension, verbigracia, X, = n, pero las demas dimensiones tienen
por medida la unidad. Entonces, se alcanza:

Ne cerillas = n2%! + (n+1) 252 (k—1) = 2&2 (k+1) n + 252 (k-1).

CONCLUSIONES

Con esta experiencia queremos mostrar que los problemas, que los alumnos
asumen como tal, son catalizadores de la actividad matematica. La aproximacion
a la mayoria de los conceptos matematicos que se ensefan en primaria y secunda-
ria, deberia realizarse a partir de problemas, convenientemente elegidos. Aunque
en la resolucion de problemas el énfasis se sitia tanto en los conceptos matema-
ticos implicados en el mismo, como en los elementos metamatematicos inherentes
—plan establecido, estrategias aplicadas, etc.—, otros aspectos, no menos interesan-
tes, serian susceptibles de desarrollarse: defensa de nuestras ideas, elaboracion de
argumentos para justificarlas, revision de la labor realizada, aumento del dominio
del lenguaje, fomentar el trabajo en equipo, etc.

Evidentemente, a pesar de que la resolucion de problemas seria conveniente
diluirla dentro del curriculo matematico, debe tener su propio espacio, en el cual
se ensefie a disefiar planes para resolverlos, se expongan las distintas estrategias o
heuristicos, se transmita una vision matematica del mundo, etc.
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Estadistica Bidimensional

José M? Chacon Tiiigo
LE.S. Llanes, Sevilla

En esta nueva entrega de la seccién “TIC” se muestran opciones y se abordan
programas para trabajar en el aula la enseflanza y el estudio de Estadistica bidi-
mensional en el bachillerato. Se van a proponer sencillas actividades que se pue-
den realizar con software libre, con software comercial y con calculadoras graficas
(sin describir los programas ni comandos e instrucciones para utilizarlos).

PROPUESTAS PARA TRABAJAR CON SOFTWARE LIBRE
Gnumeric

Es una hoja de calculo muy buena y muy facil de usar. (Existe version para
Linux y para Windows; en Andalucia viene con las distribuciones de Guadalinex
en los Centros Tics).

Dispone de una potente herramienta “Analisis estadistico”. Veamos su aplica-
cion en la siguiente actividad.

En la tabla se muestran datos de automoviles de ocasion con respecto al kilome-
traje y precios de los modelos de cierta marca:

Recorrido (en 40 | 30 | 30 [ 25 [ S0 | 60 | 65 | 10 [ 15 | 20 | 55 | 40 | 35 | 30
miles de km.)

Precio de venta | 6 9 7 10 5 0 3 18 15 12 5 9 12 | 12
(en miles de
€uros)

a) Construye el diagrama de dispersion.
b) Estudia la correlacion entre ambas variables.

¢) Halla la recta de regresion de Y sobre X.

Introducimos los datos:

epsion 75 65



José M“ Chacén Iiiigo

¥ *Libro2.gnumeric : Gnumeric

Archivo Editar Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ayuda

[sans Jvw]l-W@ABE BBz 9%

DEE A X506 -¢ - | @E m; 5| hafoon]-

»
|70 | % @ = ]
[ A |Blc|p|E|F|G|H| 1] ) K|L|M[N[o] P Q |
1 |Recorrido (en miles de kilémetros) |40 30 30 25 50 60 6510 15 20 55 40 35 30
2 Precio de venta (enmiles de eurog)| 6| 9 7/10) 5 6 318/1512 5 91212
3
-
S =
5 =
i
8
9 =
10 -
1k | l_J
Hojal Hoja2 |Hojad |

y construimos el diagrama de dispersion:

¥ *Libro2.gnumeric : Gnumeric

archivo Editar Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ayuda
DEEH A X006 -& - @X mL %M »
|-p]-AEAE EEE®m===|9s% »
7 X @ = |
A |B|c|DlE|FlG|H| I]J]|K|L|M|N[O] P | ¢ |
1 Recorrido (en miles de kilémetros) 40 30 30 25 50 60 65 1015 20 55 40 35 30
2 |Precio de venta (en miles de ewros)| 6 9 7110 5 6 3/18/1512 5 91212
El R R L Ohedbendandadabnaos b O
ST : 20
- K
6 i~ 18 *
7 il 8
8 [ig ']
9 |:|E e
16 14 o
10 ||
I 2 124 * +*
12 |:
5 |2 10- .
L g - <
0 HERY ©
15 ] -
16 S 6 * .
—— E k= P
G 4+
18 2 .
19 x 2
20 :
2 5 10 F) L <0 5 70 | |
23 | Precio de venta (en miles de suros)
= - ey 3 & !‘I
: | 3|
Hojal Haja2 |Hoja3 |Regresion (1) |
I| Suma=0
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Activamos la herramienta Analisis estadistico — Regresion:

¥ *Libro2.gnumeric : Gnumeric
Archivo  Editar Yer [Insertar Formato Herramientas Datos Ayuda

DEEI2BIXE0| -0 - |@F midlls »

[soms | vo]- MA@ B Imaz= ®% »

|/~ | % «¥ = [sauparesumen |
|

B | c | |

SALIDA RESUMEN

3 |Estadisticas de regresion

4 R multiple
S |Cuadrado R
6 |Cuadrado R ajustado

:—0,88969022136 331
0,79154868998949
0,77417774748861

7 Error estandar 2,0176?302931892:

8 |Observaciones 14
9

10 |Analisis de varianza | | =
11 df (Suma de los cuadrados

12 |Regresion 1 185,505089418251
13 |Residual | 12| 48,8520534388917
14 |Total _ 13|  234,357142857143
16 Coeficientes Error estandar

17 linterceptar 17,3923800098961
18 |Recorrido (en miles de kilometros)| —0,2267194458189
19

1,32609535497623
0,03358625998647

'| . =

Hojal |Hoja2 |Hoja3 |Regresion (1) |

De esta hoja so6lo comentaremos los resultados que habitualmente utilizamos
en clase:
B4 Coeficiente de correlacion lineal
B5 Coeficiente de determinacion
B8 Tamaio de la muestra analizada

B17 Ordenada en el origen de la recta de regresion de Y (precio) sobre X
(kilometros)

B18 Pendiente de la recta de regresion (y = —0,227x + 17,392)
Obsérvese que el coeficiente de correlacion lineal es cercano a —1, lo que indi-

ca una relacion fuerte e inversa, como podemos observar insertando la recta de
regresion lineal:
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¥ *Libro2.gnumeric : Gnumeric |:H§”Z|
Archivo Editar Yer Insertar Formato Herramientas Datos Ayuda

DEEH AA XOOD| & -@ - @ wi. il »
|o]-AAE EEE® === 9% »

[ X =] l

A |B|c|p|E|FIG|H|1]J|K|L|M[NjO] P ¢ |
Recorrido (en miles de kilémetros) (403030 25 50 60 65 101520 55 40 35 30
Precio de venta (enmiles de ewros) 6 9| 710 5 6 3181512 5 911212

Recorrido (en miles de kiometros)

: 0
- B 0 10 20 30 40 50 60 70

23 Precio de venta (en miles de euros)

Hojal Hoja2 |Hoja3 |Regresidn (1) |

| = |

WxMaxima

Conocidisimo y estupendo programa libre de calculo simbdlico; sus capaci-
dades estadisticas son menos conocidas pero en la siguiente actividad vamos a
observar como con pocas Ordenes se pueden obtener muchos datos relativos a
estadistica bidimensional y graficos.

Una compaiiia de seguros sospecha que el numero de accidentes esta en funcion
de la edad del conductor. Para ello elige 10 personas de cada grupo de edad y conta-
biliza los accidentes totales del tiltimo aiio. Los datos fueron:

Edad 20 25 30 35 40 45
N’ de Accidentes 10 11 9 7 4 5

Realicemos un estudio bidimensional, observando los comandos y sus signifi-
cados.
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@ wxMaxima 0.7.6 [no guardado] |._]|E|[§|
Archivo Editar Maxima Ecuaciones Algebra Apdlisis Simplficar Gréficos Numérco  Ayuda

QR AR 0% 00

A
($11)

5 Al
[entraoa: |

[ Simplficar ][ Simplificar () ][ Factorizar " Expandi ]I Resdver.., H Gréflcoszo...]
[ smplficar(tr) |[ Expandir (tr) |[ Reduc tr) |[ Formacat, [ Resoher EDO |[ Gréficos 30... |

Preparado para la entrada de usuario

(%i11) A:matrix([20,10], [25,11], [30,9], [35,7], [40.,4], [45,5])/* Definimos una matriz
con dos columnas (bidimenisonal)*/;

20 10
25 11
30 9
%ol
o) 135 5
40 4
45 5

(%i12) load(“descriptive”)/*Cargar el paquete DESCRIPTIVE que viene en la
distribucion de WxMaxima*/;

(%13) range(A)/* Vector de rangos */;
(%03) [25, 7]

(%14) numer; true/* Pedimos los calculos en forma decimal */;
(%04) true

(%15) mean(A)/* Vector de medias */;

(%05)  [32.5, 7.666666666666666]
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(%i16) var(A)/* Vector de varianzas */;
(%06) [72.91666666666666, 6.555555555555555]

(%17)cov(A)/* Matriz de covarianzas */;

72.91666666666652 -20.0
(0/007)
-20.0 6.555555555555557
(%18) cor(A)/* Matriz de correlaciones */;
1.0 —-0.91476984760759
(%08)
-0.91476984760759 1.0

(%19) scatterplot(A,point_type = circle)$

T T T T T T

14 F .

12 .

o
10F 0 4
0
8 4
o

6 4
o

4 -] -

2F -
0 L Il L L 1 L

20 25 30 35 40 45 50

Geogebra

Sorprendera el uso de este programa para trabajar con estadistica bidimensio-
nal, ya que es bastante conocido como programa de geometria dinamica con he-
rramientas de algebra; sin embargo desde la version de desarrollo 3.1 (la proxima
estable sera la 3.2) incorpora nuevos comandos para hacer ajustes en una nube de
puntos. (También se pueden hallar diferentes parametros estadisticos unidimen-
sionales).
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'_
L€

AjusteExp
AjusteLineal
Ajustelog
Ajustelogistico
AjustePolindmico
AjustePotencia
AjusteRectax
AjusteSen v

BE

Veamos a resolver el mismo problema que en el apartado anterior:

Definimos los puntos y los representamos.

-20

Llamamos M al conjunto de esos puntos: M = {A,B,C,D,E,F}
Para hallar el coeficiente de correlacion: r = CPearson[M]

Para hallar la recta de regresion lineal: f = AjusteLineal[M]
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I Ohjetos Libres

@ A=(20,10)

@ B=(25,11)

@ C=(30,9)

@ D=(35,7)

----- @ E=(40,4)

@ F=(45,5)

(29 Ohjetos Dependientes

- (@ M= {{20, 10), (25, 11), (30, 9), (35, 7), (40, 4), (45, 5)}
- (3 T 144x + 525y = 8705
- r=-0.91

A partir de ahi podemos anadir o mover puntos para ver el efecto en el coefi-
ciente de correlacion y en la recta.

PROPUESTA PARA TRABAJAR CON SOFTWARE LIBRE Y COMERCIAL

Comparacion entre las hojas de calculo de las suites ofimaticas Microsoft Office
(Excel) y OpenOffice (Calc.)

Esta actividad de relacién entre dos variables estadisticas muestra las similitu-
des a la hora de trabajar con las dos hojas de calculo mencionadas.
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Las edades de cinco alumnos de un centro escolar, y sus pesos respectivos se

muestran a continudacion.

Edad (Anos)

3 4,5 6

7,2

Peso (Kg.)

17 19 25

33

34

a) Hallar las medias y desviaciones marginales.

b) Calcular el coeficiente de correlacion lineal.

¢) Hallar la recta de regresion de Y sobre X.

d) ;Qué peso se espera que tenga un nifio de 5 afios?

e) Realizar un grdfico que contenga la nube de puntos y la recta de regresion.

Introducimos los datos en las celdas A, la edad, y en la B, el peso.

A B & D

1 |Edad [Peso

2 3] 17

g 45 19

4 Bl 25

5 2] 33

5 8 34

7

8 Media Edad 574
=l Media Peso 255
10 Desv. Tipica Edad 1,808424729
11 Desv. Tipica Peso b 97423831
12

13 Coeficiente de correlacion 0973328992
14 Pendiente recta regresidn 3,753669276
15 Peso esperado para cinco afios | 22 82228474

Las funciones utilizadas en la hoja de calculo (idénticas en Microsoft Excel y
OpenOffice Calc) han sido:

=PROMEDIO(A2:A6)
=PROMEDIO(B2:B6)

=DESVESTP(A2:A6)
=DESVESTP(B2:B6)

=COEF.DE.CORREL(A2:A6;B2:B6)
=PENDIENTE(B2;B6;A2:A6). La recta de regresion es y-—25°6 = 3’75 (x-5°74).
=TENDENCIA(B2:B6,A2:A6,5)
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40
35
30
25
20 |
15
10

Peso (kg.)

0 2 4 6 8 10
Edad (afios)

PROPUESTA PARA TRABAJAR CON SOFTWARE COMERCIAL
Derive

El clasico programa de calculo simbolico comercial y no libre (aunque tiene
versiones de evaluacion temporal) también permite trabajar la Estadistica bidi-
mensional.

La siguiente tabla presenta datos correspondientes a la tasa de ocupacion en fun-
cion de la edad en Esparia en el segundo cuatrimestre de 2008, segun la Encuesta de
Poblacion Activa (EPA) del Instituto Nacional de Estadistica. Realizar un diagra-
ma de dispersion y ajustar por un grdfico de regresion lineal, cuadratico y cubico.

Edad (en afios) N,ggfgfffaie
19 0,3
24 1,4
29 2,5
34 31
39 2,9
44 27
49 2,4
54 1,9
59 2,3

Introducimos los datos en forma de matriz o tabla en la siguiente pantalla:
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[Barchvo Edeer Insertar Introduck Smolficar Resolver Cdioulo Opoones Yentana Ayuda
DEHS| Lt hlx FHei =2 “&%|ma [ T4+ 4% @
Pulsa F1 para obtener Ayuda
v = cined|
(1 1 e S T S O 1 A ]
lalelrislelzinl el el ki almd s =l ol nl ez x| U A=l Azl =l =) 2 Al =l 2 al al =) el v 2 2]
FI19 0398
24 14
29 2.5
34 31
#1: 39 29
44 2.7
49 24
54 1.9
Lso 23]
y los representamos:
25
20
15
10
5 +
-10 10 éo 30 40 50 60
-5
-10
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Con la funcion FIT vamos a pedirle un ajuste lineal:
FIT([x,ax+b],#1)

(donde #1 es la etiqueta de la matriz de datos, aunque le
podemos poner cualquier nombre)

y simplificando:

89-x 3029
+
3000 3000

#2:

Ahora la representamos sobre el grafico de dispersion:

y 125

20

15

10

5 . P . . . .
-10 10 20 30 40 50 60

-5

=10

Obsérvese que el ajuste no es muy acertado (de hecho, con este mismo progra-
ma se puede hallar el coeficiente de correlacion paso a paso y comprobar que es
r = 0°48).

Intentemos un ajuste cuadratico con FIT ([x,a"2+bx+c],#1)

973339079-x 10368361 -x?

#5: +
9228612000 9228612000

y representamos nuevamente sobre la nube de puntos:
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y 125
20
15

10

-0 | 10 20 30 40 50 60

Todavia podemos ajustar mejor:

FIT([x,ax"3+bx"2+cx+d],#1)
49-x3 10583-x2 4199473-x 8266099

#6: - + -
247500 385000 3465000 577500

20

115

-10
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CALCULADORA GRAFICA

Otro recurso con el que es posible incorporar nuevas herramientas al aula
de matematicas es la calculadora grafica, ya que dispone también de buenas he-
rramientas para el estudio estadistico bidimensional. Utilizamos la calculadora
ClassPad 330-A de Casio.

Geometria

Graf.Ec.Di..

Resolucidn..

Todo

listl [list2

[

£ G bd = E 0 00 = O P DO B

C 11=

Rad Auto Estandar

]

Las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en las asignaturas de Esta-
distica y Matemdaticas han sido:

Matematicas | 3 | 4 | 6 5 7 S|4 8|55 (8|8 |5
Estadistica 518 10 71411057 |9 |10]|7
1. Construye el diagrama de dispersion.
2. Estudia la correlacion entre ambas variables.
3. Halla la recta de regresion de Y sobre X.
4. ;Qué nota se espera que obtenga un alumno en Estadistica cuya nota en

Matematicas ha sido 2?
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N Edit Calc. ConfGraf N Zoom Analisis Calc. 4+ IZI—li
a5 flage:| €03 [

Estad.. [list3 |4

oy

-1

-
L L L e e o e Ly [

00 0 O 00 e il =l OO = T S

-
bl (o 8 P N e e R e I N N

Rad Auto Estandar o] Rad can]

El primer paso para determinar el sentido y el grado de la correlacion entre
dos variables es dibujar el diagrama de dispersién. En esta actividad la nube es
alargada lo que indica que hay correlacion lineal, en principio; ademas es directa
y parece que fiuerte.

Datos marginales:

I Calc. estadistico BE | Calc. estadistico EEE
=575

Zx =31
T2 =565

B4 =1.7218721
x0m-1 =1.7783419

5] 7]

5] 71

Para sacar el maximo provecho a la correlacion vamos a hallar la recta de
regresion que es la que mejor se ajusta a la nube de puntos.
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[ Zoom Analisis Calc. # B4|
(366] A I o] [ e Y
e

I Calc. estadistico

E Rearesién lineal
y=3-x+bh

H|a =1.8671936
|=] =1.8553359
r =8.9864758
Ir2 =0.8216985

MSe =0.83738

[Acep. |

Obsérvese que aparece por primera vez el coeficiente de correlacion lineal (al
ser cercano a +1 la correlacion es fuerte y directa como habiamos aventurado a
con la observacion del grafico) y la expresion analitica de la recta.

Para hacer la estimacion, en el menu Graficos hallamos el valor esperado de y
conocido x.

[+ Edit Zoom Analisiz & B4 ¥ Edit Zoon EBEH ¢ 69
Y!I E

Evl=1,067+x+1.0856 [
Ow2:

Oy3:
Owd:
Ow5:
Owé:
Ow7:
Ov8:

CDoooooo

Inflexién
Distancia
nSfixiadx

Rad Real g I Rad Real [0

Por tanto se espera que obtenga un 3 aproximadamente.
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¥ _Edit Zoom FAnlisis 4 IZ]—II ¥ _Edit Zoom Anilisis 4 i;—li]
BRI ER ] [Pl | [ ] i VM €3] 3
Hojal [Hoja2 [HojaZ [Hoif 4| »
Eyl=1.0867-x+1.0856 [ 1]

Oy2

Introducir Valor E3 Uyszg
Owd:0
valor x:[@ ] Ovs:0
2ei0
v7:0
Ous: 0

mth [abe [cat [ 20 |XIEE] 3

[rle]s el c]>], J_l_x_Lv[z r !-|

loa | In | ¥ Ji7]%] = A i

x® | e [ x1 |4 ?T. -7

< ENIEIN B = Calg
[ 1 = ]ife]. ans xo=2 yc=3. 18572
TRIG [ CALC ] oFC | vnn Ejec [v1=1.067193676- x+1.055]

Fad Real (D] Rad Real ]

rajn
L]

REFERENCIAS

Gnumeric: http://projects.gnome.org/gnumeric/

xMaxima y WxMaxima: http://maxima.sourceforge.net/
Geogebra: http://geogebra.org
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Taller de mosaicos con calculadora grafica

Jos¢é Manuel Fernandez Rodriguez
LE.S. El Almijar. Competa ( Mdalaga)
Encarnacion Lopez Fernandez
LE.S. Vega del Mar. San Pedro de Alcantara ( Mdalaga)

INTRODUCCION

(Quién no ha sucumbido alguna vez ante la belleza de los mosaicos de cual-
quiera de nuestros monumentos arabes? Abandonados en cuerpo y mente, con-
templando como se van repitiendo las figuras y los colores s6lo somos capaces
de asomarnos al pozo de sabiduria que desde la formacion matematica de hoy en
dia es necesaria para comprender esa realidad y los conocimientos que de ella se
derivan.

Granadinos de nacimiento y matematicos de formacion, estamos teniendo una
aproximacién tardia (gracias a la docencia) a la comprension de esta realidad.

Este taller surge como fruto de una inquietud, la de trasladar a nuestro alum-
nado los conceptos relativos a los movimientos en el plano a través de la realidad
y de la historia de nuestra cultura.

La herramienta utilizada ha sido la calculadora grafica ClassPad 300, en par-
ticular su médulo de geometria, pues permite realizar construcciones geométricas
de una forma facil e intuitiva, una vez conocida la ventana con sus menus y pale-
tas de iconos. Se ha preferido utilizar, siempre que ha sido posible, las paletas de
iconos de la barra de herramientas en lugar de los menus para favorecer el uso de
las instrucciones necesarias.

Vamos a construir dos mosaicos y vamos a analizarlos desde la perspectiva
de la teoria de grupos. No se trata de realizar un taller de grupos cristalograficos
planos sino de utilizar la informacion que éstos nos aportan para la construccioén
en si.

LA PAJARITA
Primeras construcciones

Para construir este mosaico se ha partido de un triangulo equilatero y se ha
seguido el siguiente proceso:
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1. Construccién de un poligono regular de tres lados (Secuencia de pantallas
n° 1):

a) Tocamos la tercera flecha hacia debajo de la barra de herramientas se abre
la paleta de iconos del menu secundario Forma especial del menu Dibujo.

b) Tocamos sobre el icono Poligono regular ®* ¢ inducimos el numero de lados
deseado (se puede hacer utilizando el icono Triangulo equilatero £+, pero la
imagen queda menos limpia).

d) Tocamos en un punto de la pantalla tactil de la calculadora y arrastramos
para seleccionar el area donde se va a trazar el tridngulo (intentaremos se-
leccionar el mayor area posible).

SECUENCIA DE PANTALLAS N° 1:
CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO REGULAR

W Arch Edit Yer Dibuj i ibuj ¥ Arch Edit Yer Dibui
ik |w] & |w T L) e ™ |
EO PN
iy Fa) s s
‘f?' Iy * Poligono regular *
1| < Murnero de lados
I G| :
[ E
P4g. 1/45 | Fag. 2,45 | Fag. 3745 |

2. A continuacion, utilizando el icono Punto medio —*~ del submend Construir
del mend Dibujo vamos a construir los puntos D, E, F, y G (Secuencia de pantallas
n® 2).

a) Seleccionamos la cuarta flecha hacia debajo de la barra de herramientas y
tocamos sobre el icono Punto medio.

b) Seleccionamos el lado AC y tocamos sobre el icono —*~ (que ya aparece en
la barra de herramientas), ya hemos construido el punto D. Repitiendo la
secuencia con el lado AB obtenemos el punto E.

¢) Marcamos ahora los puntos A y D para construir su punto medio F. Ha-
ciendo lo mismo con los puntos A y E, obtenemos el punto G.
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 2:
CONSTRUCCION DE PUNTOS MEDIOS

| N Arch Edit Yer Dibuj | ¥ Arch Edit Yer Dibuj |V Arch Edit Yer Dibuj
v| @ |w|delw] b RdEE =] +[w)——|w| =
b
% s x4
=
“wfPid
e k)
Ja|l=8]
c B
Pia. 4/45 (] P&dga. 5/45 ] FPag. £/45 (]

3. Construccion del baricentro del triangulo AED (secuencia de pantallas
n° 3):

a) Para dibujar una recta que pase por los puntos E y F vamos a seleccionar
el icono linea infinita + del menu Dibujo que aparece cuando tocamos la
segunda flecha hacia debajo de la barra de herramientas y se despliega la
correspondiente paleta de iconos. Una vez hecho esto tocamos sobre los
puntos E Y F y se dibuja la recta que queriamos.

b) Aunque se puede obrar de la misma forma con los puntos D y G vamos a
utilizar el icono segmento de linea = , lo seleccionamos en la misma paleta
de iconos y tocamos sobre los puntos D Y G.

¢) Por ultimo fijaremos un punto a la interseccion de la recta y el segmento
recién construidos seleccionando el icono Punto #, también de la misma
paleta. A continuacion tocaremos sobre la pantalla y sin dejar de presionar
moveremos el puntero hasta que aparezcan seleccionadas la recta y el seg-
mento y nos aparezca en la parte inferior de la pantalla el mensaje Fijacion
a la interseccion (tal y como muestra la cuarta imagen de la secuencia de
pantallas n° 3), en ese momento dejaremos de presionar con el puntero y
aparecera el punto H.

4. El siguiente paso es construir un arco de circunferencia que una los puntos
A y D y que tenga su centro en un punto simétrico al H respecto del segmento
AC (Secuencia de pantallas n° 4: Construccion del arco de circunferencia):

a) Seleccionamos el icono Circulo @ en la misma paleta de iconos del paso

anterior. Tocamos en F como centro y en H para proporcionar el radio de
la circunferencia.
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 3:
CONSTRUCCION DEL BARICENTRO DEL TRIANGULO AED

N Arch Edit Ver Dibuj [ V Arch Edit Yer Dibuj | | V Arch Edit Ver Dibuj |

FPag. 7/45 L] Pag. 8/45 | Pag. 9/45 L]
e |
Arch Edit Ver Dibui N Arch Edit VYer Dibuj
- w| o lwl=—|w]—]lp» L = u
A
7
(]
Fijacién a interseccidn om] Pag. 10/45 [:m]

b) Con # Fijamos el punto I a la interseccion de la recta y la circunferencia de
igual forma a como lo hicimos con el punto H.

¢) Si queremos agrandar la zona de trabajo podemos utilizar el icono Cuadro de
zoom & del menu Ver que aparece cuando tocamos en la primera flecha hacia
debajo de la barra de herramientas. Tocando y arrastrando marcamos el drea que

queremos agrandar.

d) Para trazar el arco de circunferencia buscado seleccionaremos el icono Arco
+i, a continuacidén tocaremos con nuestro puntero sobre los puntos I para
el centro, D y A (en ese orden) para los extremos del arco.

e) Vamos a ocultar todos los elementos de nuestra construccion salvo el trian-
gulo y el arco de circunferencia. Para ello los vamos seleccionando uno a
uno hasta tenerlos todos, tocamos en el ment Edicién (Edit), tocamos en
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 4
CONSTRUCCION DEL ARCO DE CIRCUNFERENCIA

V Arch Edit Ver Dibuj

¥ Arch Edit Yer Dibuj

Ny Arch Edit Yer Dibuj

Pég. 11/45 i P&g. 12/45 ] P&g. 13745 i
el Hr'c,h Edit “Yer Dibuj W Arch Edit Ver Dibuj ¥ Arch Ver Dibuj
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- BB Borrar restricciones
giostrar todo
= tiv
@ i I(\3"1r:,u11:.ar b
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* ¥ Cort I?‘%ultar nombre
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™) Egﬁ" Mas fino
& Seleccionar todo
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¥ Arch Edit Ver Dibuj ¥ Arch Edit Ver Dibuj
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Propiedades y en Ocultar. Si no hubiésemos seleccionado algun elemento
repetimos la secuencia de instrucciones.

f) Por tultimo, para ver el triAngulo completo tocaremos el menu Ver y en
Zoom ajustar pantalla.

5. Para dibujar la pajarita vamos a utilizar el icono Rotacién ‘=), que se encuentra
en la paleta de iconos que se despliega al presionar la cuarta flecha hacia debajo de la
barra de herramientas (Secuencia de pantallas n° 5: Dibujando la pajarita):

a) Seleccionamos el arco de circunferencia, tocamos el icono Retacion®®, la
calculadora nos pide con un mensaje en la parte inferior de la pantalla que
le indiquemos el centro del giro, seleccionamos el punto D; a continuacion
nos aparece un cuadro de dialogo para que introduzcamos el valor del an-
gulo del giro, escribiremos 180.

b) Seleccionamos también el nuevo arco y repetimos el proceso anterior to-
mando como centro de giro el punto C (vértice inferior izquierda) y valor
del angulo de giro — 60 °.

¢) Repetimos el paso anterior pero con centro de giro A y valor del angulo de
giro 60°.

d) Por ultimo vamos a ocultar los rotulos de los puntos ya que muchos de
ellos se superponen y la construccion se va “ensuciando”. Para ello, sin
ningin objeto seleccionado, tocamos en el menu Edicion, en Propiedades y
en Ocultar nombre. En este momento guardaremos la construccion en un
archivo que llamaremos pajarita. Para ello tocaremos sobre el menu Archivo
(Arch) en ¢l submenu Guardar (Guar.) escribiremos el nombre y tocaremos
el boton Guardar (Guar.).

Analisis y construccion del mosaico

Probablemente cualquier profesional de la construccion “conocedor de su ofi-
cio”, al que se le planteara cubrir una superficie con esta figura, no tendria ningin
problema en realizarlo. Solo necesitaria, ademas de los materiales y herramientas
al uso, unas cuantas cajas de baldosas triangulares como la que aparece en la
secuencia de pantallas n° 6.

Pero nosotros los matematicos debemos ir siempre mas alla, profundizando
en nuestra construccién. Para ello vamos a utilizar los conocimientos que nos
aporta la Teoria de Grupos Cristalograficos Planos, no hace falta ser un experto
para ello; es suficiente con indagar en la red de redes para encontrarse con docu-
mentos que nos aclaren los conceptos necesarios. En la bibliografia aparecen los
utilizados.
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 5:

DIBUJANDO LA PAJARITA
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 6:
RECUBRIENDO EL PLANO I

| ¥ Arch Edit Yer Dibui | N Arch TR Yer Dibuj W Arch Edit Yer Dibuj |
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La definicion formal de grupo de cristalografico plano dada por Francisco Ri-
vero (2) es la siguiente: “Un grupo G de movimientos en el plano es un grupo cris-
talografico si el subgrupo de G formado por las traslaciones es un grupo abeliano
infinito y generado por dos elementos”.

También sabemos gracias al Teorema de Fedorov (1981) que existen 17 grupos
cristalograficos planos no isomorfos. Cada uno de ellos recibe una denominacién
que procede de la cristalografia, y se pueden clasificar segin la naturaleza de sus
giros.

En el articulo de Rafael Pérez “Un matematico pasea por la Alhambra” (1) y
en la conferencia de Ceferino Ruiz en el ISAGA (Granada 2006) (3) se pueden
ver la clasificacion de estos 17 grupos y como aparecen todos en nuestra querida
Alhambra.
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En estas referencias bibliograficas aparece clasificado nuestro mosaico como
perteneciente al grupo p6, esto quiere decir que:

*  Que el mosaico se forma a partir de una celda primitiva que se traslada a la
que llamaremos regidén generatriz unidad.

*  Que la menor rotacion posible es de orden 6.

* Que no tiene ninguna reflexion.

En el mosaico que nos ocupa, la region generatriz unidad estd formada por un rom-
bo resultado de unir dos tridngulos equildteros por uno de sus lados; los lados del rom-
bo determinan las traslaciones con las que se genera el subgrupo de traslaciones que
caracteriza al grupo cristalografico plano correspondiente. Existe, ademds, en nuestro
mosaico, una tesela o celda basica (fundamental) formada por un tridngulo isdsceles
cuya superficie es un sexto de la regién generatriz unidad y a partir de la que se pue-
de generar la misma, sin reflexiones y utilizando rotaciones de orden 3y 2 (2n/3 y =
respectivamente) en dos centros distintos.

Prosigamos con nuestra construccion a la luz de esta informacion.
6. Construccion de la Region generatriz unidad (Secuencia de pantallas n® 7):

Aunque podemos construir la tesela basica a partir del la baldosa triangular de
la primera imagen se la secuencia de pantallas n° 7, vamos a obviar su realizaciéon
en aras de una mayor rapidez. A estas alturas tenemos que estar minimamente fa-
miliarizados con el entorno de trabajo de la ClassPad 300, vamos pues a abrir un
archivo que contiene a la tesela basica ya construida y a continuacién utilizaremos
los giros del grupo p6 para construir la region generatriz unidad.

a) Tocamos sobre el menu Archivo, después sobre Abrir, cuando se nos abra la
pantalla del Administrador de archivos tocamos sobre la flecha de la car-
peta geo para que se muestren todos los archivos que contiene. selecciona-
mos el archivo fund, confirmamos nuestra seleccion tocando sobre el boton
Abrir y ya tendremos en nuestra pantalla la tesela basica ya construida.

b) Para reconstruir la baldosa triangular vamos a realizar dos giros (*2) de
120° y 240° tomando como centro del giro, en ambos casos, el vértice supe-
rior de nuestra tesela.

¢) Una vez efectuado el paso anterior realizaremos otro giro, esta vez de 180°,
eligiendo como centro el punto medio de la base del tridngulo. Ya hemos
conseguido la regioén generatriz unidad, que, como ya habiamos dicho, esta
formada por un rombo resultado de unir dos triangulos equilateros por uno
de sus lados

7. Trasladando la region generatriz unidad (Secuencia de pantallas n° 8):

Por tultimo, para acabar nuestro trabajo con este mosaico s6lo nos queda ver
como generamos el mosaico con las traslaciones y utilizando que, por ejemplo, el
vértice A es un centro de giro de orden 6 de dicho mosaico.

91



José Manuel Ferndndez Rodriguez y Encarnacion Lopez Ferndndez

SECUENCIA DE PANTALLAS N°7
CONSTRUCCION DE LA REGION GENERATRIZ UNIDAD

V Arch Edit VYer Dibuj |

N Arch Edit Yer Dibuj |
L 3 I P T e L B

V Arch Edit Yer Dibuj |
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a) Lo primero que tenemos que hacer es definir los vectores que nos van a

b)

definir las traslaciones. Para ello vamos a seleccionar el icono Vector '3
del ment Dibujo que, como podéis apreciar en la primera imagen de la se-
cuencia de pantallas n° §, aparece al desplegar la segunda paleta de iconos.
Tocaremos los vértices superior e inferior izquierda del triangulo para gene-
rar el vector 7 ; a continuacion generaremos el vector 5 de forma analoga.

Una vez seleccionados todos los elementos visibles de nuestra construccion
realizaremos sendas translaciones segun los vectores ¥ y S . Tocaremos la
cuarta flecha hacia abajo de la barra de herramientas para que se abra la
paleta de iconos del menu secundario Construir del menu Dibujo, en ella
presionaremos sobre el icono Traslacion 3. Nos aparece el cuadro de dia-
logo de traslacidn, tocamos seleccionar vector y seguidamente presionamos
sobre le vector ¥ ; a continuacion repetimos los mismos pasos con el vector
§ Si queremos ampliar nuestra construccién con nuevos rombos, realiza-
remos una nueva seleccion de elementos y repetiremos el proceso anterior.
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 8:
RECUBRIENDO EL PLANO II

W Arch Edit Yer Dibuj ¥ Arch Edit Yer Dibuj
I ~ L o B & A d=

/2\
LIZAZARN

RV ARV
A?A?&_ _

X

Pag. 45/45

Fag. =o,45 [ Fag. 48,45 ) Pag. 41799 i)
X (% Arch Edit Yer Dibuj (% Arch Edit Ver Dibuj
o o] <) | 3 i
.o
@
£
|Selec.c.inne \-’ec.tor'
Pag. 42745 @ | |Pag. 43745 @w | |Pag. 44/45 G
[ % Arch Edit Yer Dibuj

93




José Manuel Ferndndez Rodriguez y Encarnacion Lopez Ferndndez

¢) Seleccionamos todos los elementos visibles de la construccion (podemos
ayudarnos del icono Cuadro de zoom -&). Realizaremos cinco giros de cetro
A (vértice superior de la construccion) y angulos 60°, 120°, 180°, 240° y

300°; el resultado es espectacular.

EL HUESO NAZARI

El segundo mosaico que vamos a construir es el “hueso nazari” que, junto
con el de la pajarita, es el mas conocido de los mosaicos nazaries. No vamos a
construirlo siguiendo dos caminos distintos, solamente vamos a realizar nuestra
construccion a la luz de la informacion aportada por la teoria de grupos cristalo-
graficos planos.

Como puede deducirse en la figura n° 1, la regidén generatriz unidad se puede
generar a partir de cualquiera de los cuadrados en los que se encuentra dividida,
utilizando como movimiento dos simetrias con los ejes perpendiculares y paralelos
a los lados del cuadrado que forma la region.

FIGURA 1: REGION GENERATRIZ UNIDAD DEL MOSAICO

¥ Arch Edit Yer Dibuj

Este tipo de construccioén corresponde al grupo cristalografico plano pmm, es
decir:

* Que el mosaico se forma a partir de una celda primitiva que se traslada.

* Que hay alguna reflexion en dos direcciones.

* Que la menor rotacion posible es de orden 2.

*  Que los centros de rotacién estan sobre los ejes de reflexion.
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Comencemos la construccion. Como no vamos a utilizar muchas herramientas
nuevas, tendremos que estar pendientes de las respectivas secuencias de imagenes
pues las instrucciones seran mas concisas que en la construccién del mosaico an-
terior.

1. Vamos pues a construir nuestra celda fundamental (secuencias de pantallas
n°9, 10y 11):

a) Comenzaremos construyendo el cuadrado que delimita la celda fundamen-
tal situando en ¢l los puntos E, F, G, H, [ y J.

b) Trazaremos una reticula de rectas perpendiculares a los lados del cuadrado
y que pasen por los puntos construidos en el punto anterior. Utilizaremos
el icono Perpendicular + de la cuarta paleta.

SECUENCIA DE PANTALLAS N° 9: CELDA FUNDAMENTAL I

¥ Arch Edit Yer Dibuj W Arch Edit Yer Dibuj
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SECUENCIA DE PANTALLAS N° 10: CELDA FUNDAMENTAL II
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¢) Utilizando el icono Poligono "™ de la segunda paleta, vamos construir dos
poligonos cerrados, el primero de vértices I, K, L, M, N y B; y el segundo
de vértices H, O, L, P, Q y D. Seguidamente, ocultaremos las rectas y los
puntos que han sido necesarios para la construccion.

d) Por ultimo seleccionamos todos los lados de cada poligono y en el ment
edicion activamos la propiedad de sombra, quedando asi construida la cel-
da fundamental tal y como queriamos.

SECUENCIA DE PANTALLAS N° 11: CELDA FUNDAMENTAL III
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2. Para construir la region generatriz unidad vamos a utilizar una celda fun-
damental “distinta” de la anterior, donde hemos sustituido el sombreado de los
poligonos por un conjunto de segmentos paralelos con un grosor superior que
haran las veces de relleno. Esta decision se debe a que el efecto de sombra de un
poligono no se conserva cuando realizamos una transformaciéon del mismo y a
la dificultad de seleccionar un determinado elemento cuando se encuentra super-
puesto con otros. Vamos a abrir el fichero huesof que se encuentra en la carpeta
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anterior geo. A continuacion, utilizando los iconos Reflexién Pid y Giro *=), vamos
a construir la regidén generatriz unidad (secuencia de pantallas n°® 12):

FIGURA 2: ARCHIVO HUESOF

a) Tocamos sobre el icono Pid y después sobre el lado BC. A continuacion
anulamos la seleccion que se ha producido y volvemos a repetir el procedi-
miento pero realizando la reflexion sobre el lado AB.

b) Por ultimo ocultaremos los nombres y los objetos que nos “ensucien” la
construccion.

SECUENCIA DE PANTALLAS N° 12: REGION GENERATRIZ UNIDAD

W Arch Edit Yer Dibui W Arch Edit Yer Dibui ¥ Arch Edit Yer Dibui
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3) Para acabar lo unico que nos queda es anadir los vectores que nos van a
definir las traslaciones y aplicarlas para construir nuestro mosaico (secuencia de
pantallas n° 13).

a) Con el icono Vector 3 , definimos los vectores 7 y S . Una vez hecho
esto, con el icono Traslacién i, realizaremos sendas traslaciones segun los
vectores anteriores.

b) Si queremos ampliar nuestra construccion, realizaremos una nueva selec-
cion de elementos y repetiremos el paso anterior.

SECUENCIA DE PANTALLAS N° 13: RECUBRIENDO EL PLANO III

¥ Arch Edit Yer Dibuj Translacion EiE

¥ Arch Edit Ver Dibuj

Seleccione 'u'ec,torl
Fce

¢ Arch Edit Ver Dibuj

98



Taller de mosaicos con calculadora grdfica

OTRAS CONSTRUCCIONES
A continuaciéon se proponen algunos mosaicos que se pueden construir utili-

zando la ClassPad 300. En el Anexo I se ofrecen las imagenes a partir de las que
se han realizado las construcciones.

FIGURA 3: MOSAICOS PROPUESTOS

¥ Arch Edit Yer Dibuj W Arch Edit Yer Dibuj
E b |+
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Podemos introducir a los estudiantes
en la investigacion en matematicas desde niveles
educativos bajos. Un ejemplo

Francisco Moreno Soto
LES.O. “Cuatro de Abril”. Zahinos.

INTRODUCCION

Las condiciones de la educaciéon han cambiado en la recién constituida socie-
dad de la informacién, produciendo un desajuste en la misma, tradicionalmente
conservadora de los objetivos, contenidos y métodos, al disociar el mundo de los
intereses de los alumnos y de la sociedad de los procesos educativos realizados en
las aulas. Este desajuste se va ahondando cada vez con mas rapidez y profundidad
por este retraso en la adaptacion en la educacion, adaptacion que deberia lograr
el mismo nivel que en otras actividades humanas. En este proceso cabe interrogar-
se sobre qué cambios en los objetivos, contenidos y secuenciacion pueden produ-
cir beneficio en los procesos de aprendizaje (Cabezas y Roanes, 2000).

Por otra parte, la matematizacion de todas las ciencias, incluidas las llamadas
humanas y sociales entre las que podemos incluir la Economia, plantea problemas
en los estudios al afectar a alumnos que pueden tener dificultades, por diversas
razones, para construir “el edificio” matematico necesario en su formacion.

Por todo ello, debemos plantearnos un nuevo enfoque en la educacion mate-
matica, dirigido hacia la investigacion y el descubrimiento, con el fin de dar una
respuesta eficaz a los problemas sefialados anteriormente.

En este trabajo presentamos un ejemplo de como llevar a la practica esta idea;
para ello haremos uso de un parametro estadistico poco habitual como es el del
inverso del coeficiente de variacion.

MEDIDAS DE DISPERSION

Las distribuciones estadisticas de un solo caracter pueden ser resumidas cuan-
titativamente desde dos puntos de vista: el de la tendencia central y el de la disper-
sion. En este sentido, Calot (1974) defini6 algunas propiedades deseables para una
caracteristica de tendencia central o de dispersion. Asi, éstas deben:
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Definirse de manera objetiva, lo que conduce a expresiones algebraicas.
Usar todas las observaciones y no algunas de ellas solamente.

Tener un significado concreto.

Ser sencillas de calcular.

Prestarse facilmente al calculo algebraico.

AN S

Ser poco sensible a las fluctuaciones y errores muestrales.

El problema es que alguna de estas condiciones podrian ser contradictorias
(condiciones 2 y 6) y no sera posible encontrar una caracteristica que responda
simultineamente a todas estas condiciones.

Por medidas de tendencia central entendemos una serie de medidas o valores
que tratan de representar o resumir una distribucion de frecuencias dada, sirvien-
do ademas para realizar comparaciones entre distintas distribuciones de frecuen-
cia. Suelen denominarse también promedios. Entre las mas destacadas podemos
citar: la mediana, la moda, la media o una generalizacion de esta tltima como es
la -media.

Ahora bien, acompanando a las medidas anteriores siempre aparecen las me-
didas de dispersion que tienen como proposito estudiar lo concentrada que esta la
distribucion en torno a algin promedio. Las medidas de dispersion mas habituales
son: las diferencias y las desviaciones. Segun que las desviaciones sean respecto a
la mediana o a la media y segtn se considere la mediana o la media de la serie de
desviaciones, se obtiene varios indices de dispersion: la mediana de las desviacio-
nes absolutas a la mediana o MEDA utilizada en balistica (artilleria), la desvia-
cion absoluta media respecto a la mediana, la desviacion absoluta media respecto
a la media, la desviacién cuadratica media y la desviacién tipica.

Ahora centrémonos en este ultimo parametro de dispersion.

Definicion 1. La varianza es la media de las desviaciones cuadraticas de los
datos respecto a la media.

2=

M =

Ji (= x)
1

i

Segun el teorema de Koning:
k k
SEDNACEEED WSS
i=1 i=1

Esta medida tiene un problema y es que esta expresada en unidades al cuadra-
do, lo que puede producir una falsa imagen de la dispersion de la distribucion.
Para evitar este problema, en su lugar suele utilizarse la desviacion tipica que es la
raiz cuadrada positiva de la varianza, es decir:
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5=+ s

medida que satisface las condiciones 1, 2 y 5 de Calot. Ademas la desviacién
tipica es mas sensible que la media a las fluctuaciones en el muestreo y a los
valores erroneos (puesto que aquellos aparecen al cuadrado). A veces su calculo
es demasiado pesado en ciertos campos de aplicacidén en los que las condiciones
excluyen practicamente el uso de cualquier tipo de maquina de calcular y exigen
un resultado numérico rapido. Es asi como en el control industrial se prefiere el
recorrido (diferencia entre el mayor y el menor valor de los datos) mas rapido de
calcular que la desviacion tipica.

Otras caracteristicas de dispersion son los cuantiles y los momentos que pue-
den entenderse como generalizaciones de la mediana y la varianza.

Una medida de comparacion interesante es el coeficiente de variacion que se
define (en general para variables positivas unicamente) como la razoéon de la des-
viacion tipica a la media:

CV=o0olXx

Como la media y la desviacion tipica se expresan en la misma unidad que la
variable X, se trata de una cantidad sin dimensidn, independiente de las unidades
elegidas, es decir, invariante ante un cambio de escalas. Este hecho permite que
pueda utilizarse este coeficiente para comparar distribuciones diferentes.

EL INVERSO DEL COEFICIENTE DE VARIACION

Las medidas de dispersion descritas son las mas habituales pero, jse pueden
utilizar otras? La respuesta a esta pregunta es afirmativa, siendo una de las medi-
das mas llamativas el inverso del coeficiente de variacion.

Definicion 2. Se define el inverso del coeficiente de variacion (en general para
variables positivas inicamente) como la razén de la media a la desviacion tipica:

X
Inverso del coeficiente de variacion =

o

Este indice se utiliza en campos como la ingenieria, coeficiente sefial-ruido o
la biologia, indice de inercia fenotipica (Pérez Fernandez y Moreno Soto, 2001).

INVESTIGACION PROPUESTA: COMPARACION DE EMPRESAS

Como seflalamos en la introduccion, en este trabajo presentamos un ejemplo
de como podria enfocarse la ensefianza de las matematicas para acercar al alumno
a la investigacion y el descubrimiento. Pasemos a describirlo.
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Consideraciones curriculares

¢ Materia: Matematicas de Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales.
e Curso: 1° 6 2°.
« Area tematica elegida: Estadistica Descriptiva.

*  Objetivo planteado: el alumno debe adquirir los conceptos senalados en
los apartados 2 y 3, para poder aplicarlos en situaciones presentes en la
Economia y la Empresa. La mayoria de los conceptos del apartado 2 se
supondran conocidos, por lo que el trabajo se centrara fundamentalmente
en los contenidos del apartado 3 que seran adquiridos por descubrimiento.

* Método de trabajo: formulacion de un pequefio trabajo de investigacion.

El trabajo debe terminar con la formulacion de una expresion del tipo siguien-
te en la que el alumno debe reconocer un inverso del coeficiente de variacion.

Y (5P

1= 4.1)
nxSDSp

Comentarios acerca de la expresion del indice final

Veamos en qué sentido el indice (4.1) se corresponde con un inverso del co-
eficiente de variacion. Para ello debemos sefialar qué representa cada una de las
componentes que aparecen en el indice.

> (557
i
I =
nxSD._
sp
donde:
Si = mamero de productos supervivientes con el tratamiento i.
}_’i = valor medio de la variable para el tratamiento i.

n = numero de tratamientos.

SD,, = desviacion tipica del total de las medidas.

Si analizamos detenidamente esta expresion podemos comprobar como se
trata de una aplicacién de inverso del coeficiente de variacion:
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(1) Six 131. = Suma de los valores de la variable P bajo el tratamiento i
(2) 2 (S x 13,. ) = Suma de todos los valores de la variable P

1

(3) 2 (S, x F,- )In = Valor medio de la variable (por tratamiento)
i
3 (557

n . . .,
4 1= = inverso del coeficiente de variacion, puesto
SD

sp
que el denominador es la desviacion tipica.

Problema propuesto

Enunciamos ahora ¢l problema propuesto para llevar a cabo la investigacion:
encontrar un indice que permita comparar distintos tipos de empresa de forma
que podamos determinar cual de ellas se adapta mejor a las distintas circunstan-
cias del mercado. Para ello se debera tener en cuenta:

1)
2)

3)

4)

Se trata de empresas dedicadas a distintos sectores: conserveras, madere-
ras,...

Cada empresa lanza una serie de productos al mercado de los cuales unos
sobreviven pasado un tiempo y otros no.

Cada producto lleva asociado una serie de tratamientos (gastos): mayor o
menor gasto en publicidad; mayor o menor gasto en I+D, ..., que haran
que el producto sobreviva o no. Cada tratamiento presenta una serie de
niveles, que en general seran n.

Para cada producto se dispone de datos con los que se puede estudiar dis-
tintas variables relacionadas con él: beneficio obtenido, cantidad exportada,
beneficios procedentes del mercado interno,..., de forma que puedo calcular
el valor medio de la variable estudiada para el producto cuando el trata-
miento presenta el nivel i.

Comentarios finales

Es evidente que intentar aplicar este indice a datos reales se hace altamente di-
ficil; es mas, podemos asegurar que es practicamente inviable por toda la compleja
trama de relaciones que se dan entre los distintos participantes y sobre todo por
los gastos asociados que implica. Sin embargo, no es éste el objetivo de este traba-
jo; como ya seflalamos 1 el objetivo real es que el alumno asimile desde la accidén
los contenidos de tanto de forma conceptual como de forma practica.
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En todo caso el profesor puede ayudarse de ejemplos simplificados (dos o tres
empresas y pocos productos y niveles), acordes con el contexto e intereses de sus
alumnos, que permitan llevar a cabo el estudio de aplicaciones modélicas y asi
trabajar los parametros a estudiar basandose en estos ejemplos.

Puede ser aconsejable el uso de programas de ordenador (no hace falta que
sean complejos, bastara una hoja de calculo).

La construccion de las expresiones por el alumnado como “caja negra” (Dri-
jvers, 1995) puede ser rentable en la comprension y memorizacidn, asi como en el
analisis del comportamiento al variar los datos.

La idea defendida en este trabajo podria, y deberia, ser extendida a los nive-
les universitarios. Incluso el ejemplo aqui utilizado puede ser aplicado, quiza con
mayor complejidad, en la materia de Estadistica Descriptiva de carreras universi-
tarias como la Diplomatura en Empresariales.
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Una isla de matematicas

José Luis Ruiz Fernandez, Maria del Carmen Galan Mata,
Alicia Gonzalez Ortiz, Diana Contreras Roso
y Laura Vazquez Fournier
IES Padre José Miravent

Resumen: En este articulo explicamos el proyecto que nuestro grupo de trabajo “Ma-
temdticas Recreativas” bajo el amparo del Departamento de Matematicas del IES
Padre José Miravent ha llevado a cabo en la localidad onubense de Isla Cristina.

El objetivo principal del proyecto ha sido el acercar las matematicas a nuestros
alumnoslas a través de la investigacion y de la diversion que pueden encontrar en
los juegos, la fotografia y en la resolucion de problemas. Y por supuesto, el hacerles
ver que pueden encontrar matemdticas en sitios inimaginables y que tan solo para
descubrirlas deben mirar con los ojos adecuados.

1. INTRODUCCION

La historia de nuestro grupo de trabajo, “Matemdticas Recreativas” surge como
hemos dicho, de la inquietud de los miembros del departamento por mejorar el in-
terés de los alumnos/as de nuestro centro por las matematicas. Al principio, como
suele pasar, los medios con los que contdbamos eran escasos y las dificultades
muchas, pero teniamos algo muy importante a nuestro favor, una gran ilusion.
Esta ilusion se transformé en ideas que cuando nos dimos cuenta ya se estaban
llevando a cabo y eran todo un éxito. Nuestra labor, si bien la consideramos hu-
milde, esta llena sobre todo, y aunque suene un poco cursi, de pasion, de empefio
y de amor por las matematicas.

Entre las actividades que hemos realizado y que luego detallaremos, estan:

*  “El Tablon de las mates”, lugar en el colocabamos de forma periodica:
“El Problema de la Semana” .
“Concurso de Sudokus y Kakuros”.
“El Personaje Matematico Misterioso”.

—  “Curiosidades Matematicas”.
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* “Concurso de Postales Navidefias™.
* “Concurso Cifras y Letras”.
* “Concurso de Fotografia Matemdtica”.

o “Participacion en la Feria de la Ciencia de Sevilla”. Esta actividad, quizas
la mas importante, implicaba dos cosas: primero, la seleccion de una serie
de juegos y actividades relacionadas con las matematicas y que tuvieran
importancia desde un punto de vista historico, integrador, didactico y por
supuesto matematico; segundo, la seleccion de una serie de alumnos/as de
nuestro centro de (4° ESO y 1° Bachillerato), nuestros “Alumnos ayudantes”,
cuya labor consistiria en la elaboracion de algunos de estos juegos, en cono-
cer algo de la historia de ese juego y por ultimo en practicar con ellos hasta
entenderlos bien.

Con el disefio de estos juegos y actividades se estaba creando un excelente
recurso didactico que nos ayudaria en nuestras clases de matematicas.

Toda esta “Pequena revolucién matematica” no pasd desapercibida en Isla
Cristina y provoco que apareciéramos varias veces en los medios de comunicacion
locales como la tele y el periddico. Nos estabamos haciendo famosos, y lo que es
mas, estabamos consiguiendo que se hablara de matematicas, y de nuestro insti-
tuto.

EL TABLON DE LAS MATES

El tablén era nuestro lugar dentro del instituto, nuestro medio de comunica-
cién con nuestros alumnos/as, el sitio donde colocabamos toda la informacion y
los diversos juegos, actividades y curiosidades matematicas que ibamos realizan-
do. En este “Rincon de las Matematicas” como antes dijimos teniamos:

*  Concurso de Sudokus y Kakuros. Todas las semanas se planteaban dos su-
dokus y un Kakuro para que quien quisiera pudiera resolverlos. Cada su-
doku bien resuelto valia 5 puntos que se iban acumulando cada semana. La
dificultad de los sudokus y de los kakuros fue variando durante el concurso
entre faciles, medios y dificiles. La ultima semana se puso un sudoku que
estuvo en la fase final del campeonato de Espafia y tuvimos dos alumnas
que fueron capaces de resolverlo.

*  Concurso del Problema de la Semana. Se planteaban semanalmente dos
problemas: uno con nivel para la ESO y otro con nivel de Bachillerato.
Para su resolucion los alumnos/as debian usar la l6gica y los conceptos y
procedimientos que se explicaban en clase y que a su vez le permitian de-
sarrollar razonamientos y estrategias que daban solucion a los problemas.
Los problemas eran valorados sobre 10 puntos y los alumnos/as estaban
obligadas a explicar cémo habian llegado a dar con la solucién que ellos
proponian. Lo curioso y mas gratificante de esta actividad es que escucha-

108



Una isla de matemdticas

bas a los alumnos comentar estos problemas por los pasillos, se le veia que
les llamaban la atencién y estaban haciendo matematicas.

Véase este ejemplo:

Problema de la semana “Semana 1”

(Qué “formula secreta” se utiliza para obtener cada resultado a partir de los
numeros iniciales?

8809 = 6 7111 =0 2172 =0 6666 = 4

1111 =0 3213 =0 7662 =2 9312 =1

0000 = 4 2222 =0 3333=0 5555 =0

8193 =3 8096 =5 7777 =0 9999 =4

7756 =1 6855 =13 9881 =5 5531 =0
2581 =7

Matemadtic@, del mes. A lo largo de un mes, cada tres o cuatro dias, se iban
poniendo pistas sobre la vida de un matematico/a famoso/a y los alumnos/
as tenian que adivinar a quién nos estabamos refiriendo. La experiencia vale
mucho la pena, ya que con ella se complementa una parcela, la historia
de las matematicas, que por desgracia muchos de nosotros no contamos
muchas veces por falta de tiempo y otras por desconocimiento. Nos ha lla-
mado la atencion el interés mostrado por los alumnos en esta actividad e
incluso por otros profesores que no son de la disciplina de Matematicas.
Véase este ejemplo:

PISTA 1
Se hizo pasar por un hombre para poder estudiar matematicas
PISTA 2

Se carteaba con grandes matematicos de su época, que reconocieron su
valia

PISTA 3
Tiene sus propios nimeros primos
PISTA 4
Le iban a otorgar el grado de doctora, pero murié antes de poder recibirlo

PISTA 5
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Contribuyé a la demostracion del famoso “Ultimo Teorema de Fermat”,
demostrandolo para cierto tipo de nimeros

PISTA 6
Sus padres se opusieron a que estudiara matematicas

* Curiosidades matemdticas. En este apartado tenian cabida noticias recogi-
das de periddicos e Internet relacionadas con las matematicas. Asi mismo,
también realizabamos pequenos articulos sobre peliculas y libros que tuvie-
ran relacion con las matematicas. Esta actividad, en un principio la pen-
samos llevar a cabo solamente nosotros, pero luego nos dimos cuenta que
seria mas enriquecedor si haciamos extensiva la participacion a todo el cen-
tro. Asi, para ello creamos una plantilla con los epigrafes clave que debian
recoger los articulos y asi, poco a poco y de forma voluntaria alumnos/as y
profesores de otras disciplinas nos sorprendian con sus aportaciones.

Véase este ejemplo de articulo:
La relacion de las matematicas con Google

A pesar de que el uso del buscador Google esta muy extendido entre los
internautas, no es tan conocido de donde proviene el nombre. Segtin explica
la propia compaiia, la palabra Google proviene del término matematico
“googol”, un numero gigantesco representado por el digito 1 seguido de
cien ceros (El término googol fue acufiado en 1938 por Milton Sirotta, un
nifio de nueve anos, sobrino del matematico estadounidense Edward Kas-
ner). Los fundadores del buscador mas famoso del mundo, Sergey Brin y
Larry Page, “eligieron este nombre haciendo alusion a la gran cantidad de
informacion que existe en el mundo”. Tanto Brin como Page siempre han
proclamado que la mision de Google consiste en “organizar esta informa-
cién” y conseguir “hacerla universalmente accesible y util” para los usua-
rios.

CONCURSO DE POSTALES MATEMATICAS NAVIDENAS

El Concurso de Postales Matematicas Navidefias fue una idea un poco loca que
surgio al ver como el Departamento de Inglés elaboraba postales para felicitar la
Navidad y pensamos que, por qué no haciamos nosotros algo parecido, postales
matematicas para felicitar la Navidad. El primer afio el concurso tuvo poca par-
ticipacion pero no por ello lleno de originalidad y gracia: Papa Noel explicando
matematicas en una pizarra, unos Reyes Magos que son nimeros, un compendio
de numeros recortados de las diversas ofertas de supermercados y grandes super-
ficies, un arbol de Navidad hecho de numeros, una “nevada” de nameros, etc. Sin
embargo el segundo afio el concurso fue un éxito de participacién y un derroche
de imaginacion y creatividad de nuestros alumnos/as. Pongamos por ejemplo la
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postal ganadora que presenta en la portada un arbol de Navidad que resulta ser
un triangulo de Tartaglia, y en su interior aparecen diversos poligonos y figuras
geométricas tocando instrumentos musicales para celebrar la Navidad.

FOTOGRAFIA NUMERO 7
LEYENDA “POSTAL GANADORA DEL CONCURSO”

CONCURSO CIFRAS Y LETRAS

Nuestro grupo de trabajo en colaboracion con el Departamento de Lengua
y Literatura, propuso un concurso similar al juego “Cifras y Letras”. Se hacian
equipos de dos alumnos y tenian que competir entre ellos. Primero se hizo una
liguilla y los clasificados pasaron a una semifinal y de ahi a la final. Hubo varias
categorias por niveles: primer ciclo de la ESO, segundo ciclo de la ESO y Bachi-
llerato. El juego que seguia la misma dinamica que el conocido programa cons-
taba de varias pruebas de letras y de cifras: En la de “Letras” debian con 9 letras
formar la palabra mas larga; y en la de “Cifras” debian con 6 numeros debian
obtener otro nimero de tres cifras o aproximarse lo mas posible a él. La liguilla
de clasificacion y la semifinal se plante6 en los recreos, y no sélo los alumnos/as
participantes renunciaron a perderse el descanso del dia en el que concursaban
sino que ademas la actividad contaba con publico. La fase final se realizo el dia
en el que el centro celebra el dia de Andalucia y ésta fue para orgullo nuestro,
una de las actividades estrella y de las que conté con mayor nimero de asistentes.
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CONCURSO DE FOTOGRAFIA MATEMATICA

En un lugar con tanto encanto como es Isla Cristina, donde la luz llena cada
recoveco y donde los bellos atardeceres cautivan para siempre, nos propusimos ce-
lebrar un concurso de fotografia que tuviera a las matematicas como tema central.
Son muchos a los que un concurso de esta tematica les suena como algo raro y
hace que realmente no sepan lo que fotografiar, por ello vimos necesario incluir en
las bases una pequefia explicacioén de lo que se pretendia con el concurso.

Aunque en un principio creimos conveniente por comodidad cerrar la parti-
cipacién a los alumnos/as de nuestro centro, finalmente hicimos extensivo a todo
el pueblo de Isla Cristina haciendo especial hincapié en los centros educativos de
la localidad, a saber, colegios e instituto. Esto repercutid, como no podia ser de
otra manera en una gran participacion que hizo que pensaramos en exponer las
fotografias en algiin lugar publico para que pudieran ser vistas por todo el mun-
do. A esto se brindo “El Centro de Mayores de Isla Cristina”, lo cual nos parecid
una excelente idea, y alli estuvieron expuestas las fotos durante todo un mes para
alegria de los abuelos de Isla Cristina.

Mostramos aqui algunas fotografias sobre el concurso:

FOTO NUMERO 1
LEYENDA: “OCHO. FOTOGRAFiA GANADORA”
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FOTO NUMERO 2
LEYENDA: “LA ESPIRAL DEL TIEMPO”

FOTO NUMERO 3
LEYENDA “SUMA”
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FERIA DE LA CIENCIA DE SEVILLA

Como antes deciamos, éste era el objetivo mas importante de nuestro proyecto,
y desde luego de los mas ilusionantes, la participacién con un stand, que luego
llamariamos “Matematicas por todas partes” en la Feria de la Ciencia de Sevilla.
Nuestra gran baza, la idea de preparar a los alumnos/as ayudantes, que serian
nuestro factor humano.

FOTOGRAFIA NUMERO 6
LEYENDA “NUESTRO FACTOR HUMANO?”

Asi, el grupo de trabajo se encargd de elaborar fichas con informacién sobre
cada uno de los juegos y actividades que presentabamos y que luego los alumnos/
as ayudantes debian trabajar y practicar. Conforme ibamos trabajando aparecie-
ron nuevos retos, como el de presentar nuestro trabajo a algunos colegios ¢ inclu-
so participar en la Semana de la Ciencia de Isla Cristina. A todo dijimos que si,
y aunque aun habia muchas cosas que no habiamos terminado, realmente fueron
buenas pruebas para la posterior participacion en la Feria de la Ciencia.

Bueno, finalmente lleg6 el dia y nuestro autobus salié camino de Sevilla, serian
tres dias en los cuales nuestros alumnos/as ayudantes presentarian a toda aquella
persona que se acercara a nuestro stand “Matematicas por todas partes” el trabajo
desarrollado.

Entre las actividades que presentamos se encontraban:
*  Pentominés, Tangram clasicos y Tangram ovalado: En esta actividad se pedia

a los participantes que contruyeran diferentes figuras con las piezas con
distintos niveles de dificultad.
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Cubo Soma: Fabricamos una version de este juego en madera, en la cual se
pedia que se formara un cubo a partir de distintas piezas.

El Juego de las 8 Reinas: Se pedia a los visitantes que intentaran colocar el
mayor numero de reinas en un tablero de ajedrez sin que puedan ser captu-
radas entre ellas.

El juego del solitario: Para este tradicional juego disefilamos fichas con dife-
rentes posiciones en las cuales iba aumentando el nivel de dificultad hasta
llegar al juego completo.

Los nueves hombres de Morris: Quizas uno de los juegos de estrategia mas
antiguos del mundo, elaborado también el Taller de Plastica en madera.

La mancala: Este juego lo construimos gracias al Departamento de Plasti-
ca que en el taller de Ceramica hizo mancalas con diferentes formas. Fue
una auténtica atraccion, y siempre habia gente jugando a éste divertido y
entretenido juego basado en la captura y la recoleccién de semillas que se
encuentran depositados en los hoyos que forman el tablero.

FOTOGRAFIA NUMERO 5
LEYENDA “LA MANCALA”

Un planetario: Disenamos un pequefio planetario hecho a escala en el cual
se debia colocar los planetas sabiendo la distancia al Sol en notacion cien-
tifica de cada uno de ellos. Asi mismo, los alumnos explicaban como para
algunos planetas se cumple la curiosa Ley de Bode.

Juego “Trivial de Astronomia y Matematicas”: El juego que sigue la misma
dinamica que el trivial se diferencia de éste en el tipo de preguntas. Los te-
mas de nuestras preguntas eran: Historia de las Matematicas, Curiosidades
matematicas, Astronomia Basica, Contenidos matematicos de la ESO.
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CONCLUSION

A veces el contexto en el que debes de dar clase te obliga a adaptarte a él, a
crear situaciones y formas de trasmitir conceptos y procedimientos que se alejan
de los tradicionales, pero que ni mucho menos son peores o aprenden menos. La
maestria del profesor estd ahi en saber conjugar unos con otros y en crear un
ambiente en clase y fuera de ella que haga que las matematicas sean disfrutadas
por sus alumnos/as y que las vean como una disciplina llena de belleza. De la
intencion de mejorar nuestras clases y hacerlas mas atractivas surgio todo esto, y
aunque sabemos que queda mucho por hacer, sabemos también que algo hemos
conseguido. Sélo nos queda por ultimo agradecer al ayuntamiento de Isla Cristi-
na y al Director del IES Padre Jos¢ Miravent toda la ayuda que siempre nos ha
brindado.
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Otra forma de aprender: los poliedros regulares

Lucia Guillén Portales
IES Bahia de Algeciras

Resumen: Con motivo de la Semana Cultural de mi Instituto, desde el Departamento
de Matematicas surgio la idea de realizar un taller de Cuerpos Geométricos y que
de esta forma el alumnado conociera todos los elementos presentes en los mismos.

DESCRIPCION DE LA ACTIVIDAD

Siempre existe una forma alternativa de aprender, si ésta es divertida, los alum-
nos y alumnas se acercaran a descubrir un nuevo mundo. Esto ocurrié6 cuando
nos planteamos otra forma de ensefiar algunos cuerpos geométricos, en forma de
taller, en la Semana Cultural de mi centro. Paso a paso describo todo el proceso
de la construccién de los cinco poliedros regulares.

Lo primero que hicimos fue pensar sobre los materiales que necesitariamos y
como elaborariamos las figuras, que luego tendriamos que explicar a los alumnos.

Decidimos que construiriamos los cinco poliedros regulares, de tal forma que
los alumnos pudieran contar los vértices y las aristas de forma mas visual y tactil.
Por lo tanto los materiales fundamentales serian tubos de PVC, que harian el pa-
pel de aristas, y luego papel celofan, papel de cocina y cola. También necesitaria-
mos una segueta para cortar los tubos a la medida deseada y pinturas de colores
para una vez construidas las figuras, pintarlas. Para comprar el nimero de tubos
exactos, decidimos la medida de cada uno de los poliedros, midiendo las aristas
del tetraedro, hexaedro y octaedro, 50 cm y las del dodecaedro e icosaedro, 25 cm.
Una vez decidida la medida nos dispusimos a la compra de los materiales para
que todo estuviera listo el dia del taller, que duraria dos dias.

En la Semana Cultural, se ofertan numerosos talleres, por lo que los profesores
del centro se reparten para dar cobertura a todos. Los profesores del Departa-
mento abrimos el taller de Cuerpos Geométricos, donde teniamos todos los mate-
riales necesarios. La mayoria de los alumnos y alumnas con los que contamos el
primer dia eran de 1°y 2° ESO, por lo que antes de empezar con la construccion
tuvimos que introducir unas ideas basicas sobre los poliedros y les facilitamos
unas fichas donde aparecian los poliedros desarrollados, para que se hicieran un
esquema mental de lo que teniamos que hacer. Decidimos que empezariamos con
la construccion del tetraedro, hexaedro y octaedro.
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PRIMERA FASE: CORTAR LOS TUBOS

Con la segueta en la mano, los alumnos tenian que calcular cuantos tubos te-
nian que cortar para construir el tetraedro y el hexaedro. Se formaron dos grupos,
construyendo cada uno de ellos una figura. EL primero de los grupos cortd seis
aristas y el segundo doce, cada una de 50 cm.

SEGUNDA FASE: ;COMO CONSTRUIMOS LOS POLIEDROS?

Teniendo en cuenta el desarrollo plano de las figuras, cada grupo comenzé a
unir los tubos con ayuda de papel celofan, el primero de los grupos formé en pri-
mer lugar un tridngulo y el segundo grupo un cuadrado. Luego fueron colocando
el resto de los tubos para obtener el tetraedro y el hexaedro.

TERCERA FASE: COLA Y PAPEL

Una vez que teniamos el esqueleto de los poliedros, llegd el momento de des-
tacar los vértices, para ello utilizamos papel y cola y envolvimos las figuras hasta
que quedaron completamente cubiertas. Esto nos permitiria pintarlas después. En
esta fase, los alumnos se divirtieron mucho, ya que no era tarea facil que el papel
quedara fijado en los tubos de PVC y los vértices y tuvieron que insistir y realizar
varias veces la tarea.

FIGURA 1
OCTAEDRO A FALTA DE SER PINTADO
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CUARTA FASE: SECADO

Ya teniamos los dos poliedros y nos quedaba pintarlos, pero teniamos que
dejarlos secar ya que aun estaban mojados de la cola.

La primera parte del taller estaba hecha. Los dos grupos de alumnos se mar-
chaban a otros talleres, aunque todos querian volver al dia siguiente para termi-
nar de realizar su trabajo.

Los profesores, con ayuda de los alumnos, recogimos el aula, limpiamos todo
y preparamos de nuevo el material, para los nuevos alumnos que llegaban al se-
gundo turno del taller.

Era como si el taller comenzara de nuevo, aunque la tarea de explicarles lo que
queriamos construir era mas sencilla, ya que teniamos los dos poliedros monta-
dos, el tetraedro y el hexaedro. Llegaba el momento de construir los demas po-
liedros regulares. Los nuevos grupos decidieron que construirian el octaedro y el
dodecaedro. Esta vez, el trabajo era mas complicado, tenian que cortar mas tubos
y la construccién del esqueleto de la figura requeria mas ayuda de todos los miem-
bros del grupo.

En la primera fase, los alumnos estuvieron contando cuantas aristas tendrian
que cortar y en la segunda fue cuando surgiendo los primeros inconvenientes. El
grupo del octaedro no tuvo demasiados problemas, ya que se fijaron en el tetrae-
dro ya construido. Pero el grupo que construiria el dodecaedro, empez6 a dudar
sobre como hacerlo. En ese momento explicamos las caracteristicas del triangulo
y lo estable que es, a diferencia del pentagono. Ayudamos a la construccién del
dodecaedro, que evidentemente, no estaba rigido como el resto de las figuras, sino
que estaba mas deforme, dada su dificultad. Una vez que tenian el esqueleto, pro-
cedieron a la tercera y cuarta fase. (Ver figura 2).

Se terminaba el primer dia del taller y todos los profesores del Departamento
estabamos muy satisfechos con los resultados. Los alumnos habian estado muy
motivados, habian comentado con el resto de compaifieros la construccién de los
poliedros y fueron numerosos alumnos de otros talleres los que se acercaron al
nuestro para ver qué estaban haciendo. Muchos preguntaban con curiosidad qué
eran aquellas figuras y nosotros aprovechamos la ocasién para explicar las dife-
rencias entre las figuras planas y los cuerpos geométricos. Por primera vez desde
que entré en el centro, dejé de escuchar que los tetraedros eran triangulos y los
cubos cuadrados, jqué satisfaccion! Terminaba el trabajo mas duro y ahora que-
daba pintar las figuras.

Al comenzar el segundo dia del taller, ya teniamos a numerosos alumnos es-
perando. Algunos del dia anterior y otros nuevos alumnos que preguntaban inte-
resados si ellos podrian construir algo. Aun nos quedaba construir el icosaedro
y cuatro alumnos decidieron que ellos lo harian. El resto de alumnos procedid a
pintar las figuras que ya estaban secas.
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FIGURA 2
DODECAEDRO, ANTES DE COLA Y PAPEL

QUINTA FASE: PINTADO DE LAS FIGURAS

Dos alumnos comenzaron a pintar el octaedro y cual fue mi sorpresa, que se
unieron a ellos dos de los alumnos mas disruptivos del centro; estaban interesa-
disimos, preguntaron por las caracteristicas de esas figuras y estuvieron todo el
taller pintando y entre ellos se decian: “pinta el vértice de negro y tu las aristas de
rosa”; los profesores estabamos muy contentos de que alumnos que diariamente
en clase no se interesan por la materia estuvieran aprendiendo sin darse cuenta los
cuerpos geométricos. (Ver figura 3).

Asi transcurrié la mafiana, con el pintado de los poliedros y la construccion
del icosaedro.

El taller termin6 y pensamos que seria una buena idea colocar los poliedros en
un lugar visible, ya que en todos los cursos ibamos a empezar con el bloque de
Geometria y los alumnos podrian observar las figuras para estudiar sus elementos
y caracteristicas.

En los siguientes dias, un grupo de alumnos colabord para terminar de pintar
el icosaedro, de forma que ya teniamos los cinco poliedros regulares perfectamen-
te terminados.
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FIGURA 3
PINTANDO EL OCTAEDRO

Dada la forma y distribucion de las aulas en nuestro centro, podriamos colgar-
las, como veréis en la fotografia que muestro al final. Con tanza, colocamos las
cinco figuras y fue un éxito. Los alumnos que habian colaborado en su construc-
cion, lo decian orgullosos y a lo largo del tercer trimestre casi todos los alumnos
del centro, salieron de sus aulas en las clases de matematicas para contar las aris-
tas, las caras o los vértices de los poliedros.

FIGURA 4
POLIEDROS EN EL AIRE
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Los compaiieros del centro nos dieron la enhorabuena al Departamento por el
interés que habia suscitado el taller y por los resultados.

BALANCE FINAL

Todos los profesores del Departamento, fuimos conscientes, una vez mas, que
ensefiar de forma divertida es mucho mas sencillo y que no soélo se aprende con
la realizacién de ejercicios, por lo que nos propusimos acercar nuestra asignatura
a los alumnos de una forma diferente, aunque sea durante una semana del curso.
Todo es empezar.
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Evaluacion mediante competencias digitales:
una experiencia con Mathematica

Angel F. Tenorio Villalon, Concepcién Paralera Morales
y Ana M. Martin Caraballo

Resumen: A4 continuacion presentamos una experiencia de evaluacion de las com-
petencias digitales y electrénicas del alumnado en la asignatura de Fundamentos
Matematicos de la Informatica II haciendo uso del programa de cdlculo simbolico
Matematica 7.0. Con ello se pretendia ademas de la evaluacion de las competencias
citadas, que los alumnos fuesen capaces de resolver de forma razonada una serie de
problemas propuestos en las aulas de informatica habilitadas para ello. Como ejem-
plo de trabajo, se ha descrito el tema de la Factorizacion LU.

INTRODUCCION

La Universidad Pablo de Olavide desarrolla desde hace seis anos su actividad
en el Espacio Europeo de Educacion Superior. Desde entonces, los profesores y
alumnos vienen hablando y trabajando en competencias. El proceso de adapta-
cion al mismo no ha sido facil, pero los resultados han sido buenos. La Univer-
sidad ha hecho posible que el profesorado pueda formarse mediante diferentes
cursos orientados a los nuevos conceptos y métodos de la Educacion Superior en
el Marco Europeo.

Fruto de estos anos de innovacion, se ha desarrollado un Nuevo Modelo Do-
cente. El objetivo es que profesores y estudiantes constituyan un equipo con el fin
de llegar a una buena transmisién de conocimientos, adquisicion de competencias
y el éxito de la formacion.

Los alumnos se encontraran agrupados en tres niveles de organizacion docen-
te, con grupos de 60, 20 y 10 alumnos, en los que se desarrollaran actividades
diferentes (clases magistrales, actividades practicas, seminarios, etc.).

La Universidad Pablo de Olavide ha venido trabajando para transformar el
90% de sus titulos actuales de Licenciatura y Diplomatura en Grados Universita-
rios para el presente curso académico, asi los estudiantes podran estudiar Progra-
mas Formativos integrados en el Espacio Europeo de Educacion Superior.

El Grado es un Titulo Universitario Superior que sustituye a las Licenciatu-
ras y a las Ingenierias (BOE, 2005, 2007). En nuestra universidad se formaran
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los nuevos graduados en Administracion y Direccién de Empresas, Biotecnologia,
Ciencias Ambientales, Ciencias de la Actividad Fisica y del Deporte, Ciencias Po-
liticas y de la Administracién, Derecho, Finanzas y Contabilidad, Humanidades,
Nutricion Humana y Dietética, Relaciones Laborales y Recursos Humanos, So-
ciologia, Trabajo Social y Traduccion e Interpretacion. Al finalizar los estudios
los estudiantes obtendran el Suplemento Europeo al Titulo (SET) que especificara
todas las materias y asignaturas cursadas, con su equivalencia en Créditos Euro-
peos (ECTS), y su version inglesa (BOE, 2003).

En el caso de nuestra Ingenieria ITIG, el Grado en Informatica se pondra en
marcha para el préximo curso 2010/2011.

Sabiendo la relevancia del uso de las nuevas tecnologias y de la fuerte apuesta
que ha realizado la Universidad Pablo de Olavide en ellas, se impone en las nuevas
titulaciones el desarrollo de la competencia digital. Un claro ejemplo de ello es
la virtualizacion de asignaturas, creando los campus virtuales, haciendo uso por
defecto de las plataformas en las asignaturas o implantando modalidades semi-
virtuales de algunas titulaciones (Aquino, Fedriani, Melgar, Paralera y Tenorio,
20006).

En este trabajo, planteamos coOmo se trabaja y evaltia una asignatura de conte-
nido matematico, con la ayuda de un programa de calculo simbolico.

MODELO DE TRABAJO CON EL ALUMNADO

La asignatura de Fundamentos Matematicos de la Informatica II forma un
bloque de materias junto con la asignatura Estadistica (también Asignatura Tron-
cal de 2° curso) y Fundamentos Matematicos de la Informatica I (Asignatura
Troncal de ler curso) que proveen a los alumnos de un conocimiento introduc-
torio de las técnicas y herramientas matematicas y estadisticas necesarias en su
futuro académico y profesional (ANECA, 2005).

El caracter de la asignatura es esencialmente instrumental, destacando la
utilizacion de software matematico como apoyo en la resolucion de problemas,
ademas los contenidos explicados han de ayudar al estudiante en su formacién
técnico-cientifica, aportando un lenguaje y metodologias propias de las disciplinas
cientificas.

Por tanto, se espera que esta asignatura sirva para que el alumno desarrolle sus
habilidades en el razonamiento 16gico y en la comprension del lenguaje formal.
Por otro lado, en esta asignatura se intenta transmitir ademas la necesidad de re-
solver problemas, proporcionando a los alumnos procesos eficaces de pensamiento
que no se vuelven obsoletos o antiguos.

Para conseguir los objetivos propuestos la metodologia docente se realiza de
la siguiente forma:

* Clases presenciales: Se trabajara, por lo general, desde la perspectiva del
aprendizaje significativo, por tanto, se hace imprescindible la asistencia a
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clase por los alumnos, asi, el alumno ira construyendo su conocimiento a
partir de la documentacion e informacion ofrecida por el profesorado de la
asignatura.

Las clases presenciales seran de tres tipos:

— Ensenanzas Basicas (clases teoricas de 1 hora por semana): En estas
clases se desarrollaran los contenidos tedricos del programa mediante
lecciones magistrales. La participacion activa del alumno mediante pre-
guntas y sugerencias se considera fundamental para una mejor asimila-
cion de los contenidos impartidos. Los cuatro subgrupos de la asignatura
formaran un unico grupo para estas sesiones.

— Actividades Practicas y de Desarrollo o APD (una clase de 2 horas cada
dos semanas): Estas sesiones se realizaran en aulas de informatica y en
ellas se resolveran en la pizarra ejercicios relacionados con los contenidos
tedricos explicados en las Ensefianzas Basicas y se daran procedimientos
para su resolucion con el paquete de calculo simbolico Mathematica 7.0
y el programa Grin 4.0.

— Actividades académicas dirigidas (se daran 12 horas al aio, repartidas
en tres sesiones cada cuatrimestre): Se realizaran actividades individuales
y/o grupales que se haran a lo largo del curso en 6 seminarios de 2 horas
de duracion cada uno. En estos seminarios los alumnos tendran que pre-
sentar a sus compaifieros y al profesor trabajos que se han realizado de
forma individual o grupal y que habran sido tutorizados por el profesor.
Estos trabajos persiguen, ademas del perfeccionamiento de los conoci-
mientos propios de la materia, impulsar entre el alumnado la busqueda
de informacion, su analisis y sintesis; plantear problemas reales para que
el alumno aprenda a enfrentarse a ellos a través del método mas adecua-
do; fomentar el trabajo en grupo y desarrollar la capacidad de exponer
publicamente de forma cuidada y efectiva, a la vez que concisa, los ob-
jetivos del trabajo y los resultados obtenidos, utilizando el vocabulario
especifico de la materia.

Tutorias personalizadas: Seran opcionales para los alumnos. En ellas, el pro-
fesor debe tratar de orientar el estudio personal del alumno que lo necesite,
aclarar las dudas que le puedan surgir en relacién con los contenidos de la
asignatura, corregir habitos y conceptos mal adquiridos, recuperar los nive-
les de conocimiento de los alumnos con escasa formaciéon previa y facilitar
bibliografia adicional.

Trabajo personal autonomo del alumno: El alumno debe asimilar los conoci-
mientos transmitidos y construidos en las clases presenciales.

Realizacion de examenes: Los examenes constaran de preguntas tedricas y
practicas, en ellos, el alumno debera demostrar los conocimientos adquiri-
dos sobre la asignatura y la utilizacion del software matematico que se em-
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plea en ella. Aunque no toda la asignatura se evaluard mediante examenes
escritos, para una mejor descripcion de la evaluacion de la asignatura ver lo
referente a las técnicas de evaluacion.

UN EJEMPLO DE TRABAJO CON EL ALUMNADO

A continuacién se muestra como trabajamos con el paquete de calculo simboli-
co Mathematica los conceptos en una APD del cuatrimestre de Calculo Numérico
que se imparte en la ITIG. Debe tenerse en cuenta que el planteamiento de la
APD y de los problemas de la misma esta basado en el sistema de evaluacion de
los conocimientos que tendra que afrontar el alumnado. Concretamente, nos cen-
tramos en un tratamiento computacional de problemas asistido con la ayuda del
software anteriormente indicado. Por tanto, estariamos hablando de que de este
modo, el alumnado tendra que resolver una serie de problemas (con dificultades
similares a las vistas en clase) empleando los conocimientos, procedimientos y
técnicas tratados en los tres tipos de sesiones presenciales.

Desarrollaremos mediante un ejemplo el tratamiento hecho con problemas re-
lativos a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y, mas concretamente,
usando la factorizacién LU. Dichos sistemas se supondran compatibles determi-
nados ya que si es compatible indeterminado se pasaria una o varias de las in-
cognitas como parametro a los términos independientes (dependiendo del grado
de libertad del sistema) y podriamos trabajar el sistema como si fuese compatible
determinado.

Por tanto, previamente a ver como tratamos este tipo de problemas en clase,
recordaremos estos métodos y algunos resultados esenciales relativos a ellos. Esta
parte teorica se les impartiria a los alumnos previamente en sesiones de EB.

Factorizacion Lu

Empezamos recordando la factorizacion LU de una matriz cuadrada A€M (R).
Dada la matriz A4 se dice que la matriz es LU-factorizable si existen dos matrices
Ly UEM (R) tales que: A=L-U, siendo L una matriz triangular inferior con dia-
gonal principal de 1 y U una matriz triangular superior.

Si tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas tal que su matriz de
coeficientes es A4, dicho sistema se expresaria como sigue, siendo X el vector de
incégnitas y b el vector de términos independientes:

AX =b (1)

En caso de existir la factorizacion LU de la matriz A4, el sistema anterior po-
dria escribirse de la siguiente forma:

L(UX)=b Q)
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Obsérvese que el sistema de ecuaciones (2) podria resolverse en las siguientes
dos etapas:

* Etapa I: Se resuelve el sistema L-y= b, consistente en un sistema cuya ma-
triz de coeficiente asociada es triangular inferior (y por tanto escalonada)
y con pivotes iguales a 1. Con lo cual, estamos en la matriz correspondien-
te al ultimo estadio del método de Gauss considerando que empezamos
a tomar los pivotes por la ultima columna y por la ultima incdgnita. Ob-
viamente resolver un sistema del tipo L-y= b es sumamente sencillo, pues
solo hay que despejar la incognita de la primera ecuacion, sustituirla en la
segunda, despejar la incégnita que queda en dicha ecuacién, sustituir las
incognitas calculadas en la tercera ecuacidén y seguir con el proceso hasta
despejar todas las incognitas. Obtenemos de este modo el valor del vector
de incdgnitas auxiliares y.

* Etapa 2: Se resuelve el sistema U-x= y. Obsérvese que el vector de incdgni-
tas y que aparecia en la etapa anterior correspondia al producto U-X en la
expresion (2). Por tanto, una vez conocido el valor del vector y, podemos
calcular el valor del vector X con la resolucion del sistema U-x= y. Notese
que la matriz de coeficientes U de este sistema es triangular superior (y, por
tanto, nuevamente escalonada) por lo que estamos otra vez en el ultimo
estadio del método de Gauss (esta vez en la manera habitual aunque los pi-
votes no seran necesariamente iguales a 1). Por tanto, nuevamente estamos
ante un sistema bastante sencillo de resolver. Obtenemos de este modo el
valor del vector de incognitas X del sistema.

Obsérvese que una vez obtenida la factorizaciéon LU de la matriz 4 (si esta
existe), podemos emplearla para cualquier sistema que la tenga como matriz de
coeficientes. Por tanto, el problema de resolver el sistema que tiene a la matriz A4
como matriz de coeficientes se reduciria a resolver dos sistemas cuyas respectivas
matrices de coeficientes ya estan escalonadas. Y estos sistemas son mucho mas
sencillos de resolver. Ademas, cuando ya se tiene calculada la factorizacion LU y
el sistema a resolver es muy grande, el nimero de operaciones disminuye conside-
rablemente usando dicha factorizacion con respecto al uso de método de Gauss o
de Gauss-Jordan.

Cuando uno trabaja con factorizaciones LU para resolver un sistema de ecua-
ciones lineales, debe tenerse en cuenta que no todas las matrices admiten dicha
factorizacion. No obstante, esto no es un problema para usar la factorizacion LU
en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales debido al siguiente resultado:

Teorema: Si el sistema (1) puede resolverse con el método de Gauss sin inter-
cambiar filas, entonces puede obtenerse una factorizacion LU de la matriz de co-
eficientes A.

Por tanto, si la matriz A no es LU-factorizable, solo se requerira intercambiar
filas de la matriz 4 para obtener una matriz que si sera factorizable. Estos cam-
bios de fila se traducen en el sistema como cambios en el orden de las ecuaciones.
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En consecuencia, siempre podremos resolver un sistema de ecuaciones lineales
dado por la factorizacion LU. En el peor de los casos, lo Ginico que tendremos
que hacer es reordenar previamente las ecuaciones.

Ejemplo del tratamiento de este tipo de problemas

A continuacion, pasamos a explicar como trabajamos este tipo de problemas
con los alumnos haciendo uso del paquete de calculo simbolico Mathematica.
Para ello, creemos que lo mas oportuno es hacerlo con algunos de los problemas
que trabajamos en clase.

Consideremos el sistema de ecuaciones dado de la siguiente forma:

20lx +y+ 2z =501
2x + 3y +2z=17
4x + 16y + 4z = 24

y veamos el tipo mas completo de enunciados que podemos plantearles a nuestros
estudiantes al respecto de la factorizacién LU, indicando la resolucion del ejemplo
propuesto y como se usaria Mathematica en dicha resolucion:

Problema: Obtén la factorizacién LU para la matriz de coeficientes del sistema
anterior y resuelve el sistema con dicha descomposicion.

Resolucion: En un primer estadio, los alumnos tendran que expresar el sistema
de forma matricial:

200 1 2\ [«x 5.01
2 3 2|yl =17 3)
4 16 4] \:z 24

Una vez hecho esto, factorizaran la matriz de coeficiente:

201 1 2
A= 2 3 2
4 16 4

haciendo uso del software Mathematica (del que emplearemos el coédigo corres-
pondiente a la version 7). De este modo, lo primero que tendremos que hacer con
Mathematica es definir la matriz A4:
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2,01 12
In[f]= a:=[ 2 3 2]
4 1614

nf2]= {1u, p, cn} = LUDecomposition[a]

oag {{{4., 16., 4.}, {0.5025, -7.04, -0.01}, {0.5, 0.710227, 0.00710227}}, {3, 1, 2}, 6262.8)

np]= MatrixForm[lu]

Out [3)vtstrix Form=
4, 16, 4,
0.5025 -7.04 -0.01
0.5 0.710227 0.00710227

Los estudiantes no tienen que calcular las matrices L y U de la factorizacion a
mano, sino que pueden usar el comando LUDecomposition para dicho calculo.
Notese que la salida del comando LUDecomposition esta formada por tres datos
que se guardan en tres variables (y que para el tipo de problemas que considera-
remos solo se requieren los dos primeros datos obtenidos con el comando). La
primera salida corresponde a la expresion abreviada de la factorizaciéon LU y se
guarda en la variable lu del Out|2]. Dicha matriz aparece como la salida Out|3]
escrita de forma matricial y representa que la factorizacion LU viene dada por las
matrices:

1 0 0 4. 16. 4.
L =1 0.5025 1 0 y u={(0 -7.04 -0.01
0.5 0.710227 1 0 0 0,007

Por tanto, simplemente con el comando LUDecomposition se¢ obtendria una
factorizacion LU. Pero, y aqui es donde veremos si los alumnos han entendido
el procedimiento LU aunque no factoricen manualmente la matriz y el calculo lo
haga el ordenador, tienen que ver si la factorizacion LU obtenida corresponde a
la matriz 4 que tenian o si esta factorizacion corresponde a otra matriz obtenida
mediante intercambio de filas. Este dato lo obtienen de la segunda salida del co-
mando LUDecomposition. La salida que en el Out|2] se almacena en la variable p.
En el ejemplo que hemos puesto, la salida es el vector {3,1,2}.

)= {1u, p, cn} = LUDecorposition[a]

oapr {{{4.,16., 4.}, {0,5025, -7.04, -0.01}, {0.5, 0.710227, 0,00710227}}, 6262.8)

Esa salida representa el orden en el que se han tenido que considerar las filas
de la matriz 4 para obtener la factorizacion LU anteriormente indicada. Por tan-
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to, la matriz que se ha factorizado no es A4 sino la que se obtiene poniendo como
primera fila a la fila 3 de 4, como segunda fila a la fila 1 de 4 y como tercera fila
ala fila 2 de 4:

4 16 4 1 9 9 4. 1e6. 4.
201 1 2 = | 0.5025 1 0 : 0 -7.04 -0.01
2 3 2 0.5 0.710227 1 0 0 0,007

Nos interesara que Mathematica guarde la informacion en dos matrices (lla-
madas | y u) a las matrices L y U asi calculadas. Para ello, debe programarse un
comando denominado LUMatrices, cuyo cédigo viene indicado en el Documenta-
tion Center del programa y al que los alumnos tienen acceso durante las sesiones
de problemas y el examen. A continuacion, indicamos como obtendrian las matri-
ces Ly U con el software:

4= LiMatrices[n ?MatrixQ] :=
{m-#+IdentityMatrix[Length@n], #} &[
mwhrray[Boole[# < #2] &, Dinensions@n]]
{1, u} = LUMatrices[1u]

oupl= {{{1., 0., 0.}, {0.5025, 1., 0.}, {0.5, 0.710227, L.}}, {{4., 16., 4.}, {0, -7.04, -0.01}, {0, 0, 0.00710227}}}

lnfg]= MatrixForm[1]

Out B iMatrix Form=
1. 0. 0.
|0.5025 1. 0.
0.5 0.710227 1.
if)= MatrixForm[u]
Qur [T}iMtatrix Form=
(4, 16. 4,
| 0 -7.04 -0.01
Lo 0 0.00710227

Indicar antes de continuar que no es necesario definir el comando LUMatrices
para introducir las matrices L y U en el software, sino que también se podrian ha-
ber definido directamente tales matrices directamente interpretando correctamente
la forma abreviada lu de las matrices L y U que devuelve el comando LUDecom-
position.

Una vez obtenida la factorizacion LU de una matriz obtenida reordenando las
filas de 4, podemos usar dicha factorizacion para resolver el sistema. Debe tener-
se en cuenta que el sistema (3) es equivalente al que se obtendria al reordenar las
ecuaciones como se indica en el vector {3,1,2}, devuelto por el comando LUDe-
composition. En concreto, el sistema resultante seria el que indicamos a continua-
cion donde se han reordenado tanto las filas de la matriz de coeficientes como la
matriz de términos independientes, para mantener las ecuaciones originales:
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4 6 4 X 24
201 1 2 v = | 5.01
2 3 2 z 7

Usando la factorizacion LU, el sistema se escribiria como:

4. 16. 4. X 24
0 -7.04 0.01) (y) = (5.01) 4

0 0 0,007 z 7

1 0 0
0.5025 1 01 -
0.5 0.710227 1

Ahora empleariamos nuevamente el paquete Mathematica para resolver dos
sistemas:

1) Primer sistema: resolvemos el sistema determinado por la matriz de coefi-

cientes
1 0 0
L= ]0.5025 1 0

0.5 0.710227 1

el vector auxiliar de incognitas

x’ 4. 16. 4. X
y'| = 0 -7.04 —0.01 y
z’ 0 0 0 z

y el vector de términos independientes

24
5.01
7

Obsérvese que lo que se hace es considerar un primer sistema cuya matriz de co-
eficiente es la matriz L y obtener la solucidon para el vector de incognitas auxiliares
(x’, y’, z)". Para ello, podemos bien resolver el problema despejando manualmen-
te las incognitas (lo cual hemos descartado en nuestra asignatura) o usando la
matriz inversa y realizando los calculos con ayuda del paquete Mathematica:

) f

De este modo, obtenemos que el vector de incognita auxiliar (salvado como
incogAuxiliar) es el siguiente:

x’ 24
y| = -7.05
z’ 0.00710227

[SISI
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2) Segundo sistema: Ahora resolvemos el sistema determinado por la matriz de
coeficientes:

4. 16. 4.
U= 0 -7.04 -0.01
0 0 0
el vector de incdgnitas:
X
Y
4
y el vector de términos independientes:
24
-7.05
0.00710227

obtenido como solucidn en el sistema anterior.

Es decir, hacer:

X 24
y| =U. -7.05
z 0.00710227

Inf@]:= Inverse[u].incoghuxiliar

outpl {1.,1.,1.}

Por tanto, obtenemos la solucion del sistema que buscamos y que viene dada
por el vector:

X 1
y = 1
z 1

Con todo lo anterior, tendriamos completamente finalizado el problema
planteado al alumnado. Obsérvese que no nos centramos en preocuparnos si el
alumnado ha realizado bien los calculos (eso lo hace el software) sino en que el
alumnado aplique correctamente el método de factorizacion LU para la resolu-
cion de un sistema de ecuaciones lineales. Deben saber interpretar las salidas del
comando LUDecomposition. En primer lugar (y esto es optativo dependiendo de
que uno les indique que pueden implementar el comando LUMatrices al resolver
el problema), deben saber interpretar la salida lu que recoge la forma abreviada
de las matrices L y Uy escribirlas por separado; en segundo lugar, deben deter-
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minar si el vector p que devuelve el comando LUDecomposition indica que deben
considerarse cambios de filas y en caso de ser necesarias, indicar dichos cambios;
tercero, escribir correctamente el sistema factorizado a resolver, intercambiando
los términos independientes de la manera adecuada si se tuvieron que realizar
cambios de filas para obtener la factorizaciéon LU; y finalmente resolver los dos
sistemas de ecuaciones dados por las matrices L y U respectivamente.

TECNICAS DE EVALUACION

La evaluacion de la asignatura se basara en una serie de actividades realizadas
durante el curso y no solo en la realizacién de un examen final escrito. Cada una
de estas actividades tendra un peso distinto en la calificacion final de la asigna-
tura, fijado en funcion de la complejidad de la actividad, asi como del esfuerzo y
dedicacion necesarios por parte del alumno a ésta.

En cada cuatrimestre se evaluaran tanto las enseflanzas teoricas como las prac-
ticas, al igual que las actividades académicas dirigidas. Concretamente, se llevaran
a cabo las actividades siguientes:

« Evaluacion de las ensefianzas teoricas y practicas: Se realizara un examen
escrito al final de cada cuatrimestre que constara de preguntas teodricas y
practicas, pretendiéndose con ello que el alumno demuestre los conocimien-
tos adquiridos en las clases presenciales y la utilizacion del software mate-
matico empleado.

Adicionalmente, al finalizar cada una de las APD, se les envia una serie de
problemas complementarios para que profundicen de manera autonoma los
problemas tratados en la sesion.

* Evaluacion de las actividades académicas dirigidas: En cada cuatrimestre,
los alumnos deberan entregar resueltos en los seminarios una serie de ejer-
cicios propuestos por el profesor, de los cuales el profesor designara uno
por cada alumno para que lo exponga ante sus compaiieros. Por tanto, se
valorara tanto la realizacion como la exposicion de dicho trabajo.

Se evaluara asimismo la capacidad de trabajo en grupo y de exposicion
oral y publica del alumno, ademas de la comprension de la Asignatura,
mediante la resolucién de problemas, de forma colectiva, propuestos por el
profesor y de la respuesta a las cuestiones tedricas que sean planteadas por
el profesor a cualquier miembro del grupo.

En cuanto al cuatrimestre tratado en este trabajo, comentar que al alumnado
se les cuelga todo el material tedrico que se explicaran en las sesiones de teoria, en
el que se ejemplificaran los conceptos tratados y las aplicaciones de los resultados
explicados. En ocasiones y dependiendo de la dificultad de los conceptos, se cuel-
gan algunos problemas resueltos para que dispongan de mas material a la hora
de afrontar el trabajo autonomo y que pueden leer y consultar con detenimiento.
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Nos centramos en crearles un habito de trabajo al tratar un problema. En el
caso de los sistemas de ecuaciones, primero se comprobaria si el sistema satisfa-
ce las condiciones necesarias de los teoremas de convergencia correspondiente al
método que se quiere aplicar. Si no lo satisface, comprobariamos como el alumno
manipula dicho sistema con transformaciones elementales (por filas y columnas)
para obtener un sistema equivalente que si satisfaga las hipotesis del teorema de
convergencia del método y justificar que el método es aplicable. Una vez que el
alumno ha justificado la aplicabilidad del método, debera proceder a la resolu-
cion del sistema con ese método asistido por el programa Mathematica. Para ello,
pueden programar una simple rutina que se encargue de realizar todas las opera-
ciones pertinentes o simplemente escribir manualmente las sentencias que realizan
los calculos necesarios. Debe tenerse en cuenta que nuestro objetivo es evaluar la
capacidad de nuestro alumnado para resolver un problema de manera razonada y
justificada. También evaluamos los conceptos de precision y de exactitud en este
tipos de problemas, ya que pueden prepararse problemas de tal modo que para
obtener una precision en el resultado final del sistema, puede ser necesario impo-
ner una mayor precision en los datos de partida que la pedida para el dato final.
Debe tenerse en cuenta que los calculos involucrados en la aplicacion del método
pueden conllevar un aumento del error en los resultados intermedios y, por tanto,
una pérdida de precision.

En el caso de la factorizacion LU, el alumno debe estudiar previamente a su
aplicacion las condiciones iniciales del sistema y determinar si el sistema que te-
nemos es LU-factorizable o si hemos de considerar otro sistema de ecuaciones
equivalente (transformaciones elementales por filas y columnas) que si sea LU-
factorizable. En caso de que sea necesario considerar un sistema equivalente, se
deberia indicar el nuevo sistema teniendo cuidado que los cambios realizados en
la matriz de coeficiente factorizada también se realicen en el vector de términos
independientes. Queremos recalcar que el calculo de las matrices L y U involucra-
das en la factorizacién no son realizadas por los alumnos, sino que se calculan
con la ayuda de los pertinentes comandos en Mathematica. El alumnado debe
saber utilizar y aplicar correctamente las matrices resultantes de los calculos en
Mathematica al método de resolucién trabajado.

CONCLUSIONES

Durante los tltimos tres cursos académicos, esta metodologia didactica y eva-
luativa se ha llevado a la practica teniendo como resultado que la inmensa ma-
yoria de los alumnos matriculados no abandone la asignatura y supere la misma.
Hablando en términos porcentuales, el cuatrimestre de Calculo Numérico en el
curso 2008/2009 presenté un porcentaje de aprobado del 77.4% y una tasa de
abandono del 24.2%. La mayoria del alumnado, pese a protestar en principio de
la carga de trabajo diario que conlleva este tipo de sistema evaluativo, se muestra
receptivo al mismo ya que puede obtener hasta 4.5 puntos de una calificacion
sobre 10 antes de presentarse a la prueba escrita.
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Para el curso proximo con la entrada del grado en Informatica de Gestion
cabria plantearse la posibilidad de eliminar la evaluacion final escrita y pensar
solamente en una evaluacion mediante las tareas y actividades dirigidas a lo largo
del cuatrimestre.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS
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Problemas en la Resolucion de Problemas

F. Damian Aranda Ballesteros
Manuel Gomez Lara

1. JUSTIFICACION

La resolucion de problemas es considerada en la actualidad la parte mas esen-
cial de la educacion matematica. Mediante la resolucion de problemas, los estu-
diantes experimentan la potencia y utilidad de las Matematicas en el mundo que
les rodea.

(Extracto de contenidos sacado de la pagina web http://platea.pntic.mec.es/jes-
cuder/prob_int.htm)

* El parrafo 243 del Informe Cockroft senala en su punto quinto que la en-
seflanza de las Matematicas debe considerar la “resolucion de problemas,
incluyendo la aplicacion de las mismas situaciones de la vida diaria”.

* EI N.C.T.M. de Estados Unidos, declaraba hace mas de diez anos que “el
objetivo fundamental de la ensefianza de las Matematicas no deberia ser
otro que el de la resolucion de problemas”.

* En el libro de Hofsdadter, Godel, Escher y Bach, se dice que “las capaci-
dades basicas de la inteligencia se favorecen desde las Matematicas a partir
de la resoluciéon de problemas, siempre y cuando éstos no sean vistos como
situaciones que requieran una respuesta tnica (conocida previamente por el
profesor que encamina hacia ella), sino como un proceso en el que el alum-
no estima, hace conjeturas y sugiere explicaciones”.

* Santald (1985), gran matematico espafiol y ademas muy interesado en su
didactica, seflala que “ensenar matematicas debe ser equivalente a ensefiar a
resolver problemas. Estudiar matematicas no debe ser otra cosa que pensar
en la solucién de problemas”.

*  En una conferencia pronunciada en 1968 George Polya decia: “Esta bien
justificado que todos los textos de matematicas, contengan problemas. Los
problemas pueden incluso considerarse como la parte mas esencial de la
educacion matematica. Un gran descubrimiento resuelve un gran problema,
pero en la solucion de todo problema, hay un cierto descubrimiento. El
problema que se plantea puede ser modesto; pero, si pone a prueba la cu-
riosidad que induce a poner en juego las facultades inventivas, si se resuelve
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por propios medios, se puede experimentar el encanto del descubrimiento y
el goce del triunfo”.

M. de Guzman (1984) comenta que “lo que sobre todo deberiamos pro-
porcionar a nuestros alumnos a través de las matematicas es la posibilidad
de hacerse con habitos de pensamiento adecuados para la resoluciéon de
problemas matematicos y no matematicos. ;De qué les puede servir hacer
un hueco en su mente en que quepan unos cuantos teoremas y propiedades
relativas a entes con poco significado si luego van a dejarlos alli herméti-
camente emparedados? A la resolucién de problemas se le ha llamado, con
razon, el corazon de las matematicas, pues ahi es donde se puede adquirir
el verdadero sabor que ha traido y atrae a los matematicos de todas las
épocas. Del enfrentamiento con problemas adecuados es de donde pueden
resultar motivaciones, actitudes, habitos, ideas para el desarrollo de herra-
mientas, en una palabra, la vida propia de las matematicas”.

En Espaiia, el curriculo del Area de Matematicas en Primaria y Secundaria
concede extraordinaria importancia al tema dedicandole mucha atencion,
especialmente desde los contenidos de procedimientos y actitudes.

2. LA CREACION MATEMATICA

Una de las reflexiones mas profundas que se han hecho sobre la creatividad
en matematica es la realizada a principios de siglo por Henri Poincaré, uno de los
mas grandes matematicos de su tiempo. En una conferencia pronunciada ante la
Sociedad Psicolégica de Paris hizo interesantisimas revelaciones sobre sus propias
experiencias como creador:
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“\... (Qué es, de hecho, la creacién matematica? No consiste en hacer com-
binaciones nuevas con entes matematicos ya conocidos. Cualquiera podria
hacerlo, pero las combinaciones que se podrian hacer asi serian un nimero
limitado y en su mayoria totalmente desprovistas de interés. Crear consiste
precisamente no en construir las combinaciones inutiles, sino en construir
las que son ttiles y que estan en una minoria. Crear es discernir, es esco-

ER)

ger...

“\... A menudo, cuando se trabaja en un problema dificil, no se consigue
nada la primera vez que se comienza la tarea. Luego se toma un descanso
mas o menos largo y uno se sienta de nuevo ante la mesa. Durante la pri-
mera media hora se continua sin encontrar nada. Después, de repente, la
idea decisiva se presenta ante la mente...”.

“\...Hay que hacer otra observacion a proposito de las condiciones de este
trabajo inconsciente. Se trata de que tal trabajo no es posible, y en todo
caso no es fecundo, si no esta por una parte precedido y por otra seguido
de un periodo de trabajo consciente. Estas inspiraciones subitas no se pre-
sentan mas que tras algunos dias de esfuerzos voluntarios, aparentemente
estériles, en los que uno ha creido no hacer nada interesante, y piensa haber
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tomado un camino falso totalmente. Estos esfuerzos no fueron, por tanto,
tan estériles como se pensaba...”.

El pensamiento creativo se ha dividido en divergente y convergente. El primero
consiste en la habilidad para pensar de manera original y elaborar nuevas ideas,
mientras que el segundo se relaciona con la capacidad critica y légica para eva-
luar alternativas y seleccionar la mas apropiada. Evidentemente ambos tipos de
pensamiento juegan un rol fundamental en la resolucién de problemas. La ruti-
na suprime los estimulos necesarios para el acto creativo. La mayor parte de los
grandes artistas comienzan imitando a sus maestros. Mas aun se ha llegado a
afirmar, en parte en broma y en parte en serio, que la originalidad no es otra cosa
que un plagio no detectado”. En cualquier caso es claro que la imitacion puede
ser un primer paso valido hacia la originalidad. En particular observaremos y no
vacilaremos, llegado el caso, en imitar las técnicas de resolucién de problemas
empleadas con éxito por nuestros compafieros, maestros o colegas.

3. IMPLEMENTACION EN NUESTRA REVISTA DE LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS

Nuestra revista EPSILON no es ajena a este sentir y por ello, desde este foro,
se impulsara de un modo practico y concreto este quehacer matematico. La faceta
de Resolucion de Problemas comprendera varios aspectos interesantes:

* Una primera sera la de enviar problemas a la redaccién. Es evidente que la
faceta de creacion de un problema es la mas importante. La originalidad de
los mismos no debe servir de obstaculo e impedimento para nuestra par-
ticipacion. Un “viejo problema” ya conocido puede servirnos de estimulo
por sus nuevos enfoques, su justificacion en un contexto diferente o por las
distintas formas de resolucion, sus aspectos didacticos, etc. Puede que un
problema nos sirva como fuente de otras nuevas o similares situaciones pro-
blematicas convirtiéndose dicho problema en un Problema-Tipo. Por tanto,
animamos desde aqui a que se nos envien toda clase de problemas sin mas
que indicar la referencia del mismo y la soluciéon propuesta por parte del
remitente.

*  Un segundo aspecto sera la del envio de la propia resolucion del problema.
Para ello, el lector enviara su propuesta a la redaccion. Esta revisara la mis-
ma y sera referenciado en el siguiente nimero de la Revista. De entre todas
las respuestas recibidas, se publicara en la pagina web, la mas adecuada te-
niendo en cuenta los aspectos de originalidad, simplicidad, elegancia, y po-
sibilidades de generalizacion. Se estudiara la posibilidad de incluir también
algunas de las propuestas recibidas en elsiguiente nimero de la Revista.

Aquellos lectores que deseen colaborar deberan contactar con nosotros por el

correo electronico: problemas.epsilon@thales.cica.es
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4. DISTINTAS SECCIONES DE PROBLEMAS, DISTINTOS OBJETIVOS

4.1. RETOS MATEMATICOS: Problemas de Nivel Medio y
de Nivel Superior (propuestos y resueltos)

A esta seccion perteneceran todos aquellos problemas cuyos contenidos (obje-
to) y destinatarios (sujeto) queden implicados dentro de nuestro sistema educativo
(Secundaria, Bachillerato y Universidad). Pueden servir como recursos para una
preparacion olimpica, a modo de un cierto desafio o reto matematico o, simple-
mente como un puro divertimento en nuestro quehacer matematico. Mas adelante,
con la recopilaciéon y catalogacion que de los mismos problemas se vayan haciendo
a posteriori, se ira constituyendo un importante banco de problemas como recurso
didactico. No creemos que de un problema lo tinico que importa sea su solucion.
Este aspecto es el ultimo y, a veces, sucedera que en la puesta en escena de las
ideas previas relacionadas con el problema, se sucedan mas éxitos que en el propio
desarrollo del mismo. Esto ya significa, en si mismo, un avance en nuestro cono-
cimiento aunque, puede que no se vea reconocido posteriormente con la solucion
del mismo. Ahora bien, una vez trabajado el problema en todos sus aspectos cola-
terales, la propia lectura a posteriori de la resolucién del mismo profundizara, sin
duda, en nuestro conocimiento enriqueciéndonos con nuevas destrezas y estructu-
ras de pensamiento. La reflexion final del problema desde su inicio hasta su reso-
lucién final ha adquirido asi una impronta propia e individualizada en nosotros,
convirtiéndonos en sujetos activos e interactivos de la resolucion de problemas.

Por tanto, pensamos que sus aspectos previos, es decir, la génesis del mismo,
las motivaciones del autor que lo crea o lo recrea, su desarrollo y su posterior
destino hacia el futuro resolutor hacen de la resolucion de problemas un recurso
inigualable como generador de contenidos, relaciones, destrezas, procedimientos y
actitudes.

4.2. PROBLEMAS DIVULGATIVOS: Problemas-Tema y Problemas Divulgativos
(propuestos y resueltos)

A esta seccion perteneceran aquellas otras propuestas que se puedan consi-
derar como problemas-tipo, monograficos, con una gran riqueza en sus aspectos
divulgativos y didacticos, relacionados con las ciencias, la naturaleza y el arte.
Deberan pertenecer a esta seccion aquellos problemas o situaciones cotidianas
que la Matematica explica y justifica. Somos conocedores de la importancia de
la Matematica como ciencia que interpreta la realidad fisica y encuentra en la
Naturaleza, el Arte y la Técnica auténticos problemas. Debido a su abstraccion,
las matematicas son universales en un sentido en que no lo son otros campos del
pensamiento humano. Tienen aplicaciones utiles en los negocios, la industria, la
musica, la historia, la politica, los deportes, la medicina, la agricultura, la ingenie-
ria y las ciencias naturales y sociales. Es muy amplia la relacion entre las mate-
maticas y los otros campos de la ciencia basica y aplicada. Ello obedece a varias
razones, incluidas las siguientes:
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* La relacién entre la ciencia y las matematicas tiene una larga historia, que
data de muchos siglos. La ciencia le ofrece a las matematicas problemas
interesantes para investigar, y éstas le brindan a aquélla herramientas pode-
rosas para el analisis de datos. Con frecuencia, los modelos abstractos que
han sido estudiados por los matematicos, por el puro interés que despiertan
han resultado ser muy Tttiles para la ciencia tiempo después. La ciencia y las
matematicas estan tratando de descubrir pautas y relaciones generales, y en
este caso ambas son parte del mismo quehacer.

« Las matematicas son el principal lenguaje de la ciencia. El lenguaje simbo-
lico matematico ha resultado ser en extremo valioso para expresar las ideas
cientificas sin ambigiiedad. La declaracién a = F/m no es so6lo una manera
abreviada de decir que la aceleracion de un objeto depende de la fuerza que
se le aplique y de su masa; sino que es un enunciado preciso de la relacion
cuantitativa entre esas variables. Mas importante aun, las matematicas pro-
porcionan la gramatica de la ciencia, las reglas para el analisis riguroso de
ideas cientificas y datos.

5. EPILOGO

No queremos finalizar esta presentacion sin agradecer y reconocer publicamen-
te cuantas paginas web y revistas, tanto electronicas como en formato papel, que
desde hace tiempo cubren desde sus contenidos, este importante quehacer mate-
matico. Sin menoscabo del simplismo que ello conlleva, debemos testimoniar las
siguientes tres direcciones de Internet, con un alto e interesantisimo nivel divulga-
tivo en la Resolucion de Problemas:

1. La Revista Escolar de Matematicas digital para uso de alumnos y profesores
de Educacién Media promovida por el profesor D. Francisco Bellot Rosado,
cuya labor ha sido distinguida tanto a nivel nacional como internacional.

http://www.oei.es/oim/revistaoim/index.html/

2. Pagina personal de D. Francisco Javier Garcia Capitan, amplisimo compen-
dio de multiples contenidos que rebosan entusiasmo, trabajo, genialidad y
mucha generosidad.

http://garciacapitan.auna.com

3. El Laboratorio Virtual de Triangulos con CABRI es una revista on-line de
matematicas dedicada a la resolucién de problemas sobre triangulos. Esta
dirigida desde 2002 por D. Ricardo Barroso Campos, que puntualmente,
quincena a quincena, realiza una labor investigadora y divulgativa sobre la
Geometria. Es causa de la aparicién de un amplio niimero de magnificos
resolutores de problemas, siendo ademas pionero en el uso de los recursos
tecnologicos.

http://personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm/
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6. PROPUESTA DE PROBLEMAS
Seccion 1 (Retos matematicos)

RE_001_EPSILON

Sea a_ la sucesion de niimeros reales que verifica para todo nimero natural n:
la +2-a,+3-a+...+na = n*a
n n

Halla el valor que debe tener a, para que se cumpla: 2011-a,, , = 1.

RE_002_EPSILON

Los puntos A(m,16), B(18,p) y el origen de coordenadas forman un triangulo
equilatero.

Calcula los valores de “m” y de “p”.

RE_003_EPSILON

Construye un triangulo rectangulo cuya hipotenusa c es dada, si se sabe ade-
mas que la mediana relativa al angulo recto C es la media geométrica de los cate-
tos de dicho triangulo.

RE_004_EPSILON

Prueba las siguientes igualdades:

D $( ez

k=0

b) g[:]k =2"2 (1 1)n

RE_005_EPSILON

Halla el valor de la suma siguiente:

Y104+ 643 + 10— 643 +37+5v2 + 47 -5v2 +326 +1543 +126-1543

RE_006_EPSILON

a) Una recta trazada desde el vértice A de un triangulo equilatero ABC corta
al lado opuesto BC en un punto P y a la circunferencia circunscrita en el

punto Q.
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1 1 1

Prueba que se verifica la igualdad: = +

PO BQ (O

Con la notacion del apartado anterior, prueba que las siguientes sumas son
constantes y halla el valor de las mismas:

AQ? +BQ? +CQ? =K ; AQ" +BQ* +CQ* =K ;

SECCION 2 (PROBLEMAS DIVULGATIVOS)

DI_001_EPSILON. TRIANGULOS EPSILIANOS

Sea un triangulo ABC.

a)

Probar la equivalencia de estas dos condiciones:
iy LA=2/.B
i) a*> = b*+ b.c

Nota: A los triangulos que verifican alguna de las dos condiciones ante-
riores, los llamaremos triangulos epsilianos. Este tipo de tridngulos ha sido
estudiado por muchos autores (F. Bellot). Han aparecido en muchos pro-
blemas de Olimpiadas Matematicas. Son ejemplos notables de este tipo, los
triangulos de la escuadra y del cartabén y el tridngulo sublime (36°, 72° y
72°).

Veamos algunas de sus consecuencias inmediatas:

b)

d)

e)

g)

En todo triangulo epsiliano (a*> = b* + b.ce>/A = 2./ B) se verifica:
i) Al = a-b. (I= incentro)

ii) La longitud de la bisectriz interior w = b-c/a

Encuentra los triangulos epsilianos que sean isdsceles.

Si denominamos triangulo genuinamente epsiliano al que cumple la doble
condicion de ser epsiliano, es decir, A=2B=4C.

Es evidente que entonces se verificara la relacion a?=2s-¢ (siendo s = semi-
perimetro).

Prueba que solo existe un unico triangulo epsiliano en el que las medidas de
sus lados sean numeros naturales consecutivos.

Determina el tridngulo epsiliano de menor perimetro posible, si se sabe que
el tercer angulo £C es obtuso y las medidas de sus lados a, b y ¢ son nume-
ros naturales.

Encuentra los triangulos epsilianos en los que uno de sus lados sea dos
veces mayor que otro.
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h) Encuentra y ordena de forma creciente, segun su perimetro, los primeros
seis triangulos epsilianos tales que las medidas de sus lados vengan repre-
sentadas por nimeros naturales.

DI_002_EPSILON. VISTA DESDE LA CIMA DEL TEIDE

La constitucion atmosférica tiene un influjo muy grande sobre la visibilidad
de los objetos distantes. Las experiencias fisicas demuestran que la transparencia
del aire aumenta prodigiosamente cuando se halla difundida en la atmosfera con
uniformidad cierta cantidad de agua.

Asi se puede asegurar en general que el Pico sera rarisima vez visible a una
gran distancia en los meses secos y calurosos; y que por el contrario se vera de
mas lejos en los meses de Enero y Febrero, inmediatamente después de haber 1lo-
vido con fuerza, 6 bien pasadas algunas horas.

“Varias personas de inteligencia y verdad aseguran haber visto el Teide a la
distancia de cuarenta y seis 6 cuarenta y siete leguas de veinte al grado, lo que
supone el valor de refraccion atmosférica de ciento cincuenta y ocho milésimas del
arco, cosa que no es extraordinario en zonas templadas”.

La refraccidon levanta los objetos y modifica la tangente del angulo de depre-
sion del horizonte del mar:
D — dangulo de depresion aparente
1
Tang(D) = I Tan(o)) ; o — dngulo de depresion real
-

r  — coeficiente de refraccion

Primera cuestion: Calcula la altura de Teide.

Segunda cuestion: Compara la superficie avistada desde la cima del Teide con
la superficie de Espana.

Tercera cuestion: “Se ha suscitado la cuestion de si seria posible que desde la
cima del Teide se descubriera la costa de Africa”. La parte mas cercana es el cabo
de Borjador, que dista 56 leguas. Si se considera un coeficiente de refraccion nor-
mal para la zona r=0’08, ;A qué altura deberia situarse un lugar de la costa de
Africa para ser visto desde la cima del Teide?
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7. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Seccion 1 (Retos Matematicos)

Seccion 2 (Problemas Divulgativos)

DI_001_EPSILON. TRIANGULOS EPSILIANOS

Sea un triangulo ABC.

a)

Probar la equivalencia de estas dos condiciones:
i) LA=2./LB
iiya*=b*>+ b.c

Nota: A los triangulos que verifican alguna de las dos condiciones ante-
riores, los llamaremos triangulos epsilianos. Este tipo de tridangulos ha sido
estudiado por muchos autores (F. Bellot). Han aparecido en muchos pro-
blemas de Olimpiadas Matematicas. Son ejemplos notables de este tipo, los
triangulos de la escuadra y del cartabon y el triangulo sublime (36°, 72° y
72°).

Veamos algunas de sus consecuencias inmediatas:

b) En todo triangulo epsiliano (a> = b> + b.c<>/ A = 2./ B) se verifica:

¢)

i) Al = a-b. (I = incentro)
ii) La longitud de la bisectriz interior w, = b-c/a

Encuentra los triangulos epsilianos que sean isésceles.

d) Si denominamos triangulo genuinamente epsiliano al que cumple la doble

g)

condicion de ser epsiliano, es decir, A=2B=4C. Es evidente que entonces se
verificara la relacién a’=2s-c (siendo s = semiperimetro).

Prueba que solo existe un unico triangulo epsiliano en el que las medidas de
sus lados sean nimeros naturales consecutivos.

Determina el tridngulo epsiliano de menor perimetro posible, si se sabe que
el tercer angulo £ C es obtuso y las medidas de sus lados a, b y ¢ son nime-
ros naturales.

Encuentra los triangulos epsilianos en los que uno de sus lados sea dos
veces mayor que otro.

h) Encuentra y ordena de forma creciente, segin su perimetro, los primeros

seis triangulos epsilianos tales que las medidas de sus lados vengan repre-
sentadas por numeros naturales.
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Sol:

a) Probar la equivalencia de estas dos condiciones:

i) ZA=2./B

iy a*=b* +be

(i9ii) £ZA=2./B = a’ =b* +bc

send  senB 2.senB.cos B senB a
- . - . —=2.cos B
a b a b b
senB _ senC _ sen(A+ B) senB _ send. cos B + cos A.senB n 2.senB.cos® B + cos A.senB .
b e ¢ ’ b c B c ’

I _2cos’ B+cosA.

S -2.cos?B+cosd=4.cos> B—1
b c b

En definitiva:

c

= 2cosB; . = 4.cos’* B-1

a
b
Por tanto,

2

a Cc

+1=da=hr+bc

B b
(ii=)®?=b +bc=1LA=2A4B
La relacidén a2=b2+b-c la podemos expresar de la forma:

a b

b+c a

En el triangulo inicial ABC, prolongamos ¢l lado b hasta una longitud igual al
lado c. Asi, determinamos el punto A’. Obtenemos dos triangulos ABC y A’'BC
que son semejantes, al tener el angulo C en comun y verificarse entre sus lados:

a b

b+c a
Por tanto, la medida del 4ngulo A" sera igual a la del angulo B del triangulo

ABC, que por otra parte coincidira con el &ngulo A'BA. De esta forma, tenemos
que la medida del angulo A debera ser el doble de la del angulo B, ZA = 2.4B:

146



Resolucion de Problemas

b) En todo triangulo epsiliano (a*> = b* + b.c & LA = 2./ B) se verifica:

1) Al = a-b. (I = incentro)

ii) La longitud de la bisectriz interior w, = b-c/a

(2s — 2a).b _ b+c—a)b

) 3 a s—a Al
= = = =
1 cos 2% Al a
aZ
b
( 5 a)
A= 2 —a
a

ii) AA’=wa=A'B. Por ¢l teorema de la bisectriz, se tiene que:

c b c b b+c
= = = = =
BA CA’ wa a-wa a
a.c a.c b.c
w p— p— p—
“ b+c a? a
b

a
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¢) Encuentra los triangulos epsilianos que sean isosceles.

Sea el triangulo epsiliano dado por la caracterizacion ya probada: a* = b* +
beces/A =2./B.

Si buscamos que el triangulo ademas sea isésceles, tendra que ser de alguna de
las dos formas siguientes:
cl.- A=2B, C=A— Triangulo sublime {A=72°, B=36°, C=72°}.

Consecuencias inmediatas de este particular triangulo.

a2:b2+b.a—>(Z)2: 1+ (Z)—>a=lf=®(Nﬁmero de Oro)

c2.- A=2B, C=B— Triangulo rectangulo isosceles {A=90°, B=45°, C=45°}.

d) Si denominamos triangulo genuinamente epsiliano al que cumple la doble
condicion de serepsiliano, es decir, A=2B=4C.

Es evidente que entonces se verificara la relaciéon a’=2s-c (siendo s = semipe-
rimetro):
Por ser A=2B — a’=b’*+b-c;
Por ser B=2C — b’=c’+c-a;

Entonces: a’=c*+c-atb-c =c-(atb+c)=2s-c

e) Prueba que solo existe un unico triangulo epsiliano en el que las medidas de
sus lados sean nimeros naturales consecutivos.

Sea el triangulo epsiliano dado por la caracterizacion ya probada: a*> = b* +
beces/A =2./B.

Si imponemos que las medidas de sus lados sean nimeros naturales consecuti-
vos, debera pasar alguno de los siguientes casos:

Casos posibles @ =b+bc

{b=n-1; a=n; c=n+1} n?> = (n—1)*+(n-1)(n+1)

n=0 — b=-1, a=0, c=1 ABSURDO

n=2 — b=1, a=2, c=3 TRIANGULO IMPOSIBLE
{b=n-1; c=n; a=n+1} (n+1)? = (n—1)*+(n—1)n

n=0 — b=-1, c=0, a=1 ABSURDO

n=5 — b=4, ¢=5, a=6 TRIANGULO EPSILIANO
{c=n-1; b=n; a=n+1} (n+1)®> = n>+(n-1)n  NO HAY SOL ENTERA
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Solamente pue, tenemos el triangulo epsiliano de lados b=4, c=5, a=6.

f) Determina el triangulo epsiliano de menor perimetro posible, si se sabe que
el tercer angulo £C es obtuso y las medidas de sus lados a, b y ¢ son niimeros
naturales.

Sea el triangulo epsiliano dado por la caracterizacion ya probada: a*> = b* +
bes/A =2./B.

Supongamos ahora que el angulo C es obtuso.

Entonces se tendra la desigualdad b<a<c. Como C=180°-(A+B) = 180°-3B

>90°.
a \/§ a
Entonces B<30° y cosB = > 5 ;2> 2cos B = b— > /3. Por tanto,
a
V3 < <.
b

Como a, b y ¢ son numeros naturales sin divisores comunes (menor perime-
tro) y a’=b-(b+c), se tendra que tanto b como b+c no tendran ningun divisor en
comun y asi para que sea cierta la igualdad a’=b-(b+c) con nimeros naturales, se
tendra que cumplir que b= m? y b+c= n>.

De esta forma, a>= (m'n)’. Entonces: a=m-n;

El primer par de numeros enteros m, n que satisfacen la desigualdad anterior
se obtiene para los valores m=4; n=7, lo que da lugar a los valores: a=28, b=16
y ¢=33, triangulo epsiliano con los lados nimeros enteros y de perimetro minimo
con el angulo C obtuso.

g) Determina, salvo semejanzas, los triangulos epsilianos en los que uno de los
lados del triangulo sea dos veces mayor que otro.

Sea el triangulo epsiliano dado por la caracterizacién ya probada: a> = b*> +
b.ce/ZA = 2./B. Si imponemos la condicion de que uno de los lados sea el doble
que otro, se nos presentaran los siguientes casos:
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Casos a*=b*+bec Triangulo
posibles
a=2b |4b’*=b*+bc; 3b=c {a=2k; b=k; c=3k}
No hay tridngulo
a=2c |4c’=b*+bg; —1+:N17
polHAT {a=2k; b=, c=k}
2 TRIANGULO OBTUSANGULO, ya que:
cos A= b <0
b
b =2a b>a;b<a )
CONTRADICCION
i i 2 1
b =2c a“=4c +2c%; {“fJg'k: b=2k; c=k}
a=+6c TRIANGULO OBTUSANGULO, ya que:
cos A= &2 b <0
2b
c=2a | g4’=p+2ab, (a=1+V2)k b=k, c=(2+2J2)k}
a=(+ ﬁ}b No hay triangulo
c=2b a*=h* +2.bl; {g:ﬁ.k,le, c=2k}
a=+3b TRIANGULO RECTANGULO:
A=600, B=30°,C=90°

h) Encuentra y ordena de forma creciente, segiin los valores del lado a, los
primeros siete triangulos epsilianos tales que las medidas de sus lados vengan re-
presentadas por numeros naturales.

6 4 5 15 Acutangulo
12 9 28 Acutangulo
15 9 16 40 Acutangulo
20 16 9 45 Acutangulo
28 16 33 77 Obtusangulo
30 25 11 66 Obtusangulo
35 25 24 84 Obtusangulo

DI_002_EPSILON. VISTA DESDE LA CIMA DEL TEIDE

La constitucion atmosférica tiene un influjo muy grande sobre la visibilidad
de los objetos distantes. Las experiencias fisicas demuestran que la transparencia
del aire aumenta prodigiosamente cuando se halla difundida en la atmodsfera con
uniformidad cierta cantidad de agua.
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Asi se puede asegurar en general que el Pico sera rarisima vez visible a una
gran distancia en los meses secos y calurosos; y que por el contrario se vera de
mas lejos en los meses de Enero y Febrero,inmediatamente después de haber llovi-

do con fuerza, 6 bien pasadas algunas horas.

“Varias personas de inteligencia y verdad aseguran haber visto el Teide a la
distancia de cuarenta y seis 6 cuarenta y siete leguas de veinte al grado, lo que
supone el valor de refraccion atmosférica de ciento cincuenta y ocho milésimas del
arco, cosa que no es extraordinario en zonas templadas”.

La refraccion levanta los objetos y modifica la tangente del angulo de depre-
sion del horizonte del mar:

D — dngulo de depresion aparente

1
Tang(D) = 7 . Tan(a) ; o — dngulo de depresion real

r  — coeficiente de refraccion

Primera cuestion: Calcula la altura de Teide.

Segunda cuestion: Compara la superficie avistada desde la cima del Teide con
la superficie de Espana.

Tercera cuestion: “Se ha suscitado la cuestion de si seria posible que desde la
cima del Teide se descubriera la costa de Africa”. La parte mas cercana es el cabo
de Borjador, que dista 56 leguas. Si se considera un coeficiente de refraccion nor-
mal para la zona r=0’08, ;A qué altura deberia situarse un lugar de la costa de
Africa para ser visto desde la cima del Teide?

Sol:
SOLUCION PRIMERA CUESTION:

| _/' |

i r

a es el angulo de depresion real.
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La distancia BT = H es la altura del Teide.

La distancia CB = R es la radio de la Tierra.

La linea T4 es la visual sin refraccion.

El arco BA : distancia que permite ver el Teide sin refraccion.
La linea TF es la visual con refraccion.

El arco BF : distancia que permite ver el Teide con refraccion

Podemos hacer los calculos con el Coseno o con la Tangente (es mas facil con
la tangente al considerar la refraccion).

n-]_V1_[R+LH] _\/(R+H)2—R2_\/2RH+}(2_F
) R B R B R “\VR

¥

Sen(
Tang (o) =
9() Cos(
R+H
D es el angulo de depresion aparente.

1 |2H

Sabemos que 46’5 leguas equivalen a un angulo:

46’5
D= =2°19" 30"
20

Radio medio de la Tierra:

4000000
R=—— =~ 6371000 metros
628

Tang(2° 19' 30"] = 1 {;1'158 '6372‘:-2}00 = H =~ 3722 metros

CON CARACTER DIVULGATIVO:

1 40000 km
Una legua marina s — - ————— = 5555 metros
2 360°
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Resolucion de Problemas

SOLUCION SEGUNDA CUESTION:

El arco EF girado alrededor del eje CT describira un casquete esférico que sera
la extension superficial de superficie terrestre que descubre la vista desde la cima.

La superficie del casquete esférico es:

= CirculomaximoX Alturadel casquete

Casquete

CON CARACTER DIVULGATIVO:
Seno verso (D) = 1 — Cos(D)

La altura del casquete es:

= R-R-Cos(D) = R[1-Cos(D)] = R X Senoverso(D)

Casquete

Por lo tanto:

S = 40000 km x 6371 km X Senoverso (2° 19" 30"")

Casquete

Extension superficial que descubre la vista desde la cima del Teide:

S = 209787 km?

Casquete

Extension superficial de Espaiia:

S ~ 500000 km?

Espaia
Comparacion:

209787
500000
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SOLUCION TERCERA CUESTION:

Si el coeficiente de refraccion es r = 0°08, el angulo de depresion aparente sera:

Tang (D) = 1 7444
1—0'08 \ 6371000

Se obtiene D = 2° 7" 40",
Si el cabo Borjador esta del Teide a 56 leguas:

56
56 leguas = (T) =2°48 = =40 20"

Por lo tanto:

1 2GH
1—0'08 \ 6371000

Tang(40' 20") = = GH = 371 metros de altura
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NORMAS PARA LA PUBLICACION

ENVIO DE ARTICULOS

Los articulos enviados a la revista Epsilon pasan por un proceso de revision por
pares. Para enviar un articulo para su evaluacion, siga las siguientes instrucciones:

1. Los trabajos deben ser de Educacion Matematica. El articulo no debe haber
sido publicado con anterioridad en una revista y los autores deben poseer
los derechos de autor correspondientes.

2. Los articulos pueden ser: de investigacion (experimental o un estudio teo-
rico), de ideas para el aula, de experiencias. También se aceptan articulos
para la seccion de resolucion de problemas.

3. Todo articulo debe estar escrito en castellano y debe incorporar referencias
bibliograficas, en todo caso, deben seguir las normas del manual de publi-
cacion de la APA (quinta edicion) de acuerdo con el siguiente modelo:

Para articulo de revista: Leinhardt, G., Zaslavsky, O. y Stein, M. (1990).
Functions, graphs and graphing: tasks. Learning and teaching. Review
of Educational Research, 60(1), 1-64.

Para libro: Fernandez, A. y Rico, L. (1992). Prensa y educacion Matemdti-
ca. Madrid: Sintesis.

Para capitulo de libro, actas de congreso o similar: Fuson, K. (1992). Re-
search on whole number addition and subtraction. En Grouws, D. (ed.)
Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning, 243-275.
MacMillan Publishing Company: New York.

Para articulo de revista electronica o informacion en Internet: Cutillas, L.
(2008). Estimulo del talento precoz en matematicas. Numeros [en linea],
69. Recuperado el 15 de febrero de 2009, de http://www.sinewton.org/
numeros/

4. El articulo debera tener una extension maxima de 7.000 palabras, incluyen-
do las tablas y los anexos si es de investigacion. Para las secciones expe-
riencias e ideas para el aula la extension maxima sera de 3.000 palabras. El
formato de parrafo debe ser: letra Times New Roman tamafio 12 e inter-
lineado sencillo y sin sangrado. Parrafos con espaciado anterior de 6 ptos.
Los subtitulos deben estar sin numeracion.

5. El articulo debe incluir en espafiol e inglés: (a) el titulo del trabajo, (b) un
resumen con un maximo de 100 palabras, y (c) de tres a seis términos claves.
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6. El archivo con el articulo debe enviarse en formato doc y pdf.

7.

10.

11.

12.

13.
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Los esquemas, dibujos, graficas e imagenes deben enviarse por separado
(en una carpeta aparte del documento de texto) en formato TIFF o JPG
con una resolucion minima de 300 puntos por pulgada. Cada archivo debe
estar claramente identificado y se debe indicar en el texto el lugar donde se
ubica. Las fotos en las que aparezcan menores deberan estas pixeladas o
tener autorizacion escrita del tutor (se adjuntara copia con elarchivo).

Se debe enviar una segunda version del articulo en la que no aparezcan los
nombres de los autores, ni informacion relativa a ellos o que pueda servir
para indentificarlos (e.g., institucion a la que pertenecen, citas y referen-
cias bibliograficas propias, agradecimientos, datos del proyecto en el que
se enmarca el trabajo). En esta version, reemplace las citas y referencias
bibliograficas por “Autor, 2008” o “Autor et al., 2008”. En las referencias
bibliograficas propias se debe eliminar el titulo y el nombre de la revista o
el titulo del libro donde se publica.

Los datos de los autores (nombre, institucion a la que pertenecen, direc-
cion de correo electronico, direccion postal y nimero de teléfono y fax)
deben incluirse en un archivo aparte. Utilice inicamente un apellido o los
dos pero separados por un guion.

Los autores deben ser los duefios de los derechos de autor del documento
que se envia y, en su caso, haber obtenido los derechos para publicar aquel
material de otros autores que se incluya en el documento.

Cuando el articulo tenga mas de un autor, éstos designaran a un autor de
contacto quien se encargara de toda la comunicacion con la revista Epsi-
lon.

Los archivos se deben enviar al centro de documentacion Thales thales.ma-
tematicas@uca.es senalando si es un trabajo de investigacion, experiencias
o ideas para el aula.

Una vez aceptado el articulo para su publicacion, se solicitara al autor de
contacto que firme una carta de cesion de derechos de autor en nombre de
todos los autores del trabajo.















