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Editorial

En el afo 2010 recibi la confianza de la Junta directiva de la Sociedad THALES para
dirigir la revista Epsilon. Debia continuar con la senda emprendida por mis antecesores
en el cargo y emprender algunas acciones para mejorar y corregir aspectos que venia
arrastrando la revista, entre ellos un notorio atraso en la publicacion de los nimeros. Esta
fue la primera tarea acometida y que se logré. El segundo objetivo fue adecuarla a los
nuevos tiempos, para ello se pasé a un formato digital y finalmente a ser una revista de
acceso abierto para que todos sus contenidos estuvieran al alcance de la sociedad.

En estos casi 13 afios al frente de la revista hemos logrado que la revista sea un buen
referente en el profesorado de matematicas y se ha captado la atencion y colaboracion de
investigadores latinoamericanos y espafioles.

Todas estas acciones han sido posibles por la desinteresada participacion y colabora-
cion de muchos compaiieros de diversos ambitos educativos, primaria, secundaria, uni-
veristaria y no formal que han hecho parte tanto de los comités editoriales y cientificos.

Un aspecto destacado es la actividad desarrollada por todos los revisores que han de-
dicado parte de su tiempo en revisar los articulos enviados y dando siempre sugerencias
para su mejora, gracias a todos ellos que son parte imprescindible en el éxito de toda pu-
blicacion de caracter académico.

Quiero manifestar mi agradecimiento a los presidentes de Thales que durante sus
mandatos depositaron su confianza en mi trabajo: Manuel Torralbo, Sixto Romero y Sal-
vador Guerrero. También a los compafieros de las diferentes juntas directivas que han
apoyado la revista y en algunos casos aportado ideas para su mejora.

Doy gracias a los lectores, autores, revisores, comités, equipo de maquetacion y todos
aquellos que han aportado para que esta responsabilidad que asumi hace afios haya sa-
lido adelante. He recibido grandes satisfacciones y alegrias en mi labor y también al-
guno que otro sinsabor pero que me han aportado una experiencia que he sabido utilizar
en otros ambitos.

La nueva direccion de Epsilon continuara con la labor de dar visibilidad a la revista
y a la sociedad Thales, se enfrentaran a nuevos retos y propositos que seguramente abor-
daran con ahinco y la dedicacion necesaria. Les deseo muchos €xitos en esta nueva ctapa
y se que la inician con muchos animos y energias, por lo que seguramente el resultado
sera excelente.

Alexander Maz Machado
Director
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La Funcion Exponencial y la forma en que
se estiman los contagiados por COVID19:
entrevista a Profesores de Escuela Secundaria

Patricia Sureda
Nucleo de Investigacion en Educacion en Ciencia y Tecnologia
(NIECYT), Universidad Nacional del Centro de la Provincia de
Bs. As., Tandil CP 7000, Argentina.
Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas (CONICET)
Juan B. Podavini
Departamento de Formacion Docente, Facultad de Ciencias Exactas,
Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Bs. As.,
Tandil CP 7000, Argentina.

Resumen: Se utiliza la Teoria de los Campos Conceptuales para indagar sobre los es-
quemas vinculados a la ensefianza de la funcion exponencial en la escuela secundaria.
En particular, se busca identificar si los profesores cuentan con invariantes operatorios
que vinculen la Funcion Exponencial y la forma en que se estiman los contagiados por
COVIDI19, y si lo estudian con sus alumnos en clase. Los resultados de las entrevistas
a seis profesores en ejercicio muestran que solo tres de ellos cuentan con algun tipo de
estos invariantes, y que solo uno de ellos estudio matematicamente esta problematica
con sus alumnos.

Palabras-clave: Funcion Exponencial; Ensefianza; Profesores, Teoria de los Campos
Conceptuales;, COVIDI19
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The Exponential Function and the way in which
those infected by COVID19 are estimated:
interview to Secondary School Teachers

Abstract: We use the Theory of Conceptual Fields to inquire about the schemes linked
to the teaching of the exponential function in secondary school. In particular, we seek to
identify if teachers have operational invariants that link the Exponential Function and
the way in which those infected by COVID19 are estimated, and if they study it with their
students in class. The results of the interviews with six teachers show that only three of
them have some type of these invariants, and that only one of them studied this problem
mathematically with his students.

Keywords: Exponential Function; Teaching; Teachers, Theory of Conceptual Fields,
COVID19

1. INTRODUCCION

La importancia de analizar si los profesores de matematica en ejercicio cuentan con in-
variantes operatorios que vinculen la funcion exponencial con la forma de estimar los
contagiados por COVID-19, esta dada por una parte, por la importancia que la Teoria
de los Campos Conceptuales (TCC) le da a la construccion del significado. En palabras
de Vergnaud (1990) “Un concepto no puede ser reducido a su definicion, al menos si se
estd interesado en su aprendizaje y ensefianza, pues es a través de las situaciones y de los
problemas que se pretenden resolver como un concepto adquiere sentido para el nifio”.
Desde otros marcos tedricos la modelizacion matematica se asumen también de suma
importancia para la educacion de cada ciudadano, ya que es una herramienta fundamen-
tal para comprender y analizar dichos acontecimientos matematicos que se viven y ob-
servan dia a dia en la vida real (Alvarado, 2009; Niss, Blum y Galbraith, 2007; Ortiz,
2002 y Rodriguez, 2015). En esta misma direccion el estudio de la funcion exponencial
mediante la estimacion de la cantidad de contagiados por COVID-19, brinda la oportu-
nidad de ensefiar una matematica cuyo sentido se construya a partir de los problemas, en
este caso, de la vida cotidiana que se intentan resolver (Sanchez y Garcia, 2020; Sureda
y Rossi, 2022). Este problema revela también una de las caracteristicas mas importan-
tes del crecimiento de la funcidon exponencial, y esto es que hay un momento en el que
el aumento se torna precipitado, y hay realmente una explosion en el crecimiento. Pero,
para que el profesor pueda brindar una ensefianza con “sentido” para el estudiante, pri-
mero debe tener sentido para él.

Por otra parte, enmarcados en la discusion que plantea Chevallard (2017) respecto
a la poblacion de estudiantes a las cuales estd dirigida la formacion matematica esco-
lar secundaria, coincidimos con él en que ésta debe estar dirigida no solo a los que
seran matematicos, o ingenieros, sino a todos aquellos ciudadanos que no vayan a es-
tudiar matematicas después del instituto, incluso cuando reciban una educacion supe-
rior. En esta direccion, la ensefianza de la funcion exponencial vinculada a la estimacion

10 Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X



La Funcion Exponencial y la forma en que se estiman los contagiados por COVIDI9...
Patricia Sureda / Juan B. Podavini

de contagiados por COVID-19 brinda una buena oportunidad para formar matematica-
mente a esta ultima poblacion.

2. MARCO TEORICO
2.1. Teoria de los Campos Conceptuales

Utilizamos la TCC (Vergnaud, 1990; 2013), con el fin de identificar algunos Invariantes
Operatorios (10) del profesoresorado de la escuela secundaria. El esquema es la organi-
zacion invariante de la conducta del sujeto frente a una clase de situaciones. Desde este
marco teorico, las acciones de los profesores de matematica en el aula, constituyen un
conjunto de practicas —frecuentemente espontaneas— que pueden ser entendidas en tér-
minos de esquemas mas o menos primitivos acerca de la construccion del saber mate-
matico, del aprendizaje de los alumnos y de la tarea de profesor. Los esquemas dirigen
la accion del profesor en una situacion de ensefianza, y en consecuencia, es posible rela-
cionar la actividad didactica del profesor con ellos. El esquema esta compuesto por re-
glas de accion y de anticipaciones (puesto que estas generan una serie de acciones con el
fin de lograr un cierto objetivo), pero también estd compuesto, de manera esencial, de in-
variantes operatorios (conceptos-en-acto y teoremas-en-acto) y de inferencias. Los con-
ceptos en acto son categorias pertinentes como variable, funcion, nimero real, etc.; y los
teoremas en acto son proposiciones tomadas como verdaderas. Los conceptos y teore-
mas se construyen en forma solidaria, pues no hay conceptos sin teoremas que se refie-
ran a ellos, ni teoremas en acto que se puedan construir sin conceptos. Los invariantes
operatorios, correctos o no, son los que dirigen la accion del profesor en una situacion de
ensefianza, y es por esto que es posible relacionar la actividad didactica del profesor con
los invariantes operatorios mencionados.

2.2. El modelo de Contagio

La construccion de modelos matematicos es util a la epidemiologia, ya que sus objeti-
vos esenciales son el de poder describir, explicar y predecir los fendmenos y procesos
de contagio que se suscitan en enfermedades epidemioldgicas. Hay modelos estocasti-
cos y deterministicos. Basicamente, de los deterministicos se utilizan tres modelos de
contagio: SIR; SEIR y SEAR. Aqui s6lo se presenta la expresion algebraica del modelo
epidemiolégico matematico SIR; debido a que se ajusta bastante bien a los primeros re-
sultados de estudios del COVID-19. El modelo SIR, divide a la poblacion de individuos
afectados por el virus en tres clases:

e S: el grupo de individuos susceptibles de contraer el virus de una enfermedad
transmisible, considerando que estas personas no tienen ningun tipo de inmuni-
dad ante el agente infeccioso, lo cual provocaria su contagio ante la exposicion
del mismo;

e I: el grupo de individuos infectados y que son transmisores de la enfermedad al
grupo S (susceptible);

Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X 11
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* R: Es el conjunto de individuos recuperados de la infeccion, que se convierten en
agentes inmunes a la enfermedad y por lo tanto no contagian. Cabe destacar, que
en este modelo se considera “recuperados” a los fallecidos debido a que tampoco
pueden contagiar.

En este modelo se pasa de susceptible a infectado mediante una tasa 8, que es la tasa
de infeccion por individuos, y que representa cuantas nuevas infecciones se producen
por unidad de tiempo. Esta tasa es clave para la transmision de la enfermedad, pues de
alguna forma describe en una cierta poblacion (N) cual es la fuerza del virus (la fuerza
del COVID-19 es mucho maés fuerte que un resfrio comun). Esta tasa (beta) estd multi-
plicada L por que es la probabilidad de que un susceptible tenga contacto con un infec-
tado. Donde N es la poblacion.

1
By

Un infectado se puede recuperar a una tasa y. Estos modelos asumen que el tiempo
de permanencia en la clase I (el tiempo que permanece infeccioso) esta distribuido expo-
nencialmente. El modelo requiere de ecuaciones diferenciales mediante la cual se termina
construyendo la expresion exponencial que representa a la cantidad de infectados. Esta es:

1(t) = Ip. ekt = I(t) = ]O_e(ﬁ’—y).t

La cantidad de infectados por mes depende asi de los valores de Ry, 5, ¥;con Ry = g

Por ejemplo, si se habla de una tasa de contagio (R,) de 2,5; despejando los valores
de beta y gama, al cabo de 30 dias se tendran 406 contagiados (Sureda y Rossi, 2022):

Iz0y = 1.(020029)30 = [ o = 406

Aun cuando no se espera que en secundaria se estudien como se construyen estos mo-
delos epidemiologicos, si se pueden utilizar para realizar los calculos; o aproximarse me-
diante exponenciales sencillas.

2.3. Aspectos metodolégicos

Se realizaron entrevistas personales, semi-estructuradas a seis profesores de matematica,
en torno a las siguientes cuestiones: el significado del concepto Funcion Exponencial,
sus caracteristicas, su enseflanza y su utilidad. Las entrevistas se grabaron en video y du-
raron aproximadamente 15 minutos con cada profesor. Luego se transcribieron y se ob-
tuvieron alrededor de 120 episodios (E) por entrevista. El episodio cambiaba segun si el
turno de habla es del entrevistador o del profesor. Se tuvo también acceso a los documen-
tos de clase de cada profesor. Esto nos permite comparar lo que dicen sobre la clase, con
lo que efectivamente hacen en clase. Las caracteristicas de los profesores se describen en

12 Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X
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la tabla 1; donde (T) significa recibido en una institucion Terciaria y (U) Universitario;

mientras que (P) significa que ensefia en escuelas Publicas y (PR) en Privada.

Tabla 1. Caracteristicas de los seis profesores

P1 P2 P3 P4 P5 Po6
Profesor Profesora Profesora Profesora Profesora Profesor
recibido en T | recibidaen T | recibidaen T | recibidaen Ty U | recibida de U | recibido de T
41 anos 54 afios 55 afios 43 afos 28 afios 34 afios
16 afios 17 afios de 17 afios de 18 afios de 5 afios de 4 afios de
antigiedad | antigliedad | antigliedad | antigiiedad antigiiedad antigiiedad
Ensefia en Ensefia en Ensefia en Ensefia en Ensefia en Ensefia en
escuelas P escuelas P escuelas P escuelas Py PR | escuelas PR | escuelas PR

2.4. Analisis de Datos y Resultados

Se analizan las respuestas de seis profesores de matematica en ejercicio, a las siguien-
tes preguntas: ;Sabe usted como aumentan los casos de COVID19? ;Hay algiin modelo
matematico que nos permita inferir cuantos contagiados habra la proxima semana? ;Me
puede explicar como aumentan los casos de COVID19?

La tabla 2 contiene las transcripciones de la conversacion con el profesor 1 relativa
a esta pregunta.

Tabla 2. Respuesta del Profesor 1

Ep. Investigador Ep. Profesor 1
- ;Sabe usted como aumentan los casos de ) ,
E69 COVID19? E70 | - Eh...si.
- (Hay algin modelo matematico que nos - Eh, un modelo matematico no. Lo
permita inferir cuantos contagiados habra que si hay es proyecciones en fun-
E71 | la préxima semana? O jme podes explicar | E72 | cion de ciertas condiciones que se tie-
coémo aumentan los casos de COVID? nen que dar, y que se mantengan esas
condiciones, pero es muy variable.
E73 | - Bien, bien. Y, ¢h... E74 | - O sea...

Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X 13
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Ep. Investigador Ep. Profesor 1

- Si fuera un modelo matematico
viste que esta el crecimiento, justa-
mente se llama crecimiento exponen-
cial, pero no siempre es exponencial
E75 | - Si. E76 |y, eh, depende de qué caracteristicas
externas no, no se comporta de una
manera matematica que responda a
una sola funcién o una aproximacion
de una funcion.

Este profesor comienza respondiendo que sabe la forma en que aumentan los casos
de COVID19 (E70), sin embargo en el episodio E72, ¢l afirma que no hay un modelo
matematico que permita modelizar este tipo de crecimientos, pues segin qué caracteris-
ticas estuvieran involucradas, el aumento no seria necesariamente exponencial (E76).
Esta respuesta evidencia dos cosas: por una parte, la ausencia de esquemas que le per-
mitan predecir como sera el aumento de los contagiados de COVID19. Por otra parte,
sus esquemas disponibles, como profesor, respecto a la funcion exponencial y su utili-
dad no van mas allé de la resolucion de tareas escolares. Pues aun cuando afirma que so-
cialmente se dice que el crecimiento responde a un modelo exponencial, él afirma que la
forma en que aumenta la cantidad de contagiados de COVID19 no se comporta de una
manera matematica que responda a una sola funcioén. Los invariantes operatorios posi-
bles de inferir de sus respuestas son: La cantidad de casos de COVID se estiman me-
diante diferentes funciones (1.01); Los casos de COVID no se pueden estimar mediante
una funcion exponencial (1.02).

En la tabla 3 se muestran las transcripciones de la conversacion con el profesor 2 re-
lativa a esta pregunta.

Tabla 3. Respuesta del Profesor 2

Ep. Investigador Ep. Profesor 2
- ;Sabe usted como

E87 | aumentan los casos de E88 | - {COémo aumentan?
COVID19?

- Claro ellos dicen en forma exponencial, jaja,
(En la tele sale eso, no? Si, dicen eso, pero no,
si fuese en forma exponencial... No, yo lo veo
como... bueno en realidad no me puse a analizar-
lo, la verdad que me pasé las ultimas dos sema-
nas con el tema de que soy COVID positivo y me
dio negativo el PCR, asi que no, no vi de qué ma-
nera..., estoy al tanto de los nimeros, de que ayer
hubo como treinta y cinco mil y pico y qué sé yo,
pero no lo analicé matematicamente.

E89 | - Si. E90

14 Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X
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El profesor 2 comienza respondiendo que en los medios de comunicacion, dicen que
el modelo matematico que permite calcular la cantidad de contagiados de COVID19 es
exponencial (E90); pero, aclara entre risas que ¢l no lo considera asi. Sin embargo, a
medida que responde es posible advertir la formulacion de diferentes esquemas (expo-
nencial y no exponencial) y los invariantes operatorios que viven en ellos (La cantidad
de casos de COVID se estiman mediante una funcion exponencial (1.03); Los casos de
COVID no se pueden estimar mediante una funcion exponencial (1.02)) para terminar
aceptando que no lo analizé matematicamente. Esta respuesta muestra que aun cuando
como profesor tiene todos los esquemas disponibles respecto a la funcién exponencial
y su ensefianza (Podavini y Sureda; 2021), y reconoce haber escuchado en los medios
de comunicacion que el modelo es exponencial, este profesor no se tomo el tiempo para
analizar matematicamente la relacion entre la funcién exponencial y la forma en que se
estima el aumento en la cantidad de contagiados por COVID19.

La tabla 4 muestra las transcripciones de la conversacion con el profesor 3, relativa
a esta pregunta.

Tabla 4. Respuesta del Profesor 3

‘ Ep. Investigador Ep. Profesor 3

‘ E93 | - ;Sabe usted como aumentan los casos de COVID19? | E94 | - No, te soy sincero, no.

Este profesor que responde que no sabe como aumentan los casos de COVID19
(E94), ensefia la funciéon exponencial en sus cursos de 4to y 5to afio de la escuela secun-
daria técnica (Podavini y Sureda; 2021). Esta respuesta demuestra, al igual que en la res-
puesta del profesor anterior, que dicho profesor no solo no establece una relacion entre
la funcion exponencial y el COVID19; sino que tampoco se lo cuestiona.

La siguiente tabla (tabla 5), contiene las transcripciones de la conversacion con el
profesor 4 relativa a esta pregunta.

Tabla 5. Respuesta del Profesor 4

Ep. Investigador Ep. Profesor 4
- (Sabe usted como - Eh...actualmente no. El afio pasado si, lo trabaja-
E47 | aumentan los casos de E48 | mos con los chicos, pero este afio todavia no llega-
COVID19? mos a funcién exponencial.

Epsilon, 2022, n° 112, 9-20, ISSN: 2340-714X 15
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Ep.

Investigador

Ep.

Profesor 4

E49

- Bien, y cémo la
trabajaron el afo pasado?

E50

- Trabajamos solamente en Argentina, no trabaja-
mos a nivel mundial. Entonces ellos tuvieron que
investigar en distintas fuentes, alguna paginas de
internet que yo les di, también podian buscar ellos
por su cuenta en diarios, y una vez que se tenia toda
esa informacion, se empez6 a tabular. Luego, a par-
tir de esa tabulacion empezamos a hacer un ana-
lisis gréafico, de como se representaba, cémo iba
creciendo y analizamos qué funcion se aproxima-
ria a ese crecimiento. Pero este afio no trabajamos
nada con COVID.

E51

- Bien, y ja qué modelo
llegaron?

E52

- A un modelo exponencial.

La respuesta del profesor 4, evidencia invariantes operatorios que establecen una
relacion entre la Funcion Exponencial (FE) y la forma de estimar los contagiados por
COVIDI19 (E52): La cantidad de casos de COVID se estiman mediante una funcion ex-
ponencial (1.03). De la conversacion también es posible inferir que esta interesado en
una ensefianza mediante la resolucion de problemas que tengan sentido para el estu-
diante (1.O4: el sentido del concepto se construye a partir de los problemas que per-
mite resolver), pues de otra manera no se hubiera tomado el trabajo de preparar una tarea
que no estaba todavia en los libros (E50). Finalmente, esto también se corresponde con
sus invariantes operatorios relativos a la funcion exponencial: Es una funcion cuyo: Au-
mento precipitado / Explosion numérica / Crecimiento es rapido (1.05) descritos en (Po-
davini y Sureda, 2021).

La siguiente tabla contiene las transcripciones de la conversacion con el profesor 5,
relativa a esta pregunta (tabla 6).

Tabla 6. Respuesta del Profesor 5

Ep. Investigador Ep. Profesor 5
- Bien. (Crees que es necesario ,
E7 ensefar la FE en la ES? E8 |- St
- Porque, justamente creo que de las funciones
E9 | - ;Por qué motivo? E10 es la que mas se’aph(;a a d,1st1nt0s campos, como
sea de economia, biologia, y hoy por hoy, el
COVID lo dej6 en claro creo, por eso.
- Bien, ya que me comentaste
E11 | €59 digo, ;sabes como E12 |~ Los niimeros no tengo idea, que aumentan ex-
aumentan los casos de ponencialmente lo sé.
covid19?
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Ep. Investigador Ep. Profesor 5

E13 | - Si. E14 | - Pero, no sé los niumeros.

-No, no, bien, bien, pero queria
preguntarte si habia justamente

El5 - L E16 | - Ah, si, si!
algin modelo matematico
que...
-En realidad no, porque tengo 6°, pero este afio
- Bien, ;vos ensefias la FE en si, porque como el aio pasado fue virtual no lle-
E19 . E20 | garon a darlo, entonces estoy dando exponen-
la escuela secundaria? .
cial en uno de los sextos, pero generalmente no
lo doy.
E21 -Bien. ;O sea que lo estas E22 | -Ahora si.

dando en sexto?

-Bien. /Y como lo estas?
eh... (Qué es lo estas dando y
E23 | como lo das? O sea ;Como lo | E24
ensefias y que estas dando de
la funcion exponencial?

-Bien, empiezo el tema con un problema de
aplicacion, que basicamente no sepan, o sea, no
saben lo que es la funcion exponencial, por ejem-
plo no sé, lo pongo al ejemplo del COVID...

-Que una persona contagia a 2 y esas 2 personas
contagian a otras 2, y lo que vamos haciendo es
hacer la tabla, y que ellos vayan completando la
tabla de valores. A partir de eso los intento guiar
para tratar de llegar a una..., o sea por ahi pre-
gunto: ;Qué pasa si son 50 personas?... como
E25 | -Bien. E26 | que ya nos damos cuenta que no podés seguir
haciendo toda esa cuenta, intento llevarlos a for-
mar la férmula que represente a esa situacion, lo
cual cuesta muchisimo, o sea no se dan cuenta
muy rapido qué es lo que esta pasando, algunos
si y el resto es como que esta calculando. Pero
siempre empiezo con problemas.

-Después estudio crecimiento, decrecimiento,

E27 | -Bien. E28 comportamiento y después ya voy a lo formal...

A partir de la conversacion con el profesor 5 es posible inferir un invariante ope-
ratorio que relaciona la FE y la forma en que se estima la cantidad de contagiados por
COVIDI19: La cantidad de casos de COVID se estiman mediante una funcion exponen-
cial (1.03). También al afirmar que estudiar la funcién exponencial no solo sirve para re-
solver problemas de matematicas, sino también para resolver problemas en otras areas, y
en la vida cotidiana (E10 y E12) permite inferir la presencia de 1.O4 y de 1.O5 (el sentido
del concepto se construye a partir de los problemas que permite resolver; Es una funcion
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cuyo.: Aumento precipitado / Explosion numérica / Crecimiento es rapido). Luego, los
E24 y E26 revelan que este profesor les propuso a sus estudiantes calcular numérica-
mente la cantidad de personas contagiadas para el caso en que cada uno contagiara otros
2; con el propdsito de institucionalizar luego, la funcién exponencial. Si bien la expre-
sion algebraica que el profesor formaliza con sus estudiantes es del tipo (E26), mien-
tras que los modelos exponenciales que se utilizan son un poco mas complejos, pues su
construccion involucra derivadas parciales y ecuaciones diferenciales; la forma en que
lo hace permite una primera aproximacion, tanto para la comprension del fenémeno so-
cial, como de la herramienta matematica en si.

La ultima tabla contiene las transcripciones de la conversacion con el profesor 6, re-
lativa a esta pregunta.

Tabla 7. Respuesta del Profesor 6

Ep. Investigador Ep. Profesor 2
-Ensefio la ecuacion con situaciones proble-
-Bien perfecto. ;Qué ensefia o en- maticas. El grafico: como analizar un grafico,
E17 s§ﬁé de las funciones exponen- | o las caracte?risticas del grafico, dependiendo de
ciales en la escuela secundaria? Y los coeficientes, qué cosas pueden suceder y
(como lo ensefio? qué no en cada grafico ;si?, también utilizan-

do graficadores como el GeoGebra.

-Situaciones como por ejemplo, lo que es-
tamos viviendo ahora del COVID, ¢h, otros
problemas, que saco de algunas fotocopias
que me dan los docentes que suplanto; porque
yo estoy dando en ciclo basico, y suplanto a
docentes que estan en ciclo superior, asi que...

E19 | -Bien, y {Qué tipo de situaciones? | E20

E21 | -Bien. E22 | -Esas situaciones problematicas.

-Bien, y vos me estuviste hablan-
do recién de la situacion proble-
E31 | matica de lo de...la situacion | E32
actual, ;jsabe usted como aumen-
tan los casos de COVID19?

-Exponencialmente si. Por medio de los con-
tagios crece rapidamente.

La respuesta que el profesor 6 da a la pregunta: ;qué tipos de situaciones problema-
ticas les proponia a sus alumnos para la ensefianza de la funcion exponencial? en el E20
al expresar que “les propone situaciones como las que la sociedad vive actualmente res-
pecto a los casos de contagio de COVID19”, permite inferir los siguientes invariantes
operatorios: La cantidad de casos de COVID se estiman mediante una funcion exponen-
cial (1.03); el sentido del concepto se construye a partir de los problemas que permite
resolver (1.04). Luego, al preguntarle como se calcula el aumento de casos de conta-
gios de COVIDI19, responde que aumentan rapidamente, exponencialmente (E32). Esta
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respuesta evidencia esquemas especificos de variacion exponencial respecto a la rapidez
en que los casos aumentan: Es una funcion cuyo: Aumento precipitado / Explosion nu-
meérica / Crecimiento es rapido (1.05).

3. CONCLUSIONES

El analisis de las respuestas de seis profesores de matematica en ejercicio, que ensefian la
funcion exponencial (FE) en la escuela secundaria, respecto a las preguntas: ;sabe usted
cémo aumentan los casos de COVID19?, ;hay algin modelo matematico que nos per-
mita inferir cuantos contagiados habra la proxima semana?, ;me puede explicar como
aumentan los casos de COVID19? permite inferir que tres de ellos no cuentan con inva-
riantes operatorios que les permitan vincular la forma en que se estiman la cantidad de
contagiados por COVID19 y la funcidon exponencial, ain cuando se habla masivamente
en los medios de que el modelo es exponencial. La edad de ellos (41; 54 y 55 afios),
hace suponer una formacién terciaria mas centrada en la matematica, que en su utili-
dad (mas comtn en las formaciones actuales). En contraposicion con esto, los tres pro-
fesores en los que fue posible inferir invariantes operatorios que vinculan la FE con la
forma de estimar la cantidad de contagiados, son profesores mas jovenes (28 y 34 afios),
o con amplia formacion posterior en Ensefianza (dos Licenciaturas, una tecnicatura y un
Magister).

La variacidén exponencial en general, y la funciéon exponencial en particular, se des-
taca por ser la inica que ain cuando su crecimiento puede comenzar siendo lento, llega
un momento en que “explota” y comienza a ser muy rapido. Comprender esto empieza
a ser cada vez mas imprescindible para cada ciudadano debido a la incidencia que estas
variaciones tienen en la vida actual. Por ejemplo, cualquier persona que accede a una
tarjeta de crédito, o préstamo, tiene que poder entender de antemano que este tipo de
variaciones son las que rigen la forma en que aumenta la deuda de la tarjeta de cré-
dito (o préstamo) cuando se paga el minimo, o no se paga. Pues no es lo mismo creer
que aumentara de la forma: 2, 4, 6, 8, 10, etc.; que entender que lo hara por ejemplo, de
la forma: 2, 4, 8, 16, 32, etc. De la misma forma, no es lo mismo pensar que si tengo
COVID19 puedo infectar una persona, y estd a una mas y asi; que realizar los calculos y
entender que, si contagio dos personas, y ellos a su vez contagian otros dos cada uno y
asi cada vez, habrd un momento en que el aumento serd muy veloz. Si como Chevallar
(2017) nos ocupa ensefar matematica no solo para quienes la necesitaran en estudios su-
periores, sino también para esa parte de la poblacién que quizas nunca vuelva a estudiar
matematicas, entonces brindarles este tipo de herramientas en la escuela secundaria se
torna en un saber muy valioso para la toma de decisiones importantes como calcular pre-
viamente si podra o no, pagar un préstamo, o si tomara medidas de aislamiento si tiene
COVID19. Sobre todo, porque son variaciones que s6lo se aprenden mediante ensefianza
formal (Sureda y Otero, 2013).
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Resumen: En el presente documento se describe como el uso en conjunto de tres herra-
mientas tecnologicas ha permitido, a manera de experiencia en clases, mejorar el des-
empernio docente en lo relativo a una mejor manera de realizar la evaluacion continua.
Palabras clave: Khan Academy,; herramientas tecnologicas, desemperio docente; expe-
riencia con tecnologia, tecnologia en el aula.

Khan Academy, Google Classroom and Microsoft
Excel as technology tools for student assessment

Abstract: This document describes how the joint use of three technological tools has al-
lowed, as an experience in classes, to improve teaching performance in relation to a bet-
ter way of carrying out continuous evaluation.

Keywords: Khan Academy, technological tools, teaching performance, experience with
technology, technology in the classroom.

1. INTRODUCCION

Pensando un poco en una de las practicas y didacticas comunes en el salon de clases,
el docente de matematicas, al abordar un tema frente al grupo comienza segun su estra-
tegia didactica, una interaccién con los estudiantes que puede ser tan dindmica como
el docente tenga la capacidad de dirigir. Segun los indicadores educativos de la Rept-
blica Mexicana publicados por la Direccion General de Planeacion, Programacion y Es-
tadistica Educativa (SEP, 2021) en el sistema educativo publico se registr6é un total de
35,588,589 alumnos para 2,062,543 docentes, por lo que podemos decir de manera muy



Khan Academy, Google Classroom y Microsoft Excel como herramientas tecnologicas...
Javier Gonzalez Gomez / Alejandro M. Rosas Mendoza / Juan Gabriel Molina Zavaleta

general que cada docente atiende un promedio de 17 alumnos, el docente tiene que eva-
luar a cada uno de ellos y es ahi, donde surge uno de los grandes retos para el docente,
porque ese tiempo usado para evaluar a cada uno de ellos, puede afectar su desempefio
en la labor de educar a cada uno de los estudiantes a su cargo.

(Por qué puede afectar? Si consideramos un grupo de 20 alumnos, al cual, se les
asigna una “tarea tipica” de resolver n ejercicios del tema estudiado en clases, el do-
cente, para poder evaluar a cada uno de los alumnos, tiene que “revisar” 20n ejercicios,
que dependiendo del grado de dificultad, el tiempo que va a ocupar en hacer la revision
y registro de la actividad, va a consumir el tiempo de los periodos lectivos dedicados a la
enseflanza de la asignatura, limitando de esta manera el avance y desarrollo del curriculo
de la materia. Esta situacion es cotidiana para muchos educadores, en diversas investi-
gaciones se describen caracteristicas parecidas y como prueba de ello podemos observar
una investigacion particular realizada por Cuenca Villamonte (2018) en la cual evalua a
un grupo de 29 estudiantes con Ejercicios Matematicos Personalizados (EMP) y men-
ciona que la revision y calificacion se hizo fuera de clase para poder realizar un analisis
minucioso ya que el tiempo en el aula no habria sido suficiente para hacerlo ahi mismo.

Todo esto es apenas viendo una actividad del plan de clases, y dado que la evaluacion
debe ser un proceso continuo, que permita recabar evidencias pertinentes sobre el logro
de los aprendizajes y que permita retroalimentar el proceso de ensefianza — aprendizaje
y mejorar sus resultados (SEP, 2013) el docente evaliia cominmente con series de ejer-
cicios “estudiados” durante un periodo de tiempo y los resultados obtenidos no siempre
son los deseados, dando espacio a una discusion sobre su desempeiio como docente de
matematicas.

A esta situacion presentada se le ha buscado solucion con el uso de la tecnologia y los
recursos didacticos existentes desarrollados en la actualidad por diversas organizaciones
que trabajan en pro de la educacion; de manera que en el presente documento se describe
una experiencia del uso de las plataformas de Khan Academy y Google Classroom en el
aula, ademas del uso de Microsoft Excel para el procesamiento de la informacién y de-
terminacion de calificaciones mas objetivas en la evaluacion.

1.1. Herramientas digitales para la educacion

Los estudiantes de la actualidad son nativos digitales, como bien lo menciona Ramos
(2021), se hace necesario e indispensable “que los docentes tengan acceso a los recursos
adecuados para seguir el ritmo de la creciente cultura tecnologica”.

Ramos (2021) considera que el uso de teléfonos inteligentes, tabletas y otros dispo-
sitivos tecnoldgicos en el aula no necesariamente tiene que tener un impacto negativo
en el rendimiento de los estudiantes. Por el contrario, el aumento de la accesibilidad y
el aumento constante de la tecnologia presentan a los maestros una oportunidad Unica
para aprovechar estos dispositivos que antes distraian y usarlos para facilitar el éxito en
el aprendizaje de formas innovadoras. En este sentido, los docentes no necesitan luchar
constantemente por la atencion de sus alumnos, sino que pueden aceptarla libremente,
introduciendo un nuevo entorno educativo que automaticamente fomentara la participa-
cion del alumno.
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Es por ello que en este articulo se presentan algunas herramientas digitales que han
mejorado nuestras clases, el desempeiio del docente y la motivacion de alumnos en el es-
tudio del Calculo diferencial e integral en el nivel medio superior.

1.1.1. Acerca de Khan Academy

Es una organizacion educativa sin fines de lucro, fundada por Salman Khan con la mi-
sion de “proporcionar una educacion gratuita de nivel mundial para cualquier persona,
en cualquier lugar” (Khan Academy, 2022). Como podemos encontrar en su sitio web
https://es.khanacademy.org/about. En su plataforma se encuentran “ejercicios de prac-
tica, videos instructivos y un panel de aprendizaje personalizado que permite a los estu-
diantes aprender a su propio ritmo, dentro y fuera del salon de clases”.

Como docentes de matematicas, podemos encontrar una enorme cantidad de conte-
nido en esta plataforma, los contenidos son compatibles con los del sistema educativo
en México, abarca temas desde el nivel de Preescolar hasta el sexto semestre de ba-
chillerato, desde Matematicas elementales hasta Ecuaciones diferenciales, esto nos per-
mite Privilegiar esta herramienta segun Wertsch (1990) citado por (Zbiek, Heid, & W.
Blume) ya que se escoge Khan Academy intencionalmente sobre muchas opciones de li-
bros didacticos disefiados especificamente para la asignatura de calculo en el nivel medio
superior debido a que las representaciones, conceptos y actividades didacticas son exce-
lentes para aprender y desarrollar las competencias requeridas segun el plan de clases.

Los beneficios que mas podemos destacar de la plataforma y que la propia orga-
nizacion menciona en su sitio web (2022) es que los estudiantes practican a su propio
ritmo, guiados por el maestro, pero con cierta autonomia para que al sentirse seguros de
su comprension luego aceleren su aprendizaje. El contenido es de confianza ya que es
creado por expertos, con una biblioteca de ejercicios y lecciones que cubren temas de
matematicas, ciencias y mas; se ha disefiado para que sea siempre gratis para estudiantes
y maestros, sin anuncios ni suscripciones para desbloquear funcionalidades premium; en
el espacio disefiado para el docente se cuenta con un panel para crear y administrar di-
versas clases con temas especificos de ensefianza en cada una de ellas; al mismo tiempo
se tiene un listado de todos los estudiantes inscritos en cada clase y se puede ver a deta-
lle las actividades que realiza, el tiempo en la plataforma y muchos indicadores mas que
le ayudan al docente a ver el progreso de cada alumno. Esta herramienta tendria un valor
practico y epistémico alto, por lo que le permita al docente hacer y por lo que le permi-
tiria al alumno aprender, en el sentido de Molina y Rosas (2022).

Para acceder basta tener un computador o un dispositivo mévil y entrar por medio de
un navegador web o por medio de la aplicacion de dispositivo movil, desarrollada por la
misma organizacion, esta aplicacion puede ser descargada de la tienda de aplicaciones
con la que cuente el dispositivo electronico que se esté usando.
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1.1.2. Acerca de Google Classroom

Es una herramienta para el uso educativo que encontramos en la web desarrollada por
Google, esta herramienta forma parte de la familia de aplicaciones que proporciona Goo-
gle for Education. Seglin su propia pagina web dice que es “una herramienta segura y
facil de usar que ayuda a los educadores a administrar, medir y enriquecer las experien-
cias de aprendizaje.” (Google, 2022)

A pesar de que tiene una edicion pagada, la edicion gratuita es bastante completa para
poder disfrutar de los beneficios que se pueden obtener al usarla, entre esos beneficios
podemos mencionar que se pueden administrar varias clases en un solo lugar; es facil
de usar ya que ha sido disefiada pensando en que sea simple y cualquiera le entienda en
pocos minutos; se pueden preparar y programar tareas y cuestionarios en varias clases;
permite que los estudiantes tomen fotografias de su tarea en papel y la envien facilmente
con capturas de imagenes mejoradas; cumple con los estandares educativos globales mas
rigurosos en términos de seguridad y privacidad; no tiene anuncios y la informacion per-
sonal de los estudiantes no se usa a fin de crear perfiles para segmentar anuncios; y entre
tantos otros beneficios el ultimo a mencionar es que es de facil adopcion debido a que un
82.9% de la poblacion en México en el 2020 que cuenta con un dispositivo, el sistema
operativo de este es Android (Branch, 2021) que de igual manera, es un producto desa-
rrollado por Google.

Google ha pasado de ser un simple buscador en la web a ser el proveedor de innu-
merables herramientas que se han vuelto instrumentos para muchas personas, entre ellas
estamos los docentes y estudiantes incorporando “Google Classroom” a nuestras activi-
dades. La génesis instrumental mencionada en (Zbiek, Heid, & W. Blume, 2007), nos
hace entender el proceso de desarrollar maneras significativas de usar estas herramientas.

1.1.3. Acerca de Microsoft Excel

Este software no es tan reciente como los anteriores y desde su aparicion se ha hecho tan
popular e indispensable en muchas disciplinas ya que como menciona en su sitio web
(Microsoft, 2022) es una herramienta eficaz que ayuda a obtener informacién con signifi-
cado a partir de grandes cantidades de datos. Funciona bien para hacer calculos sencillos
y darle seguimiento a casi cualquier tipo de informacion. Todo esto es posible gracias a
su configuracion en forma de cuadricula de celdas ya que en ellas se pueden contener ni-
meros, texto o formulas ordenandolos de esta manera en filas y columnas. En matema-
tica educativa se han hecho investigaciones al respecto que lo involucran, en lo relativo
al uso de hojas de célculo. Como concluye Espinoza (2015) esta herramienta se puede
utilizar para la ensefianza de conceptos matematicos sin tener que recurrir a software adi-
cional; su utilizacion puede ser sencilla, sin necesidad de saber programacion se puede
aprovechar la gran cantidad de funciones matematicas con las que cuenta, o puede ser un
uso sofisticado, ingresando mediante un lenguaje de programacion llamado Visual Basic
for Applications instrucciones para realizar tareas mas complejas.
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1.2. Descripcion de la experiencia

Esta comienza en el afio 2018, cuando en medio de la necesidad de preparar el contenido
de las clases y buscando en la inmensidad del internet, optamos dos docentes de mate-
maticas del Centro de Bachillerato Tecnologico Agropecuario No. 24, hacer uso de las
funcionalidades y contenido encontrado en la plataforma de Khan Academy, desde ese
primer uso, semestre tras semestre (incluido el tiempo de la pandemia por el COVID —
19) se ha venido mejorando la didéctica de su implementacion, al ver todos los benefi-
cios y funcionalidades que presenta la plataforma, se presenta a continuacion el proceso
llevado a cabo que permite reproducir la experiencia de trabajo.
Lo primero es crear una cuenta por medio de la opcion de registro.

articulos
Da seguimiento al avance de tus
estudiantes

= Registrate con tu correo electrénico

Regl’strate Unete a Khan Academy como
Estudiante Padre
Ayuda a cada estudiante a tener éxito con
practica personalizada. 100% gratis.
‘ G Continia con Google ‘

+ PARATI: El curso Khan para Maestros
« Encuentra contenido alineado con los ‘ 0 Continda con Facebook ‘

estandares J

Asigna ejercicios de practica, videos y ‘ p Continda con Apple ‘

Unete a millones de profesores y
estudiantes £Ya tienes una cuenta?

Al registrarte en Khan Academy, aceptas
nuestros términos de uso y politica de
privacidad.

Imagen 1. Opciones de registro en Khan Academy

Una vez registrados, realizar el “Curso Khan para Maestros” es de gran utilidad para
ver todo lo que la plataforma nos permite hacer y aprovechar al maximo sus funciones
segun nuestras necesidades.

Lo siguiente es “Agregar una clase” (Imagen 2), la cual podemos nombrar como de-
seemos en 50 caracteres o importarla si ya creamos previamente una clase en Google
Classroom, a manera de experiencia; lo mejor es crearla primero en Khan Academy y
posteriormente usar Classroom.
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X Agregar una clase

Nombra tu clase

@ Ingresa el nombre de tu clase
Nombre de la clase
Este nombre de clase es el que veran tus estudiantes. 0/50

ej: Grupo de 1.° de Prof. Pérez

() Importa tu clase de Google Classroom

Imagen 2. Agregar una clase en Khan Academy

Después de nombrar la clase, podemos elegir el tema de matematicas a estudiar o la
seleccion de temas que tiene, por grados escolares (Imagen 3), desde uno hasta el nl-
mero de temas que se considere importantes a ser estudiados durante el periodo de clases
segun el programa de estudios. Si el docente tiene dudas de que opciones elegir, puede
dar en la opcién “Saltar” para verificar el contenido que la plataforma ofrece en los temas
propuestos y posteriormente elegir el tema con mas seguridad.

Agregar una clase
Matematicas Matematicas: Cursos de Matematicas por grado
o preparacion : N
() Matematicas () Primeros afos
elementales () Preparacion para 3.er (Preescolar a 1° grado)
() Aritmética grado () 2° Primaria
() Predlgebra O Prec[j)araci()n para 4.” () 3°Primaria
B rado
() Algebra1 g () 4° Primaria
— . (7) Preparacién para 5.° o re -
] Geometria grado ) 5° Primaria

() Algebra 2 () Preparacién para 6.° () 6° Primaria

() Trigonometria grado () 1° Secundaria
() Precélculo (7) Preparacion para 7.° () 2° Secundaria
) Estadistica de grado/1.° Secundaria

secundaria (*) Preparacion para 8.°
grado/2.° Secundaria

() 37 Secundaria

() 1° Semestre Bachillerato

(O Calculo avanzado 1 (AP (1) 2° Semestre Bachillerato

Calculus AB) () Preparacion para
A () 3° Semestre Bachillerato
() Calculo avanzado 2 (AP Algebra 1 - -
—~ " e RO o SO ) A9 Camactrn Rarchillaratn
4 »
Saltar

Imagen 3. Elegir un tema a estudiar
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Como ultimo paso en la creacion de la clase, la plataforma nos pregunta como de-
seamos agregar a nuestros estudiantes (Imagen 4). La opcidn de invitar a los estudiantes
por Google Classroom no la usamos porque como se menciond anteriormente, primero
creamos la clase en Khan Academy; las otras dos opciones fueron probadas y se lleg6 a
la conclusion de que es mejor Crear las cuentas para los estudiantes a que ellos se unan
con un enlace debido a que se puede tener un mejor control y mejor identificacion de
cada uno de ellos.

Si los alumnos crean sus cuentas, posteriormente algunos tienen problemas de ac-
ceso debido a que olvidan los datos con los que se registraron en la plataforma y crean
una cuenta diferente para volver a ingresar duplicando de esta manera el registro de ellos
mismos; otro problema comun que se presenta es que si eligen la opcion de registrarse
con Google o Facebook, la plataforma toma el nombre con el cual estan registrados en
esos sitios y para el docente se vuelve complicado identificarlos ya que por lo general
no se muestra su nombre completo o sucede que aparece un sobrenombre dificultando
atn mas el identificar al estudiante, por estos motivos, es preferible crear las cuentas
de los estudiantes seglin la forma en la que se identifican cominmente, con su nombre
completo.

Agregar una clase

:Como te gustaria agregar a tus estudiantes?

O ==
a =

Invita a tu Google
Classroom

La manera mas rapida y
facil de invitar a tus
estudiantes.

Que tus estudiantes se
unan con un enlace

Comparte un link, envialo
por correo electronico o
pide a tus estudiantes que
usen un codigo de clase.

Crea cuentas para tus
estudiantes

Escribe los nombres de
tus estudiantes y te
daremos contrasefas que
puedes personalizar.

Antes de invitar estudiantes, ten en cuenta gue Khan Academy asume que has recibido permiso de los padres (o que se ha
cumplido con una excepcion de los requisitos de consentimiento de los padres) para cualquier estudiante que afiadas a tu clase
Descarga nuestro aviso de muestra para padres de familia {disponible en varios idiomas).

Atras Saltar

Imagen 4. Agregar a los estudiantes

En la Imagen 5, se muestra un ejemplo del momento en que se dejé a los estudiantes
unirse con un enlace, en el lado izquierdo se observan nombres duplicados, incompletos
y con errores de escritura, del otro lado se observa una lista de nombres de las cuentas
que fueron creadas por el docente.
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NOMBRE DEL ESTUDIANTE ~
NOMBRE DEL ESTUDIANTE

ALVAREZ MERCHANT JORGE ALBE...
Acxirit Cruz

BURGUETE CRUZ JOSE FRANCISCO
Alexander Ochoa

CHAMPO TOLEDO NADIA
Alexyz Arteaga

CRUZ CAMACHO YULIANA MONT...
Angel Lopez

CRUZ GOMEZ DANIA PAOLA
Axel Yosuan Lazaro Garcia

CRUZ PEREZ LUIS ANTONIO
Axel Yosuan Lazaro Garcia

FACUNDO CLEMENTE FERNANDA ...
aymer espinosa

GOMEZ HERNANDEZ HEIDI FERN...
Aymer Istvan Espinosa

LUNA GARCIA JESUS
Bruno Leonardo Aguilar

LOPEZ RAMIREZ REYNA IBETTE
Bryan emmanuel Cruz grajales

NATAREN DOMINGUEZ DULCE M...
Bryan emmanuel Cruz grajales

PALACIOS OCHOA OSIRIS DE JESUS

Bryan Grajales

Imagen 5. Nombres de estudiantes registrados por su propia cuenta y
estudiantes registrados por el docente.

Ya que se crearon las cuentas de los estudiantes se le proporciona a cada uno de ellos
el usuario y contrasena generados por la misma plataforma, los datos con los cuales ellos
iniciaran sesion y podran ver los videos, las lecturas y tareas que nosotros como docen-
tes asignemos desde nuestro “Panel del profesor” (Imagen 6).

Panel del profesor
6° Semestre Grupo

C: 6° Semestre Asigna contenido

Bachillerato « Cuando asignes contenido especifico a un estudiante, esos materiales de aprendizaje se mostraran en su pagina de inicio en "tareas”.

o .
HERRAMIENTAS 6° Semestre Bachillerato v

~ Dominio de curso Integral indefinida
Unidad

Posicionamiento

Integral definida
v Tareas Unidad

Asignar .
E Teorema fundamental del célculo

Unidad
Puntos

Aprendizémetro A Bm Técnicas de integracién
P Unidad

ADMIN Aplicaciones de la integral
Unidad
Estudiantes

Imagen 6. Panel del profesor
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Después de enviarle tareas a los estudiantes, desde el mismo Panel, podemos consul-
tar los puntos que obtienen en cada una de las tareas asignadas, incluso si vieron o no los
videos que también le fueron enviados (Imagen 7).

Panel del profesor

4° G -2022: 4° . s
Semestre Puntuacion de tareas
Bachillerato « Aqui esté cémo le fue a tus estudiantes en el contenido que les asignaste. Puedes pulsar un nombre de tarea para obtener reportes més detallados.
HERRAMIENTAS Todo el tiempo v Ant
Resumen de actividad y
v Dominio de curso Evalia funciones
ESTUDIANTES o P
Posicionamiento
ALVAREZ HERNANDEZ GUILLERMO
Avance
CRUZ CLEMENTE GRECIA DOLORES
~v Tareas
CRUZ JIMENEZ ROSA GUADALUPE n
Asignar
CRUZ VELAZQUEZ JORGE ALBERTO 75
Puntos
» ESCOBAR ANGEL DAVID RAFAEL 75
Administrar
» HERNANDEZ MERCHANT JESUS MAR.. 100 100 100
Aprendiztmetro 7 [

Imagen 7. Puntuacion que obtienen los estudiantes en las tareas.

Cabe destacar que en los ejercicios que se presentan en la plataforma, solo se le soli-
cita al estudiante la respuesta correcta, puede ser por medio de elegir entre opcion mul-
tiple o escribir el resultado, ya sea un nlimero o una ecuacion segin sea el caso y es por
ello que el uso de la libreta para desarrollar el procedimiento que lleva a la solucion sigue
siendo indispensable al momento de intentar resolver alglin ejercicio.

Para este momento, el docente tiene la ayuda de la tecnologia a su favor, ya que los
estudiantes saben en tiempo real si la respuesta que estan colocando es correcta o no, de
esta manera el docente observa en donde se presenta mas dificultad y puede reforzar el
conocimiento de manera personalizada o general. Es importante sefialar que esta situcion
tiene la desventaja de que no permite conocer la naturaleza del error, la cual podria no
ser superada por el alumno. Hay diversas investigaciones en matematica educativa que
sefalan la importancia del error en matematicas para el aprendizaje. Esta desventaja se
libro con el apoyo de la aplicacién Google Classroom.

Cuando ocurre el confinamiento por la pandemia, y las clases tienen que continuar de
manera virtual, se hace necesario observar lo que los estudiantes estan haciendo en su li-
breta, y este es el momento en el que Google Classroom entra en escena, ya que por ese
medio podemos recibir esa evidencia, retroalimentar a los estudiantes, compartirle docu-
mentos todo de manera facil y ordenada. En las siguientes imagenes (8, 9 y 10) se mues-
tra una actividad asignada desde Khan Academy y como esta fue revisada por medio de
Classroom para ver si el estudiante entendi6 el procedimiento y pudo realizar correcta-
mente los ejercicios.
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Evalua funciones

Vista del alumno

Los estudiantes haran 4 de estas 12 preguntas

glr) =25-3r
al4) =
flt)=2t-3
=

k() =13t -2
k(3) =

h(t) =50— -

k(t) = 10t — 19

k(=T) =

Imagen 8. Actividad asignada desde Khan Academy

— Célculo Diferencial 4° G

Ofimética
Enviar [}
Asignado
@ Emanuel... Sin entregar
Calificadas

@ Guillerm.. 3
" "Ok profe
David An..
e °
*Eso que ...
@ Grecia C... 3

Trabajo de los alumnos

Grecia Cruz Clemente
Calificade (Ver historial)

Evidencia de actividades. Grecia D...
PDF

Imagen 9. Evidencias recopiladas por medio de Google Classroom
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Imagen 10. Evidencia de trabajo de un estudiante en Google Classroom

Recientemente, después de volver de la m
a causa de la pandemia, el continuar recibiend

odalidad virtual a la modalidad presencial
o las tareas a través de Google Classroom,

permite al docente tener evidencia del trabajo de los alumnos de manera ordenada y
siempre al alcance desde cualquier dispositivo del cual se tenga acceso a internet.

Con toda esta informacion en nuestras ma
evaluar a cada uno de los estudiantes, y Excel

nos, debemos saber procesarla para poder
ayuda a hacerlo de manera eficaz.

Puntuaci Mejor
puntuaci

én

dnenla
fechade
entrega

Nombre de |a tarea Nombre del estudiante obtenida

Ultima
Nimero  fecha de

Puntos |de terminaci Fechade Fechade URLdela Tipode

posibles intentos on inicio entrega tarea tarea

Evalta expresiones de fur ALVAREZ HERNANDEZ GUILLE
Evalua expresiones de fur CRUZ CLEMENTE GRECIA DOL
Evalua expresiones de fur CRUZ JIMENEZ ROSA GUADA|
Evalua expresiones de fur CRUZ VELAZQUEZ JORGE ALB
Evalua expresiones de fur ESCOBAR ANGEL DAVID RAF/
Evalta expresiones de fur HERNANDEZ MERCHANT JESI
Evalua expresiones de fur LOPEZ RUIZ DANIEL

Evalua expresiones de fur MARTINEZ TORRES ALONDRZ
Evalua expresiones de fur MENDOZA DOMINGUEZ NYD
Evalta expresiones de fur OVANDO ROQUE EMANUEL I
Evalua expresiones de fur REYES PORTILLO JORGE SEBA
Evalua expresiones de fur RIVERA OVANDO MARIA GU/
Evallia expresiones de fur RODRIGUEZ NATAREN CARLC
Evalla expresiones de fur RUIZ MARTINEZ CARLOS MIG
Evalua expresiones de fur SANTIAGO HERNANDEZ MAR
Evallia expresiones de fur SILIAS VELAZQUEZ XITLALY G
Evalua expresiones de fur TORRES PEREZ ANA PAOLA
Evalla expresiones de fur VELAZQUEZ JIMENEZ CONSU

a

B0 w Wb BB b O Wwh WA O NS B B
BN W R R R RO WE W RSN

3 mar. 49, 8:feb. 282, 1mar. 59, 1_ https://es Ejercicio
1 mar. 32, 1 feb. 282, 1mar. 59, 1. https://es Ejercicio
2 mar. 222, :feb. 289, 1mar. 59, 1. hitps://es Ejercicio
1 mar. 42, 6:feb. 282, 1mar. 52, 1. https://es Ejercicio
0 feb. 282, 1 mar. 5¢, 1: https://es Ejercicio
3 feb. 289, 1feb. 289, 1mar. 59, 1. hitps://es Ejercicio
3 mar. 32, 7:feb. 282, 1mar. 52, 1: https://es Ejercicio
3 mar. 49, 1:feb. 282, 1mar. 59, 1. https://es Ejercicio
2 mar. 52, 1:feb. 289, 1 mar. 59, 1. hitps://es Ejercicio
0 feb. 282, 1 mar. 52, 1: https://es Ejercicio
1 feb. 289, 5feb. 282, 1mar. 59, 1. https://es Ejercicio
1 mar. 49, 1: feb. 289, 1 mar. 59, 1. hitps://es Ejercicio
6 mar. 32, 1: feb. 282, 1mar. 52, 1: https://es Ejercicio
3 mar. 32, 1(feb. 289, 1mar. 59, 1. https://es Ejercicio
4 mar. 52, 5: feb. 282, 1 mar. 52, 1 https://es Ejercicio
1 mar. 49, 1:feb. 282, 1mar. 52, 1. https://es Ejercicio
2 mar. 52, 1:feb. 289, 1mar. 59, 1. https://es Ejercicio
5 mar. 42, 2; feb. 282, 1 mar. 52, 1 https://es Ejercicio

NN RN ENEY PN RN N R R RN N

Imagen 11. Datos descargados de Khan Academy de tareas realizadas durante un semestre.
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Khan Academy y Google Classroom permiten descargar toda esta informacion por
medio de archivos que pueden ser leidos y resumidos con Microsoft Excel (Imagen 11).
Como se observa, el total de la informacion descargada, tiene 2107 filas en las cuales se
describe la informacion de cada tarea realizada por cada uno de los estudiantes.

Con un poco de conocimiento de Excel, se puede aprovechar la funcion de tablas di-
namicas para hacer un resumen de toda esa informacion (Imagen 12) con la cual, segun
el puntaje obtenido de cada estudiante, se puede emitir una calificacion segun los re-
sultados obtenidos y la cantidad de veces que intentaron resolver las tareas durante el
semestre.

Suma de
TAREAS Puntos de Tl de
Intentos
vl Khan
+* ALVAREZ HERNANDEZ GUILLERMO 278 126
+ CRUZ CLEMENTE GRECIA DOLORES 344 73
+ CRUZ JIMENEZ ROSA GUADALUPE 294.5 2
+ CRUZ VELAZQUEZ JORGE ALBERTO 26.5 6
+ ESCOBAR ANGEL DAVID RAFAEL 223 142
+ HERNANDEZ MERCHANT JESUS MARTIN 330.5 107
+LOPEZ RUIZ DANIEL 267.5 105
+*MARTINEZ TORRES ALONDRA 339.5 9%
+ MENDOZA DOMINGUEZ NYDIA YOLERI 338 91
+ OVANDO ROQUE EMANUEL DE JESUS 102 12
+ REYES PORTILLO JORGE SEBASTIAN 331 40
+ RIVERA OVANDO MARIA GUADALUPE 242.5 51
+ RODRIGUEZ NATAREN CARLOS EDUARDO 330.5 106
+ RUIZ MARTINEZ CARLOS MIGUEL 3185 76
+SANTIAGO HERNANDEZ MARIA MONSERRAT 296 190
+SILIAS VELAZQUEZ XITLALY GUADALUPE 224 53
+ TORRES PEREZ ANA PAOLA 286 108
* VELAZQUEZ JIMENEZ CONSUELO GUADALUPE 336.5 139

Imagen 12. Resumen de los datos descargados de Khan Academy

2. CONCLUSIONES

El asunto de la evaluacion es un problema del cual en matematica educativa se han hecho
varias investigaciones al respecto; como ya se ha mencionado, la gran cantidad de alum-
nos que se requiere evaluar es uno de esos problemas porque es muy complicado hacer
una evaluacion detallada de las diversas actividades pues el trabajo es multiplicado y
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exige mucho tiempo realizar esa tarea; por otra parte incorporar elementos automaticos
con tecnologia puede provocar evaluaciones que no sean muy precisas, lo cual seria otro
trabajo a resolver asunto de futuras investigaciones.

Una solucion muy buena al problema de tener que evaluar a los alumnos a distancia
fue dedicar tiempo a tenerlos bien identificados realizando de manera correcta las cuen-
tas con las que ellos iniciarian sesion en la plataforma seleccionada para estudiar la ma-
teria, en la planeacion didactica es muy importante saber a quién se evalta y el alumno
espera que el docente tenga esa claridad del estudiante al que estd evaluando.

Aunque ya se ha regresado a la escuela en forma presencial, los efectos de la incor-
poracion aln estan presentes, ahora, por lo menos en el caso de esta experiencia que se
reporta, nos quedamos con un modelo hibrido que mantiene aquellos elementos que apo-
yan la practica docente. Un estudio interesante seria identificar qué aspectos de las he-
rramientas tecnoldgicas usadas en pandemia se han conservado para su uso en las clases
presenciales.

La experiencia de trabajo descrita en el presente articulo ha sido el resultado de va-
rios semestres de implementacion y mejoria, en los que se ha buscado que el alumno use
el dispositivo movil tanto en el aula como fuera de la escuela. De esto se han identificado
ventajas y desventajas durante el tiempo que se ha usado esta didactica. Entre las venta-
jas se ha observado que el estudiante se compromete mas con su aprendizaje y aprende a
usar su teléfono para actividades mas productivas que suman a su desarrollo, el docente
deja de pasar tanto tiempo calificando uno a uno y se concentra en cosas mas importan-
tes, como atender a quienes tienen m4s dificultad, identificar mas rapido mayores obsta-
culos en el proceso de aprendizaje y ayudar a resolverlos en el aula.
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Tareas logico-matematicas y bloques lagicos
de Dienes: una experiencia de aprendizaje
cooperativo con futuros maestros de infantil
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Carmen Ledn-Mantero
José Carlos Casas-Rosal
Cristina Pedrosa-Jests
Universidad de Cordoba

Resumen: Presentamos una experiencia de trabajo cooperativo con futuros maestros de
infantil basada en el uso de los bloques logicos de Dienes para la resolucion de tareas
de seriacion, ordenacion y transformacion.

Palabras clave: Futuros maestros de infantil; tareas logico-matematicas, bloques logi-
cos de Dienes; aprendizaje cooperativo.

Logical-mathematical tasks and logical blocks of
Dienes: a cooperative learning experience with
preservice early childhood teachers

Abstract: We present a cooperative work experience with preservice early childhood
teachers based on the use of Dienes logical blocks to solve serialization, ordering and
transformation tasks.

Keywords: Preservice early childhood teachers, logical-mathematical tasks, Dienes
Logic Blocks, cooperative learning.

1. INTRODUCCION

La Educacion Infantil es una etapa educativa esencial, en la que se establece como obje-
tivo principal el desarrollo de los discentes de 0 a 6 afios en todas sus dimensiones, a tra-
vés de la busqueda de la autonomia personal, el conocimiento positivo y equilibrado de
si mismos y la educacion en base a los principios basicos de la convivencia en armonia.
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El “Real Decreto 95/2022, de 1 de febrero, por el que se establece la ordenacion y las
ensefianzas minimas de la Educacion Infantil” (2022) indica que en esta etapa se comien-
zan a adquirir las competencias clave para el aprendizaje permanente, entre las que se
encuentra la Competencia matemdtica y competencia en ciencia, tecnologia e ingenieria
(STEM). Esta abarca las destrezas l6gico-matematicas y la iniciacion a las habilidades
numéricas basicas, que se recomienda trabajar en base a la observacion, clasificacion,
cuantificacion, y a través de la manipulacion de objetos y el juego, entre otros.

Asimismo, la legislacion vigente establece entre los objetivos a alcanzar en el alum-
nado de esta etapa, el siguiente objetivo especifico para el desarrollo del pensamiento
matematico: “Iniciarse en las habilidades l6gico-matematica, en la lectoescritura y el
movimiento, el gesto y el ritmo” (“Real Decreto 95/2022”, 2022, p. 14564)

Dada la importancia del desarrollo 16gico-matematico en el alumnado de infantil, re-
sulta esencial que los planes de formacion de los futuros docentes cuenten con un pro-
grama de competencias que incida en los procesos de ensefianza y aprendizaje propios
de las matematicas como futuros profesionales (Baena et al., 2014). A su vez Sowder et
al., (2010) destacan que es preciso planificar y efectuar propuestas que permitan al fu-
turo profesorado reflexionar acerca de las posibles situaciones de ensefianza que favo-
rezcan el desarrollo del pensamiento matematico en su alumnado por lo que es necesario
incluir practicas docentes que impliquen procesos matematicos que permitan desarrollar
una educacion matematica de calidad.

En ese sentido, el uso de materiales manipulativos en las practicas de aula se ha
postulado como un recurso eficaz para la ensefianza de las matematicas ya que estos
proporcionan sentido a los conceptos y estructuras matematicas, algo esencial para el
aprendizaje de las matematicas sobre todo en las primeras edades (Rico Romero y Sego-
via Alex, 2001). Asi, los bloques l6gicos de Dienes constituyen un material estructurado
especialmente adecuado para trabajar tareas de l6gico-matematica en los primeros afios
de Educacion Infantil. Se trata de 48 piezas (figura 1) entre las que se pueden distinguir
diferentes atributos con respecto a sus cuatro cualidades:

¢ Forma: Rectangulo, cuadrado, circulo y tridngulo

e Color: Rojo, amarillo y azul

e Grosor: Fino y grueso

e Tamafio: Grande y pequefio

Siguiendo las aportaciones de Alsina (20006), las tareas sobre l6gico-matematica se
basan en el estudio de las cualidades sensoriales de los objetos desde tres perspectivas
distintas, a saber, identificar las propiedades perceptibles de los objetos, relacionar las
propiedades entre si y operar en base a ellas. Entre las primeras actividades que se pue-
den abordar en las primeras edades encontramos las tareas de clasificacion, ordenacion,
seriacion y transformacion. Su practica en el aula acompafiada de los conocimientos ad-
quiridos por sus experiencias en la vida cotidiana permite desarrollar la capacidad de
razonamiento de los escolares y establece las bases para construir otros conocimientos
matematicos.

Por otro lado, el perfil profesional de los maestros de Educacion Infantil requiere
del “saber hacer” del trabajo en equipo, ya sea con compaferos que pertenezcan a la
misma institucion educativa o no, en aras de atender a cada estudiante de forma eficaz,
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planificando situaciones de aprendizaje en las que se involucren diferentes materias o
engloben un proyecto comin y organizando el trabajo en el aula. Es por ello que el
aprendizaje cooperativo en la formacion inicial de los maestros constituye una practica
docente de calidad gracias a que fomenta el intercambio y el enfrentamiento entre pun-
tos de vista moderadamente divergentes, lo que conlleva una discusion que da lugar a la
revision y reestructuracion de los puntos de vista propios que favorecen el aprendizaje y
el avance intelectual (Colomina y Onrubia, 2001).
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Figura 1. Bloques logicos de Dienes (Ruesga, 2004)

Por todo lo anterior, se presenta una experiencia de aula en la que se abordaron dife-
rentes tareas sobre l6gico-matematica (seriacion, ordenacion y transformacion) en la que
se usan los bloques l6gicos de Dienes como organizador curricular y la técnica de apren-
dizaje cooperativo denominada Rompecabezas de Aronson con alumnado del Grado en
Educacion Infantil.

La técnica del Rompecabezas o Jigsaw de Aronson consiste en realizar una tarea en
equipo sobre una tematica general y, posteriormente organizar al alumnado en grupos de
trabajo, denominados expertos, que se ocupan de analizar una seccidon concreta de con-
tenido (Aronson, 1978).

Para la evaluacion de la tarea se hizo uso de la aplicacion gratuita online Padlet que
permite compartir en un muro comun las fotos de las soluciones obtenidas por los gru-
pos de trabajo y los grupos de expertos. Esta aplicacion constituye una herramienta muy
rapida y comoda que facilita a alumnado y docente el proceso de entrega, retroalimenta-
cion y calificacion de la tarea.
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2. EXPERIENCIA

Esta experiencia se ha llevado a cabo en el marco de la asignatura Desarrollo del pen-
samiento matemdtico impartida en el primer cuatrimestre del primer curso del Grado en
Educacion Infantil de la Universidad de Coérdoba durante el curso 2022/2023 en el de-
sarrollo de una sesion tedrica correspondiente al bloque de contenido 2, titulado Desa-
rrollo del pensamiento logico-matematico. En este se trabajan las distintas situaciones
de aprendizaje que se pueden proponer en el aula de Educacion Infantil para trabajar el
desarrollo 16gico-matematico a través de tareas de seriacion, clasificacion, ordenacion y
transformacion.

Para ello, se realizaron agrupaciones en el grupo-clase de grupos de trabajo hetero-
géneos de seis personas cada uno. A cada grupo se le entreg6 un guion de trabajo estruc-
turado en dos secciones principales basadas en la dindmica de trabajo cooperativo del
Puzle o Rompecabezas de Aronson. En la primera seccion se proponia realizar un con-
junto de seis ejercicios practicos sobre tareas de 16gico-matematica usando los bloques
logicos de Dienes en las que debian participar todos los miembros del grupo cooperativo.
A continuacion, se detallan las actividades:

Actividad 1. Dibujad todas las piezas posibles que completan la siguiente serie. Iden-
tifica cuantas piezas forman el nicleo, construye la tabla que identifica los cambios en
cada cualidad y define cudl es el criterio.

.AIQAI

Figura 2. Imagen que acompaa a la actividad 1

Segun Ruesga (2004), una tarea de seriacion consiste en colocar una hilera de piezas
de acuerdo con determinadas reglas de igualdad o diferencia de atributos entre piezas
consecutivas. En este ejercicio se propone realizar una serie mediante el modo inverso,
es decir, dadas las piezas iniciales de la serie, se solicita que esta se complete y que se
identifique el criterio elegido para su elaboracion.

Actividad 2. Dibujad una serie ritmicamente variable en la que se establezca el crite-
rio: primero (1) diferencia solo en grosor y después (2) diferencia solo en color. Colocad
todas las piezas posibles.

En este caso se propone realizar una serie ritmicamente variable, es decir, aquella en
la que las diferencias o igualdades se repiten periodicamente sobre tres piezas (Ruesga,
2004).
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Actividad 3. Completad la parrilla siguiente con las piezas, colocando los simbolos de
los atributos en la primera fila y columna.

Figura 3. Imagen que acompafia a la actividad 3

La clasificacion mediante rejillas o tableros consiste en colocar en una cuadricula
plana una serie de figuras que responde a la conjuncion de valores de la cuadricula. En
este caso se trata de completar una parrilla en modo inverso, en la que ya aparecen co-
locadas algunas de las piezas. Asi, el alumnado debe identificar los valores a los que co-
rresponde cada fila y cada columna con las tarjetas de atributos y terminar de colocar el
resto de las piezas.

Actividad 4. Colocad los atributos correspondientes en las bifurcaciones de la figura y
dibujad las piezas que faltan. ;Qué piezas se estan ordenando?

© A

Figura 4. Imagen que acompafa a la actividad 4

En este ejercicio se pide que realicen una ordenacién en modo inverso en una estruc-
tura con diagrama de arbol (Ruesga, 2004).”. Es este tipo de actividades debemos dispo-
ner las piezas basandonos en los criterios de ordenacion establecidos. En primer lugar, se
identifican las piezas que se estan ordenando, a continuacion, los atributos que rigen el
criterio de cada una de las ramas del arbol y, por ultimo, se completa la ordenaciéon con
las piezas que faltan.
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Actividad 5. Indica qué elementos se estan ordenando y cual es el criterio para obtener

la siguiente ordenacion.

O

A

Figura 5. Imagen que acompafia a la actividad 5

De forma similar a la actividad anterior, en esta actividad se realiza una ordenacion
vertical en modo inverso, pero en este caso las piezas se disponen en columnas vertica-
les (Ruesga, 2004).

Actividad 6. Dada la siguiente tarea de transformacion, indica el tipo de operador 16-
gico que se trabaja (directo o inverso), asi como la situacion inicial y la transformacion
que se aplica.

Entrada Salida
- - A
. . pequefio

Figura 6. Imagen que acompafia a la actividad 6

Las transformaciones son procedimientos basicos en matematicas (Ruesga, 2004)
que consisten en establecer transformaciones entre conjuntos de piezas en funcion de sus
atributos. En este ejercicio se presenta una transformacion en modo inverso, ya que dado
el criterio de transformacion y la situacion final, se pide la situacion inicial.
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Cuando los grupos de trabajo cooperativo realizaron las actividades, se les solicitd
que se asignasen entre ellos los roles de expertos necesarios para poder abordar la se-
gunda seccion de esta experiencia. La decision debian tomarla en grupo en base a las ca-
pacidades de cada uno observadas en la resolucion de la primera seccion, de tal forma
que dentro de cada grupo hubiera un experto de cada una de las actividades. Ademas,
cada alumno, realiz6 una foto de la actividad de la que eran expertos resuelta por su
grupo de trabajo y la subi6 al muro de trabajo conjunto configurado a través de Padlet.

Una vez tomada la decision, los grupos de trabajo se disolvieron y el grupo-clase se
agrupd6 en los seis grupos de expertos de actividades. A continuacion, se les solicito re-
solver las siguientes actividades:

Expertos actividades 1 y 2. Verificad si las soluciones dadas por los grupos son co-
rrectas o incorrectas y justificad vuestras respuestas

Expertos actividades 3, 4, 5 y 6. ;Cuantas soluciones son validas para este ejercicio?
Si vuestra respuesta es varias, afiadid las soluciones que faltan. Si vuestra respuesta es
que hay una tnica solucion, justificad vuestra decision.

Por ultimo, un representante de cada grupo de expertos expuso las soluciones obteni-
das con el apoyo de las fotos subidas al muro de Padlet y bajo la supervision e interven-
cion, cuando fue necesaria, de la docente encargada de la asignatura en este grupo-clase.

Figura 7. Captura del muro de Padlet

3. RESULTADOS

En general, los grupos de trabajo resolvieron de forma correcta la mayoria de las activi-
dades, sin embargo, encontramos en sus respuestas ciertos errores y dificultades que me-
rece la pena analizar.

En la busqueda del criterio que rige la serie dada en la actividad 1, algunos alumnos no
detectaron que el patron del nticleo con respecto a la forma es circulo-triangulo-cuadrado,
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solo detectaron que las tres forman debian ser distintas. De ahi que su analisis de las cua-
lidades de los elementos que forman el nticleo y la continuacion de la serie arrojara el re-
sultado de la Figura 8.
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Figura 8. Continuacion y andlisis de las cualidades del nucleo de la serie de la actividad 1

En otros casos, a pesar de detectar de forma correcta el patron y analizar las cualida-
des del nacleo adecuadamente, a la hora de establecer el criterio no concretan las dife-
rencias o las igualdades dadas entre piezas consecutivas y olvidan que entre la tercera y
la cuarta pieza hay una diferencia de color y forma solamente (Figura 9)
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Figura 9. Analisis del criterio de la serie de la actividad 1

En el caso de las ordenaciones, la dificultad surge cuando deben sefialar cuales son
los elementos que se estan ordenando. En la figura 10 se muestran los errores cometidos
en las actividades 4 y 5, en las que olvidan indicar que se estan ordenando por un lado
las piezas grandes y gruesas y, por otro, las grandes y amarillas.
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0s 2 ibutosl correspondi en las bifi i de la figura y dibujad las piezas que faltan. ;Qué pie
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Figura 10. Identificacion de las piezas ordenadas en las actividades 4y 5

Es destacable que las actividades de los grupos de expertos se desarrollaran sin nin-
gun tipo de error. Los expertos de la actividad 1 localizaron los errores cometidos por los
grupos de trabajo y los de las actividades 3, 4, 5 y 6 identificaron sin dificultad la uni-
cidad de solucion en estos cuatro ejercicios. En este caso, los expertos de la actividad 2
estuvieron todos de acuerdo en que no se habian cometido errores en la resolucion dada
por los grupos de trabajo de la actividad 2.

4. CONCLUSIONES

A pesar de las dificultades que conlleva el trabajo cooperativo en la gestion de conflictos
por parte del estudiantado y el aumento de la carga de trabajo para el docente, los bene-
ficios obtenidos cuando se usan en el aula dinamicas de este tipo hacen que la balanza se
incline a su favor. Entre estos beneficios se encuentra que cada alumno decide tomar el
rol en el que se encuentra mas comodo y asi poner en juego las capacidades en las que
encuentren mayor afinidad. Por otro lado, la ensefianza entre iguales permite establecer
situaciones de aprendizaje que ayuden a salvar la variabilidad en la percepcion de las es-
tructuras matematicas, a través de las experiencias vividas por nuestros alumnos con res-
pecto a las tareas sobre logico-matematicas.

Por ultimo, el uso de materiales estructurados proporciona experiencias de apren-
dizaje de los conceptos y resultados matematicos a través de su manipulacion y la
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experiencia tras la resolucion de casos practicos. Asimismo, el uso de este tipo de mate-
rial permite la evocacion de representaciones que constituyen la base de la adquisicion
de las estructuras matematicas.
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Resumen: El objetivo de este trabajo es presentar diferentes demostraciones de la pa-
rabola, asi como las posibilidades de su construccion geométrica, utilizando técnicas
de diserio geométrico y el software de geometria dinamica GeoGebra. Como resultado,
traemos un conjunto de tres construcciones realizadas en GeoGebra y disponibles para
su uso, que pueden ser utilizadas como recurso metodologico por parte del docente.
Palabras clave: Pardbola; Geometria; GeoGebra.

Systematic study of the parabola with the
contribution of GeoGebra software

Abstract: The objective of this work is to present different demonstrations of the parab-
ola, as well as possibilities of its geometric construction, using geometric design tech-
niques and the GeoGebra dynamic geometry software. As a result, we bring a set of three
constructions made in GeoGebra and available for use, which can be used as a method-
ological resource by the teacher.

Keywords: Parabola; Geometry, GeoGebra.

1. INTRODUCCION

La Geometria Analitica es una rama de las Matematicas que trae una relacion entre la
Geometria y el Algebra, en la cual podemos analizar cuestiones algebraicas geométrica-
mente y viceversa. En el caso especifico de las parabolas, estas son cominmente estudia-
das en la etapa escolar de forma relacionada con la grafica de una funcion cuadratica. Sin
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embargo, su estudio dentro del campo de la Geometria Analitica suele estar disociado del
estudio de funciones e incluso de su origen como seccion conica.

En este sentido, el problema a investigar en este trabajo surge de la dificultad de los
profesores de Matematica para presentar un abordaje de la parabola diferente a la ense-
flanza tradicional —el binomio pizarra-pincel—, la poca asociacion entre su sesgo alge-
braico, geométrico y analitico, ademas de la poca exploracion de este tema utilizando
tecnologias.

Asli, el objetivo de este trabajo es presentar diferentes demostraciones de la para-
bola, asi como las posibilidades de su construccion geométrica, utilizando técnicas de
disefio geométrico y el software de geometria dindmica GeoGebra. De esta forma, bus-
camos ampliar la discusion del tema y facilitar la comprension del estudiante a partir de
la visualizacién geométrica, considerando que esta relacion es poco discutida en los li-
bros de texto.

2. DIFERENTES FORMAS DE CONSTRUIR LA PARABOLA

En esta seccion, buscamos acercar diferentes formas de construir una parabola y explorar
sus caracteristicas, con sugerencias didacticas desde técnicas de dibujo geométrico ma-
nual hasta las posibilidades con el software de geometria dinamica GeoGebra, con el fin
de facilitar la ensefianza y la visualizacion geométrica del alumno.

2.1. La parabola a través de pliegues de papel

Los pasos para entender esta construccion son, respectivamente:

1. Cuando tomamos una hoja de papel cuadrada (preferiblemente), debemos dibu-
jar una linea d y marcar un punto F dentro de ella, que no pertenece a la linea d;

2. Apartir de esto, elija cualquier punto, perteneciente a la linea d y doble la hoja, de
modo que el punto elegido coincida con el punto F;

3. Al desdoblar la hoja, debe haber pliegues producidos por el plegado realizado;

4. Repitiendo este proceso varias veces, considerando el mayor niimero de puntos
posible, veremos que todos los pliegues marcados en el papel formaran la figura
de una parabola de foco F'y directriz d, correspondiente a la linea trazada inicial-
mente en el papel.

Podemos ver esta construccion ejemplificada en la Figura 1:
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Figura 1

También traemos la posibilidad de transponer esta construccion realizada con lapiz y
papel de forma fisica al entorno de geometria dindmica de GeoGebra, como en la Figura 2:

DRSS 0 mENE D e

Tllecs

..

Figura 2

En la Figura 2, el punto D deslizante en la linea muestra la curva de la parabola desde
la trayectoria del punto F. La linea / en azul, que se muestra en la Figura 2, representa
una linea tangente a la parabola con foco F'y directriz d. Habilitando la funcion “mostrar
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trazo”

, tenemos las diversas rectas tangentes que se pueden trazar y que corresponden al

lugar geométrico de la pardbola, como se ilustra en la Figura 3:

Figura 3

Las lineas tangentes en azul corresponden a pliegues de papel y se pueden construir
en una secuencia de pasos simples en GeoGebra, tanto en el software como en la version
de la aplicacion para teléfonos inteligentes:

1.

10.

48

Construye una recta d que sera la directriz de la parabola y un punto F fuera de la
recta d, que correspondera al foco de la parabola;

. Construya un punto de deslizamiento D sobre la directriz d, usando la herramienta

“punto en objeto”;

. Dibuja un segmento de linea que conecte el punto D con el punto F;
. Con la herramienta “punto medio”, construya el punto medio del segmento DF;
. Dibujar una linea perpendicular al segmento DF, pasando por el punto medio

construido;

. Dibuje otra linea perpendicular a la linea directriz d, pasando por el punto de des-

lizamiento D en ella;

. Con la herramienta “interseccion entre dos objetos”, construya el punto de inter-

seccion entre las dos perpendiculares construidas;

. Con la herramienta “lugar geométrico”, haga clic en el punto de deslizamiento D

sobre la recta directriz y en el punto de interseccion de las dos perpendiculares;

. Aparecera un lugar geométrico correspondiente a la parabola de foco F'y direc-

triz d,

La recta perpendicular que pasa por el punto medio de DF es tangente a la pa-
rabola. Al hacer clic sobre esta linea con el botén derecho del ratén y “habilitar
rastro”, mueva el punto deslizante D sobre la directriz y se trazaran las lineas tan-
gentes a la parabola, correspondientes a los pliegues del papel.
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Esta construccion esta disponible en la comunidad geogebra.org y se puede acceder a
ella a través de la direccion electronica: https://www.geogebra.org/m/ujp8gym;.

2.2. Construyendo la parabola con regla y compas

Otra posibilidad de construir la parabola como un lugar geométrico es mediante el uso de
técnicas de dibujo geométrico con instrumentos de regla y compas.

Por lo tanto, podemos comenzar el boceto de esta construccion en funcion de la se-
cuencia de pasos:

1.

2.

@

Dibuja una linea directriz d y cualquier punto fuera de F, que sera el foco de la
parabola;

Dibuje una linea perpendicular a d que pase por F. El punto de interseccion de la
linea perpendicular y la directriz d es nuestro punto 4 (como en la Figura 4);
Obtener el punto medio del segmento 74 como el punto V, vértice de la parabola;
Dibuja otra linea r paralela a d, a una distancia 4

Dibujar tantas rectas paralelas a d como se desee, considerando las distancias 4,,
hs, ..., h, . Mide estas distancias con la apertura de la propia brujula;

. Coloque la punta seca del compas en F'y la apertura formando un radio igual a 4,.

A partir de esto, describa un arco que intercepte r, en puntos P,y P,’;

. Luego, abriendo el compas con un radio igual a /,, dibujar otro arco interceptando

r,hasta P,y P,’, y asi sucesivamente, hasta los puntos P,y P,;

. La parabola sera la curva que pasa V por y los pares de puntos P,y P/, P,y P,

P;y P;y' hasta P,y P,.

Un esquema de este modelo se puede presentar en las Figuras 4, 5y 6:

Figura 4
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Figura 5

Figura 6

Tenga en cuenta que la curva que pasa por los puntos V, P,y P, forma la pardbola
indicada. También podemos realizar esta construccion en GeoGebra, como se ilustra en
la Figura 7.

Es posible notar la simetria de la pardbola cuando dibujamos una linea que pasa por
el segmento FA e incluso discutirlo en el aula, comparandolo con otros modelos de cons-
truccion de la pardbola. Esta construccion esta disponible para su uso en: https:/www.
geogebra.org/m/kc7axkh6.
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2.3. La parabola a partir de centros de circulos

Una definicion menos comun, pero no menos importante, de la pardbola muestra como
podemos considerarla desde una perspectiva diferente a cominmente encontrado en los
libros de texto, usando circulos.

La definicion usual de una parabola es: La parabola con foco F'y directriz recta d es el
lugar geométrico de los puntos equidistantes del foco y de la directriz. Si P es un punto en
la parabola, la perpendicular a d que pasa por P corta a d en T, tal que PT = PF. Por tanto,
C(P, PF2)es tangente a d en T. Esta construccion se puede invertir, de modo que llegamos
a otra definicidn de pardbola, equivalente a la habitual: La parabola es el lugar geométrico
de los centros de las circunferencias que contienen el punto /'y tocan la linea d.

De esta definicion podemos inferir que: dado un foco F'y una directriz d, considere-
mos todas las circunferencias que pasan por F'y son tangentes a d. El conjunto de cen-
tros C de todas estas circunferencias corresponden a una parabola de foco F'y directriz
d. Tal definicion se puede ver en la Figura 8:

Figura 8
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El GeoGebra trae una forma de entender la definicion indicada en la Figura 9 de una
manera mas dindmica, como se ejemplifica en las Figuras 9 y 10:

DB
. |

ACT

a=2
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Figura 9
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\ |
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u R R, 5 g (R R e

Figura 10

Vale la pena mencionar que este enfoque es inusual, de hecho. Pero también utiliza
la distancia entre dos puntos en Geometria Analitica para demostrar que la medida del
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radio del circulo corresponde a la medida de la distancia del centro de este circulo a la
directriz, cumpliendo la definiciéon matematica de una pardbola.

Parte del protocolo de esta construccion es similar a la construccion presentada en el
inciso anterior, con la diferencia de ver las circunferencias y sus radios. Esta compilacion
también esta disponible en la comunidad geogebra.org y esta lista para uso en el aula en
https://www.geogebra.org/m/sdkgzavy.

3. CONSIDERACIONES FINALES

Buscamos explorar la parabola y sus caracteristicas en este trabajo, buscando una com-
prension que relacione diferentes formas de construir la pardbola y de comprenderla. Las
construcciones presentadas pueden ser exploradas en el contexto de las aulas de la Es-
cuela Secundaria.

Ademas, también trajimos el uso de la tecnologia en la exploracion de sus elementos
utilizando el software de geometria dindmica GeoGebra, a partir de algunas posibilida-
des de construccion geométrica de la parabola, con el fin de subsidiar el trabajo del pro-
fesor de matematicas y ofrecer una lectura que ayude a la estudiante en la comprension
de este tema, a través de la visualizacion geométrica.
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y deducciones lagicas en los libros de texto de
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Resumen: En la materia de matemdticas del bachillerato cientifico-tecnologico, se
presta especial hincapié a labores relativas al calculo. En cambio, las demostraciones y
los procesos deductivos estan ligados a un segundo plano.

En este articulo se presenta un andlisis del tratamiento de las demostraciones y los pro-
cesos deductivos en los libros del texto de las dos ultimas décadas. Asi, para completar
este analisis y aportar una nueva vision al respecto, se presentard una propuesta a se-
guir para incluir estos conocimientos en el bachillerato.

Palabras clave Demostracion matematica; proceso deductivo, bachillerato cientifico;
libros de texto, logica,; razonamiento.

Study of the treatment of logical proofs and
deductions in mathematics textbooks and proposal
for improvement in this regard

Abstract: In the subject of mathematics of the scientific-technological baccalaureate,
special emphasis is given to tasks related to calculation. Instead, the proofs and deduc-
tive processes are tied to the background.

This article presents an analysis of the treatment of proofs and deductive processes in
the textbooks of the last two decades. Thus, to complete this analysis and provide a new
vision in this regard, a proposal will be presented to follow to include this knowledge in
high school.

Keywords Mathematical proof; deductive process; scientific baccalaureate; textbooks;
logic; reasoning.
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1. INTRODUCCION

Socialmente se considera que las matematicas consisten en una multitud de herramientas
de calculo. Pocas veces se relacionan las matematicas con otras perspectivas diferentes
que no sean los numeros, las operaciones o los problemas. Entonces, ;son realmente las
matematicas meras herramientas de calculo? La respuesta es negativa y cualquier per-
sona que haya cursado estudios superiores en matematicas es consciente de ello. Sin em-
bargo, durante la educacion secundaria y el bachillerato so6lo se ensefia al alumnado esta
vision meramente numeérica de las matematicas.

Uno de los conceptos poco trabajados en las aulas de matematicas, a pesar de su im-
portancia, son las demostraciones y, junto con ellas, los procesos deductivos. Hay mu-
chas definiciones acerca de lo que se entiende por demostracion, algunas de ellas pueden
ser las siguientes:

“Podemos considerar la demostracion de una proposiciéon p como una cadena finita de
transformaciones que se realizan mediante reglas logicas y que se forman a partir de proposi-
ciones verdaderas' o supuestamente verdaderas? y las cuales nos conducen a la proposicion p.”
(Lodono, 2006)

“Por demostracion se entiende el procedimiento en que partiendo de unas ciertas hipotesis
y mediante razonamientos logicos se consigue la conclusion deseada. (...) El propio Euclides?
demostré que el nimero de primos es infinito partiendo de que solamente habia una cantidad
finita de ellos.” (Saenz, 2002, pag. 48)

Tras la lectura de estas definiciones, podemos entender por demostraciéon como un
proceso tras el cual se verifica la veracidad de una hipétesis. Este hecho, que a la socie-
dad coloquial le puede parecer desligado de las matematicas, es la base de esta ciencia
que se basa en teoremas, verdades que son eternas por el hecho de haber sido demostra-
das. En este sentido, cualquier lector de este articulo se puede hacer las siguientes pre-
guntas: ;he estudiado alguna demostracion en la educacion secundaria? jalguna vez en
clase de matematicas se habl6 acerca de este concepto? ;me comentaron mis profesores
del instituto la importancia de las demostraciones en las matematicas?

Aunque en algunos casos pueda haber alguna respuesta afirmativa, la realidad es que,
probablemente, la mayoria de respuestas a estas preguntas sean negativas. Este hecho se vis-
lumbra muy bien en el nivel que tienen los alumnos de nuevo ingreso en las carreras cienti-
fico tecnologicas, para los cuales existen los conocidos “Curso 0 al inicio de estas carreras
universitarias para que sus nuevos alumnos adquieran el nivel necesario en este sentido.

Con esta perspectiva, se hace esencial la introduccion de las demostraciones y de los
procesos deductivos como un pilar fundamental de la ensefianza de las matematicas. En
algunos articulos como (Vazquez Mourazos, 2020) se aporta una estrategia de introduc-
cion de conceptos relacionados con las demostraciones y el pensamiento logico desde
la perspectiva de la secundaria. Sin embargo, en este articulo se pretendera ir mas alla y

1. Las proposiciones verdaderas son las que se conocen como tautologias.
2. Las proposiciones supuestamente verdaderas son las que se conocen con el nombre de hipotesis.
3. Lo que hizo Euclides fue llegar a una contradiccion suponiendo que el nimero de primos era finito.
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hacer un analisis del tratamiento de las demostraciones en los libros de texto en las tlti-
mas dos décadas. Todo ello, para proponer una serie de ejemplos que ayuden a la intro-
duccidn de estos conceptos en los estudios del bachillerato, etapa previa a la universidad.

2. ESTUDIO DEL TRATAMIENTO DE LAS DEMOSTRACIONES Y LOS
PROCESOS DEDUCTIVOS EN LOS LIBROS DE TEXTO

Para dar comienzo a este apartado, se empezara haciendo referencia a algunos trabajos
que ya han estudiado este tema. Asi, en el articulo (Ruiz de Gauna Gorostiza, Davila ,
Etxeberria, & Sarasua, 2013) se hace un analisis de los libros de texto durante los pri-
meros aflos de la democracia hasta la LOGSE. A este respecto, el articulo concluye ex-
poniendo: “Los libros de la primera etapa de la LGE se llenaron de escritura simbolica
vy de métodos deductivos, eran libros del profesor, no del alumno y algunos de ellos muy
formalistas” (pag. 276). Sin embargo, se hace notar, al mismo tiempo, que segliin avan-
zaba la sociedad y se abria Espaiia tras la dictadura, los libros de texto también lo hacian
hacia una perspectiva mas pedagogica. En la publicacion se refleja diciendo: “Ya en la
segunda etapa de la LGE, habia textos en los que se proponian caminos, se hacian su-
gerencias, se utilizaban las grdficas para indagar en las demostraciones y se abrian li-
neas innovadoras.” (pag. 276).

Entonces, viendo esta primera reflexion sobre lo que acontecia hace en torno a 50-60
afios, se pueden obtener algunas conclusiones. Pues bien, se indica que el nivel de rigurosi-
dad que se planteaba en la primera etapa de la LGE se enfocaba hacia el profesorado, pero
no hacia el alumnado debido a su complejidad. Sin embargo, el modelo del que se habla en
la segunda etapa se aproxima mas a lo que deberia ser la educacion matematica. Es decir,
se trata de un modelo que guia progresivamente a los alumnos hacia el conocimiento ha-
ciendo que éstos descubran por ellos mismos las propiedades, las formulas y sean capaces
de vislumbrar lo que se pretende mostrarles a través de ejemplos graficos u otras técnicas.
Asi, lo ideal seria un modelo en el que no se agobie al alumnado con conceptos nuevos pi-
diéndoles un nivel de rigor que ain no dominan, pero que si se les haga una introduccion
progresiva y adecuada hacia el nivel que tendran que dominar en un futuro.

Como se ha visto con esa muestra del articulo citado, los libros de texto dependen del
momento histdrico y de la sociedad, pero, al mismo tiempo, también lo hacen de las leyes
educativa o de las editoriales entre otros diversos factores. Para mostrar un analisis mas cer-
cano a nuestro tiempo, se hara un repaso por algunos manuales de las dos Gltimas décadas.

En la Figura 1 se observa un extracto del libro de primer curso del bachillerato de
(Colera, Oliveira, Garcia, & Santaella, 2012). En dicha imagen, se puede observar un tra-
tamiento muy pobre de las demostraciones. Unicamente se limita a enumerar una serie
de resultados que los alumnos deberan creer con fe ciega y sin haberlos analizado pre-
viamente. No se aporta una demostracion, ni una interpretacion de la demostracion, ni
siquiera unas pautas del motivo por el cual dichos resultados son ciertos. Bien es verdad
que se tratan de teoremas muy obvios e incluso intuitivos. Sin embargo, si el tinico ali-
ciente que tienen los alumnos para creer en dichos resultados es el simple hecho de que
éstos aparecen reflejados en el libro de texto, se estard a contribuir a un crecimiento muy
pobre e inexistente del espiritu critico de los estudiantes.
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TEOREMAS

T.1 P[A]=1-PlA]

T.2 P[d]=0

T.3 SiACB, entonces P[B] =P[A] + P[B-—A]

T.4 SiACB, entonces P[A] < P[B]

T.5 SiA,, A, .., A, son incompatibles dos a dos, entohces;
PlAUA,U..UA,)=P[A ]+ P[A])+..+Pl4,]

T.6 P[AUB]=P[A]l + P[B] - P[ANB]

T.7 Siel espacio muestral E es finito y un suceso es

S = {x, X,, ..., X}, entonces:

P[S] = Plx,] + Plx,] + ... + Plx]

Figura 1.Teoremas de estadistica en matematicas I de Anaya (2012), pag. 353.

se consideren, entre otros factores.

58

Esto hace cuestionar si a lo largo de los ultimos afios esta situacion haya sido analoga.
Por consiguiente, es interesante analizar los antiguos libros de texto y ver su evolucion.
En este sentido, las diferencias son notorias dependiendo también de las editoriales que

Teorema do valor medio de Lagrange

Sexat unha funcidn continua en [a, bj e derivable en (a, b). Existe
« Polo menos un puntoc € (a, b) que verifica:

()= 1016

Demostracion

Sexa a ecuacion da recta que pasa polos puntos (a, f(a)) e (b, f(b)):

(x — a) + f(a)

por g f{b) - ;(a)

b -
e consideremos a funcién h definida como:

o) -t

hix) = {x) = g(x) = f(x) = &

) — fa)

Observemos que a funcién h verifica as condicions do teorema de Rolle, xa
que é continua en [a, b), derivable en (a, &) e h{a) = h{b) = 0. Polo tanto,
existe algin ¢ € (a, b) para o que h'(c) = 0. Mais:

e = 1(0) f(b; _lta)

BUCET R

Joseph Louis de Lagrange

Matematico francés (1736-1813).

Entre toda a sta obra dedicada 6
campo da andlise, a mecdnica e
a mecanica celeste, cabe salien-
tar a Théorie des fonctions
analytiques, publicada en 1797.

MNesta obra encontrou A. L.
Cauchy os puntos de partida para
resalver as deficiencias existen-
tes ata daquela nos fundamentos
da andlise.

Figura 2. Teorema del valor medio en matematicas II de Rodeira (2001), pag. 265.
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En la Figura 2 se puede ver un extracto del manual (Goémez Gejo & Garcia Sanmar-
tin (Eds.), 2001) de la editorial Rodeira. En ella, se muestra como a lo largo del libro
se observan ciertos recuadros (como el que se muestra) donde se indican teoremas re-
levantes del temario con una demostracion del mismo donde se utilizan conocimientos
aprendidos en temas anteriores. De este modo, se fomenta esa asociacion de ideas y la
integracion del conocimiento.

Esto podria hacer pensar que entre finales de los 90’s y principios del nuevo milenio,
los libros de texto tenian otro enfoque diferente del que vienen teniendo en los Gltimos
afios en lo que se refiere a los procedimientos deductivos. Sin embargo, esto no tiene por
qué ser asi, el hecho de encontrar una referencia como la que se ha mostrado no es mues-
tra de que realmente en cursos pasados fuese mejor el tratamiento de estos aspectos. De
hecho, dependiendo de la editorial que se considere, el tratamiento es muy diverso.

Se puede tomar como ejemplo (Alvarez & Ruiz, 1999) de la editorial Vicens Vives.
Este libro de texto, del segundo curso del bachillerato, data del afio 1999 pero su trata-
miento de las demostraciones dista mucho de presentarlas como algo relevante e impor-
tante. En las paginas 185, 188 0 212 se muestran diferentes teoremas que carecen de una
demostracion o de una interpretacion geométrica que las explique. Unicamente se pre-
sentan los resultados de la forma en que se muestra en la Figura 3 y se acompaian de
una serie de ejercicios resueltos con los que tener un modelo que seguir en la realizacion
de los ejercicios que se proponen para los alumnos.

Teorema de Weierstrass

Este teorema se refiere a las condiciones en que una funcién alcanza sus
valores méximo y minimo sobre un intervalo.

Se dice que f alcanza, o tiene, valores mdximo y minimo sobre el inter-
valo I, contenido en su dominio, cuando existen dos nimeros x, ¥ X, en |
I tales que para todo x€l,

fx,) = f(x) = f(x,).

En ese caso, se dice que falcanza sobre I el valor mdximo en x, y el minimo
en X, y que sus valores maximo y minimo son, respectivamente, f(x,) y f(x,).

El méximo y el minimo reciben el nombre de valores extremos. A veces se
les llama también extremos absolutos para diferenciarlos de los extremos
relativos.

Figura 3. Teorema de Weierstrass matematicas Il en Vicens Vives (1999), pag. 188.

Sin embargo, aunque tiene este tipo de carencias en lo que se refiere al proceso de ra-
zonamiento matematico, tiene ciertos aspectos muy interesantes desde el punto de vista del
lenguaje matematico. Pues bien, para que resulte mas comprensible el estudio de la esta-
distica, este manual incluye entre sus contenidos las Leyes de Morgan y los aspectos basi-
cos de la teoria de conjuntos que son esenciales en el lenguaje matematico y para la buena
comprension de aspectos relacionados con probabilidad. Este hecho se puede comprobar
en las paginas 24-29 de dicha referencia donde incluso se expone lo que es un diagrama de
Venn y los utiliza para ejemplificar y mostrar de forma visual los resultados introducidos.
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Para entender la filosofia que siguen estos manuales en el bachillerato, también es ne-
cesario ver la forma en que estos mismos libros de texto tratan estos temas en los tltimos
cursos de la E.S.O. Por ello, teniendo en cuenta esta misma época (finales de la década de
los 90°s principios del 2000) se analizard algiin manual de estos ultimos cursos de la edu-
cacion secundaria obligatoria. Concretamente, se tomaron los ejemplares de (Gill Mar-
tos, 1999) relativo a 3° de 1a E.S.O y (Colera R. , 1999) correspondiente al ultimo curso
de la misma etapa educativa.

En el ejemplar de (Gill Martos, 1999) es especialmente interesante algunas muestras de
integracion del conocimiento con el fin ultimo de deducir propiedades nuevas a partir de
las que ya son conocidas. Un ejemplo de esta practica se encuentra en la pagina 163 cuando
se deduce la formula de la superficie de la esfera utilizando la expresion del volumen de
una piramide y del volumen de la esfera (vistos con anterioridad en el temario del libro).
Ademas, con esta técnica, que se puede ver en la Figura 4, se esta introduciendo al alum-
nado, sin que éste lo sepa, en los fundamentos basicos del célculo integral al mostrar un
procedimiento idéntico al método exhaustivo* que ya utiliz6 Arquimedes en su tiempo para
obtener el area de una circunferencia. Ademas, son ideas que se utilizan con frecuencia en
campos avanzados como el concepto de discretizacion dentro de la matematica aplicada.

El volumen de la esfera se puede aproximar sumando los volimenes de
muchas pirdmides triangulares iguales, cuyas bases (tridngulos) estdn ins-
critos o circunscritos en la superficie esférica y cuyos vértices estdn en el
centro de la esfera,

Silamamos By, B; ..., B, al drea de las bases de las pirdmides y h es 1a al-
tura de cada pirdmide, resulta que el volumen de la esfera se aproxima a:

1 1 1 1
—Bh+—Bh+..+—Bh=— ‘
5 B 3 B.h + 3 B,k 3 (Bi+Bs+ ..+ B)h

A medida que el mimero de tridngulos sobre la esfera aumenta, ocu-
TTE que:

* La suma de las dreas de las bases de las pirdmides B, + B, + ... + B,
tiende a ser el drea S de la superficie esférica.

* Las alturas (/) de las pirdmides tienden a ser el radio (R) de la super-
ficie esférica.

1
Por lo tanto, el volumen de la esfera es V= 3 S h, y teniendo en
cuenta el valor del volumen de la esfera visto en la pigina anterior, resulta:
V= £ mR? = ES S-h
3 3
de donde
§=4nR*

Figura 4. Demostracion de la superficie de una esfera en 3° ESO en Santillana, pag. 163.

4. Arquimedes (287 B.C. — 212 B.C) utiliz6 un calculo integral limitado pero riguroso, que precedié en
casi 200 afos a la invencion del Calculo Integral de Newton, y que us6 para calcular areas y volumenes de fi-
guras curvilineas.
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Por otra parte, en (Colera R. , 1999) se introducen algunos métodos de deduccion y
demostracion como puede ser el método de induccion, tal y como se puede apreciar en
la Figura 5. Con esta perspectiva, se procura introducir algunos procedimientos basi-
cos que son utilizados de forma asidua en el pensamiento matematico. Ademas, con la
ayuda de este tipo de razonamiento abstracto, se esta trabajando conjuntamente aspec-
tos del lenguaje matematico y del proceso del simbolismo para representar situaciones
reales mediante la simbologia matematica. De este modo, se estaria trabajando conjun-
tamente ambos aspectos, los procesos de razonamiento y el lenguaje simbdlico, dentro
de una misma actividad.

P{1) verdadeira Método de induceidn

I Desexamos demostrar que unha propiedade, P(n), é vélida para calquera

I PI2) vercadeira namero natural, n. Paraiso procedemos asi:
1. Probamos que se verifica para n = 1: P(1) é certa.

2. Probamos que se fose verdadeira para un certo valor de n, enton ta-

Pin) verdadeia [ {
)

. ; P13} verdadeira mén serfa verdadeira para o seguinte, n + 1. E dicir, probamos que:
Pin + 1) verdadeira [y 3 P(n) écerta = P(n+ 1) écerta.
I P{4) verdadeira (Obsérvese que non se dique P(n) sexa certa, sendn que se o fose, tamén

1 oseria P(n+1).)
Figura 5. Método de Induccion en 4° ESO en Anaya (1999), pag. 264.

Asi, se pueden sacar, a priori, algunas conclusiones sobre lo visto hasta al momento.
Se puede apreciar que a finales de la década de los 90’s y principios de los 2000, habia
un interés mayor sobre la introduccion de los procesos deductivos y el entendimiento del
alumnado del simbolismo matematico para expresar la realidad. De hecho, la introduc-
cion de estos conceptos en los ultimos cursos de la E.S.O propicia que esta labor, a lo
largo del bachillerato, fuese mucho mas fructifera.

Sin embargo, a pesar de la perspectiva que aportan en los extractos sacados de estos
libros de texto, lo cierto es que los ejercicios y actividades que plantean, de forma gené-
rica, son del tipo calcular o resolver. Asi mismo, el hecho de que aparezcan reflejados en
los libros de texto demostraciones o razonamientos como los vistos en la Figura 2, la Fi-
gura 4 o la Figura 5 son utiles siempre y cuando los docentes hagan hincapié en dichos
enfoques. Pero, si, por el contrario, los docentes se limitan a que los alumnos realicen los
ejercicios de calculo de dichos ejemplares, unicamente aquellos alumnos con un poco de
curiosidad aprovecharan los recursos mostrados. Asi mismo, si es cierto que a principios
del presente milenio los libros de texto si tenian presente esta perspectiva en sus ejempla-
res, pero no lo reflejan en sus actividades o ejercicios de una forma clara y concisa pro-
vocando que los alumnos practiquen y manipulen las demostraciones, los razonamientos
y la escritura matematica para manejar con soltura estos aspectos del conocimiento.

En esta misma linea, se sitlan manuales mas actuales. En el ejemplar de (Nieto,
2011), un manual de 1° de Bachillerato del afio 2011, se sigue una estructura genérica en
todos los temas. Se presentan lecciones muy cargadas de contenido resaltando en cua-
dros como en los que se muestra en la Figura 6 los resultados a los que se va llegando.
Posteriormente, se presentan ejercicios resueltos y explicados para que, luego, en la 1l-
tima de las paginas de cada leccion los pupilos reproduzcan estas resoluciones en otros
ejercicios del mismo estilo, pero con numeros diferentes.
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« El teorema de los senos afirma que, en un tridngulo cualquiera, los
lados son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos.

a D fes i o
senA senB senC

Figura 6. Teorema del seno en Editex (2011), pag. 96.

Asi, aumenta una mala praxis que se incrementa segln el paso del tiempo. Al igual
que sucedia en la Figura 1 donde se muestra un extracto del manual (Colera, Oliveira,
Garcia, & Santaella, 2012), la filosofia seguida es la similar a este caso. Se enmarcan los
resultados en recuadros llamativos para que los alumnos tengan a mano las herramientas
a usar en las resoluciones mecanicas de los ejercicios.

Si f{x) =x" entonces f(x) =ax""!, n e N.
Demostracion:
Para demostrarlo usamos la definicidn de derivada y la regla de Ruffini para calcular el limite:
B —x"=(b—x)- (b +x b2 +x2b 3+ L+ xlp )
fB-fx . b"-x" (B-x)- ™' +x-b"2+x’ b+ +x"?.b+x"D)
x

I =iy =
bﬂ’i b—x bl—’)’:' b—x

&) =iim
b

—*X -

Iim (b"_l +xb" 2+ f'_l)= m" . cqd.
b—=x

Figura 7. Demostracion de la formula de la derivada de la n-ésima potencia en Marea Verde
(plataforma web), pag. 353.

Para terminar con este analisis de los libros de texto, en la Figura 7 se observa un
extracto de los apuntes actuales que se pueden obtener en la plataforma “Marea Verde”
(Muiioz & Moya, s.f.). En dicho extracto, se vuelve a ver una tematica recurrente, se ob-
serva el resultado resaltado en un recuadro y la demostracion aparece como a modo de
curiosidad. Luego, en los ejercicios no se observa ninguna reflexion acerca de las demos-
traciones o de los resultados mostrados y tampoco se pide que los alumnos intenten de-
ducir y escribir matematicamente algun resultado sencillo.

Asi pues, se comprueba que el uso de los libros de texto no es suficiente para trabajar
las dimensiones del razonamiento matematico y del lenguaje simbolico. Sin embargo,
si pueden resultar de apoyo aquellos manuales que incluyan alguna demostracioén para
que el docente, mediante su explicacion, apoye visualmente el contenido de los manua-
les con el fin de que los alumnos comprendan las dimensiones de los diferentes razona-
mientos. De hecho, si la Gnica relacion que tienen con las demostraciones es que éstas
aparecen a continuacion de los resultados a modo de curiosidad, los alumnos toman la
concepcion de que éstas son irrelevantes. En este sentido, en (Wheeler, 1990, pag. 3)
se expresa esta idea diciendo: “son simplemente un juego, porque saben cudl es resul-
tado”. De esta forma, se pueden extraer varias ideas basicas de las reflexiones obteni-
das de este analisis:
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¢ El enfoque de los libros de texto no ha variado en gran medida en las dos tltimas
décadas. Aun asi, se aprecian diferencias en la forma en la que éstos presentan
sus ejercicios y actividades y su evolucion al respecto se enfoca hacia los cono-
cidos “ejercicios tipo” que consisten en la resolucion metodica y reproductiva de
un método de célculo.

* En general, carecen de ejercicios y actividades que impliquen razonar y aplicar
métodos logicos para llegar a un resultado. En otras palabras, no se muestran ac-
tividades de una taxonomia de Bloom avanzada o de un pensamiento matematico
avanzado que permita trabajar los procesos de deduccion y demostracion junto
con el lenguaje matematico.

¢ De forma frecuente, aparecen recuadros enmarcando los resultados que deben de
utilizar los alumnos en esos ejercicios metddicos que se presentan al final de las
unidades. Sin embargo, en algunos de ellos se presentan, a continuacion de dichos
recuadros, las demostraciones de los resultados mostrados, por lo que los docen-
tes deberian de explicar y razonar junto con sus alumnos estos procedimientos
para que éstos se acostumbren al escepticismo y razonamiento cientifico.

3. PROPUESTA DE MEJORA

En este apartado se procedera a aportar una propuesta de mejora a modo de ejemplifica-
cidn para mejorar la perspectiva vista en la seccion anterior. Con ello no se pretende dar
una receta infalible al respecto, pues el tema a tratar no tiene una solucion unica e imba-
tible, sino que se intentara formular una serie de pautas a seguir en base a lo visto hasta
el momento.

Con este afan, se tomara una serie de ejemplos del curriculum de bachillerato en los
que se puede dar un enfoque diferente para introducir las novedades aqui planteadas.
Asi, se planteara una serie de ejercicios y actividades redactas de un modo diferente para
involucrar en ellas el empleo de técnicas de demostracion y conocimientos del lenguaje
matematico.

3.1. Demostracion de la suma de » los primeros niimeros impares

Uno de los contenidos en el bloque de algebra en el bachillerato son las sucesiones de
numeros. De hecho, en el decreto 86/2015 (Decreto 86/2015, 2015) uno de los conteni-
dos en dicha etapa es el B2.3 que dice: “Sucesiones numéricas: término general, mono-
tonia y anotacion”. En este sentido, uno de los contenidos fundamentales en esta unidad
es la suma de los términos de una sucesion. Para ello, se dota de una serie de formulas a
los alumnos, pero, en muchas ocasiones, sin demostrarlas.

Por eso, una buena iniciativa seria que los alumnos tentasen demostrar el sentido de
las formulas que utilizan en lugar de creerlas ciegamente. Con este afan, se pueden intro-
ducir los diferentes métodos de demostracion que los alumnos deberian de manejar. Por
ejemplo, uno de los contenidos del bachillerato establecidos en el decreto 86/2015 (De-
creto 86/2015, 2015) dice: “Métodos de demostracion: resolucion al absurdo, método de
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induccion, contraejemplos, razonamientos encadenados, etc.”. Por ello, se plantea la si-
guiente actividad:

Actividad: Deduce una formula para la suma de los n primeros numeros naturales impa-

res. Para ello, ten en cuenta que el n-ésimo numero natural impar se puede escribir como
2n—1; V n € Ny ten presente la siguiente imagen que servird de ayuda:

Figura 8: Suma de los n primeros nimeros impares

Una vez obtenida la férmula tienes una suposicion de que estas en lo correcto. Sin
embargo, no la has comprobado para todos los numeros y, por tanto, no la has demos-
trado. Para asegurar que es correcta demuéstrala por induccion siguiendo los siguientes
pasos:

1. Comprueba si realmente es cierta la formula (pues podria no serlo), para ello, ob-

serva si se verifica para los primeros nimeros mas sencillos.

2. Si has encontrado algin niimero para el que no se verifique entonces la formula
es incorrecta. En caso contrario, debes tratar de buscar una forma de comprobar la
formula para cualquier nimero, es decir, para un niimero arbitrario n.

3. Ya que has comprobado que la formula es cierta para los primeros niimeros natu-
rales impares, puedes suponer que se cumple para n-1.

4. Ante la anterior suposicion, conoces la suma de los n-1 primeros niimeros impa-
res. Entonces, sumandole a dicha suma el valor del n-ésimo nimero impar, debe-
rias de obtener la formula que calculaste.

En esta actividad, empleando un recurso grafico, se intenta despertar el sentido de-
ductivo de los alumnos. Se plantea que deduzcan una formula para la suma de los » pri-
meros numeros impares. Sin embargo, se les indica que la férmula obtenida debe ser
demostrada, pues, en caso contrario, no tienen ninguna certeza de que sea valida para el
caso general (se fomenta el escepticismo cientifico). Asi, se les indica en primer lugar
que la comprueben con algunos nlimeros sencillos para que, luego, si creen que es valida,
procedan mediante induccion. De este modo, se darian cuenta que n puede ser cualquier
nimero natural (el verdadero significado de V n € N) y, por tanto, no estarian compro-
bando que la férmula se cumple para un numero concreto, sino para cualquier n arbitra-
rio. Con esta propuesta se estaria poniendo en practica el contenido de la Figura 5.
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3.2. Deduccion del Teorema de Darboux y analisis del mismo

El analisis matematico es una de las ramas mas estudiadas en el bachillerato. En esta
etapa, resultados como el Teorema de Bolzano, Weierstrass, del valor medio o de Dar-
boux. Por ello, seria interesante, al igual que en los anteriores apartados, guiar el co-
nocimiento de los alumnos haciendo que éstos construyan sus propias conclusiones y
resultados. Algunos de estos Teoremas, como puede ser el Teorema de Darboux, se pue-
den deducir de otros anteriores. Para ello, unicamente es necesario utilizar alguna fun-
cién matematica o idea principal de la que partir.

Teorema de Darboux: Sea f'(x) una funcion continua definida en un intervalo [a, b] y k

un niamero comprendido entre los valores f(a) y f(b), es decir, f(a) < k < f(b), enton-
ces, existe algin valor ¢ € [a, b] tal que f(c) = k

f(b)

f(a)

Figura 9: Teorema de Darboux

Actividad: Toma la funcién g (x) que se define como,

g =/f(x) -k

y aplicandole el Teorema de Bolzano en el intervalo [a, b], intenta demostrar el Teorema
de Darboux.

Como se puede observar en la actividad anterior, se presenta una actividad con las
indicaciones necesarias para poder demostrar el Teorema de Darboux. De este modo, se
estd ayudando a asociar conocimientos al implicar el Teorema de Bolzano y mostrar que,
en matematicas, al igual que en la vida misma, el conocimiento esta integrado. Asi, es
mucho mas interesante que los alumnos puedan llegar a construir su conocimiento que
sencillamente tomarlo como cierto. Ademas, el resultado que se pretende demostrar en
este ejercicio es muy intuitivo y resulta casi obvio, por lo que la construccion de su de-
mostracion inducira implicitamente a la consecucion del aumento del escepticismo cien-
tifico por parte del alumnado al ver que nada se toma por veridico hasta su demostracion.

Obviamente, este procedimiento no se puede seguir con todos los Teoremas. Pues bien,
no todos ellos tienen la misma complejidad y es notoria la dificultad de que los alumnos
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puedan llegar a deducir la demostracion de ciertos resultados. En estos casos, 1o mas con-
veniente seria mostrar la demostracion acompanada de una interpretacion geométrica que
aporte un apoyo visual a la abstraccion que se esta a producir en el sentido matematico.
Sin embargo, una de las mayores problemadticas en este sentido es que los alumnos suelen
dispersarse y tomar como ciertas las conclusiones de los teoremas que se presenten. Por
ello, en estos casos es conveniente poner ejemplos que contradigan las hipotesis para que
se den cuenta de su necesidad. Ademas, esto contribuird a una mejor comprension de las
dimensiones del enunciado de los teoremas (hipotesis & tesis) al mismo tiempo que acla-
rara la interpretacion de la demostracion que se dé en cada uno de ellos.

Teorema de Weierstrass: Una funcion f'(x) continua definida en un intervalo cerrado y
acotado [a, b], alcanza sus valores maximo y minimo en el intervalo [a, b].

Actividad: Contesta a las siguientes cuestiones:

1. Considera la funcion f(x) = e~y el intervalo [0, 1]. ;Cual es su maximo en dicho
intervalo? ;Y el minimo? ;Qué relaciéon guarda lo obtenido con el Teorema de
Weierstrass?

2. Si ahora consideras el intervalo [0, +0). ;Cudl es su minimo en dicho intervalo?
.Y el maximo? ;Qué relacion guarda lo obtenido con el Teorema de Weierstrass?

3. Pasa a considerar ahora el intervalo (0, 1). ;Cudl es su maximo en este nuevo
intervalo? ;Y el minimo? ;Qué relacion guarda lo obtenido con el Teorema de
Weierstrass?

En la actividad anterior se muestra un ejemplo de como se podria abordar la inte-
riorizacién por parte de los alumnos de la importancia de las hipdtesis en un teorema.
Normalmente, los ejercicios de los libros de texto son idilicos y apenas presentan pro-
blematicas con los teoremas que se introducen a lo largo de los temas. De este modo, no
se suelen contradecir las hipotesis y los alumnos conciben que los resultados se pueden
aplicar sin tener ninguna condicion en cuenta. Por ello, mostrar una serie de preguntas,
como las que se pueden observar, en las que se contradigan las hipdtesis de los teoremas
ayuda a que se tenga en cuenta esta consideracion pocas veces tratada. De este modo, se
estaran tratando contenidos de los manuales como el de la Figura 3.

3.3. La probabilidad y su relacion con la teoria de conjuntos

En la rama de la estadistica y la probabilidad es fundamental la teoria de conjuntos. Esta
teoria involucra conocimientos basicos del lenguaje matematico y que, al mismo tiempo,
son muy intuitivos. Ademas, también se pueden crear los teoremas basicos de la proba-
bilidad a partir de una serie de axiomas. La construccion por axiomas esta muy presente
en las matematicas y, de hecho, fue asi como Euclides cre6 su geometria en su obra Los
elementos (escrito entorno al 300 a.C).

Actividad: Se partira de los siguientes AXIOMAS:
e Axioma 1: Para cualquier suceso S, P(S) > 0
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e Axioma 2: Dados dos sucesos incompatibles, la probabilidad de que su union se
produzca es igual a la suma de sus probabilidades. Esto es:

SiANB = @ = P(AUB) = P(4)U P(B)
* Axioma 3: La probabilidad total es P(E) = 1:

Entonces, utilizando los axiomas anteriores se pretendera demostrar los siguientes
resultados:

Teorema 1: Dado un suceso 4 y A', su suceso contrario, entonces P(4") = 1-P(A).
Teorema 2: La probabilidad del suceso vacio, es decir, del @, es nula. Esto es P(@) = 0.

En la actividad anterior se muestra un ejemplo de una actividad que podria ser desa-
rrollada por alumnos de bachillerato. Al realizarla estarian practicando la creacion de re-
sultados por axiomas y, conjuntamente, la concatenacion de razonamientos al enlazar un
hecho con su consecuencia y asi sucesivamente hasta llegar al resultado final. Ademas,
con esta actividad se esta a introducir el concepto de “axioma” 'y, con él, una introduc-
cién a la creacion del pensamiento y razonamiento matematico a partir de ellos.

Por otro lado, la estadistica es una rama muy dindmica de las matematicas que per-
mite crear una gran variedad de propuestas muy variadas. Por ello, se puede utilizar su
dinamismo como una oportunidad para introducir y reforzar los procesos del pensa-
miento deductivo. Con este afan, se presenta otra posible actividad que permitiria a los
alumnos deducir una formula observando su comportamiento para que, luego, procura-
sen demostrarla a partir del propio experimento haciendo una generalizacion del mismo.

Por otro lado, la estadistica es una rama muy dindmica de las matematicas que per-
mite crear una gran variedad de propuestas muy variadas. Por ello, se puede utilizar su
dinamismo como una oportunidad para introducir y reforzar los procesos del pensa-
miento deductivo. Con este afan, se presenta otra posible actividad que permitiria a los
alumnos deducir una formula observando su comportamiento para que, luego, procura-
sen demostrarla a partir del propio experimento haciendo una generalizacion del mismo.

Como realizar un experimento manual es muy tedioso en estadistica (pues se deben
hacer muchas repeticiones para obtener resultados fiables) se utilizara el software esta-
distico de libre uso R. En la Figura 10 se muestra un codigo que representa el experi-
mento de lanzar un dado n veces (en el caso del cddigo se toma 100000 como tamafio de
muestra). Con la ayuda de este codigo los alumnos pueden realizar la siguiente actividad
donde obtendran conclusiones del experimento realizado previamente.
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n=100000; #tamafio de 1a muestra
muestra=sample(l:6,size=n,replace=TRUE} #creacion de la muestra
A=0; B=0; C=0; AUB=0; AYB=0; AnoC=0; #contadores a cero
for (i in 1:n){ #conteo de las repeticiones
if (muestral[i] == 1) {A=A+1l; B=B+l; AUB=AUB+1; AYB=AYB+1l; AnoC=AnoC+1;}
else if(muestrali] 3 {A=A+1; C=C+1; AUB=AUB+1;}
else if(muestrali] 3 {A=A+1; B=B+1l; AUB=AUB+1l; AYB=AYB+1l; AnoC=AnoC+1;}
]
]

]

else if(muestrali ) {A=A+1; C=C+1; AUB=AUB+1}
else if(muestrali ) {B=B+1; AUB=AUB+1;]}

[r T I T I T N

2
3
4
5
10 }

11  Pa=A/n; #frecuencia de &

12 PB=B/n; #frecuencia de B

13 pPC=C/n; #frecuencia de C

14 PAUB=AUB/N; #frecuencia de 1a union de A y B

15 PAYB=AYB/n; #frecuencia de 1a interseccion de a4 y B
16 PanoC=AnoC/n; #frecuencia de que suceda & pero no C

Figura 10: Cddigo R para un experimento deductivo

Actividad: En el codigo se representa el experimento de lanzar un dado n veces. Consi-
derando los siguientes conjuntos, que representan el suceso de que al lanzar un dado se
obtenga alguno de los valores que contienen dichos conjuntos,

4 = {1,234} B = {1,3,5} C= {24}

los valores en el codigo de PA, PB, PC, PAUB, PAYB y PAnoC representan las fre-
cuencias de que suceda 4, B, C, AU B, AN By A\C respectivamente. Como el valor de
la muestra es muy elevado, dichas frecuencias se aproximan a la probabilidad de que su-
ceda cada uno de dichos sucesos. Por tanto, se pueden conjeturar ciertas relaciones entre
las probabilidades de los conjuntos.
1. Escribe la probabilidad de P(4 U B) como relacion de otras probabilidades. Por
ejemplo, ;es cierto que P(AUB) = P(4) + P(B)?
2. (Qué relacion hay entre los conjuntos 4 y C? ;Y entre sus probabilidades? ;Qué
relacion podrias conjeturar entonces? Y si consideras los conjuntos 4, C, y A\C,
y , (qué relacion hay entre ellos? Entonces, ;qué suposicion podrias concluir?

Asi, se presenta una actividad que con sus preguntas es una especie de guia sobre
la reflexion que se deberia de hacer sobre el experimento. De esta forma, se ensefa a
los alumnos el tipo de preguntas que deberian de hacerse ante una experimentacion. Se
muestra asi una fase del pensamiento matematico que, cominmente, se asocia a las cien-
cias experimentales menos a las matematicas y que se trata de la fase de experimenta-
cién y conjeturas.

Actividad: En base a la observacion del experimento realizado con el cddigo de R, in-
tenta generalizarlo para un caso cualquiera (usando las reflexiones obtenidas sobre las
relaciones de los conjuntos y sus probabilidades en la actividad anterior) para demostrar
los siguientes resultados:

Teorema 1: Sidos hechos Ay Bverificanque4 < B,entonces P(B) = P(4) + P(B\A)

Teorema 2: Si dos hechos 4 y B verifican que A € B, entonces P(4) < P(B)
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Teorema 3: Dados dos sucesos 4 y B, se cumple que:
P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)

De este modo, se presenta la finalizacion de la actividad experimental con R. Este
paso consiste en demostrar lo que se ha deducido con el experimento a un caso gené-
rico cualquiera. Para ello, los alumnos cuentan con la reflexion propuesta anteriormente
y que serd la informacidn que necesiten para la demostracion de dichos teoremas. Ade-
mas. comprobaran que lo que estan haciendo es generalizar la situacion expuesta en el
experimento realizado con el cddigo de R al mismo tiempo que se utilizan los axiomas y
resultados de la primera actividad propuesta. De esta manera, se estard a fomentar la vi-
sion del alumnado de integrar y tener en cuenta todo el conocimiento matematico previo
en lugar de encerrarse en los conceptos tratados en una tinica actividad.

4. CONCLUSIONES

Una vez finalizada la exposicion de la ejemplificacion de la propuesta de mejora, se con-
cluira haciendo una sintesis de las ideas expuestas en el articulo. Por una parte, tanto en
la introduccion como en el apartado de analisis de los libros de textos se aprecia una ne-
cesidad visible en la ensefianza de las matematicas. Estas ideas se podrian resumir en los
siguientes puntos:

e La importancia que suscita en las matematicas el buen entendimiento de un razo-
namiento, de una férmula o de un planteamiento, justifica la necesidad de mostrar
un aprendizaje que tenga en cuenta actividades que guien a los alumnos hacia el
conocimiento de los procesos de razonamiento y de la adquisicion de un lenguaje
matematico basico.

e Los libros de texto, de forma genérica, ofrecen un apoyo acerca de estas cuestio-
nes. Sin embargo, no resultan suficientes debido a que los ejercicios y activida-
des que proponen resultan ser de una taxonomia de Bloom baja y no involucran a
los alumnos en actividades que les hagan pensar y reflexionar. Por ello, estos li-
bros y manuales deberan ser apoyados por actividades disefiadas por los docen-
tes para que aborden los puntos estudiados en este trabajo y que involucren a los
alumnos en estas cuestiones.

e La implementacion de las cuestiones estudiadas en este trabajo no es incompati-
ble con la realizacion de ejercicios mecanicos que doten de destreza y practica a
los alumnos con las cuestiones de calculo. De hecho, estas actividades también
son necesarias como un primer acercamiento para que los estudiantes adquieran
manejo con las operaciones, sin embargo, resulta cadtico realizar ejercicios de
este tipo de forma reiterada. En ese sentido, una vez adquirida dicha destreza es
necesario profundizar en los conocimientos y, en este punto, es donde se enmarca
el encuadre del estudio realizado en este trabajo.

e Para obtener los objetivos planteados, es necesario mantener este tipo de meto-
dologia en el aula de una forma constante a lo largo del bachillerato. No se trata
de demostrar continuamente todo aquello que se plantee, sino de trabajar aquellos
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conceptos tedricos que permitan implementar de una forma, mas o menos asidua,
este tipo de metodologias. Ademas, es necesario evaluar este tipo de actividades
para que los alumnos las vean como una cuestion necesaria y no algo pasajero. En
este sentido, se podrian evaluar mediante rubricas haciendo, por ejemplo, trabajos
en grupo (ya sean escritos o que consistan en una exposicion oral) lo que permi-
tir trabajar mediante aprendizaje cooperativo y colaborativo entre otras técnicas
de trabajo.

Sin embargo, también es cierto que esta metodologia tiene una serie de desventajas.
Pues bien, su implementacion no resulta del todo sencilla y depende de otros factores.
Principalmente depende de dos: el nivel con el que los alumnos llegan al bachillerato de
la E.S.O, respecto de estas cuestiones, y la prueba de acceso a la universidad que hace del
bachillerato un curso muy denso en el que el tiempo es un bien muy preciado.

Tratando la primera problematica, el nivel con el que llegan los alumnos a la E.S.O,
seria idilica una implicacion al respecto de todo el profesorado docente. Si los alumnos
no tienen ningiin conocimiento (o conocimientos muy superfluos acerca de estas cues-
tiones) el profesorado de bachillerato debera dedicarle una serie de sesiones a revertir
esta situacion inicial. Esto hace que se tenga que reprogramar la programacion inicial de
dicho curso que esta cargado de contenidos. De este modo, en la E.S.O se deberian de
tratar los conocimientos basicos de la logica y el simbolismo matematico. Como se ha
sefalado anteriormente, esto no solo es necesario para los alumnos que sigan cursando
estudios en estas ramas, sino que servira de ayuda a todos ellos como futuros ciudadanos
y, en esta linea, todos se beneficiarian de dichos conocimientos. En consecuencia, la im-
plicacion de los docentes en todos los cursos de la educacion secundaria resulta crucial
para una mejor adquisicion de estos contenidos.

Por otra parte, la prueba del acceso a la universidad marca de una forma rotunda todo
el periodo del bachillerato. Tanto es asi que los ejercicios y actividades realizadas se en-
focan continuamente con el unico objetivo de superar esta prueba. Sin embargo, dotar
a los alumnos de las capacidades y conocimientos que se han expuesto en este trabajo,
permitira que éstos puedan resolver cualquier actividad que se les plantee de una forma
mucho mas objetiva y entendiendo mejor el procedimiento seguido. Por ejemplo, si un
alumno estd acostumbrado a realizar un ejercicio de forma rutinaria, pero sin compren-
der el procedimiento seguido y el lenguaje utilizado, cuando a éste le varien el plantea-
miento del enunciado probablemente no sepa resolverlo. Sin embargo, otro alumno que
sepa razonar e interpretar ese otro enunciado, si tiene mejores cualidades para plantear la
actividad y llegar a una solucion. Asi, mas alld de las interpretaciones geométricas que
se piden en las pruebas de acceso a la universidad, el estudio de las demostraciones y del
lenguaje matematico se justifica por si mismo al mejorar las cualidades de cualquier es-
tudiante de ciencias ante pruebas de este tipo.

En este sentido, seria interesante rescatar la cita de (Ibafies & Ortega, 2003, pag. 57)
que decia: “El reconocimiento de los procesos matematicos, por parte de los alumnos,
puede mejorar sensiblemente con las instrucciones adecuadas sin que aquello precise de
una docencia dilatada en el tiempo”. Pues bien, esta cita refleja ese sentir de que cual-
quier docente, si realmente estd comprometido, podria llevar a cabo, en mayor o menor
medida, las conclusiones obtenidas del estudio realizado en este trabajo.
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Por otra parte, me gustaria recalcar que este trabajo no pretende plantear un cam-
bio radical en el sentir del bachillerato, sino provocar una reflexién en la comunidad
docente con el fin de aportar una perspectiva que mejore las capacidades de los alum-
nos. No se trata de reformular completamente la metodologia del bachillerato ni mucho
menos hacer de esta etapa educativa una metodologia cercana o igual a la de la universi-
dad o estudios superiores. Lo que se trata de plantear, es el bachillerato como una tran-
sicion entre la educacion secundaria obligatoria y esos estudios superiores que cursaran
gran parte del alumnado.

Asi, se considera que esta vision seria especialmente fructifera debido a la estructura
del bachillerato en aulas similares a las de la E.S.O. Pues bien, a pesar de ser una etapa
agobiante y cargada de contenidos, el equipo docente tiene los conocimientos pedagogi-
cos para transmitir y profundizar en esa transicion de un aprendizaje mas rudimentario
hacia un nivel de rigurosidad mas amplio.

Por el contrario, en la universidad y los estudios superiores, de forma general, la si-
tuacion es completamente diferente. Las aulas estan masificadas, los contenidos se dan
de forma abrupta muchas veces y los alumnos necesitan ser autonomos ante esos profe-
sores que dejan de tener ese caracter pedagogico de los profesionales de la educacion se-
cundaria. Por ello, resulta muy interesante aprovechar esa etapa educativa de dos afios
con el fin de que los estudiantes sientan esa progresion de la E.S.O hacia una mayor auto-
nomia en su razonamiento, en su logica y en la vision que tendran que tener en un futuro.

Finalmente, y, para concluir, seria resaltable marcar algunas lineas de investiga-
cion futuras que completen o ayuden a cumplir los objetivos marcados con el estudio y
las reflexiones realizadas en el presente trabajo. A este respecto, se resaltan dos lineas
principales:

e La propuesta de mejora aqui planteada no se ha podido llevar a cabo debido a
su envergadura. Como se ha dicho, el trabajo se trata de un estudio teérico y la
propuesta de mejora es una ejemplificacion de algunas medidas planteadas. Sin
embargo, se necesitaria mantener la metodologia propuesta durante todo el ba-
chillerato para evaluar los resultados y, en este sentido, cualquier estudio practico
que se realice al respecto completaria el estudio teorico aqui realizado.

e Hacer una reflexion profunda acerca de la prueba de acceso a la universidad y
hacer un mayor enfoque en dicha prueba sobre aspectos relacionados con el ra-
zonamiento, la 16gica y el lenguaje simbolico ayudaria a los objetivos plantea-
dos. Por ello, la realizacion de investigaciones enfocadas hacia la reflexion de esta
prueba en el campo cientifico-tecnologico también ayudaria al cumplimiento de
los objetivos estudiados.
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Enfoque alternativo a la resolucion de ecuaciones
diferenciales con retardo

QGabriel Pérez Lance
Universidad del CEMA

Resumen: En gran numero de problemas cuando se pretende realizar un andalisis dind-
mico, surge la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales. En los sistemas reales,
muchas veces las variables que se consideran impactan sobre otras variables, pero no lo
hacen de manera instantanea, sino que existe un retardo. Esto puede deberse al tiempo
de demora que posee un dispositivo, o bien, en un contexto de mercados, podria ser el
tiempo de reaccion de los agentes. Asi, la relacion entre causa y efecto no es inmediata
v por eso, el modelo ahora contendra a la funcion y a su derivada evaluadas en diferen-
tes momentos.

Palabras clave: retardo, ecuaciones diferenciales, funcion historia; tiempo, demora.

An alternative approach on time-delay differential
equations

Abstract : It is the case that, across multiple sciences that use mathematical modeling,
when trying to perform dynamical analysis, the need to solve differential equations often
arises. In real systems, many times the variables that are considered have an impact on
other variables. Motivation arises from the need to describe time-delayed phenomena
that can be found for instance in electronic or mechanical devices or even in the mar-
ket context by modeling the reaction time of the agents involved. In this way, differential
equations will also have to involve some extra parameter to take this delay into account.
Keywords: time delay; differential; equations; history function; delay.

1. INTRODUCCION

Desde el siglo XVII Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716), analizaron el problema que consiste en encontrar una curva caracterizada por
una propiedad dada por sus tangentes. A partir de ese momento —o incluso antes—, las
ecuaciones diferenciales han comenzado a ser parte del foco de atencion de grandes
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matematicos y fisicos. Newton demostro que el problema de las tangentes tenia solucion.
A este trabajo se sumaron Gottfried Wilhlm Leibniz, Jacob Bernoulli (1654-1705) y Jo-
hann Bernoulli (1667-1748). Luego, matematicos como Jacopo Riccati (1676-1754),
Daniel Bernoulli (1700-1782) y Leonhard Euler (1707-1783), estudiaron las ecuaciones
diferenciales de orden superior. A ellos le siguieron Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
y Jean le Rond D’Alembert (1717-1783). En 1776, Lagrange desarrolla el método de
variacion de parametros. Durante el siglo XIX Rudolf Lipschitz (1832-1903), demues-
tra la existencia y unicidad de ciertas ecuaciones diferenciales; continuando con ese tra-
bajo Augustin Louis Cauchy (1789-1857). También hacen su aporte Jules Henri Poincaré
(1854-1912), en su estudio sobre Mecénica Celeste y Aleksandr Liapunov (1857-1918)
con sus trabajos acerca del problema general de la estabilidad de los movimientos. Asi,
se han estudiado y desarrollado métodos cerrados y métodos numéricos para resolver di-
versos tipos de ecuaciones diferenciales.

En las ecuaciones diferenciales, las funciones y sus derivadas estan evaluadas en el
mismo momento “t”. Esto, en los problemas reales, no necesariamente tiene porqué ser
asi, es decir, los eventos, debido a su tiempo de ocurrencia, implican retardos y entonces
puede ocurrir que la funcion y su derivada deban ser evaluadas en momentos distintos.
Esta problematica da lugar a las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) y ha sido
tratada, por ejemplo, por Liz Marzan (2006), en su trabajo acerca de ecuaciones diferen-
ciales con retraso, dindmica de poblaciones y niumeros primos. También en los estudios
de Bel (2014), en relacion con las soluciones oscilatorias en ecuaciones diferenciales con
retardo. Otro ejemplo de las aplicaciones de las EDR es mostrado por Amster (2017) en
la ecuacion de Malthus con retardo, al estudiar modelos de crecimiento. El estudio de las
EDR representa un paso mas alld de las ecuaciones diferenciales y entrafian un notable
comportamiento y marcada complejidad, pero son necesarias para modelizar adecuada-
mente ciertos fendmenos.

2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Considerando un escenario en que no existiera un delay, entonces escribiriamos, por
ejemplo:

dz(t)
dt

— F(t, z(t)) (1)

Pero si se tratara de un modelo donde se quisiera incorporar la existencia de retardos,
entonces se deberia escribir

— F(t,2(t — 1)) @
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donde estamos reflejando que la derivada en determinado momento depende de la varia-
ble en cierto momento anterior.

Se podria entonces pensar en un enfoque mas abarcativo y plantear el caso de un sis-
tema descripto por

G(x'(2), x(t — 1), x(¢), x(t — 1)) =0 (3)

O incluso podria tener diferentes retardos, o ser cada uno de ellos una funcién de ¢, y
ademas podria ser de orden #:

G[x"(8),....x" (1), X'(t), x(£), xX(t=,(2)),..., X' (t=12(F)), X (t—T,(2)), x(t—70(2))] = O 4)
La ecuacion anterior podria ser escalar, pero en un caso mas general aun, podria ser

de tipo matricial o vectorial, en cuyo caso tendriamos un sistema de ecuaciones diferen-
ciales con retardo, que describirian el problema en cuestion.

3. CONSIDERACIONES SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES CON
RETARDO

Sea la ecuacion diferencial con retardo (EDR)

x’(t) = ax(t) + bx(t — 1) ®)

donde a, b y T son constantes escalares reales.

Dado que se trata de una ecuacion diferencial (con retardo) que es lineal y con coe-
ficientes constantes, podemos proceder de manera similar al enfoque que se utiliza para
las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) del tipo Euler. Es decir, vamos a suponer
que una solucion es de la forma

x(f) = e 6)
en donde » € C.
Entonces reemplazando (6) en (5), se obtiene

re™t = ae™t + be"te ™" 7

y puesto que la expresion (7) se verifica para todo 7, entonces necesariamente debe ocu-
ITir que:
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r=a+be™r )

La ecuacion (8) es la ecuacion caracteristica asociada a la EDR, y es una ecuacion
trascendente en variable compleja. Considerando que » = a + .., entonces podemos
escribir:

a+i.3=a+be @t

esto implica

a+i=a+be " A

y aplicando la relacion de Euler: et = cos(y) + i.sin(y), entonces:
atif=a+ b.e cos(—1.p) + i.sin(—t.p)]

Si se toma la parte real y la parte imaginaria en ambos miembros de la ecuacion an-
terior, se obtiene:

o=a+ b.e*os(—1.p)

B =b.e%sin(—1.p)

entonces:

a=a+b.e " cos(1.3)
{ B = —b.e "sin(1.[3) ©)

El sistema de ecuaciones trascendentes (9) tiene infinitas soluciones, pues si en la
ecuacion (8) hacemos el cambio de variable

1

r—a

=

, entonces
1 = Z_be*'c/zeﬂ:a
y si bev@= 1, surge que:

T/2

Ui

ze

donde n es distinto de cero, dado que » no es nulo porque sino no se trataria de una ecua-
cién diferencial con retardo.
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La funcién f(z) = ze "“es una funcion analitica con una singularidad esencial en z =0,
por lo tanto, por el teorema de Picard, en cualquier vecinal de z = 0, la funcién alcanza
todo el plano complejo con a lo sumo una excepcion. Esto implica que existe una canti-
dad infinita numerable de valores complejos z, que verifican

De este modo, hay infinitas soluciones (autofunciones) de la ecuacion diferencial (5),
de la forma:

x,(f) = emt (10)

con r, =a-+ ZL .

Ademas, debido a la linealidad de la ecuacidn (5), entonces también sera solucion
cualquier combinacion lineal de las autofunciones x,(%).

En contraposicion a las ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones diferen-
ciales con retardo tienen asociado un espacio de soluciones de dimension infinita.

Esto se relaciona con otro rasgo distintivo de las ecuaciones diferenciales con re-
tardo, con respecto a las ecuaciones diferenciales ordinarias, y es que la condicion ini-
cial que requieren es el valor de la funcion en todo un intervalo, y no s6lo en un punto.

Dado que trataremos exclusivamente el caso de sistemas causales, entonces por (5)

X(t) — ax(t) = bx(t — 1) YVt >—1
por lo tanto Vz € [0;1]:
X'(£) — ax(¢) = bx(t — 1)

Dada la condicion inicial: x(¢) = @(¢) V¢ € [—1;0], implica

x(f) = ax(t) = b ¢(t — 1) Vt € [0;1] (11)

Puesto que ¢(7) es conocida V7 € [—T;0], entonces en el intervalo [0;t] la solucion de
la EDR (5) va a coincidir con la solucion de la EDO (11).

Luego, se puede obtener la solucion de la EDR correspondiente al intervalo [1;21] to-
mando como condicion inicial el valor obtenido para x(f) en el intervalo [0;7].

Procediendo de este modo de manera recursiva, es posible determinar la solucion de
la EDR (5) V¢ >—1. Este procedimiento se conoce como método de pasos.

4. EJEMPLO DE APLICACION DE LAS EDR

Consideremos la EDR:

X(t) = ax(f) + b x(t — ) Vt >—1, con x(f) = o(¢) Vt € [-1;0] (12)
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Sean a=-2,b=1/3,1=c =1y la funcién historia ¢(¢) = 1 en [—1;0]
por lo tanto, la EDR a resolver es:

2'(t) = —2x(t) +% z(t—1) Vt > —1 ,conx(t)=1Vte[-1,0] (13)

Entonces, para obtener la solucion correspondiente a z € [0;1], debemos resolver:
X()=-2x@)+1

Se trata de una EDO lineal, a coeficientes constantes tipo Euler, con autovalor igual
a -2. Obtenemos la solucion de la homogénea asociada y una solucion particular (por el
método de determinacion de pardmetros), y asi la solucion es:

(8} = 2072' +% vt € [0:1] (14)

Luego repetimos el procedimiento para ¢ € [1;2]. En este caso hay que resolver:

5

. 1
2 (t) = —22(t) + s e~ 200 4~

6

y se trata nuevamente de una EDO tipo Euler, cuya solucion es:

=

P . 1 5 . .
z(t) = (—% e’ + 6) e 2 4 36 + 1i8 ete Vte[1;2] (15)

Aplicando nuevamente, de manera analoga, el método para el siguiente tramo se
obtiene:

D y 1 b} D . p D
t) = ———(=5e"+6e* =362+ ——+ (——e'+ —eH)te H 4+ —eltPe® Vte[2:3] (16
x(t) 216( 5¢* +6e e )~|—216+( 366 +180)c +1086 e (2;3]  (16)

y de este modo se podria proceder para los siguientes intervalos, y tener toda la respuesta
temporal de x(7).

Se muestra en el siguiente grafico, la solucion de la EDR (13) obtenida mediante los
diferentes tramos seglin las ecuaciones (14), (15) y (16) por el método de pasos:
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> X_pasos:=(t)->piecewise (t<0,c,t>=0 and t<=tau,xl(t) ,t>=tau and
t<=2*tau,x2 (t) ,t>=2*tau and t<=3*tau,x3(t)) ;
xX_pasos =
o plecewise(r< 0, c.0=zrandr=t.xl(7).t=rand r= 2. xX2(#).2t=rand 7= 3 ©.xX3(1))

> plot (x_pasos(t) ,t=-tau..3*tau);

B

0.6

04

02 \ B Y

Grifico 1. x(t) correspondiente a la EDR (13) obtenida por el método de pasos.
Fuente: elaboracion propia.

Otro modo de abordar el tema seria buscar la respuesta temporal del sistema, mediante
las autofunciones (10) de la ecuacion caracteristica (8) mencionada anteriormente.
Para el caso del ejemplo dado, la ecuacion caracteristica asociada a la EDR (13) resulta:

! (17)

r=—-2+4-e"
+3

y recordando que » = a + i.f3, entonces se obtiene segun lo visto anteriormente:

o= —2+ e cos(p)
{ B = —3e“sin() (18)

El grafico a continuacion muestra el lugar geométrico en el plano complejo, de los
puntos que verifican las ecuaciones anteriores y los puntos de interseccion (soluciones)

del sistema.
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with (plots) :

implicitplot ({alpha=a+b*exp (-alpha*tau) *cos ((beta) *tau) ,
beta=-b*exp(-alpha*tau) *sin ((beta) *tau) } ,alpha=-7..3 ,beta=-15..15,
numpoints=4000, axes=FRAME) ;

>
104 e
_ﬁh\\
—re e 3
59 = e
,_—.—-—.,————1—’—_-’/
beta 0O —
I
—_—
-5 ——— *N\\
s
.
. = —_—
£ P 2 [} 2
alpha

.fsolve ({alpha=a+b*exp (-alpha*tau) *cos (beta*tau) ,beta=-b*exp (-alpha*t
au) *sin (beta*tau) }) ;

{P=0.0=-1048693409 }

Grifico 2. Lugar geométrico asociado al sistema de ecuaciones trascendentes.
Fuente: elaboracion propia.

Ht:=T7;

Ne =7
for i from 1 by 1 to Ht do

alpha[i] : =fsolve(-b*taun*exp(-alpha*taun)*(-sqrt(l-((alpha-a)/b*exp{(alpha*tau)) "2))=
=(2*i*Pi-arccos ({(alpha-a) /b*exp(alpha*tau)})))

beta[i] :=evalf(l/taun*(2*i*Pji-arccos((alpha[i]l-a)/b*exp(alpha[i]l*tau)))) end do

o =-2.628754231 o, =-3.492964474 o3 =-3.947926773 oy =-4.258775551
By =4.575836612 Po =10.85894381 B3 =17.16576553 Py =23.46598311

05 =-4.495329916 o =-4.6B6396736 o =-4.846702537
Bg =2976148158 Pg = 3605394247 B, =4234437443

Figura 1. Solucion numérica z,. Fuente: elaboracion propia.
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alpha[0] :=-1.048693409:beta[0] :=0:
z[0] :=alpha[0] +beta[0] *I;
Zy = -1.048693409
for i from 1 by 1 to Nt do z[i]:=alphal[i]l+I*beta[i] end do;
=, =-2.628B754231 + 4.575836612
-3.492964474 + 10.85894381 7

Ly Ly
L
Il
1
o
{\,-/
=
1
O
12
&
-1
1
]
e
—
-1
—
=)
th
1
o\
h
h
»
~

W

Z4 =-4.258775551 + 23.46598311 7
Z5; =-4.495329916 + 29.76148158 1
Zg = -4.686396736 + 36.05394247 1

z5 =-4.846702537 +42.34437443 1

Figura 2. Algunas soluciones numéricas alpha y beta y algunos autovalores de la ecuacion
caracteristica. Fuente: elaboracion propia.

Los autovalores z, hallados permiten construir soluciones de la EDR (13). Dado que
el espacio solucion de la EDR es de dimension infinita, sélo vamos a considerar N+1 au-
tofunciones, ya que como la parte real de los autovalores es negativa y aumenta en mo-
dulo, entonces para valores de ¢ positivos, tendremos exponenciales negativas y no habra
demasiado error al truncar el nimero de autofunciones a utilizar.

Entonces tomaremos como aproximacion de la respuesta temporal —es decir la solu-
cion de la EDR (13)—, la siguiente combinacion lineal de autofunciones:

‘\'
z(t) = Z d; et cos(f3;.t) (19)
i=0

donde hemos considerado solo la parte real de las autofunciones, puesto que la solucion
de la EDR es real y los escalares de la combinacion lineal también son reales.

Debido a la restriccion impuesta por la funcion historia, en el caso practico bajo estu-
dio deberia ocurrir que para los valores de ¢ entre —1 y 0, x(¢) fuera igual a 1.

Esto implica que:

N
x(t) = Z(li e teos(Bit) =1 Vte [-1;0] (20)

i=0

Dado que tenemos una cantidad finita de autofunciones, no es posible encontrar esca-
lares d;para que se pueda verificar la identidad anterior en todo el intervalo, pero si pode-
mos elegir los escalares d;, para que en determinados valores de ¢ la expresion se cumpla.
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Esto, justamente refleja el hecho de que vamos a obtener una aproximacion a la ver-
dadera solucion, por haber tomado una cantidad finita de autofunciones.

Entonces, dividimos el intervalo [—1;0] en N partes iguales, y asi tendremos un con-
junto de valores de ¢ equiespaciados (con N = 7):

%Zth:7WIQ:7&1u”ﬁ:0

De este modo, reemplazando cada uno de estos valores # en la ecuacion (20) obten-
dremos el sistema de ecuaciones descripto por:

N
ajti (34 — 'y — N
E d; e cos(B.t;) =1 Vi=0.N 1)
1=0
for nt from 0 by 1 to Nt do t[nt]:=-tau+tau/ (Nt)*(nt) end do:
-6 -5 -4 -3 -2 -1
iy =-1 b = f3 = L= s =_ = =0

Figura 3. Vector de tiempos. Fuente: elaboracion propia.

Ahora se construye la matriz Afi con los coeficientes del sistema de ecuaciones y la
matriz Bfi correspondiente a los términos independientes:

» for i from 0 by 1 to Nt do for j from 0 by 1 to Nt do Afi[i+l,j+1]:=Re(exp(z[jl*t[i]))
end do end do;

> evalm(Afi) ;

[2.853919775 -1.886262678 -4478893278 -5.843780524 -6776326456 -7.485989610 -8.059189478 -8.540106384 |
2456850057 -6.762996572 -19.82802269 -16.06916126 11.61870974 4382856196 4839371536 10.58128473
2115025186 -6485785421 1.181091763 16.00115905 -10.35967995 -18.43345818 23.13689617 1243905318
1.820758872 -3.882317912 7.336950751 -B.848520635 7585388439 -3.508391385 -2.633003787 9.459541538
1567434227 -1.173737438 -.2614898351 2590123293 -5.005395215 6.744235010 -7.208434402 6.094656965
1.349354984 5518133442 -2710756376 5898785267 3.080996347 -2.184175001 -2.441525095 3.564498500
1.161617400 1155656816 03214642583 -1356334263 -1796849857 -.8450598977 8287305729 1.944018354

1 1 1 1 du 1 1 1 J

Figura 4. Matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones asociado a la condicion inicial.
Fuente: elaboracion propia.

Resolviendo el sistema
Afi.C=Bfi

se obtiene la matriz C con los escalares d; que permiten implementar la respuesta tem-
poral x(z).
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Bfi:=Matrix(Ht+1,61):
for i from 0 by 1 to Ht do Bfi[i+1,1]:=1 end do:
aevalm(Bfi) ;

e = = )

C:=avalm(inverse(Afi)s*Bfi) ;
[ 7193698650 ]

.1604770805
0428146742
0212484821
.01441514996
01228620526
01299458852
L .0163939544 |

Figura 5. Matriz de términos independientes y matriz de escalares solucion del sistema para las
condiciones inicial. Fuente: elaboracion propia.

x:=(t)->sum(C[i+1l,1] *exp(alpha[i]*t) *cos(beta[i]*t) ,i=0..Nt) ;

(e £)

Ne
X =r— Z:C‘HL1 e cos(P, 1)
i=0
plot ({x_pasos(t) ,x(t)},t=-tau..3*tau,y=-1..2,numpoints=2000,color=[xr
ed,blue]) ;

2

1.5

fi “v\/ux‘r
I

-0.5

Grifico 3. Implementacion mediante autofunciones y su comparacion con la respuesta obtenida
segun el método de pasos. Fuente: elaboracion propia.
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Segun se puede observar en el grafico, la respuesta obtenida para ¢ > 0 por este mé-
todo es muy similar a la que se obtuvo anteriormente mediante el método de pasos. En
el tramo correspondiente a la funcion historia (condiciones iniciales) entre -1 y 0, si bien
la funcién implementada con las autofunciones verifica en los puntos #; especificados que
coincide con ¢(t), fuera de estos puntos tiene grandes oscilaciones. Esto se debe a que los
autovalores tienen parte real negativa, y entonces en el tramo donde ¢ es negativo, que-
dan exponenciales que divergen.

Se realiza a continuacién, un enfoque planteando consideraciones de energia, to-
mando como sefial de entrada a la funcion historia, e imponiendo como condicidn, que
el valor eficaz de la diferencia entre la respuesta y la excitacion (en el intervalo corres-
pondiente a la condicion inicial), sea minimo.

Formalmente, esto es: minimizar

0

[y(t) — o(1)]* dt, sujeto a y(0) = ¢(0), (22)
con
N
y(t) = Z d; e cos(B;.t) (23)
i=0
y
N
y(0)=> d; (24)

Para resolver el problema, planteamos el lagrangiano:

0

L= [ [t~ o0 dt = \[y(0) — 9(0)]

y dado que la condicion necesaria de primer orden es:
VL=0

entonces:
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oL 0
B = / 2[y(t) — o(t)].e®* cos(B;-t)dt — X =0 Vi=0.N

N
> " di = ¢(0)
i=0
definiendo v,(¢) = e*! cos(p,.f), entonces la expresion anterior es:

(‘)L 0
9 / 2[y(t) — ¢(t)]v(t)dt — A =0 Vi=0.N

implica

0
/ ZQ,J ).d; dt — / 2v,(t)p(t) dt — X =0 Vi=0.N

por lo tanto:

ZA: [/0 27;(t) (). dt} dj — [/0 27;(t)o(t) dt] —A=0 Vi=0.N

j:(] -T T

entonces, definiendo: la condicidon necesaria para la existencia de puntos es-
tacionarios es:

0
cij = / 29;(t) yi(t).dt  Vi=0.N  Vj=0.N

0
indp; = / 27y (t)o(t) dt Vi=0.N

R
> di = ¢(0)

=0
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las Gltimas dos ecuaciones conducen al sistema:

y si se definen:

Coo
C1o
o)
P = C30

1

indp
indp,
indps
Imdp = | indp,

indpy
1

entonces el sistema (25) se puede escribir matricialmente como:

coodo + cordy + cooda + ...
crody + c11dy + crady + ..
copdy + co1dy + condo + ...
candy + ey + cyads + ...

+ condp
+ evdy
+ condpy
+ esndy

Cor Co2
C11 Cro
Co1  Co
Ca1  Ca2

CNO CN1 CN2

1 1

PD = Indp

—indpy — A =10
—indp, —A=0
—indpy —A =10
—indp; — A =10

CoN
N
Con
C3N

CNN

-1
-1
-1

enody + enidy + eppds + ...+ enndy — indpy — A =10
do+dy+dy+ds+ ... +dy = ¢(0)

do
dy
d a9
ds

d N

(25)

resolviendo el sistema (25), se obtiene entonces la matriz D cuyos elementos son los esca-
lares adecuados para implementar la respuesta temporal y(#) mediante las autofunciones.
Se muestra a continuacion, la resolucion mediante este enfoque, aplicada al caso

practico anterior.
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cuadr := (aa,bb) —>int (exp (2*aa*t) * (cos (bb*t) ) "2 ,t=-tau. .0) ;

(2Zaa

0
cuadr = (aa., bb) — J e " cos( bb 02 dr

=

cruzad:=(aal,bbl,aa2,bb2)->Int (2*exp (aal*t) * (cos (bbl*t)) *exp (aa2*t) *

(cos (bb2*t) ) ,t=—-tau. .0) ;

(aal )
e

0
cruzad = (aal, bbl, aa2, bb2) — ] 2 cos(bbl 1) e(uzn cos(bb2 1) dr

Yt
linea:=(aa,bb)->int (2*c*exp (aa*t) * (cos (bb*t) ) ,t=-tau..0) ;

(ac

0
linea = (aa, bb) — J 2ce =8 cos(bb t) dt

-T

N =5

Figura 6. Funciones para la obtencion de los coeficientes. Fuente: elaboracion propia.

for i from O te N do P[i+1l,i+l] :=2*cuadr (alphal[i] ,betal[i]) end do:’

P, , = 6.813104782
P, , =31.81076902
, = 152.8290352
4 = 340.0556242
P, =588.4114420
P, ;= 895.1036972

w

P
P,

P

Figura 7. Obtencion de los elementos de la diagonal de P. Fuente: elaboracion propia.

for i from O to N do for j from 0O to N do if (i<>3j) then

P[i+1,]j+1] :=evalf (cruzad(alphal[i] ,beta[i] ,alpha[j] ,betal[j])) end if

end do; end do;

for i from 0O to N do P[i+1l,N+2]:=-1 end do;
Py 5=-1
P, =1
Py gzl
Py g=rl
Ps 5=-1
P 57=~1
for j from 1 to N+1 do P[N+2,]j]:=1; end do;
P, =1
P, =1
P, =1
Py, =1
P, =1
P, =1

Figura 8. Fila y columna adicional, relacionadas con la restriccion, para la matriz P.
Fuente: elaboracion propia.
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for i from 0 to N do indp[i+l,1]:=linea(alpha[i] beta[i]) end do;

indp, = 3.535675459
indp, | =-5.056056158
indp, , :=-5.731552975
indp, | =-5.872749998
indps | =-5.925125632
indpg , :=-5.950380140
indp[N+2,1] :=1;
incdp, =1

Figura 9. Elementos correspondientes a los términos independientes del sistema.
Fuente: elaboracion propia.

> evalm(indp) ;

> evalm(P) ;

[6.813104782 ,-11.76618519 ,-15.47774441 , -16.33869768 , -16.66317287 , -16.81982022 , -1]
[-11.76618519 ., 31.81076902 ., 33.28296156 , 23.01631427 , 18.23184153 ., 15.84314219,-1]
[-15.47774441 , 33.28296156, 152.8290352 , 135.2505650 , 88.33314043 , 64.64706677 , -1]
[-16.33869768 , 23.01631427 , 135.2505650 , 340.0556242 , 285.4261797 , 179.6751374 ,-1]
[-16.66317287 , 18.23184153 , 88.33314043 , 285.4261797 , 588.4114420 , 483.1639459 , -1]
[-16.81982022 ., 15.84314219 ., 64.64706677 , 179.6751374 , 483.1639459 . 895.1036972 , -1]
[1.1.1.1,1.1.0]

Figura 10. Matriz de los términos independientes y matriz de los coeficientes del sistema.
Fuente: elaboracion propia.

matrizEscalares2:=evalm(inverse (P) &*indp) ;
8387420627
1391562842
009712661255
matrizEscalares2 '=| 006751254319
001817265251
003820472145
L 1862456364 |

Figura 11. Matriz de los escalares solucion del sistema. Fuente: elaboracion propia.
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xxxxX:=(t) >sum(matrizEscalares2[i+1l,1] *exp(alpha[i] *t) *cos (beta[i]*t
) ,i=0..N) ;
i (e, )
xxoxx =1 — Z matrizEscalares2, | | e cos(B; 1)

i=0
plot ({x_pasos(t) ,xx(t) ,xxxx(t) } ,t=-tau..3*tau,y=-1..2,numpoints=2000
,color=[red,blue]) ;

24

-0.5

Grifico 4. Implementacion mediante autofunciones (con condicion inicial basada en la energia) y
su comparacion con la respuesta obtenida seglin el método de pasos. Fuente: elaboracion propia.

Segun se observa en la figura anterior, utilizando el criterio de minimizar el valor efi-
caz, disminuye la oscilacion en la zona correspondiente a la funcion historia, y a su vez,
para ¢t > 0, la respuesta temporal coincide con la obtenida por el método de pasos.

Otro modo de resolver el problema planteado consiste en utilizar derivadas parcia-
les para extraer los coeficientes del lagrangiano, y con esto construir las ecuaciones co-
rrespondientes a las componentes del gradiente de L, para finalmente aplicar un solver.

La implementacion de este procedimiento es el siguiente:
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> yr=(t)->sum(d[i] *exp(alpha[i]l*t)*cos(beta[i]*t) , i=0..5)
(e 2)
y=t—> 2, die ces(ﬁ,l)

[
Ll

> L:=expand(Int (((y(t)-1))"2,t=-tau..0)-lamb
0
(~1.048693409 £) (—4.495329916 ¢)
L= 1+2de dse

(y(0)-1))

£0s(29.76148158 )

-1
2

(—2.628754231¢) (=3.492964474 £) 2
© ) cos(4.575836612¢)

cos(4.575836612¢) dy e cos(10‘858943811)+d12(e

(~2 628754231 ¢) (~4.258775551 £)
e cos(4.575836612 1) dy e cos(23 46598311 £)

(—2.628754231¢)
+24dy

+2dy

(—2.628754231¢) " (—3.947926773 ¢)
e cos(4.575836612¢) dy e cos(17.16576553 ¢)

(—3.492964474 ¢) (~3.947926773 £)
e cos(10.85894381 ¢) 43 e cos(17.16576553 ¢)

(~2.628754231 ¢) (~4.495329916 £)
e cos(4.575836612¢) ds e cos(29.76148158 £)

(—3.947926773¢) _ (—4.495329916 ¢)
e cos(17.16576553 ) dg e cos(22.76148158 ¢)

(~3.947926773 £) (~4.258775551 £)
e cos(17.16576553 £) dy © cos(23.46598311 £)

(~3.492964474 £) (~4.495329916 £)
e cos(10.85894381 £) ds e cos(29.76148158 £)

+2d;
+2dy
+2dy
+2ds
+2d;

+2dy
2

(-3492964474 £) (~4.258775551 £) (~3492964474 £) 5
+2dye cos(10.85894381 £) dy e cos(2346598311 £) +dy2 (e ) cos(10.85894381 t)

b
(-4.258775551¢) (-4.495329916 £) (=3.947926773¢) 5
* e cos(234 t e cos 158¢) + e €os t
2d, 23.46598311¢)dg 29.76148158 d32 17.16576553
2 2
2 (-4.495329916 £) 2
) cos(2346598311¢) +d52(e ) cos(29.76148158¢)

(-2 628754231 £) (—4.495329916 1) (~4.258775551 1)
e cos(4.5758366124) ~ 2 dg e cos(29.761481581) ~ 2dy e cos(23.46598311 £)

(—3.492964474 ¢) (—3.947926773 ¢) (—1.048693409 ¢)
e cos(10.85894381 r)-2d39 cos(17 16576553t)-2d00

—-4.258775551¢
+d42 (e( )

-24
-2d,

2
(-1.048693409 ¢)
+d02 (e ) +2djye cos(23.46598311¢)
(-1.048693409¢)  (~3.492964474 £) (~1.048693409¢)  (~3.947926773 1)
+2d09 a’ze cos(10. 858943811)+2d0e a‘3e cos(17.16576553 £)

(=1.048693409 ) (-2.628754231¢)
e d.le cos(4575836612z)¢£—1d0—ld.l—1d2—ld3—kd4—la’5+1

(-1.048693409¢) = (-4.258775551¢)
dye

+2d,

Figura 12. Planteo del problema considerando minimizacion del valor eficaz.
Fuente: elaboracion propia.

El lagrangiano que hemos planteado, es una expresion de segundo grado en varias
variables. Cuando calculemos (para buscar puntos estacionarios) su gradiente, sus com-
ponentes van a ser todas expresiones lineales con un término independiente. Entonces si
en cada una de las componentes del gradiente, es decir, para cada derivada parcial del la-
grangiano, tomamos a su vez la derivada parcial con respecto a cada variable, tendremos
los coeficientes de las ecuaciones del sistema lineal que debemos resolver, y a su vez, los
términos independientes se pueden obtener igualando a cero todas las variables en cada
componente del gradiente de L, y evaluando dicha componente en ese caso.

Finalmente, se obtienen los escalares que minimizan el valor eficaz, aplicando solver
a la conjuncion de las ecuaciones obtenidas, junto con la ecuacion de restriccion.

Se muestra el codigo correspondiente a la generacion de los términos independientes,
la construccion de las ecuaciones y la aplicacion del solver:
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for i from 0 by 1 to 5 do
indep[i]:=evalf(subs(d[0]=0,d[1]=0,d[2]=0,d[3]=0,d[4]=0,d[5]=0,lambda=0,diff(L,d[i]))) end do;
zndapo =-3535675459

indepy = 5056056157
indepy = 5731552976
indepq = 5872749998
indep, = 5925125633
indeps = 5950380140

Figura 13. Términos independientes. Fuente: elaboracion propia.

> for i from 0 to 5 do
eqi]l:=evalf(diff(L,d[i],d[0]))*d[0]+evalf(diff(L,d[i],d[1]))*d[1l]+evalf(diff(L, d[i],d[2]))*d[2]+
evalf(diff(L,d[i],d[3]))*d[3]+evalf(diff(L,d[i],d[4]))*d[4]+evalf(diff(L,d[i],d[5]))*d[5]+indep[i
]-lambda; end do;

eqq =6 813104784 dg — 1176618519 d; — 1547774441 d,, — 16 33869768 d — 16.66317287 dy — 1681982022 ds — 3535675459 — .
eq) =—11.76618519 dy + 31.81076902 d; + 3328206156 dy + 23.01631427 d3 + 18.23184153 d,; + 15.84314219 ds + 5.056056157 — &
gy =—1547774441 dyy + 33.28296156 dy + 152 8200353 dyy + 1352505650 d5 + 88. 33314043 d,y + 64 64706677 ds + 5731552976 — &
g =—16.33869768 d(y + 23.01631427 d; + 135.2505650 dy + 340.0556244 d3 + 285.4261797 dy + 179.6751374 ds + 5.872749998 — A
gy =—16.66317287 dyy + 18.23184153 d; + 88 33314043 d,, + 2854261797 d3 + 5BB. 4114421 d,, + 483 1639459 ds + 5 925125633 — &
eg5 =—16.81982022 d( + 1584314219 d; + 64.64706677 doy + 179.6751374 d5 + 483.1639459 d,, + 895.1036973 ds + 5.950380140 — &

> dimrie;

> escalares:=solve(leq[0],eq[l],eq[2], eq[3] ,eq[lxl ,elq[5] ,diff (L, lambda) }) ;
escalares =

{dy = 009712661205, k= . 1862456375, d(; = 8387420627, d5 = .006751254333, d5 = .003820472150, d, = .1391562844, d, = .001817265249)
> xx:=(t)->subs(escalares,y(t))

xx =t —> subs(escalares, y(£))

Figura 14. Aplicacion del solver para la obtencion de los escalares 6ptimos.
Fuente: elaboracion propia.

De este modo, el solver devuelve los escalares adecuados y con ellos se implementa
la funcion xx(z).
La grafica de la funcion obtenida es:

plot({x_pasos(t) ,xx(t)),t=-tau..3*tau,y=-1..2, numpoints=2000,color=[red,blue])
24

A O 1

Grifico 5. Respuesta temporal mediante autofunciones y comparacion con método de pasos.
Fuente: elaboracion propia.
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Segun se observa la misma respuesta temporal coincide exactamente con la que se
obtuvo anteriormente.
5. FENOMENOS OSCILATORIOS EN LAS EDR
Para que un sistema descripto por una EDO genere una respuesta oscilatoria, es necesa-
rio que sea al menos de segundo orden.

Si se considera ahora una EDR de primer orden como la planteada originalmente,
pero ahora con los parametros:

a=0,b=-1,3,c=1,7=1

y la funcién historia ¢(7) = 1 en [—1;0] entonces la EDR (12)

X(t) = ax(¢) + b x(t — ©) Vt >—1, con x(f) = ¢(¢t) Vt € [-T;0]

resulta:

X()=-1,3x(t— 1) Vt>—1, conx(f) =1Vt € [-1;0] (26)
Para el caso particular en que a = 0, si se aplica el método de pasos explicado ante-
riormente de manera recursiva, se obtiene la siguiente expresion:

x(t) = i: pie—(k—1))" Vt e [n7;(n+1)7] 27

entonces, para el caso particular planteado es:

n 1 NnNk(+ L k
z(t) = Z (=13) (2’ k+1) Vt € [n;n+1] (28)

Por otra parte, segiin se mostrd previamente, la ecuacion caracteristica asociada a la
EDR es:

r=a+be™r

y aplicado a este caso particular, resulta:

r=-13e" (29)
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En el grafico siguiente se pueden ver los lugares geométricos de los puntos que veri-
fican la igualdad de las partes real e imaginaria correspondientes a la ecuacion anterior:

with (plots) :

implicitplot ({alpha=a+b*exp (-alpha*tau) *cos (beta*tau) ,beta=-b*exp(-a
lpha*tau) *sin(beta*tau) } ,alpha=-5..2,

beta=-26. .26 ,numpoints=8000 ,axes=frame) ;

i} 1 2
alpha

Figura 15. Lugar geométrico en el campo complejo, para los puntos que verifican cada una de
las dos ecuaciones trascendentes. Fuente: elaboracion propia.

Mediante el uso de un solver, se pueden encontrar algunos de los valores que verfi-
can el sistema de ecuaciones trascendentes, para obtener de este modo, un subconjunto
de autovalores de la ecuacion caracteristica.

También se construye, a partir del método de pasos, la expresion y el grafico para la
respuesta temporal x(7).
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for delta from 0 by 1 to 9 do

solucion:=fsolve ({alpha=a+b*exp (—-alpha*tau) *cos (beta*tau) ,beta=-b*ex
p(-alpha*tau) *sin(beta*tau) } , {alpha ,beta} , {beta=0+delta*2*pi.. (delta
+1) *2*Pi}) ; resultado[delta] :=solucion; end do;

solucionn = { p = 1.480475016, a. = -.1340832564 }
resuliado, = { p = 1.480475016, . = -.1340832564 }
solucion = { p = 7.622616807, a.= -1.795762551 }
resultado, = { B = 7.622616807, a.= -1.795762551 }
solucion = { = 13.96778327, .= -2.388803758 }
resultado, = { p = 13.96778327, .= -2.388803758 }
solucion = { .= -2.756681015, p = 20.28528405 }
resultado; = { 0. = -2.756681015, B = 20.28528405 }
solucion = { .= -3.024609196, p = 26.59027567 }
resultado, = { o.=-3.024609196, p = 26.59027567 }
solucion = { p = 32.88865863, o. = -3.235579635 }
resultados = { p = 32.88865863, a. = -3.235579635 }
solucion = { f = 39.18310837, a. = -3.409653323 }
resultado, = { p = 39.18310837, a. = -3.409653323 }
solucion = { o.=-3.557850013, p = 45.47501506 }
resultado, = { o. = -3.557850013, p = 45.47501506 }
solucion = { o. = -3.686883336, p =51.76517562 }
resultadog = { o.= -3.686883336, p = 51.76517562 }
solucion = { 0. =-3.801149722, = 58.05408141 }
resultado, = { 0. = -3.801149722, p = 58.05408141 }

Figura 16. Subconjunto de soluciones del sistema de ecuaciones trascendentes.
Fuente: elaboracion propia.

for delta from 0 by 1 to 9 do z[delta] :=alffal[deltal+I*bettal[deltal
end do;

Zo = -.1340832564 + 1.480475016 1

“o
z, =-1.795762551 + 7.622616807 1
z, = -2.388803758 + 13.96778327 I
z; = =-2.756681015 + 20.28528405 1
z, =-3.024609196 + 26.59027567 I
z5 :=-3.235579635 + 32 88865863 /
zZg = -3.409653323 + 39.18310837 1
=, :=-3.557850013 + 45.47501506 7
zg = -3.686883336 +51.76517562 7
Z = -3.801149722 + 58.05408141 1

Figura 17. Soluciones complejas z,. Fuente: elaboracion propia.

94 Epsilon, 2022, n° 112, 73-96, ISSN: 2340-714X



Enfoque alternativo a la resolucion de ecuaciones diferenciales con retardo
Gabriel Pérez Lance

X_pasos:=(t)->sum(b”k* (t- (k-1) *tau) Ax/k) k=0..n);
B (r—(k—1)tF
k!

X_pasos =1 —> Z
k=0
x_pasos(t) ;
i (-1.300000000Y (71— 1. k+1.)"
D k!
f:=(t) —>piecewise (t<0,c,t>=0,subs (n=trunc(t/tau)+1, X_pasos(t))) ;s

/ / ) R
. . . r

fi= r— plece\n:’:el t<0,c,0< 1, .*llb:'-‘| n= fl'llllc‘ _ | + 1, X_pasos(r) | |

\ \ L & ) /7

Figura 18. Expresion de la solucion de la EDR, mediante el método de pasos.
Fuente: elaboracion propia.

plot ({£f(t)} ,t=-1..30);
-+
08]
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Grafico 6. Respuesta temporal x(7). Fuente: elaboracion propia.

-0.84

Segun se observa en el grafico, aun cuando se trata de un sistema de primer orden, la
respuesta temporal es de caracter oscilatorio.

6. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Los modelos descriptos mediante ecuaciones diferenciales con retardo, aun cuando no
sean de orden superior, conducen a una considerable complejidad matematica, pero por
otra parte, resultan muy interesantes, porque dan la posibilidad de incorporar un ele-
mento que verdaderamente existe en el contexto real, y es la existencia de demoras en
la transmision de la informacion. A su vez, tal como se pudo observar en el apartado an-
terior, aun en sistemas de primer orden, es posible tener comportamientos oscilatorios,
lo cual, en sistemas descriptos por ecuaciones diferenciales de primer orden, no es facti-
ble. Las ecuaciones diferenciales con retardo tienen asociado un espacio solucion de au-
tofunciones de dimension infinita, y por lo tanto requieren, como condicién de borde o
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inicial, no so6lo la informacién de la funcion y sus derivadas en puntos especificos, sino
que precisan de lo que se denomina funcion historia, es decir el comportamiento previo,
sobre todo un intervalo continuo denso.

Se abord¢6 el problema mediante el desarrollo basado en autofunciones para aproxi-
mar a la solucion, y esto es posible siempre que el sistema converja, pues de ese modo
es razonable asumir que el error al truncar la serie de autofunciones (por tratarse de ex-
ponenciales negativas) estara acotado.

La intencion del trabajo fue llevar a cabo una introduccion de las EDR, mostrando su
existencia y explicando su utilidad, como una mejor modelizacion a ciertos problemas
reales, seflalando ademas las similitudes y diferencias de estas con respecto a las EDO.
Se mostraron dos casos concretos y bien simples, para ejemplificar dos comportamien-
tos bien diferenciados: uno de respuesta amortiguada sin oscilaciones, y el otro con una
respuesta temporal oscilatoria. También se mostraron algunas estrategias para abordar la
resolucion de este tipo de ecuaciones diferenciales con retardo.
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