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INVESTIGACION
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Factores asociados al rendimiento académico
en un curso de introduccion a la
Estadistica en Costa Rica

Rebeca Sura-Fonseca
Escuela de Sociologia
Universidad de Costa Rica
Leiner Viquez-Garcia
Luis Rojas-Torres
Instituto de Investigaciones Psicologicas,
Prueba de Habilidades Cuantitativas y
Escuela de Matematica
Universidad de Costa Rica

Resumen: El presente estudio analiza la relacion de seis variables (que han sido aso-
ciadas con el desempeiio en cursos de matemdtica) con el rendimiento en un curso de in-
troduccion a la Estadistica: razonamiento cuantitativo, inteligencia fluida, autoeficacia
matemadtica, razonamiento viso-espacial, sexo y capital cultural-econémico. Se analiza
la informacion de las seis variables mencionadas y la nota obtenida en el curso Estadis-
tica Introductoria de 73 estudiantes de la carrera de Estadistica de la Universidad de
Costa Rica. El analisis de regresion lineal evidencia que las variables con mayor rela-
cion positiva con el rendimiento son el razonamiento cuantitativo y la autoeficacia. Por
ello, se discute la posibilidad de implementar intervenciones con estudiantes de nuevo
ingreso a la carrera de Estadistica.

Palabras clave: rendimiento académico; Estadistica; educacion estadistica,; razona-
miento cuantitativo,; autoeficacia, inteligencia fluida, capital economico cultural; razo-
namiento visoespacial, género.
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Factors associated with student performance
in an introductory Statistics
course in Costa Rica

Abstract: This study analyzes the relationship between six variables (which have been
associated with performance in mathematics courses) and performance in a statistics
course. These variables are quantitative reasoning, fluid intelligence, mathematical self-
efficacy, visuospatial reasoning, gender, and cultural-economic capital. Data on the six
variables and the numerical grade obtained in an Introductory Statistics course of 73
students of the Statistics career of the University of Costa Rica is analyzed. Linear re-
gression analysis shows that the variables with the greatest positive relationship to per-
formance are quantitative reasoning and self-efficacy. The possibility of implementing
interventions with new students in the area of statistics is discussed.

Keywords: academic performance, Statistics, statistical education, quantitative reaso-
ning, self-efficacy, fluid intelligence, cultural capital, economic capital, visuospatial re-
asoning, gender.

1. INTRODUCCION

La Estadistica es un area de la matematica que en los ultimos afios ha tomado un papel
relevante en todas areas del quehacer humano como el desarrollo tecnoldgico, la salud,
la economia y la politica. En la actualidad, los tomadores de decisiones utilizan el anali-
sis de las estadisticas como la principal fuente de insumos para realizar su trabajo, dado
que la estadistica permite acceder a interpretaciones objetivas de grandes cantidades de
informacion (Barreto-Villanueva, 2012; Pullinger, 2013; Vasquez 2020).

Ante la creciente demanda de profesionales en Estadistica, las instituciones formado-
ras de profesionales en estadistica se enfrentan al reto de informar a la comunidad inte-
resada en la carrera cuales son las habilidades deseadas para estudiar la carrera de forma
eficiente. Por otro lado, las instituciones universitarias estan explorando elementos pe-
dagobgicos, directrices y recursos para que los estudiantes de los cursos de Estadistica y,
en particular, los que se estan formando para ser profesionales en esa disciplina, vean re-
forzadas competencias requeridas para desempefiarse exitosamente en sus cursos y en su
desempefio posterior como profesionales (Blanco, 2018; Ramos, 2019; Martinez-Castro
y Zapata-Cardona, 2020).

Con base en lo anterior, el presente articulo da cuenta de algunas competencias aso-
ciadas con un indicador de éxito en la carrera de Estadistica: el rendimiento en un curso
introductorio de estadistica. Garbanzo (2007) describe el rendimiento académico como
una suma de factores que actian sobre la persona que aprende y lo define como un valor
atribuido al logro de la persona estudiante en las tareas académicas y que permite cer-
tificar dicho logro mediante las calificaciones obtenidas. Para esta autora, las notas re-
presentaran un indicador preciso y accesible para el rendimiento académico, si se asume
que, en efecto, reflejan el logro académico en los diferentes componentes del aprendizaje.
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Ahora bien, la cantidad de competencias que se pueden considerar en un analisis de
rendimiento académico es muy extensa (Garbanzo, 2007; Montero, Villalobos y Val-
verde, 2007; Mifano y Castejon, 2011; Elvira-Valdez y Pujol, 2014; Vargas y Montero,
2016). En este trabajo, se pretende dar cuenta de analizar la relacion entre diversas va-
riables cognitivas y sociales de los estudiantes de la carrera de Estadistica con el des-
empeilo en el rendimiento en un curso introductorio de estadistica de dicha profesion.
Especificamente se van a tomar en cuenta el razonamiento cuantitativo, la inteligencia
fluida, la autoeficacia y el razonamiento espacial. Adicionalmente a las variables ya se-
fialadas, se estudiara si dos factores que han sido asociados con diferencias en el rendi-
miento en matematica, se relacionan con diferencias en el rendimiento en la estadistica,
a saber, el sexo y el capital cultural y econdmico. Lo anterior se realiza mediante un ana-
lisis cuantitativo descriptivo y exploratorio.

La seleccion de estas variables se justifica en el hecho de que, como se expondra a
continuacion, existen multiples estudios que reportan altos niveles de correlacion entre
cada una de dichas variables con el rendimiento académico en matematica, por tanto, pa-
rece razonable suponer que esto se replica en el area de la estadistica. No obstante, hay
que someter esta suposicion a investigacion, ya que se ha argumentado que las similitu-
des y las diferencias entre educacion matematica y educacion estadistica, demandan un
analisis cuidadoso que tome en cuenta las interacciones entre ambas disciplinas antes de
establecer generalizaciones de resultados de una de ellas hacia la otra, particularmente
cuando se hacen especulaciones en las cercanias de los limites entre ambas (Del Pino y
Estrella, 2012; Groth, 2015).

2. MARCO CONCEPTUAL
2.1 Razonamiento Cuantitativo

Uno de los factores que ha sido asociado al rendimiento académico en matematica y que
se busca explorar en el presente estudio es el razonamiento cuantitativo (RC). Dwyer,
Gallagher, Levin y Morley (2003) definen el RC como la habilidad de analizar informa-
cion cuantitativa, tomando en cuenta como parte de ese analisis la determinacion de cua-
les destrezas y procedimientos pueden ser aplicados a un problema particular para llegar
a su resolucion. Dichos autores también destacan que el RC es fundamentalmente dife-
rente al dominio de contenidos matematicos, ya que el conocimiento del contenido es
necesario (aunque no suficiente) para la resolucion de problemas que requieren (o que
busquen medir) el RC.

Rojas, Mora y Ordofiez (2018) encuentran evidencias que respaldan la hipotesis de
que el razonamiento cuantitativo (medido con una prueba asociada a este constructo) es
un predictor relevante del rendimiento en cursos introductorios de matematica en carre-
ras de Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematica (STEM por sus siglas en inglés);
controlando otras variables relevantes para la prediccion del mismo, tales como tipo de
colegio de procedencia (publico o privado), sexo, prueba de admision a la universidad,
promedio de cursos de matematica en secundaria. Los resultados de dicho estudio evi-
denciaron que en todos los modelos finales, la variable de razonamiento cuantitativo fue
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la mas importante como predictora del rendimiento académico en los cursos introducto-
rios de matematica, siendo que a mayor nivel de razonamiento cuantitativo hay un mejor
rendimiento en los cursos.

Diferentes investigaciones han identificado una correlacion positiva entre el razona-
miento cuantitativo y el rendimiento académico en diferentes cursos universitarios que
revisten un perfil cuantitativo o que, al menos, tienen un componente importante de con-
tenido matematico (Johnson y Kuennen, 2006; Veenstra Dey y Herrin, 2009; Guglietta
y Delgado, 2010; White y Sivitanides, 2003; Colorado y Corcino, 2014; Islam y Al-
Ghassani, 2015). Algunos ejemplos especificos de cursos universitarios en los que se ha
puesto en evidencia la relacion a la que se ha hecho referencia son: (i) curso introducto-
rio de contabilidad (Yunker, Yunker y Krull, 2003); (ii) curso introductorio de Estadistica
(Johnson y Kuennen, 2006); (iii) cursos introductorios de Negocios y Economia (White
y Sivitanides, 2003) ; v, (iv) cursos introductorios de matematica universitaria en carre-
ras como Fisica, Meteorologia, Matematica, Ciencias y Farmacia de la Universidad de
Costa Rica (Rojas, 2014).

2.2. Autoeficacia

La autoeficacia en términos generales se refiere a la conviccion que una persona tiene
de poder llevar a cabo exitosamente las tareas requeridas ya sea para obtener ciertos re-
sultados o para lidiar con situaciones particularmente amenazantes a través del esfuerzo
persistente (Bandura, 1977). La autoeficacia conlleva ademas la creencia en la capaci-
dad propia de un individuo para la movilizacion de la motivacion y los recursos cogni-
tivos asi como el encauzamiento y ejecucion de las acciones necesarias para tomar el
control sobre eventos dados que potencialmente representan una amenaza (Ozer y Ban-
dura, 1988). Es esta creencia la que permite explicar por qué se asocia un nivel alto de
autoeficacia con un mejor desempefio ante eventos especificos. Una muestra de eventos
en los que la autoeficacia podria influenciar el desempefio, la proveen los contextos edu-
cativos: la participacion en una clase, la realizacion de una prueba estandarizada, el ren-
dimiento en un curso, etc.

De hecho, Schunk y DiBenedetto (2016) hacen referencia a la autoeficacia en contex-
tos educativos. Senalan que la misma puede influir positivamente en los estudiantes en lo
que se refiere a la seleccion de actividades, esfuerzo invertido, persistencia, interés y ni-
veles de desempeno. Honicke y Broadbent (2016) indican que en ambitos académicos se
define la autoeficacia académica como una referencia a la autoeficacia de quien aprende.
Estos autores hacen un recuento de estudios que relacionan positivamente la autoefica-
cia y el desempefio académico en diferentes ambientes y etapas de aprendizaje (prima-
ria, secundaria, universitaria), asi como en diferentes niveles de especificidad (éxito al
completar tareas propias de una asignatura, obtencion de una calificacion especifica en
una materia o la aprobacion de un curso universitario). Estudios meta-analiticos aportan
evidencia de una relacién moderada positiva entre la autoeficacia académica y el desem-
pefio académico de los estudiantes (Robbins, Lauver, Le, Davis, Langley y Carlstrom,
2004; Richardson, Bond y Abraham, 2012; Honicke y Broadbent, 2016).
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Ahora bien, en el caso especifico de la educacion estadistica se han llevado a cabo
investigaciones relacionadas con una categoria de la autoeficacia que ha sido denomi-
nada autoeficacia estadistica y que se define como la confianza de las personas en su
capacidad para completar tareas especificas relacionadas con la estadistica. No obs-
tante, los resultados con respecto a la relacion entre autoeficacia estadistica y desem-
pefio en esa disciplina han sido sorpresivamente disimiles. Una asociacion positiva
entre la autoeficacia estadistica de los estudiantes en un curso de Estadistica y su ren-
dimiento académico en el mismo ha sido reportada en algunos estudios (Finney y
Schraw, 2003; Bandalos et al., 2003), mientras que algunas investigaciones obtienen
resultados diferentes. Por ejemplo, Walker y Brakke (2017) reportan como parte de
sus hallazgos la ausencia de una asociacion estadisticamente significativa entre la au-
toeficacia en estadistica de los estudiantes de un curso de Estadistica y su desempefio
en ese curso.

Scheider (2011) tampoco llega a encontrar una relacion significativa entre autoefica-
cia estadistica y desempefio en un curso de estadisticas y, de hecho, uno de los dos ins-
trumentos que utilizd para medir la autoeficacia mostré una correlacion negativa con
el desempeno, sin llegar a alcanzar significancia. En este ultimo estudio el autor atri-
buye la ausencia de la esperable correlacion positiva significativa entre esas variables al
hecho de que la medicion de la autoeficacia estadistica se hizo al inicio de un semestre,
mientras que la medicion del desempeiio se efectué mediante los exdmenes del curso,
uno a mediados y otro a finales de semestre. Esta explicacion la sustenta en Bandura
(1997) quien sugiere que cuando las mediciones de la autoeficacia y del desempefio tie-
nen mayor proximidad temporal la relacion entre ambas sera mas precisa, lo que des-
aconseja diferencias prolongadas en la toma de esas medidas en estudios que involucren
la autoeficacia. Cabe destacar que, ademas de la disparidad temporal, Bandura (1997)
hace referencia a varias posibles explicaciones para la discordancia entre autoeficacia
y desempefio, tales como deficiencias en las mediciones de ambas variables, ambigiie-
dad o desconocimiento con respecto a lo que la tarea de desempefio requerird, objeti-
vos poco definidos, poca informacion del desempefio propio durante el desarrollo de la
tarea, entre otras.

2.3. Razonamiento visoespacial

En el contexto de una taxonomia de habilidades psicologicas, las habilidades relacio-
nadas con el razonamiento visoespacial han sido clasificadas por McGrew (2009) en
una categoria general que denomina habilidades de procesamiento visual. Esta cate-
goria hace referencia a la habilidad de generar, almacenar, recuperar y transformar
imagenes y sensaciones visuales. Segun la descripcion dada por este autor, estas habi-
lidades generalmente se miden mediante tareas (en las que aparecen estimulos geomé-
tricos o figurales) que requieren la percepcion y transformacion de imagenes o formas
visuales o tareas que requieren mantener la orientacion espacial en relacion con ob-
jetos que pueden cambiar o moverse en el espacio. En esta categorizacion se detallan
como habilidades especificas del procesamiento visual las siguientes: visualizacion,
establecimiento de relaciones espaciales, escaneo espacial, integracion perceptual de
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series, estimacion de longitudes, identificacion de ilusiones perceptuales, alternancias
perceptivas, imagenes.

En el estudio de los factores que pueden incidir en el desempefio en cursos de Mate-
matica o, particularmente de Estadistica, el razonamiento visoespacial se ha vuelto re-
levante, pues como sefiala Arcavi (2003) la visualizacion (entendida como capacidad,
proceso y producto de la creacion, interpretacion, uso y reflexion sobre retratos, image-
nes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con herramientas tecnoldgicas) tiene
como proposito la representacion y comunicacion de informacion, el pensamiento y de-
sarrollo de ideas previamente desconocidas y comprension avanzada. En ese sentido este
autor afirma de esta habilidad especifica que permite ver lo invisible en los datos, en alu-
sion a las abstracciones que no son visibles literalmente y, de hecho, Arcavi da como ins-
tancia de este tipo de entes invisibles el caso de las matematicas (o disciplinas aliadas,
por ejemplo, manejo de datos o estadisticas) puesto que manipulan objetos y entidades
muy diferentes de cualquier fenomeno fisico y, por tanto, requieren la habilidad de vi-
sualizacion en diferentes formas y niveles.

Godino et al. (2012), también se refieren a la importancia del papel de la visuali-
zacion en la actividad de la produccion y comunicacién matematica, en la formacion
de conceptos, en los procedimientos y en los modos de justificacion de las proposicio-
nes matematicas. Ellos concluyen que en la configuracion de objetos y procesos asocia-
dos a la matematica, el componente analitico (fundamental en etapas de generalizacion
y justificacion de las soluciones), se apoyara en un componente visual. Para estos auto-
res, ambos componentes se apoyan mutuamente en el proceso de solucion de tareas ma-
tematica. En ese sentido el grado de visualizacion utilizado durante la ejecucion de una
tarea sera clave en la comprension inicial de la naturaleza de la misma y en la elabora-
cion de conjeturas.

Algunos estudios han explorado las relaciones entre las habilidades visoespaciales
y el desempefio en matematica. Por ejemplo, en un estudio longitudinal Geer, Quinn y
Ganley (2019) obtienen resultados que sugieren una relacion positiva entre habilida-
des espaciales y rendimiento en matematica en alumnos en edad escolar. Otra inves-
tigacion con estudiantes también en etapa escolar (Lowrie, Logan, y Ramful, 2017)
expone a un grupo de estudiantes a un entrenamiento en habilidades visoespaciales y
lo comparan con un grupo que no ha recibido el entrenamiento (control) y obtienen
como resultado un mejor desempefio en el grupo de sujetos que fueron parte de la in-
tervencion diseiiada. También se ha investigado la relacion entre razonamiento visoes-
pacial y desempeiio en matematica en etapas de la vida adulta, en aspectos que pueden
incidir incluso en la seleccion y el desempefio en cursos o carreras. Por ejemplo, Wai,
Lubinski y Benbow (2009) han llevado a cabo un estudio longitudinal que aporta evi-
dencia del papel de la habilidad visoespacial como un predictor del éxito académico
en carreras STEM; Shea, Lubinski y Benbow (2001) también llevan a cabo un estudio
longitudinal que revela el papel como predictor de la habilidad espacial con respecto al
perfil educativo y vocacional resultante en individuos intelectualmente talentosos, en-
contrando que jovenes intelectualmente talentosos que ademas estan dotados con ma-
yores habilidades espaciales, tienen una mayor probabilidad de encontrarse en su edad
adulta en campos relacionados con la matematica, tales como las ingenierias o las cien-
cias de la computacion.
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2.4. Inteligencia fluida

Para exponer el concepto de la inteligencia fluida es necesario delimitar el concepto y
compararlo con su contraparte la inteligencia cristalizada. La inteligencia fluida (Gf) se
relaciona con el uso de procesos mentales para resolver problemas novedosos que no
pueden ser resueltos por simple memorizacion o conductas rutinarias; mientras que la
inteligencia cristalizada (Gc) hace referencia a desempefios cognitivos para los cuales es
necesaria la utilizacion de conocimientos aprendidos o o habilidades adquiridos previa-
mente. De ahi que se considere que Gc se fundamenta en la riqueza del conocimiento
adquirido, pero es Gf'la que provee la adquisicion de las habilidades y conocimientos ne-
cesarios para la Ge, extendiéndose por lo tanto la definicion de la Gf'a la habilidad para
aprender nueva informacién y, por tanto, adaptarse a situaciones novedosas (Cattell,
1963; Cattell, 1987; McGrew, 2009; Primi, Ferrdo y Almeida, 2010).

La inteligencia fluida ha sido identificada como una variable que se asocia positiva-
mente con el desempefio matematico en diferentes estudios. Por ejemplo, Taub, Floyd,
Keith y McGrew (2008) reportan evidencia del efecto directo y estadisticamente signifi-
cativo de la Gf'sobre variables de desempefio matematico; Primi et al. (2010) en un es-
tudio longitudinal con adolescentes durante dos afios escolares, exploran la asociacion
entre Gf'y el desempefio en matematica, no s6lo mediante la comparacion entre indivi-
duos, sino también por el analisis de la mejora del desempefio de cada individuo en su
desempeiio a lo largo del periodo, con lo que evidencian que Gf'es capaz de predecir no
solo el desempefio inicial en tareas matematicas, sino la mejora en esas tareas; Zhang y
Ziegler (2015) reportan el papel de Gf como predictor de las notas en Matematica en una
muestra de estudiantes de sétimo a onceavo grado en China ; Peng., Wang, Wang, y Lin
(2019) a partir de un meta-analisis reportan que la relacion positiva entre Gf'y el desem-
pefio en matematica esta influenciada por el tipo de tareas de G, las habilidades mate-
matica y la edad.

2.5. Capital cultural y econémico

Bourdieu (2001) en su teoria del capital hace referencia a tres tipos de capital, a saber, (i)
el capital economico, transformable directa e inmediatamente en dinero; (ii) el capital
social, que corresponde a la totalidad de los recursos basados en la pertenencia del indi-
viduo a un grupo; y finalmente, (iii) el capital cultural, que puede ser categorizado segiin
sea incorporado (habilidades, capacidades, destrezas interiorizadas en el seno de la fa-
milia o el ambito escolar), objetivado (bienes culturales materialmente transferibles por
su soporte fisico como por ejemplo escritos, pinturas, instrumentos 0 monumentos, pero
cuya verdadera apropiacion es intransferible y se da por medio del capital cultural inte-
riorizado) o institucionalizado (objetivacion del capital cultural incorporado en la forma
de titulos académicos por ejemplo).

Alvarez y Martinez (2016), retomando la teoria del capital de Bourdieu, describen
dos formas en que el capital econdmico y cultural repercute en mayores rendimientos
educativos. Una de ellas explica las diferencias en desempefio a partir de las diferencias
en la distribucion de los recursos economicos de los hogares (capital econdmico) y de
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los costos de oportunidad para el estudio, pues familias con mayores limitaciones eco-
némicas tendran menos posibilidad de costear a plenitud la educacion de sus hijos, res-
tringiendo sus oportunidades académicas. La otra teoria sefiala que las diferencias en los
resultados educativos se relacionan con el origen sociocultural que los nifios heredan de
sus familias en aspectos tales como, su forma de pensar, sentir y actuar (capital cultu-
ral); es decir, aquellos estilos, gustos, habitos y disposiciones culturales transmitidos a
los nifios en el seno de su familia.

Algunos estudios han aportado evidencia de una relacion positiva entre elementos
(generales y especificos) del capital cultural y econdémico sobre el rendimiento acadé-
mico de los individuos. Por ejemplo, Lozano y Trinidad (2019) llevan a cabo un estu-
dio que buscaba analizar el papel del capital cultural como predictor del rendimiento
académico en las pruebas del Programa para la Evaluacion Internacional de Alumnos
(PISA por sus siglas en Inglés) de la Organizacion para la Cooperacion y el Desarro-
llo Econémicos (OCDE), creado en 1997 y que busca medir los resultados en los sis-
temas educativos de los paises asociados en cuanto al rendimiento de los estudiantes
dentro de un marco comun acordado internacionalmente, en areas de lectura, ciencias
y matematica (OCDE, 2017; OCDE 2018). Volviendo al estudio que Lozano y Tri-
nidad (2019) llevan a cabo a partir de estas pruebas (Ilamadas cominmente pruebas
PISA), se analizan nueve variables propias del capital cultural y dos adicionales que
corresponden a indices generados por la misma prueba (el indice social, econdmico,
cultural y posesiones culturales en el hogar) y, para su poblacion de estudio, llegan a
concluir que la variable de cantidad de libros en el hogar, es la mejor predictora para
rendimiento académico.

Con respecto a aspectos mas relacionados con capital econdémico, Sirin (2005) lleva
a cabo un meta-analisis que incluia los reportes de investigaciones que exploraban la re-
lacion entre rendimiento académico y el status socio-econdmico de los estudiantes, lo-
grando evidenciar que la posicion de la familia en la estructura socio-econémica es uno
de correlatos mas fuertes en el desempefio académico. En otro estudio también meta-
analitico, Peng et al (2019) obtienen resultados que sugieren papel moderador del esta-
tus socio-economico de los estudiantes en la relacion entre el desempefio en tareas de
matematica y de lectura con la inteligencia fluida Gf'y sugieren que esa moderacion se
ve influenciada por la edad, de forma que la relacion entre Gf'y desempeiio para los in-
dividuos mas jovenes, es mas alta en aquellos que tienen un contexto socio econémico
relativamente mas alto.

2.6. Sexo

Las diferencias en el rendimiento en matematicas asociadas al sexo son objeto de in-
terés desde hace varias décadas. Como sefialan Aguiar, Gutiérrez, Lara y Villalpando
(2011), todavia a finales del siglo XIX la educacion que recibian hombres y mujeres no
era la misma, debido principalmente al rol que se asumia que hombres y mujeres de-
bian ocupar en la sociedad y, aunque en la actualidad ya se ha logrado una mayor cer-
cania a la equidad de género en cuanto al acceso a una misma educacion, se mantienen
varias practicas que generan una inequidad educativa en contra de las mujeres, lo cual
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provoca diferencias por género tanto en los puntajes obtenidos en pruebas con conte-
nido matematico, asi como en el acceso a carreras universitarias cientifico-tecnologi-
cas. Jacobs (2005) sefala que, aunque la brecha por género en el acceso a esas carreras
ha disminuido, aun sigue existiendo y no se debe a diferencias en cuanto a competencias
matematicas sino a diferencias por género en variables sociopsicologicas tales como, au-
toconcepto de la propia habilidad matematica, identidad social, valores, interés por cier-
tos cursos o topicos en ellos e incluso la influencia parental.

Durante varias décadas estas diferencias han sido objeto de estudio a nivel interna-
cional. Por ejemplo, en Latinoamérica algunas investigaciones han encontrado que en el
caso de matematica los hombres presentan un mejor desempeilo que las mujeres e in-
cluso se ha encontrado alguna interaccion significativa de variables de género y nivel so-
cio-econdmico sobre el rendimiento en matematica, que evidencia que la brecha entre
géneros es mayor en estudiantes con un menor nivel socioecondmico; es decir, las mu-
jeres se ven aun mas afectadas si presentan un nivel socioeconémico bajo (Cervini, Dari
y Quiroz, 2015; Radovic, 2018). Otra fuente de informacion muy valiosa con respecto
a las diferencias por género en el rendimiento académico son las ya mencionadas prue-
bas PISA. Por ejemplo, OCDE (2019) encontr6 que en los 67 paises o economias parti-
cipantes en en PISA 2015, los hombres tuvieron un mejor desempefio que las mujeres en
el area de matematica.

Un estudio interesante relacionado con las diferencias por género en el desempefio
académico en cursos de estadistica lo llevaron a cabo Cendales, Vargas-Trujillo y Bar-
bosa (2013), en el cual a partir de variables auto-perceptivas (autoconcepto, autoeficacia)
y actitudinales hacia la estadistica, generan dos perfiles (bajo y alto) y determina que las
diferencias por sexo en el rendimiento académico en estadistica depende del perfil auto-
perceptivo/actitudinal, ya que en el grupo con perfil bajo los hombres obtienen mejores
calificaciones que las mujeres, mientras que el grupo con perfil alto, son las mujeres las
que obtienen mejores puntuaciones.

3. ESTRATEGIA METODOLOGICA

En esta seccion se describen los componentes de la estrategia metodologica empleada
para cumplir con los objetivos planteados en el presente documento: los participantes del
estudio realizado, los instrumentos de medicion utilizados para aproximarse a las varia-
bles de interés, el método de aplicacion de dichas herramientas y finalmente, el analisis
de datos propuesto.

3.1. Participantes
En el estudio participaron 73 personas (25 hombres y 48 mujeres). Estas personas eran

estudiantes del curso de Estadistica Introductoria de la carrera de Estadistica de la Uni-
versidad de Costa Rica (UCR).
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3.2. Variables e instrumentos de medicion empleados para construirlas

Estadistica introductoria: Esta variable es la nota obtenida en el curso con el mismo
nombre. Esta nota estd compuesta por tres evaluaciones, donde cada una de ellas equi-
vale a un 33,3% de la calificacion final. Los objetivos de este curso son dar una vision
global de la Estadistica presentando el lugar que ocupa en la investigacion cientifica
y sus multiples aplicaciones; transmitir la importancia de la calidad de los datos para
que reflejen correctamente la realidad, presentando los métodos y problemas existen-
tes para la recoleccion de informacion, asi como ensefar a los estudiantes a presentar
las estadisticas descriptivas utilizando técnicas basicas de exploracion, descripcion y
resumen de datos.

Razonamiento Cuantitativo: Esta variable se midio6 a través de la Prueba de Habili-
dades Cuantitativas (PHC) aplicada en la UCR. Esta prueba esta compuesta de 40 items
de seleccion tnica con 4 opciones de respuesta y las puntuaciones se ubican en el rango
de 0 a 40. Las personas que obtienen entre 17 y 23 puntos en la PHC se consideran que
tienen un nivel medio de razonamiento cuantitativo (Rojas y Ordoéiiez, 2019). La version
utilizada disponia de 1 hora y 45 minutos para su resolucion y su alfa de Cronbach de la
PHC fue de .88.

Visualizacion espacial: Se utilizo el Test de Visualizacion Espacial (Prieto, Carro,
Orgaz y Pulido, 1993). Un elemento relevante sobre el test de visualizacion espacial es
que su version original contiene 26 items y su tiempo de aplicacion es de 40 minutos
(Prieto et al., 1993). En este estudio se requiri6 aplicar el test en 20 minutos, debido a
esto se decidio aplicar una version reducida de la prueba que consta de 14 items (los 13
items impares mas el item 26). Esta solucién toma en cuenta que los items estan ordena-
dos por dificultad creciente, y segun la ecuacion de la profecia de Spearman-Brown, a la
seleccion de preguntas realizada se le pronostica una confiabilidad alta de 0,85'. La ver-
sion final de la escala presentd un alfa de Cronbach de 0,65 y la varianza explicada por
la escala en el primer factor fue de 15,4%.

Inteligencia fluida: Para la medicion de este constructo se utilizaron los test uno y
tres de la Prueba de Cattell (Cattell y Cattell, 2001). En estos test se presentan reactivos
de tipo no verbal en los que se requieren establecer relaciones entre formas y figuras abs-
tractas para su resolucion (Cattell, Cattell y Weiss, 2017). Esta version de la Prueba de
Cattell contd con 26 items, con seis opciones de respuesta en cada uno de estos. Al fina-
lizar el analisis psicométrico se conservaron 19 items, los cuales presentaron un alfa de
Cronbach de 0,61, donde en el analisis factorial el primer factor explico un 8% de la va-
rianza. Esto implica que el puntaje mas alto que podia obtener los estudiantes en esta es-
cala era de 19 y el valor minimo 0.

Capital cultural y economico: Para cuantificar el capital cultural-econémico se uti-
liz6 la escala de capital economico y capital cultural de las Pruebas de PISA, que en total
cuenta con 24 items, 16 para capital cultural y 8 para capital econdmico. Los primeros

1. La formula de prediccion de Spearman-Brown, también conocida como formula o ecuacion de profe-
cia Spearman-Brown, es una formula que relaciona la fiabilidad psicométrica con el tiempo de duracion de
la aplicacion de la prueba. Es decir, la fiabilidad de una prueba después de cambiar la longitud de la misma
(Allen y Yen, 1979).
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items son dicotomicos (donde se responde si 0 no a la tenencia de ciertos bienes), mien-
tras que los segundo presentaban cuatro opciones de respuesta, donde la primera permi-
tia reportar que en el hogar no existia cierto objeto (por ejemplo, un televisor), y la cuarta
opcidn permitia reportar la tenencia de tres o mas unidades del objeto en cuestion. El alfa
de Cronbach tomo6 un valor de 0,83, mientras que el analisis factorial el primer factor ex-
plicéd un 27,4% de la varianza. La puntuacion de la escala se realizé por medio de la suma
total de los items y, por lo tanto, el valor minimo que puede tomar el puntaje de capital
es 0, mientras que el maximo es 40.

Autoeficacia matemdtica: Esta variable se aproximé mediante una adaptacion al es-
pafiol para Costa Rica de la escala de autoeficacia matematica (Moreira, Smith, Mon-
tero y Zamora, 2017), la cual forma parte del conjunto de escalas que se encuentran en
Modified Fennema-Sherman Attitude Scales de Doepken, Lawsky y Padwa (2003). Los
12 items de ese instrumento utilizan el formato de una escala Likert de cinco opciones
que van desde “completamente en desacuerdo” a “completamente de acuerdo”. Al rea-
lizar el analisis psicométrico, se elimin6 un item, con lo cual el alfa de Cronbach tomd
un valor de 0,85, y el primer factor explicd el 35% de la varianza. De esta forma, el pun-
taje maximo que podian tener los estudiantes en autoeficacia matematica era de 55 y el
valor minimo 5.

Sobre la calidad de estas fuentes de datos, cabe destacar que todos estos instrumentos
han sido validados previamente, por lo cual aportan informacion de alta calidad psico-
métrica para la medicion de los constructos de interés. Ademas, no se registraron valores
perdidos en las respuestas de los items.

3.3. Aplicacién de los instrumentos

Durante el primer ciclo lectivo del afio 2017, se llevé a cabo la aplicacion de un cuestio-
nario auto administrado, a las personas que estaban cursando Estadistica Introductoria
1 (curso que se ubica en el primer ano de la malla curricular del Bachillerato en Esta-
distica). En dicho periodo académico se abrieron cinco grupos del curso de interés y se
consigui6 obtener la respuesta de 73 de los estudiantes matriculados, los cuales habian
realizado la PHC en el 2016 o el 2015. Por tanto, es un sondeo, debido a que no se utiliza-
ron métodos probabilisticos para la seleccion de la muestra. La recoleccion de los datos
se realiz6 en sesenta minutos de una de las sesiones de clase del curso mencionado. Cabe
destacar que las personas investigadoras no eran docentes de ninguno de los cursos en
los que se realizé la recoleccion de datos.

Las personas que estuvieron de acuerdo en participar de la investigacion completaron
la prueba de inteligencia fluida y la de razonamiento visoespacial, junto con las escalas
de autoeficacia matematica y factores asociados al capital cultural y econdmico. Poste-
rior a esto, los datos recolectados se concatenaron con los resultados de la PHC descrita
previamente, asi como la nota final obtenida en el curso mencionado.
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3.4. Analisis de datos

En primer lugar, se realizé un andlisis psicométrico de las escalas y las pruebas que se
emplearon, para seleccionar los reactivos que conformaron las medidas. Para llevar a
cabo el analisis de confiabilidad y validez de las escalas, se realizaron dos analisis: por
un lado, la estimacion de la validez del constructo de cada instrumento se estudid a través
de un analisis factorial de componentes principales con rotacion PROMAX, y, por otro
lado, se estimo la confiabilidad de cada escala utilizando el Alfa de Cronbach.

En el caso del analisis de la validez del constructo se utilizaron dos criterios psico-
métricos complementarios para establecer el numero de factores: (1) un porcentaje de
varianza explicada de 10% como minimo para cada factor, y, (2) confirmacién de los fac-
tores mediante el comportamiento del grafico de sedimentacion y la aparicion del “codo”
en el mismo. Por otro lado, en el caso del analisis de confiabilidad, se procur6 que el Alfa
de Cronbach tomara valores de por lo menos 0,60 y se valora la posibilidad de eliminar
items si se daba un mejoramiento del Alfa de Cronbach.

Una vez seleccionados los reactivos utilizados en cada medida se realizé un analisis
descriptivo de los datos. En esta etapa se estudiaron las medidas de tendencia central de
cada una de las seis variables empleadas en el analisis y las correlaciones entre estas va-
riables para estudiar la asociacion entre las mismas y particularmente la asociacion de las
variables con el rendimiento académico en estadistica.

En lo que respecta al analisis de asociacion de las variables de interés con el rendi-
miento en Estadistica Introductoria, se realizo una prueba de diferencias de medias de
la nota de Estadistica, segun los niveles bajos y altos de cada variable. Las personas con
valores bajos en una variable fueron aquellas que tuvieron valores en el primer tercil de
esta, mientras que las personas con valores en el tercer tercil se categorizaron como de
valores altos.

Ademas, para determinar las variables mas importantes en la prediccion del rendi-
miento académico del curso indicado, se estim6 un modelo de regresion lineal con el
método de méaxima verosimilitud cuya variable respuesta fueron las notas del curso en
cuestion y las variables independientes a las variables: razonamiento cuantitativo, in-
teligencia fluida, razonamiento visoespacial, autoeficacia, capital econémico-cultural,
grupo y sexo. Como parte del analisis de regresion se realizaron los diagnosticos del mo-
delo; es decir: el grafico Q-Q para estudiar la normalidad de los residuos, el grafico de
residuos contra valores predichos para analizar la homocedasticidad y los factores de in-
flacion de varianza para evaluar la multicolinealidad entre las variables independientes.
A partir de estos analisis, se concluy6 que se cumplieron los supuestos del modelo de re-
gresion lineal.

4. RESULTADOS
En la tabla 1 se presentan los estadisticos descriptivos de los datos utilizados en el anali-

sis principal. La variable dependiente de interés presentd un promedio de 5.8, lo cual es
un valor inferior al minimo requerido para pasar el curso (7). Por su parte, la variable de
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habilidades cuantitativas presentd un promedio de 15, el cual se asocia a una habilidad
media-baja (Rojas y Ordofiez, 2019).

Tabla 1. Estadisticos descriptivos de las variables del analisis

! =
S s = S S = ° S e
, SE3| % | EE| E| | E | g
Variable To 2 g =5 = =] = s
ET=| £ 3% = S > ~
£ 2 "
Nota Estad{stlca De0alo 5.8 1.9 2.0 6.0 9,5 75
Introductoria I
Inteligencia fluida De0Oal9 11,3 2,8 4.0 11,0 18,0 14,0
Vlsual.lzacmn De0al4 2.7 22 0,0 2.0 12,0 12,0
Espacial
Razonamiento De0ad40| 15,0 5,5 7,0 140 | 340 | 270
cuantitativo
Capital economico De0ad0| 207 6,5 5,0 22,0 32,0 27,0
y cultural
Autoeficacia De5as55| 364 44 280 | 360 | 46,0 18,0
Matematica

Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 1 de los anexos se muestra la matriz de correlaciones de las variables. En
particular, se obtuvo que la correlacion mas alta en valor absoluto de Estadistica Intro-
ductoria fue con el razonamiento cuantitativo (.37), luego, con autoeficacia matematica
(--29) e inteligencia fluida (.26); las mas bajas fueron con visualizacion espacial y capi-
tal econdmico y cultural (.19 y .18, respectivamente).

En la tabla 2 se presentan los resultados de las pruebas de medias de Estadistica In-
troductoria, en los grupos definidos por los terciles extremos de cada variable de inte-
rés. Las comparaciones en las que no hubo diferencias significativas al 5% fue en las
realizadas con los grupos definidos por inteligencia fluida, visualizacion espacial y ca-
pital economico-cultural. En cambio, en los grupos definidos por las variables razona-
miento cuantitativo y autoeficacia matematica si se observaron diferencias en la nota
de Estadistica Introductoria. Se observé que las personas que presentaron niveles altos
de razonamiento cuantitativo obtuvieron mayores promedios en Estadistica Introduc-
toria que las personas del primer tercil; por otro lado, las personas con niveles altos de
autoeficacia presentaron promedios mas bajos de Estadistica Introductoria que las del
primer tercil.
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Tabla 2. Pruebas de diferencias de medias del curso Estadistica Introductoria I
entre el primer y tercer tercil de las variables de interés

Variable Media primer | Media tercer Valor t Valor p
tercil tercil
Inteligencia fluida 5,64 6,30 -1,28 0,21
Visualizacion Espacial 5,86 6,10 -0,44 0,66
Razonamiento 524 6,66 173,5 0,01
cuantitativo
Capital econdomico y
5,44 6,36 -1,78 0,08
cultural
Autoeficacia 6,10 4,74 2,84 0,01
Matematica

1/ La prueba de diferencia de medias utilizada es la t de Student. Por tanto, antes de realizar
la prueba se probd que los grupos de datos de cada tercil tuvieran una distribucion normal y
que las varianzas de los grupos fueran iguales, lo anterior mediante la prueba de normalidad
de Shapiro-Wilk y la prueba F de comparacion de varianzas. Cabe destacar, que solo los ter-
ciles ordenados segtin el Razonamiento Cuantitativo no se distribuyeron normalmente, en-
tonces se usé el test de rangos de Wilcoxon. Ello implica que en la casilla de valor t lo que
se reporta es el estadistico W.

Fuente: Elaboracion propia.

Luego, es importante mencionar que la prueba de diferencias de media de las notas
de Estadistica Introductoria, segun los grupos definidos con el capital cultural y econo-
mico fue marginalmente significativo (p=.08). En esta comparacion se obtuvo que las
personas con mayores indices de capital cultural y econémico presentaron mayores pro-
medios en Estadistica Introductoria que sus contrapartes con bajos indices de capital cul-
tural y economico. Ademas, al realizar la prueba de diferencias de medias en la nota de
Estadistica segiin sexo, se obtuvo que no hubo diferencias significativas entre estos gru-
pos (t(71)=-.906, p=.368).

En la tabla 3 se presentan los resultados de la regresion lineal sobre la nota del curso
de Estadistica Introductoria. En este analisis se obtuvo que la unica variable que mos-
tr6 una asociacion significativa al 5% con la nota del curso de Estadistica fue el razo-
namiento cuantitativo. Dicha asociacion fue positiva, esto quiere decir que a mayores
niveles de razonamiento cuantitativo se observan mayores promedios en las notas de Es-
tadistica Introductoria, manteniendo el resto de variables constantes.
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Tabla 3. Coeficientes estandarizados, errores estandar, valores t y valores p del
modelo de regresion lineal cuya variable respuesta es el
rendimiento en el curso de Estadistico Introductoria I

Variable Coeficiente Error Valor t Valor p
Estandar

Intercepto 0,074 0,136 0,546 0,587
Inteligencia fluida 0,027 0,136 0,200 0,842
Visualizacion Espacial 0,003 0,124 0,027 0,978
Razonamiento Cuantitativo 0,332 0,135 2,461 0,017*
Capital econémico y cultural 0,066 0,118 0,556 0,580
Autoeficacia Matematica -0,199 0,125 1,835 0,116
Sexo (Hombres) -0,217 0,239 -0,906 0,368

R cuadrado multiple = 0,21
Nota: el asterisco a la par de el valor p significa que el mismo es menor al nivel de signifi-
cancia 0,05.

Fuente: Elaboracion propia.

En este analisis, las variables autoeficacia y capital econémico y cultural no presen-
taron significancia estadistica relevante como en el estudio de las diferencias de las me-
dias. Esto indica que para las diferencias en capital economico, cultural o autoeficacia en
esta muestra no se asocian a cambios en las calificaciones de Estadistica Introductoria.
Mientras que el razonamiento cuantitativo si se asocia con cambios en las calificaciones
en este curso introductorio.

Sin embargo, a la hora de leer estos resultados es importante destacar que se esta tra-
bajando con una muestra no probabilistica, por tanto los resultados obtenidos hacen re-
ferencia especificamente a los sujetos que participaron en la recoleccion de datos. Ahora,
esto no significa que los resultados no muestren cierta tendencia del comportamiento de
los estudiantes de la carrera Estadistica de la UCR, lo cual permite generar o pensar es-
trategias en pos de mejorar el desempefio del estudiantado que cursa para obtener el ti-
tulo de profesional en Estadistica.

5. DISCUSION

La relevancia de estudio se debe a que posibilita la deteccién de variables asociadas
al rendimiento en cursos de Estadistica. La dilucidacion de estas variables es la base
para el desarrollo de intervenciones para la mejora del rendimiento en los cursos, ya
que muchas veces los bajos rendimientos no se deben a dificultades en la compren-
sion de los contenidos, sino a elementos externos, como las variables estudiadas en
este articulo.
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El analisis descriptivo de las variables predictoras consideradas indic6 que todas las
variables presentaban una correlacion lineal positiva con el rendimiento en Estadistica,
con excepcion de la autoeficacia matematica. En particular, inicamente la variable razo-
namiento cuantitativo presentd una correlacion mayor a .30, lo cual indica un patron de-
finido, de que a mayores niveles en esta variable se observan mayores niveles promedio
en las notas en Estadistica.

Por otro lado, al comparar el rendimiento en Estadistica de las personas con mayores
valores en una variable con los de aquellas con los menores valores, se observaron dife-
rencias significativas del promedio en Estadistica seguin niveles de razonamiento cuanti-
tativo, lo cual coincidi6 con la correlacion descrita previamente. Ademas, se observaron
diferencias en el promedio de Estadistica segtin nivel de autoeficacia matematica y capi-
tal cultural y econdmico, en el primer caso, a favor de las personas con niveles bajos en
la variable y, en el segundo a favor del grupo con notas altas.

Las diferencias anteriores coincidieron con lo esperado tedricamente. En el caso del
razonamiento cuantitativo, en los problemas de estadistica, por lo general se requiere de
este proceso, debido a que estos van mas alla de reproducir un algoritmo visto en clase,
demandan plantear estrategias basadas en los contenidos que permitan llegar a la solu-
cion del problema (Rojas et al., 2018). En particular, muchos de los problemas de Esta-
distica Introductoria se presentan en contextos cotidianos, esto obliga a los estudiantes
a realizar otra etapa del razonamiento cuantitativo: identificar las piezas de informacion
claves del ejercicio.

En cuanto al capital econdomico y cultural, era esperable que personas con mayo-
res niveles en esta variable tuvieran mayores rendimientos debido a los insumos edu-
cativos exclusivos que han recibido a lo largo de su vida (Alvarez y Martinez, 2016).
Con respecto a la autoeficacia, los resultados fueron inesperados, debido a que en la
mayoria de antecedentes y en la teoria se justifica la presencia de una relacion posi-
tiva y en este primer analisis se obtuvo una relacion negativa (Walker y Brakke, 2017,
Scheider, 2011).

Las variables inteligencia fluida y razonamiento espacial fueron las que no reflejaron
diferencias de promedios de rendimiento en Estadistica entre sus terciles. En la primera
variable, la razon puede ser que en cursos universitarios de estadistica se hacen razona-
mientos sobre objetos conocidos por los estudiantes o construidos sobre esos objetos,
en cambio, en la inteligencia fluida se trata de aislar el conocimiento adquirido (Cat-
tell, Cattell y Weiss, 2017). En la segunda variable, la razoén puede ser que en el curso
de estadistica introductoria solo se estudia analisis bidimensional, en cursos mas avan-
zados esta variable puede ser mas relevante, dado que se requiere el analisis tridimen-
sional (por ¢j. distribuciones bivariadas y analisis factorial). Ademas, se observo que no
hubo diferencias por sexo en las notas de Estadistica, lo cual es esperable si se toma en
cuenta que en un analisis de datos adicional se observo que las variables motivacional y
de capital econdmico consideradas no presentaron diferencias significativas segiin sexo
y, como se dijo en la introduccion, las diferencias observadas en rendimiento seglin sexo
no se deben a factores del sexo en si, sino de elementos externos como los considerados
en estas variables (Jacobs, 2005).

Luego, el andlisis de regresion multiple permitié analizar la asociacion de cada una
de las variables mencionadas, pero considerando mismos valores el resto de variables.
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Se obtuvo que con esas condiciones, Unicamente el razonamiento cuantitativo se asocio
con el rendimiento en Estadistica. Por tanto, en personas con los mismos niveles en todas
las variables, se observo un crecimiento del promedio en la nota de Estadistica, segun el
nivel de razonamiento cuantitativo.

En el analisis de regresion hay que resaltar que la variable capital econémico y cul-
tural ya no es relevante, como se observd cuando no se controlaba ninguna variable. La
importancia de este resultado es que esta es una variable para la cual no se pueden reali-
zar intervenciones directamente, pero dada su pérdida de relevancia, las intervenciones
se deben hacer en funcion de la variable en la que se tiene mayor margen de accion: el
razonamiento cuantitativo.

6. CONCLUSION

Mediante el analisis realizado en este articulo, se da cuenta de la relacion entre diversas
variables cognitivas y sociales de los estudiantes de la carrera de Estadistica con el ren-
dimiento en un curso introductorio de estadistica de dicha profesion. Si bien es cierto, los
resultados obtenidos se circunscriben a la interpretacion del comportamiento de los suje-
tos que componen la muestra con la que se trabaja, este ejercicio analitico permite visi-
bilizar algunas tendencias alrededor del aprendizaje y el rendimiento de los estudiantes
de la carrera ya mencionada.

Por un lado, se confirma que las personas con mayores habilidades en razonamiento
cuantitativo también tienden a tener mejor rendimiento en el curso introductorio a la es-
tadistica en cuestion, lo cual va de la mano con lo que se plantea en la teoria. Asimismo,
se repite esta tendencia con respecto al capital econéomico y cultural, lo cual también era
un resultado esperado. Por otra parte, las habilidades en visualizacion espacial y la inte-
ligencia fluida no se presentaron como factores asociados de manera relevante al rendi-
miento del curso analizado, lo cual se puede ver relacionado con el hecho de que en el
mismo no se estudian y evalian topicos que requieran de dichas habilidades. Ademas, se
observa que el sexo no es un factor que esté generando diferencias en el rendimiento de
las personas que participaron en el analisis.

El unico resultado inesperado que se obtuvo, tiene que ver con la autoeficacia ma-
tematica, pues se obtuvo una relacion negativa entre dicha variable y el rendimiento en
el curso de estadistica introductoria. En ese sentido, una hipotesis que se podria explo-
rar es que los estudiantes con alta autoeficacia pueden esforzarse menos por obtener
notas altas, debido a su alta confianza en sus capacidades, lo cual los lleva a presentar
un rendimiento mas bajo que aquellos con autoeficacia baja, los cuales se tienden a es-
forzar mucho mas, debido a que confian poco en sus capacidades. Sin embargo, esta
es una idea que debe ser sometida a evaluacion y ademas, es un resultado que deja de
ser significativo cuando se consideran otras variables (aunque esta pérdida de signifi-
cancia se puede deber a la hipotesis mencionada). Asimismo, es relevante recordar que
esta es una muestra no probabilistica, por tanto se insiste en que los resultado obteni-
dos se limitan a la explicacion del comportamiento de los sujetos de los cuales se obtu-
vieron los datos.
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Tomando en cuenta los hallazgos del analisis planteado, se sugiere que las interven-
ciones para mejorar el rendimiento en la nota de Estadistica se pueden basar en el entre-
namiento del razonamiento cuantitativo. Dicho entrenamiento se puede dar en un taller
centrado en estrategias de solucion de problemas matematicos, en los que se ensefie los
casos de aplicacion y uso de las estrategias de solucion.

Para finalizar, cabe sefialar que en este articulo se present6 una introduccién de las
asociaciones directas de un grupo de variables de interés con el rendimiento en Esta-
distica, por medio de una regresion lineal, la cual es util para tomar decisiones sobre
las variables mas relevantes para el desarrollo de una intervencion dirigida al mejora-
miento del rendimiento en el curso. En este trabajo se consideraron las variables que
fueron evaluadas por los autores de este articulo como potenciales predictores del ren-
dimiento en estadistica, no obstante, quedaron por fuera otras variables que podrian ser
tomadas en cuenta en otros estudios: ansiedad matematica, habitos de estudio o inte-
rés por la materia. Ademas, se podrian considerar redes de asociaciones mas complejas
entre las variables de interés, que la asociacion directa de los predictores con la predi-
cha, las cuales podrian ser utilizadas si son justificadas en las teorias que sustentan los
futuros estudios.
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ANEXOS

Ilustracion 1. Matriz de correlaciones de Pearson entre las variables incorporadas al

analisis
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Resumen: La contingencia sanitaria por Covid-19 obligé al profesorado en servicio
en México a migrar de clases presenciales a clases en linea y a distancia, este arti-
culo muestra una experiencia personal como profesora de Cdalculo en el nivel universi-
tario con estudiantes de segundo semestre de ingenieria en sistemas computacionales
en donde se muestra como las herramientas tecnologicas funcionaron como escenario
principal para dar continuidad a las clases a distancia, la adopcion de los medios digi-
tales como canales de difusion del conocimientos y los retos presentados ante esta nueva
modalidad.

Palabras clave: cdlculo integral, métodos de integracion, transicion, modalidad a
distancia.

The transition from an Integration parts class of
the classroom to online and remote classes:
a teaching experience

Abstract: The health contingency by Covid-19 forced the teachers in service in Mexico
to migrate from classroom to online and remote classes. This article shows a personal
experience as a Calculus teacher at the university level with students of second semester
in computer engineering, showing how the technology tools worked as the main scenario
for continuity to remote classes, the adoption of digital media as knowledge communica-
tion channels and the challenges presented by this new modality.

Keywords: integral calculus, integration methods, transition, remote mode.
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1. INTRODUCCION

El pasado 20 de marzo de 2020 la Secretaria de Educacion Publica de México anuncia
un receso obligado ante la crisis sanitaria por Covid -19; de un dia para otro se obliga a
los decentes del pais a transitar de un ambiente de ensefianza presencial a uno a distancia.
Esta situacion obligé a los decentes a buscar de manera inmediata e improvisada los me-
dios para dar continuidad a las clases y formacion profesional académica. Una experien-
cia de esta transicion, que se comparte en este escrito, se enfoca en el tema Integracion
por partes en la materia de Calculo Integral para estudiantes de segundo semestre de In-
genieria en Sistemas Computacionales en el Instituto Tecnologico Superior de Teziutlan,
en la ciudad de Teziutlan ubicada al noreste del Estado de Puebla, México.

La crisis sanitaria ha orillado a modificar los procesos de ensefianza-aprendizaje de
forma repentina; como docente se advierte la oportunidad para abordar los contenidos
haciéndolos mas visuales con el apoyo de herramientas tecnoldgicas que permitan la
compresion del estudiante. Como lo comenta Garcia (2020) se deben disefiar activida-
des donde los estudiantes se encuentren activos cognitivamente y donde se les pida que
hagan y no s6lo que observen o escuchen el tema.

La transicién de un ambiente presencial a uno a distancia modificéd sin duda muchos
quehaceres educacionales, ademas recordo a los docentes y autoridades educativas el tér-
mino brecha digital. Sensibilizo también a la comunidad docente respecto a la flexibi-
lidad para comunicar en este nuevo escenario el conocimiento, o para poder recibir las
actividades y tareas asociadas a esta obligatoria dindmica didactica. Los medios electro-
nicos como plataformas educativas tipo Moodle, plataformas para realizar video confe-
rencias, redes sociales y tutoriales en video se convirtieron en herramientas protagonicas
para difundir el conocimiento.

Fue un reto ensenar métodos de integracion a distancia, porque se debid buscar la
forma y los medios para hacer llegar el tema al alumnado y sobre todo garantizar el
logro de la comprension y aprendizaje del tema. Y si como sefialan Montero-Moguel y
Vargas-Alejo (2021, p. 8) “Es necesario tener propuestas educativas para todos los ni-
veles educativos que posibiliten la formacion de los ciudadanos”, esta experiencia pre-
tende poner a prueba una en una época de especial dificultad.

2. EL CALCULO COMO BASE DE LA INGENIERIA

El Calculo, de acuerdo a Zill et al. (2011) se puede clasificar en dos areas: Calculo Dife-
rencial y Calculo Integral, el primero hace mencion a las propiedades y razones de cam-
bio comparativas de variables a través de ecuaciones, y el segundo, ayuda a recuperar las
variables originales conociendo sus razones de cambio.

Ambos calculos (diferencial e integral) forman parte del cimiento de la forma-
cion ingenieril que esta conformada por cinco materias: Calculo Diferencial, Calculo
Integral, Algebra Lineal, Calculo Vectorial y Ecuaciones Diferenciales, especifica-
mente para la carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales en su plan de es-
tudios ISIC-2010-224 que oferta el Tecnoldgico Nacional de México (Ver TecNM,
2016) a través de los diferentes campus de la Republica Mexicana; dentro de su plan
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de estudios se da importancia al uso de las tecnologias de la informacion para el de-
sarrollo de las competencias profesionales.

El modelo educativo del Tecnoldgico Nacional de México (DGEST, 2012) tiene por
objetivo el desarrollo de las competencias profesionales a través del ser, saber ser y saber
hacer, que se configuran en tres dimensiones: académica, organizacional y filoséfica; en
la primera, abarca el plano social, psicopedagdgico y curricular. El plano social involu-
cra el contexto mundial, regional y local y la formacion y desarrollo de competencias
profesionales, donde se entiende por competencia profesional:

“Asimismo, entendemos que la competencia profesional es una configuracion intelectual
que integra en su estructura y funcionamiento una forma de pensar, el manejo de conocimien-
tos formales, y un conjunto de recursos procedimentales y actitudinales de caracter util y prac-
tico, en tanto de que la profesion la definimos como una practica social caracterizada por una
serie de actividades que se desarrollan con base en un conjunto de conocimientos especia-
lizados, capacidades intelectuales y actitudinales que requieren un compromiso personal y
la responsabilidad, por parte de quien la ejerce, de actuar tomando en cuenta las repercusio-
nes sociales generadas por su actividad, dado que habra de constituir una forma de vida...”
(DGEST, 2012, p. 36-37)

El enfoque que se le da al Calculo dentro de la formacion ingenieril depende en
mayor medida de la dedicacion del profesorado y de las estrategias de ensefianza que uti-
lice para construir el conocimiento, dicha construccion puede ubicarse en dos dimensio-
nes: técnica y conceptual (Zbiek et al, 2007), la primera se refiere principalmente a las
tareas de ejecucion mecanica o procedimental y la segunda se ocupa de tareas de indaga-
cion, articulacion y justificacion; el rol de estudiante en funcion de la tecnologia influye
en ambas dimensiones que a su vez propician el aprendizaje, en este caso, para Calculo
Integral se usan los medios tecnologicos como herramientas cognitivas para transmitir el
conocimiento, es decir, como canal de comunicacion directa con el estudiante en donde
el acompafiamiento o tutoria por parte del docente es estratégico para que se logre dicho
aprendizaje.

3. LA TRANSICION REPENTINA DE LA MODALIDAD PRESENCIAL A LA
MODALIDAD A DISTANCIA: MI EXPERIENCIA

La contingencia sanitaria por Covid — 19 obligd a todo el profesorado en servicio en M¢é-
xico a mover de forma repentina su ensefianza presencial a una forma a distancia, bus-
cando recursos tecnoldgicos e improvisando formas de ensefianza para dar continuidad
al programa de estudios. En ese entonces la autora de este escrito se encontraba impar-
tiendo la materia de Calculo Integral a estudiantes de segundo semestre de la carrera de
Ingenieria en Sistemas Computacionales, en donde se tuvo que ajustar de forma inme-
diata la manera de trabajo para continuar con las clases a distancia.

En el Instituto desde el inicio de la crisis se contaba con la plataforma educativa
Moodle, sin embargo, no todos los estudiantes tenian los accesos a ella desde sus ho-
gares o lugares de procedencia; dadas las circunstancias se decidié utilizar diversos
medios y canales digitales de comunicacion. En lo personal, desde 2016, abri un canal
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de video tutoriales en la plataforma YouTube y esta fue mi mejor opcion para comu-
nicarme con los estudiantes y dar continuidad a mi quehacer académico; esta plata-
forma me permitio subir videos sobre los temas en curso y realizar sesiones en vivo
una vez a la semana para resolver dudas de los alumnos. La gran mayoria de los estu-
diantes contaban al menos con un teléfono inteligente y conexion a internet en donde
se podian conectar a la sesion en vivo a través de YouTube y ello me permitid inte-
ractuar con ellos en tiempo real (ver Figura 1). Otro canal de comunicacién como
la mensajeria instantanea de WhatsApp se volvid primordial también para resolver
dudas de los alumnos, darles a conocer material didactico y como medio de recepcion
de tareas y trabajos.
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Figura 1. Video tutorial en el canal de YouTube: Yocelyn Espinoza.
Tema: Integrales ciclicas que se resuelven por partes

3.1. Adaptabilidad y retos

Pero {qué sucedid con el contenido tematico de la materia?, ;como se tuvieron que mo-
dificar las estrategias de ensefianza?, ;el programa de estudios sufri6 cambios? Estas in-
terrogantes surgieron a raiz de esta transicion, pues la brecha entre una clase presencial
y una clase a distancia, sin duda, fue muy grande.

En este caso, adaptar el contenido tematico de Célculo Integral, especialmente
en la unidad 2: Métodos de integracion, implico trasladar cada uno de los temas en
primer lugar a una presentacion de Power Point, con ayuda del editor de ecuacio-
nes, para posteriormente grabar un video donde se explicaba paso a paso la resolu-
cion de estas integrales. Otro cambio se hizo en la forma de trabajo en las tareas, los
alumnos de estar acostumbrados a realizar las actividades dentro del aula, donde los
profesores estaban al pendiente de sus dudas, ahora tuvieron que hacerlas de forma
autébnoma y las enviaban a través de plataforma Moodle o de WhatsApp en formato
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de imagen o de PDF (Portable Document Format) para recibir retroalimentacioén por
parte del profesor. Si bien algunos estudiantes comprendian el tema, esta experien-
cia nos mostré que mas del 50% se quedaban con dudas que no externaban y s6lo
un 20% buscaba ayuda adicional en libros electronicos, blogs u otro medio de con-
sulta en internet.

La materia de Calculo Integral culmino la segunda semana del mes de junio de 2020,
los resultados fueron favorables, las estrategias de ensenanza — aprendizaje que se adop-
taron fueron satisfactorias puesto que los estudiantes se adaptaron a los medios tecnolo-
gicos que se utilizaron pues se encontraban a su alcance, ademas, el acompaiamiento o
tutoria que se les dio también ayudo6 a lograr el aprendizaje, se alcanzaron los contenidos
tematicos del plan de estudios en un 80% por el tipo de modalidad en la que se trabajo
dando como resultado de un total de 37 estudiantes el 92% aprob¢ la asignatura con una
evaluacion buena (de 75 a 84%).

3.2. Las ayudas tecnoldgicas y el proceso de integracion

(Es realmente fidedigno el uso de la tecnologia en la construccion del conocimiento ma-
tematico?, es una pregunta hasta cierto punto ambigua ya que la limitante de comuni-
carse a través de una pantalla no garantiza la atencion de la persona que se encuentra a
otro lado de esta. El ser humano (Donald, 1991) tiene la capacidad de la memoria interna
que es importante en el proceso cognitivo, con ello puede acceder no sélo a la informa-
cién que se transmite de persona a persona sino también tiene la capacidad para inda-
gar, consultar y acceder de forma voluntaria a diferentes fuentes de informacion que dan
rumbo a la construccién y enriquecimiento del conocimiento. (Donald, 2001). Con ello
se motiva al estudiante a indagar por su propia cuenta en fuentes de informacion que le
permitan enriquecer su conocimiento, utilizando las herramientas tecnologicas como al-
ternativa para acercase de forma rapida a dicho conocimiento.

Las herramientas tecnologicas son de naturaleza cognitiva (Zbiek et al, 2007) porque
facilitan el aprendizaje en diferentes areas ya que no son precisamente herramientas di-
sefladas para matematicas, sino que son herramientas que ayudan a transmitir y desarro-
llar los procesos de ensefianza. En este sentido, echar mano de aplicaciones tecnologicas
como software matematico ayuda a comprobar resultados, pero no sustituye la ense-
flanza de los teoremas, axiomas, procedimientos y algoritmos para desarrollar en este
caso los métodos de integracion.

Centrandonos en el tema de integracion: integracion por partes, el estudiante tiene
el reto de aprender a identificar de forma autéonoma el lugar que toma la variable “u “y
el lugar que toma “dv” dentro de este proceso, el cual se identifica con la siguiente for-

mula de integracion:
fudvzu-v— fv du
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Esta formula se utiliza para calcular la integral de un producto de funciones, por
ejemplo: por mencionar algunos casos. Dentro del proceso de integraciéon es impor-
tante saber diferenciar quién tomara el lugar correcto para poder lograr dicho proceso
de forma exitosa. Ademas, se debe echar mano de los procesos de derivacion vistos
en calculo diferencial y de los métodos de integracion basicos y previos, puesto que
“u” se deriva para obtener “du” y “dv” se integra para obtener “v”’ y poder aplicar esta
formula de integracion. Sin embargo, cuando se trabaja este tema con integrales cicli-
cas (que no llegan a un resultado por si solas) también se apoya de los conocimientos
del algebra basica para agrupar términos semejantes y despejar.

Para que el estudiante pudiera alcanzar las competencias especificamente en este
tema, aparte de los video tutoriales y las sesiones en vivo que se trabajaron a distancia,
se les recomendd hacer uso del siguiente acronimo: ILATE, que ayuda a identificar de
forma mas rapida y precisa la funciéon que debe tomarse como “u”. ILATE significa: [ =
trigonométrica inversa, L = logaritmo, A = algebraica, T = trigonométrica, E = exponen-
cial. La primera de ellas que se encuentre en este orden dentro de la integral, es la que se
recomienda tomar como “u”.

3.3. Experiencia en el aula a distancia

Como profesor puedo desglosar mi experiencia en los siguientes puntos:

e Realizar los videos en vivo a través de YouTube no generaban privacidad al mo-
mento de interactuar con los estudiantes ya que hay personas de otras escuelas y
ciudades suscritas al canal y al generar un video en vivo se llegaban a conectar;
ayudd en un primer momento, pero al ver que la contingencia sanitaria se exten-
di6 por meses, el Instituto decidié normalizar las clases en linea y para el periodo
agosto — diciembre se hizo uso de plataforma Microsoft Teams para trabajar de
forma sincronica con los estudiantes a través de video clases en tiempo real.

e Usar las presentaciones de Power Point y el editor de ecuaciones de Word me re-
sulté cansado en el disefio de diversos temas para la elaboracion de videos. Por
lo que a finales del mes de junio, y sabiendo que impartiria la materia de ecuacio-
nes diferenciales en el verano, indagué en la web sobre las pizarras digitales (ver
figura 2), pero escribir en ellas con ayuda del mouse de la computadora resulto
complicado y mas porque soy zurda, entonces descubri la existencia de un mouse
tipo pluma (ver figura 3) que se desliza en un tapete y que permite escribir en el
pizarrén digital de manera fluida.

e Fue necesario también hacerse de mejores dispositivos tecnoldgicos, invertir en
unos audifonos con micréfono de calidad para grabar los videos como para conec-
tarse a las clases en linea en tiempo real. Ademas de mejorar la calidad de la ca-
mara web, encontré una aplicacién que me permitié conectar mi teléfono celular
como camara web con una mejor calidad en el video.

e La mejor experiencia que adquiri fue la paciencia para atender a un gran niimero
de estudiantes, resolver dudas, desarrollar los temas de forma paulatina para lo-
grar en su mayoria la atencion y compresion de los temas.
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Figura 3. Mouse tipo pluma

A la par de mi experiencia como profesor durante esta nueva modalidad a distancia,
también recopilé algunas opiniones de los estudiantes de segundo semestre que cursaron
la materia de calculo integral:
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Tabla 1. Opiniones de los alumnos de segundo semestre de la carrera de ingenieria en sistemas
computacionales en referencia a la transicién a modalidad en linea y a distancia

Nombre del Opinion o experiencia
alumno

En mi opinidn el cambio fue inesperado, no me sentia preparada y estaba muy
Maria José insegura sobre todo cuando vimos calculo integral y los métodos de integra-
cidén que seglin yo ya sabia, entonces si fue dificil.

Personalmente me han costado algunos temas ya que a veces existen mas
Ana Laura dudas con otros ejercicios. Aunque también me ayudo a acostumbrarme a
hacer autodidacta en mi aprendizaje.

Inicialmente el cambio de modo de estudio se me hizo interesante, lamen-
Erik tablemente surgieron dificultades externas que dificultaron la participacion
activa.

Fue una experiencia nueva y dificil de adaptarse puestos que, toda mi vida
Yoseline habia estudiado por medio de clases presenciales. Sin embargo, me resulta
bueno porque siempre hay algo que aprender.

4. CONCLUSION

Como profesora en activo con casi 8 afios en el servicio docente a nivel universitario
pude comprobar primeramente que como seres humanos tenemos la capacidad de adap-
tarnos a las circunstancias que se nos presenten y que a la par de difundir el conocimiento
matematico nuestra labor como ser humano es necesaria para motivar e incentivar a los
estudiantes a que logren también esta adaptabilidad.

Tengo la certeza de que la tecnologia como medio cognitivo para la construccion del
conocimiento es una herramienta favorable para alcanzar las competencias que todo es-
tudiante debe desarrollar dentro de su formacién académica.

Considero que esta contingencia nos ha probado profesionalmente porque el reto de
transitar de forma repentina a una modalidad en linea y a distancia y adoptar tecnologias
inmediatamente permitié demostrarnos que desde cualquier parte del mundo y ante cual-
quier adversidad se puede continuar educando y formando futuros profesionistas.
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Resumen: En esta experiencia de aula se busco innovar los procesos de enserianza y de
aprendizaje de las matematicas con un grupo de estudiantes de secundaria (grado no-
veno) que aprenden a identificar procesos de variacion, covariacion entre magnitudes,
independencia y dependencia entre variables e identificar las funciones como una rela-
cion entre dos cantidades, elementos clave para el aprendizaje del calculo infinitesimal.
La experiencia es de tipo descriptivo con un muestreo no probabilistico por convenien-
cia, desarrollado desde un ambiente virtual de aprendizaje; como estrategia pedagogica
se uso microlearning. Destacandose el desarrollo de contenidos ofimdticos, competen-
cias para interpretar, conocer y representar funciones a partir de situaciones cotidianas
que involucran relacion entre magnitudes.

Palabras clave: Funciones, Microlearning, Tics.

Microlearning as a Strategy for
an Asynchronous Education

Abstract: This classroom experience sought to innovate the processes of teaching and
learning mathematics with a group of secondary school students (ninth grade) who
learn to identify processes of variation, covariation between magnitudes, independence
and dependence between variables and identify functions as a relationship between two
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quantities, key elements for learning infinitesimal calculus. The experience is descrip-
tive with a non-probabilistic sampling by convenience, developed from a virtual learn-
ing environment, microlearning was used as a pedagogical strategy. The development
of office automation content and skills for interpreting, understanding and represent-
ing functions based on everyday situations involving relationships between magnitudes
were emphasized.

Keywords: Functions, Microlearning, Tics.

1. INTRODUCCION

La tecnologia es una herramienta que por si sola no crea, ni almacena, ni difunde conoci-
miento y por tanto no sirve para hacer ninguna gestion de este, si no se tienen en cuenta
factores relativos a las personas y a las interacciones que se dan entre éstas (Alcoba &
Sélles, 2014). Dicha tecnologia ha implementado como herramienta el aprendizaje elec-
tronico o eLearning, para capacitar y educar a través de Internet. En los tltimos afios el
eLearning ha desarrollado nuevas metodologias como el microlearning «informacion
comprimida en pequenas capsulas digitales de aprendizaje», muestran que permite ad-
quirir conocimientos de forma rapida y con resultados efectivos.

Esta propuesta se desarrolla bajo el modelo educativo colombiano donde el abor-
daje del pensamiento variacional esta presente tanto en primaria como en secundaria,
no obstante, los resultados de las pruebas internas y externas asociadas al componente
del pensamiento variacional muestran que los estudiantes de grado noveno de un es-
tablecimiento educativo, de caracter publico estatal en la ciudad de Bogota, donde se
realizé esta experiencia, presentan dificultades para: modelar' situaciones matema-
ticas que involucran el uso de variables; identificar la dependencia o independencia
entre variables; cuando cambia una en funcion de otra; si estan directa o inversamente
relacionadas; asi como, interpretar los diferentes registros de representacion (grafico,
tabular, simbolico y lenguaje natural). De ahi el interés de los profesores de matema-
ticas en preocuparnos en buscar alternativas que den respuesta satisfactoria en miras
a superar dichas dificultades, se decidio innovar el proceso de ensefianza desde el di-
sefio e implementacion de un ambiente virtual de aprendizaje (AVA) para la ense-
flanza de funciones.

La metodologia implementada en el disefio del AVA fue el uso de microlearning,
como herramienta para un aprendizaje continuo que precisa de alto grado de efectivi-
dad en sus acciones formativas. Este sistema permitié adecuar el proceso de formacion
matematica, facilitando medir su efectividad de manera casi instantanea. Se trabajo el
microlearning bajo la premisa de “menos es mas”, buscando aportar mayor calidad de
contenidos en el menor tiempo posible. Esto porque observamos a los estudiantes como
a través de las redes sociales e internet, acceden a nuevos contenidos. Notamos que las

1. En este trabajo modelar constituye una estructura analoga de un mundo real o situacion imaginaria,
evento o proceso que una persona construye en la mente al razonar. En otras palabras, representar o mos-
trar ideas y relaciones (en este caso matematicas mediante objetos, ilustraciones, graficas, ecuaciones, entre
otros). (Moreira & Rodriguez, 2002)
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nuevas generaciones han venido modificando los métodos de aprendizaje, prefiriendo
contenidos cortos y precisos que transmitan una idea clara y concisa, frente a los lar-
gos textos o libros a los que estabamos acostumbrados. Lo que a nuestra generacion nos
tomo dias aprender, hoy las nuevas generaciones lo hacen en minutos, por lo que imple-
mentar el microlearning como técnica para capacitar y formar en matematicas, desde el
uso de formatos multimedia, fue ideal para generar este tipo de contenido: Tips, videos
cortos, interactivos, dindmicos, donde les hablamos sobre temas matematicos especifi-
cos: variacion, covariacion y funciones reales.

El Ministerio de Educacion Nacional (MEN) de Colombia, presenta dos retos para
la ensefianza de las matematicas: ensefiar para ser matematicamente competentes® e in-
corporar TICs al curriculo en los diferentes niveles de formacion. Plantea que “las com-
petencias matematicas no se alcanzan por generacion espontinea, sino que requieren
de ambientes de aprendizaje enriquecidos por situaciones problema significativas y
comprensivas que posibiliten avanzar a niveles de competencia mas y mas complejos”
(MEN, 2006, p. 49). Reconocemos que los espacios virtuales de aprendizaje favorecen
ese proposito gracias a las ventajas que presenta el uso de recursos digitales y las posi-
bilidades flexibles de las plataformas actuales; sin embargo, observamos que se piensa
poco en el componente pedagogico toda vez que se centra la atencion, casi de forma ex-
clusiva, a los elementos de orden tecnologico.

2. MARCO DE REFERENCIA

Se fundament6 esta experiencia en dos ejes teoricos 1) Niveles de razonamiento cova-
riacional citados en Mateus-Nieves & Moreno (2021), propuestos por Carlson, Jacobs,
Coe, Larsen & Hsu (2003). 2) mediados tecnoldégicamente por un Ambiente Virtual de
Aprendizaje Adaptativo.

2.1. Razonamiento covariacional

Mateus-Nieves & Moreno (2021) citan la teoria de la covariacion de Kelley de 1967, es-
tableciendo que, cuando existen diferentes acontecimientos que pueden ser la causa des-
encadenante de un mismo hecho, sélo los que se demuestre que se relacionan de forma
consistente con ¢l a lo largo del tiempo, seran considerados como causa del aconteci-
miento. De ahi que, es posible entender la covariacion como la informacion de multiples
observaciones (relacion entre dos o mas variables).

2. Esto es para el MEN (2006): “concebir el abordaje de procesos generales (formular y resolver pro-
blemas; modelar procesos y fendmenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y ejerci-
tar procedimientos y algoritmos) que redunden en el desarrollo de competencias matematicas definidas,
pues ser matematicamente competente requiere ser diestro, eficaz y eficiente en el desarrollo de cada uno
de esos procesos generales, en los cuales cada estudiante va pasando por distintos niveles de competen-
cia.” (p. 56).
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Carlson et al., (2003) trabajan sobre la importancia de modelacion de relaciones fun-
cionales para la interpretacion de modelos de eventos dindmicos y para la comprension
de los conceptos principales del calculo. Proponen un marco conceptual para el estudio
del razonamiento covariacional, incorporando cinco acciones mentales y cinco niveles.
Con base en las acciones mentales (mostradas en la tabla 1), clasifican a los estudiantes
en niveles de acuerdo con la imagen global que parece sustentar las varias acciones men-

tales que esa persona exhibe en el contexto de un problema o tarea propuesto.

Tabla 1. Acciones mentales del marco conceptual para la covariacion

Accion Descripcion de la accién mental Comportamiento
mental
., . Designacion de los ejes con indicaciones
AMI1 Coordinacion del. valor de una varia- verbales de coordinacion de las dos varia-
ble con los cambios en la otra . .
bles (e.g., y cambia con cambios en x).
Construccion de una linea recta creciente.
Coordinacion de la direccion del Verbalizacion de la consciencia de la di-
AM2 cambio de una variable con los cam- | reccion del cambio del valor de salida
bios en la otra variable. mientras se consideran los cambios en el
valor de entrada.
Localizacion de puntos/construccion de
Coordinacion de la cantidad de cam- | rectas secantes. Verbalizacion de la cons-
AM3 bio de una variable con los cambios ciencia de la cantidad de cambio del valor
de la otra. de salida mientras se consideran los cam-
bios en el valor de entrada.
Construccion de rectas secantes contiguas
Coordinacion de la razon de cambio | para el dominio. Verbalizacion de la cons-
AM4 promedio de la funcion con los incre- | ciencia de la razon de cambio del valor de
mentos uniformes del cambio en la salida (con respecto al valor de entrada)
variable de entrada. mientras se consideran los incrementos
uniformes del valor de entrada.
Construccion de una curva suave con in-
Coordinacion de la razon de cam- dicaciones claras de los cambios de con-
bio instantanea de la funcion, con los | cavidad. Verbalizacion de la consciencia
AMS5 cambios continuos en la variable in- de los cambios instantaneos en la razon de
dependiente para todo el dominio de | cambio para todo el dominio de la funcion
la funcion (los puntos de inflexion y la direccion de
las concavidades son correctos

Fuente: Mateus-Nieves & Moreno (2021, p. 123).

Estas acciones mentales estan relacionadas con el grado de evolucion que muestra el
estudiante al desarrollar tareas que implican covariacion. Dichas acciones mentales estan
planteadas en orden ascendente de complejidad, para nuestro caso consideramos: iden-
tificacion de variables; determinar cudl es independiente y cual dependiente; determinar
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el valor de una variable con relacion a los cambios de la otra; determinar cambio y can-
tidad entre variables; definir cudl es la funcion que relaciona las variables, y plantear el
tipo de funcidon que representa.

2.2. Niveles de razonamiento covariacional

Mateus-Nieves & Moreno (2021, p. 116) plantean que “los estudiantes deben ser capaces
de analizar patrones de cambio en varios contextos, ligado a como los estudiantes inter-
pretan y construyen enunciados”. Para determinarlo establecen cinco niveles de desarro-
llo de las imagenes de covariacion, (tabla 2); estos niveles estan planteados en términos
de acciones mentales sustentadas por cada imagen. Asocian este concepto al conjunto de
habilidades de raciocinio y conceptualizacion que se involucran en la compresion de fe-
némenos dinamicos. Identifican los procesos cognitivos involucrados en el desarrollo
del razonamiento covariacional y establecen un marco para la construccion de imagenes,
que incluyen acciones mentales incidentes en la interpretacion y representacion de las
funciones asociadas a dichos eventos. Cuando un estudiante interactia en una situacion
particular donde dos variables cambian, una dependiendo de los resultados de la otra, se
hace complejo determinar lo que estan pensando sobre la situacion, de ahi que los com-
portamientos que observamos en ellos se convierten en elementos para saber a qué ac-
cién mental se encuentra asociada dicho comportamiento.

Tabla 2. Marco conceptual para los niveles de la covariacion

Niveles Caracteristicas

Nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar

Nivel 1 (N1 ., . . . .
v (N1) la accion mental de coordinar el cambio de una variable con cambios en

Coordinacion .

la otra variable (AM1).

Nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las
Nivel 2 (N2) acciones mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las va-
Direccion riables con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas como

AM1 y AM2 son sustentas por imagenes de N2.

Nivel de coordinacion cuantitativa, las imagenes de covariacion pueden

Nivel 3 (N3 . . . .
(N3) sustentar a las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en

Sﬁ;ﬁg::gi;on una variable con cambios en la otra. Las acciqnes mentales identificadas
como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por imagenes de N3.
Nivel de la razon promedio, las imdgenes de covariacion pueden susten-
tar a las acciones mentales de coordinar la razén de cambio promedio de
una funcion con cambios uniformes en los valores de entrada de la varia-
Nivel 4 (N4) ble. La razon de cambio promedio se puede descomponer para coordinar
Razén promedio la cantidad de cambio de la variable resultante con los cambios en la va-

riable de entrada.
Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son sustenta-
das por imagenes de N4.
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Niveles Caracteristicas

Nivel de la razon instantanea, las imagenes de covariacion pueden sus-
tentar a las acciones mentales de coordinar la razon de cambio instanta-
nea de una funcion con cambios continuos en la variable de entrada. Este
nivel incluye una consciencia de que la razon de cambio instantanea re-
sulta de refinamientos mas y mas pequeiios en la razoén de cambio pro-
medio. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta la AMS5 son
sustentadas por imagenes de NS.

Nivel 5 (N5).
Razon instantanea

Fuente: Mateus-Nieves & Moreno (2021, p. 123)

Desde estos niveles de Razonamiento covariacional es posible evidenciar el grado de
pensamiento covariacional desarrollado por el alumno, considerando que cada nivel se
va alcanzando de acuerdo con el grado de superacion de las acciones mentales mostra-
das por el estudiante.

2.3. Ambientes Virtuales de Aprendizaje Adaptativo

En Mateus-Nieves & Chala (2021) se plantea que los avances tecnoldgicos han facili-
tado el acceso a los datos, la comunicacion interpersonal y la difusion de todo tipo de
informacion; pero ha dificultado la forma de dilucidar la informacion pertinente para la
accion que genera el conocimiento. Lo que nos permite inferir que estamos en la era del
conocimiento y a la vez de la infoxicacion,® resaltamos que la tecnologia debe ser con-
siderada siempre un medio y no un objetivo final, de ahi que, los aspectos didacticos
basados en herramientas tecnoldgicas se materializan en modelos alternativos de for-
macién, como el eLearning con amplia difusion, ejemplo: los MOOC (Cursos en Linea
Abiertos y Masivos, por sus siglas en inglés), que son una modalidad de aprendizaje
flexible «los participantes pueden acceder desde cualquier lugar, momento, y avanzar a
su propio ritmoy». Durante la fase uno de esta experiencia, de exploracion, encontramos
un crecimiento exponencial de las plataformas que ofrecen MOOC; sin embargo, en al-
gunas se desconoce que los eLearning cuentan con estandares asociados a dos compo-
nentes principales: 1) Las plataformas, tecnologias de la informacion y comunicacion
y 2) Los contenidos.

Mateus-Nieves, Buitrago & Feria (2021), citando algunos aportes de Biscay en
2005, indican que las plataformas y tecnologias de la informaciéon y comunicacion
deben cumplir con los siguientes criterios vinculados al estindar SCORM?*: 1) Intero-
perabilidad, ofrecer la capacidad de exhibir contenidos independientemente de quién y

3. Eltérmino infoxicacion fue acuiiado por Alfons Cornella en 1996. Proviene del inglés Overload y con-
siste en delimitar la situacion de exceso informacional en la que se tiene mas informacion para procesar de la
que humanamente es posible tratar, y, como consecuencia, brota la ansiedad.

4. SCORM (Sharable Content Object Reference Model, traducido como: Modelo Referenciado de Ob-
jetos de Contenido Compartible). Incluye un conjunto de estandares y especificaciones que permite crear
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coémo fueron creados. Producir contenidos independientemente de la plataforma en la
cual seran incorporados. 2) Reusabilidad. enfocada en disminuir los tiempos de produc-
cién y aumentar la calidad de los contenidos. 3) Trazabilidad. Capacidad de registrar
y hacer seguimiento a cada usuario y al contenido al que accede. 4) Accesibilidad, los
contenidos necesarios estén al alcance en todo momento y puedan ser accedidos desde
cualquier lugar a través los dispositivos disponibles. 5) Resiliencia. Principio destinado
a impedir la obsolescencia tecnoldgica de los contenidos y de los estandares. En otras
palabras, de adaptabilidad. 6) Escalabilidad. Posibilidad de crecer sistematicamente en
contenidos, materiales, funcionalidad y usuarios. Con relacion a los contenidos, plan-
tea que estos deben tener al menos las siguientes caracteristicas: 1) Calidad de los ob-
jetos de aprendizaje, 2) Pertinencia. La adecuacion de los contenidos y la conveniencia
de los mismos. 3) Orientacion al usuario. Satisfaccion de los requisitos, las expectativas
y las necesidades de los usuarios. Relacionando usuario con (gestores, personal, profe-
sores) y externo (alumnos, sociedad en general).

Bajo este panorama, se asume la definicion de Mason, Weller & Pegler (2003, p. 56),
de un objeto virtual de aprendizaje (OVA) como: “una pieza digital de material de apren-
dizaje que direcciona a un tema claramente identificable y que tiene el potencial de ser
reutilizado en diferentes contextos” pensados como elementos que conforman el AVA.
Por ello, incluimos a la definicion el medio de difusion, es decir que el objeto de apren-
dizaje pueda ser difundido a través de multiples medios: ordenadores, tabletas, televiso-
res y/o teléfonos inteligentes. Dado que, con la masificacion de las tecnologias moviles,
los objetos virtuales se han venido adaptando hacia fragmentos cortos pero concretos
que sean capaces de explicar en su integralidad un concepto; Arshavskiy (2019) lo de-
fine como microlearning®.

Encontramos que las tecnologias que admiten MOOC, también admiten microlear-
ning, (médulos cortos, con contenido del curso y actividades de aprendizaje completas
encapsuladas en paquetes de cinco a diez minutos), lo que implica entregar contenido y
realizar actividades de aprendizaje en pequeiios fragmentos, «anuncios por correo elec-
tronico, paneles de cursos y plataformas integradas de redes sociales». En la tabla 3 mos-
tramos algunas ventajas de usar microlearning.

Tabla 3. Ventajas de usar microlearning

Ventaja Descripcion

Mediante pequefias pildoras de informacion o videos reducidos se
Facilita la formacion aumenta en gran medida la atencion e interés de los estudiantes, mas
que con los métodos tradicionales escritos.

Gracias a las nuevas técnicas y recursos de formacion que se aplican
con el microlearning, el alumno permanece mas atento e incorpora
conocimientos con mayor rapidez.

Mayor retencion de los
conocimientos

objetos pedagogicos estructurados, con objetivos fundamentales de facilitar la portabilidad de contenido de
aprendizaje, poder compartirlo y reusarlo.
5. El microlearning es una estrategia que basa el aprendizaje a partir de micro contenidos (micro media).
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Ventaja Descripcion

Se puede acceder a la formacion en cualquier momento. De esta
forma se puede conseguir cubrir sus necesidades de aprendizaje de
los estudiantes, evitando las limitaciones de tiempo que tienen los
cursos de formacion presenciales.

Justo a tiempo

Un plus del micro aprendizaje es que puede disefarse de tal forma
que sea posible visualizar en multiples dispositivos como moviles,
tablets, ordenadores... etc.

Accesible en multiples
dispositivos

Los estudiantes dedican menos tiempo en el proceso de aprendizaje

que a un curso presencial. Los contenidos de un curso microlearning
Ahorro de tiempo en son cortos y concisos, ocupando al estudiante unos pocos minutos al
formacion dia. Teniendo en cuenta la vida que llevamos, esta formula se consi-
dera un gran avance para los alumnos que desean tener conocimien-
tos rapidamente y que no les lleve mucho tiempo adquirirlos.

Los cursos de microlearning estan divididos en diferentes fases o
modulos que tienen que ir superando para finalizar el curso. Al su-
perar progresivamente estos modulos, el estudiante se auto motiva
para no dejar el curso y finalizarlo. Esto consigue engancharlo de tal
forma que disfruta con el proceso y le incentiva para seguir apren-
diendo, incluso le anime a realizar nuevos cursos.

Motivador

Fuente: Mateus-Nieves & Chala (2021, p. 46160).

El objetivo principal de esta tendencia educativa es que los estudiantes adquieran las
habilidades necesarias para asimilar la informacion, reflexionen sobre la misma y logren
aplicarla. De ahi que el microlearning es una manera diferente de aprender, fragmenta
los contenidos didacticos para alcanzar determinadas competencias. Este aprendizaje se
crea en pequefios pasos que al alcanzarse unos con otros, crea un conocimiento complejo
y profundo. Caracterizandose porque es posible realizarlo en corto tiempo y en cualquier
lugar sin depender de espacios fisicos ni de sistemas tradicionales. Para el estudiante ac-
tual resulta comodo y eficiente. Compartimos la posicion de Mora & Bejarano (2016)
cuando plantean que no todas las practicas mediadas por las tecnologias pueden ser con-
sideradas educativas per se, ya que una accion educativa requiere planeacion, coordina-
cion y evaluacion de la actividad en si misma y de los resultados obtenidos. Un entono
virtual se considera de aprendizaje cuando se piensa en un marco pedagogico soportado
por un modelo, enfoque o intencion formativa.

3. METODOLOGIA

La experiencia se aborda desde el enfoque cualitativo, usando la investigacion-accion
como “una forma de indagacion realizada por el profesorado para mejorar sus acciones do-
centes y que posibilita revisar su practica a la luz de evidencias obtenidas™ Latorre (2003,
p-5). Se adelantd la experiencia con una poblacion de 120 estudiantes de secundaria (grado
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noveno, a cada uno se le asigno un numero, del 1 al 120, para luego poder identificarlos y
hacer seguimiento), que pertenecen a una institucion de caracter publico estatal en la ciu-
dad de Bogota. Se utilizo un muestreo no probabilistico por conveniencia caracterizado por
estudiantes seleccionados que estan facilmente disponibles y porque sabemos pertenecen a
la poblacion de interés. La experiencia se ejecut6 en tres momentos: 1) Exploracion y ana-
lisis de infraestructura: determinamos las posibilidades y limitaciones que supone la im-
plementacion de un entorno digital escolar en la institucion. Se caracterizo la muestra en
cuanto a competencias digitales y se definieron los recursos humanos y tecnoldgicos nece-
sarios comparados con la infraestructura que la institucion escolar ofrecia. 2) Intervencion:
se disefi6 e implement6 un AVA. 3) Se evalud la experiencia.

La metodologia propuesta implico, ademas de identificar, caracterizar herramientas y
estrategias para la ensefianza de las funciones utilizando las TIC, el planteamiento de un
modelo pedagogico de base, que respondiera a las preguntas: ;qué topicos relacionados
con la funciones vale la pena comprender? ;qué aspectos de esos topicos deben ser com-
prendidos por los estudiantes? ;como se puede promover la compresion de dicho conte-
nido? y ;codmo se puede averiguar qué comprenden y qué aprenden los estudiantes? Para
el caso particular de esta propuesta, se reitera la importancia de no pensar, exclusiva-
mente en los recursos tecnologicos, sino que de manera simultanea, se prestara atencion
a los aspectos pedagdgicos que permitan presentar situaciones particulares que faciliten
a los investigadores identifcar las acciones mentales que los estudiantes asumen ante la
situacion propuesta y de acuerdo a la accion identificada, describir la forma como el es-
tudiante razona covariacionalmente al enfrentarse a situaciones de variacion «identifica-
cion del nivel de covariaciony.

4. DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

Inicialmente exploramos diversas plataformas «Miriada X, Google interactive, Moodle,
Future learn», y elegimos a Moodle porque se consider6 permite desarrollar un proceso
de ensefanza adaptativo, de manejo intuitivo y de facil acceso para los estudiantes,
dada la edad de formacion que tienen y el nivel de acceso en horarios extraescola-
res, desde sus ordenadores o smartphone. Se validé la informacion con la poblacion en
miras de seleccionar la muestra desde un dialogo participante, que permitio establecer
un marco ético, que permitiera que la informacion recogida fuera segura y confiable. Se
encontré que mas del ochenta por ciento de la poblacion usa smartphone, pero solo un
cincuenta por ciento tiene algun plan de datos para acceso a internet, de ahi que para la
seleccion de la muestra consideramos entre las opciones esa facilidad para acceder a la
web en cualquier momento; también que el estudiante tuviera disponibilidad y quisiera
participar de la experiencia, ademas que tuviera ciertas caracteristicas que diferencia-
mos en tres aspectos: 1) que se le dificulte aprender matematicas, 2) que tenga mediana
habilidad para aprender matematicas, y 3) que le gusten las matematicas, bien sea por-
que se destaca en el aprendizaje de las mismas o bien porque considera son una ciencia
y a la vez una herramienta para la vida que le motivan su estudio y aprendizaje. De ahi
que se eligio una muestra de 50 estudiantes de grado noveno pertenecientes a diferen-
tes grupos (901, 902, ... 905).
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Se cre6 un ambiente virtual de aprendizaje (AVA) sobre la plataforma seleccio-
nada, considerando los estandar SCORM «uso de la plataforma y contenidos»; enten-
dido como un sistema de relaciones pedagogicas en el cual se persiguen objetivos de
formacion y de aprendizaje, en un entorno digital (web), desde una estructura flexi-
ble y de autonomia para el estudiante. El eje central para el disefio del AVA fueron
los microlearning porque permiten dos factores fundamentales para su creacion. 1)
Facilita la conectividad de nuestros estudiantes desde los Smartphone. 2) Utilizamos
micro Tips y micro videos como elemento de comunicacion, debido a que las notas
de campo recogidas en la primera fase, mostraron que la poblacion esta acostumbrada
a usar las redes sociales para enterarse entre otras cosas de (noticias, farandula, no-
vedades...) donde no les cuesta mucho mantener la atencion sobre un texto y mas si
este es de varias paginas.

Para lograrlo fue necesario dividir la muestra en dos grupos de 17 estudiantes cada
uno y un tercero con 16; capacitar a los tres profesores que nos ayudaron con la ex-
periencia y que ensefian matematicas en grado noveno en el uso y manejo de la plata-
forma. Estos docentes encontraron novedosa la implementacion de microlearning como
una forma diferente de ensefiar y de aprender, porque los contenidos se presentaron
como actividades «retos» que debian superarse para subir de “nivel” y recibir una eti-
queta «cinturdn de diferente color»; la Figura 1 muestra parte de esta estructura. Los
contenidos fueron fragmentados didacticamente para alcanzar las competencias esta-
blecidas por el MEN: Tips con actividades puntuales para permitir al estudiante inter-
pretar y representar diversas situaciones que involucran el uso de variables, identificar
cuales de ellas son independientes y cuales dependientes; Tips y micro videos con ac-
tividades puntuales para formular y ejecutar acciones que las involucren. Finalmente,
Tips con actividades puntuales que invitan a los estudiantes a argumentar las acciones
adelantadas conducentes a la construccion de funciones matematicas. Todos estos actos
requirieron en el equipo de profesores fomentar en el aula la observacion y escucha ac-
tiva, la toma y recopilacion de datos a través de diarios de campo.

1. £Que es lo mas importante que aprendiste hoy?

2. ¢Que ventajas y/o desventajas encontraste al realizar las

- MATERIAL DE APOYO actividades de manera virtuai?

B on Vers
5 Nivel | Cinturén Blanco
No disponible hasta que: La actividad Nivel 1 Cinturén

Apreciados estudiantes este es primer nivel para afrontar el reto Blanto esta realizada y superada

matemtico de [as variaciones. Al terminar este nivel seras cinturén
blanco y padras desarrollar habilidades para diferenciar las
magnitudes v si dichas variables son concretas o continuas,

Despugs de iogrado el cinturdn blanco, te espera el cinturon verde.
Eso da cuenta de tu gran nivel. £l reto ahora es .....

‘_’%

B Ticket de salida m]

T8 Dudas e inquietudes a
Después de haber aprobado el nivel de cinturén blanco contesta las

En este espacio podrds escribir tus dudas y comentarios. "
siguientes preguntas:

B micket de saida =]

Despuss de haber aprobado el nivel de cinturén blanco contesta las | ¢GuSl fue ef error que mas cometiste a lo largo de Ia leccidn?
siguientes preguntas: -
<2l Pantallazo de ubicacisn en el plano. m]

Figura 1. Disefo estructura del AVA
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Pensando en la componente pedagogica del AVA se busco responder a las pregun-
tas planteadas en la metodologia desde una serie de pequeiias actividades «implemen-
tacion de microlearning», conducentes a que la plataforma fuera adaptativa para los
estudiantes, permitiendo observar que los alumnos accedian a contenidos de acuerdo
con el avance que mostraba cada uno. Con relacion a la calidad de los objetos de apren-
dizaje, las actividades interactivas se enfocaron en concientizar a los estudiantes sobre
los fenomenos de variacion, para ello, usamos Tips que les permitieran observar, in-
terpretar, interactuar y analizar diversas situaciones de cambio entre dos magnitudes,
para algunos usamos microvideo, en otros usamos applets de Geogebra online «algu-
nos explicativos, otros mostrando las situaciones planteadas». Tips con los contenidos
a aprender «identificacion de: cantidades cambiantes, variables». Tips con actividades
especificas de andlisis, interpretacion, deduccion «dependencia e independencia entre
variables». Tips para identificar los medios de interaccion «cuantificacion de la varia-
ciony. Recursos «videos que mostraban la situacion puntual planteada, tablas de valores
que debian diligenciar, graficos que debian realizar en el plano cartesiano utilizando di-
ferentes colores, uno por cada variable identificada». Por cuestion de espacio, mas ade-
lante mostraremos algunas de las situaciones planteadas. Con relacion a la pertinencia,
nos guiamos por los “servicios de comunicacion” «foro interactivo para expresar sus
sentimientos, avances, retrocesos, éxitos y fracasos en el desarrollo de las actividades
propuestas»; elementos que nos permitieron triangular con lo observado por el equipo
de profesores cuando trabajaron en el aula, los distintos registros relacionados con el
tipo de accion mental e identificar el nivel que los estudiantes mostraban al enfrentarse
a las situaciones que les mostraba el AVA.

Para el disefio de los micro contenidos consideramos los aportes de Posada & Villa-
Ochoa (2006), quienes llaman la atencion sobre la necesidad que estos converjan en ele-
mentos asociados a los sistemas de representacion y la modelacion matematica, dado
que facilitan didacticamente la comprension del concepto de funcién, en particular de
la lineal, a partir del estudio de la variacion. En las primeras actividades aplicadas a la
poblacion encontramos nivel N1 de comprension «Coordinaciony, los que nos llevo a
proponer que el estudio de las funciones comenzara por mostrar al estudiante acciones
mentales que les permitiera identificar variables, determinar la independencia o depen-
dencia entre ellas, coordinar el valor de una variable con relacion a los cambios en la
otra. Lo que nos llevo a plantear algunos Tips, ya no con funciones sino con situaciones
que involucren procesos de variacion. La intencion principal fue buscar que los alumnos
de la muestra identificaran las funciones como una relacion entre dos cantidades de mag-
nitud, cuya razon de cambio es constante cuando esta es lineal.

Se comenzo a aplicar desde el estudio sistematico de la nocion de variacion en dife-
rentes escenarios de la vida cotidiana y de la misma matematica, ej.: llenado con agua
de un recipiente; cambios de la temperatura en una ciudad determinada en diferentes
épocas del afio; costo de una llamada telefonica usando las tarifas de algunos planes de
telefonia celular que los estudiantes tenian; costo de llamadas telefonicas a nivel regio-
nal, nacional e internacional, entre otras. Por cuestion de espacio unicamente mostra-
mos el llenado con agua de un recipiente del laboratorio de quimica porque nos permite
compartir facilmente el tipo de accién mental que el estudiante muestra, el nivel de co-
variacion y el tipo de competencia que el alumno va alcanzado. El recipiente era una
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probeta de 500ml graduada, se les pidio calcular el tiempo que tarda en llenarse cuando
se contempla la apertura de una llave del acueducto del mismo laboratorio. Con este
ejercicio se busco que los estudiantes identificaran cudles variables estaban presen-
tes, cudl era independiente y cudl dependiente. Buscamos que los alumnos determina-
ran que la variacion implica la covariacion y correlacion de magnitudes cuantificadas
numéricamente.

En la Figura 2 mostramos algunas apartados de texto iconico-verbal considerado en
esta micro situacion, donde el estudiante debia leer la informacion planteada en el enun-
ciado mostrado, mirar el video donde se abria una llave para llenar con agua el recipiente
desde dos momentos diferentes. En el primero, la llave estaba abierta en una determi-
nada posicion y demoraba mas tiempo en llenarse; en el segundo momento el recipiente
se llenaba mas rapido.

Nombre del estudi
Cuadernillo de preguntas actividad iniciall?

La figura muestra un recipiente que s¢ estd llenando. El liquido sale de una llave abierta segun se¢ desee, pero durante
el llenado no se modifica la abertura de la llave, esto con el fin de permitir pasar la misma cantidad de liquido cada

»
o

. Longitud del chorro de agua (la medida que va desde
la boca del gnfo o la llave hasta que desaparece porque

i hace contacto con el liquido que ya estien el
recipiente

3. Diimetro del recipiente

4. Cantidad de agua a medida que se va llenando el
recipiente

5. Altura del recipiente

6. Tiempo transcurrido mientras va cayendo el liquido en

el recipiente

segundo.
Utilice la informacién proporcionada para contestar las preg que se a
t ) _(j' 1. Altura del nivel de agua a medida que se va llenando el
] recipiente

Figura 2. Situacion: Identificacion de variables. (Fuente: Elaboracion propia)

Se busco la posibilidad que los alumnos verbalizaran los procesos cognitivos alcan-
zados mediante entregables escritos, que debian subir al foro, donde se mostraba el pro-
ceso ejecutado y logrado; debian expresar los exitos y fracasos en el proceso. Buscamos
de esta manera que el estudiante asocie la naturaleza de los objetos matematicos con su
origen funcional y, a partir de esta funcionalidad, constituya los aspectos de representa-
cion y significado que configuran el objeto matematico. Se les sugirié hacer diversas re-
presentaciones que le permitieran expresar y usar el objeto. Esto porque el significado
atiende a la interpretacion del objeto. De ahi que, el conjunto de interpretaciones que el
estudiante pueda asociar a un objeto por la funcionalidad que representa configurara su
significado. Para ello se pidi6 hacer uso de diversos registros de representacion, iconico-
verbal, simbolico, tabular, algebraico, geométrico. Llevamos a la muestra a razonar si la
situacion cambiaba cuando cambiamos la probeta por un vaso de precipitado del mismo
volumen; aqui, cambiamos la forma del recipiente pero las variables antes mecionadas
se mantuvieron constantes.

La informacion recopilada en el foro triangulada con las notas de campo de los profe-
sores y las de los investigadores, permiti6 identificar progreso en las acciones mentales
de los estudiantes, paso de la AM1 a la AM3, se identifico verbalizacion de la conciencia
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de cambio en el llenado del recipiente con relacion al tiempo empleado; asi como iden-
tificar la razén de cambio entre magnitudes. Se logré que los estudiantes construyeran
tablas de valores para hacer los registros; reconocieran que el cambio en la forma del re-
cipiente no influye en las variables definidas ni en su dependencia o independencia. Lo
que permite inferir que la muestra alcanz6 nivel tres de coordinacion cuantitativa, dado
que fue capaz de sustentar las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en
una variable con relacion a los cambios en la otra.

En este apartado la muestra manifest6 dificultades para la construccion de graficos
apoyados en el software Geogebra on line, quiza por falta de manejo de los comandos
del software a pesar que se les habia dado inicialmente una capacitacién sobre como ha-
cerlo. Retroalimentamos las acciones a seguir para ejecutar los graficos, ayudados de re-
gistros realizados en sus cuadernos, usando papel y lapiz. Se encontr6é que a través de
estas actividades los estudiantes desarrollaron habilidades para interpretar cantidades
como variables. Sin embargo, persisten algunas dificultades para representarlas en el
plano cartesiano cuando usan lapiz y papel, persiste la confusion para ubicar las variables
en los ejes del plano, esto porque les cuesta identificar cudl era la variable independiente,
cual la dependiente y el orden para ubicarlas en los ejes cartesianos; notaron la situacion
cuando comparaban su trabajo con el que se mostraba en el AVA. Lo que permitio ratifi-
car la ubicacion en un nivel tres «de coordinacion cuantitativay, donde las imagenes de
covariacion sustentan las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una
variable con cambios en la otra. La Figura 3 muestra la produccion de los estudiantes E3
y E7 sobre esta situacion.

Figura 3. Imagenes de los graficos cartesianos realizados por E3 y E7 frente a situaciones de
llenado de recipientes (Fuente: elaboracion propia).

Por otro lado, al formalizar conceptos en clase, se encontr6 que al asignarle a los es-
tudiantes una férmula y solicitarles la asignacion de valores para posteriormente reali-
zar el grafico en el plano cartesiano, identificaron facilmente la variable independiente
asignando el eje x, y a la dependiente el eje y del plano. Situacion que permitio evi-
denciar dificultades en los estudiantes para establecer el orden de las coordenadas de
los puntos en el plano cartesiano pues, en lugar de utilizar ese plano para trabajar en
un espacio orientado de dos dimensiones, limitan su uso solo a la descripcion de pare-
jas de nimeros negativos o positivos. Con relacion a la graduacion de ejes la mitad de
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la muestra tomd los valores de la tabla obtenida y los ubico directamente en el plano
sin considerar una escala adecuada. En la Figura 4 se muestra la produccion de los es-
tudiantes E4 y ES. El primero toma los valores directamente del registro tabular y los
ubica en el plano; sin embargo, indica los ejes adecuadamente, por su parte ES ajusta la
escala adecuadamente pero frente a la falta de espacio en el papel hace un salto en los
ultimos valores, ello incide en un grafico impreciso. Para estos estudiantes fue necesa-
rio reforzar qué son las coordenadas absolutas, referidas a distancias al origen (0,0) del
plano cartesiano, correspondiente a la interseccion de los ejes x e y, que deben utilizarse
cuando conocemos los valores de x e y precisos del punto. Por ejemplo, al introducir
en el software (2,3) se determina un punto a 2 unidades en el eje x paralelo 3 unidades
al eje y, conformando la pareja (2,3), situacion que no contemplaban cuando trabajaron
con lapiz y papel. De ahi la diferencia en los graficos hechos a mano comparados con
los que el software les presentaba.

A pesar de estas dificultades podemos ubicar a estos estudiantes ya en un nivel cuatro
«razén promedio» dado que las imagenes de covariacion sustentan las acciones menta-
les de coordinar la razon de cambio promedio de una funcién con cambios uniformes en
los valores de entrada de la variable. En estos estudiantes se observé desarrollo de com-
petencias para interpretar situaciones, ejecutar acciones y argumentarlas. Pero la com-
petencia para representar sigue manifestandose débil cuando hacen ajustes inadecuados
tanto, en la seleccion de los ejes del plano, como en escala usada en los mismos. Para
estos estudiantes es fundamntal resignificar la matematica no exclusivamente en la apli-
cacidén mecanica de conceptos, sino que ésta le sea funcional a través del disefio y mode-
lacion de situaciones especificas que requieran solucionar.
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Figura 4. Imagen del grafico cartesiano de E4 (izq.) y ES (der.)

Las situaciones dindmicas propuestas permitieron a los estudiantes construir ima-
genes mentales de dos variables que cambian simultdneamente, considerando que
dicho cambio esta determinado por el cambio de una variable independiente que oca-
siona el cambio de la otra, lo pudimos observar con las producciones del foro, por el
tipo de producciones entregadas por los estudiantes decidimos replanteaarlo en dos
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partes: foro general y foro de aprendizaje. En el primero presentaban comentarios,
dudas, experiencias sobre cdmo abordaban las situaciones; en el segundo presentaron
las experiencias academicas adelantadas. En la figura 5 mostramos el dialogo entre
cinco estudiantes (E51, E23, E27, E54, E60), que interactuan en el foro de aprendi-
zaje cuyo raciocinio permite ubicarlos en una AM4 «verbalizacion de la consciencia
de la razon de cambio» donde la coordinacion de la razén de cambio de una magnitud
con respecto a la otra no esta suficientemente claro para todos. A pesar de ello se ob-
servé desarrollo de la competencia argumentativa, el tipo de expresiones que manifies-
tan son coherentes, las imagenes de covariacion alcanzadas les permiten sustentar las
acciones mentales para coordinar la razéon de cambio continuo entre magnitudes. Lo
que permite inferir una aproximacion al nivel cinco de covariacién, dado que se ob-
serva en estos estudiantes, consciencia de que la razéon de cambio puede ser creciente
o decreciente, esto es producto de un razonamiento refinado sobre la razoén de cambio
entre magnitudes «variables.

FOROS GENERALES

FOROS DEAPRENDIZAJE
oo deresumende
Sectén Roro Descipdén Diasiones  Swato oo

E51: si esta cantidad cambia implica que la otra también, pero 4cémo sabemos si una crece y la otra no?

E23: lo sabes si miras el registro en las tablas de valores, cuando los valores de x crecen los de y también, porque y depende
de las cantidades que toma x.

E 27: Pero recuerden muchachos que no todas las veces las dos cantidades crecen al tiempo, puede que una de ellas tome
valores mayores y la otra menor al hacer los calculos, esto se da si las cantidades estén relacionadas i

E 23: Recuerdo que el profesor nos explics que si las cantidades crecen al tiempo se llama directamente relacionadas. O sea
que no siempre pueden escribitse como lo estd expresando!

E54: estoy de acuerdo con lo que el compaiiero dice.

E 60: Mejor alos cuando estemos socializando en clase.

Figura 5. Razonamiento en el foro de aprendizaje de cinco estudiantes

Algunos estudiantes llegaron a reconocer que, para esbozar una grafica, no necesaria-
mente se debe tener una expresion algebraica que la soporte predeterminadamente. Esto
se evidencid cuando esbozaban la forma de la curva dependiendo del comportamiento
de los cambios de una variable respecto a la otra, en términos de la coordinacion cualita-
tiva y cuantitativa de las cantidades involucradas.

Se identificd que se hace necesario reforzar con los estudiantes el uso de registros
de representacion tabular y grafico; porque les permite interpretar y diferenciar las no-
ciones de magnitud relacionandola con la variable; asi como establecer caracteristicas
para identificar cudl es la variable independiente. En dichos razonamientos se hace evi-
dente un acercamiento a diversas nociones asociadas al concepto de funcion tales como:
variables independientes, dependientes, lo que permite facilitar aproximaciones a: do-
minio, rango, maximos, minimos y monotonia en el comportamiento creciente o decre-
ciente de una funcion.
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5. REFLEXIONES Y RETOS GENERADOS POR LA PROPUESTA

Notamos que la micro informacion emitida en Tips o videos es un elemento importante
para contar lo que queremos, permiti6 ser efectivos comunicando y también formando,
observamos que los estudiantes usaron esta micro informacion para identificar variables,
diferenciar independencia o dependencia, cuando estan directa o inversamente relacio-
nadas, asi como reconocer los diferentes registros: tabular, algebraico y en plano carte-
siano. Destacamos que no fue necesario incluir el refuerzo de contenidos, los estudiantes
mismos retomaban los micro videos o los Tips para estudiarlos.

Calidad vs cantidad. Consideramos importante disefiar material de contenido sin ol-
vidar que cuanto mas precisa y facil de entender sea la informacion, mucho mas eficiente
es su aprendizaje. La calidad en la produccion del material (tips, videos, infografias, test,
micro talleres, applets de Geogebra), permitio identificar que los estudiantes al notar ca-
lidad en dicho material prestaban mayor interés en el contenido presentado. Con relacion
al uso del tiempo, tratamos de presentar los contenidos considerando la informacion mas
relevante al tema invirtiendo el menor tiempo posible, de manera que el estudiante no se
sature de informacion, alcance amplio, profundo conocimiento y uso del tema.

En la tabla 4 se muestran algunas ventajas y desventajas encontradas al aplicar este mo-
delo de aprendizaje mediado por las tecnologias de la informacion y la comunicacion.

Tabla 4. Ventajas y desventajas de los modelos de aprendizaje mediados por las tecnologias

Ventajas Desventajas

Demasiada responsabilidad puesta sobre

Fomenta el trabajo colaborativo por medio de . - ., ]
el estudiante, situacion a la que no estan

herramientas de interaccion

acostumbrados.
Variedad de posibilidades y herramientas Abundante informacion
Flexibilidad en los horarios (comunicacion Contenidos en los que se hace dificil lograr
asincronica y diacronica) calidad pedagogica

Algunas personas no poseen la tecnologia

No existen barreras geograficas .
necesaria

Desconocimiento de habilidades para el

Multiples herramientas multimedia al alcance. . .
aprendizaje online.

Interaccion con la tecnologia Analfabetismo digital

Fomento de la responsabilidad

Fuente: Elaboracion propia.

En esta experiencia de aula, desde nuestra practica pedagdgica, observamos perma-
nentemente acciones que reflejan problemas en los estudiantes sobre la comprension y
uso de los ejes cartesianos. Por ejemplo, la no distincion sobre cual es el eje de las abs-
cisas y cual el de las ordenadas, la ubicacidon de puntos en el plano. Consideramos que
estas falencias estan asociadas a saberes previos como: utilizar letras para representar
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variables, identificar cual variable es independiente, cual dependiente, cudndo y bajo qué
circunstancias sudece esta relacion de codependencia. Dificultad para expresar los regis-
tros de representacion algebraico y grafico para una funcion; asi como identificacion y
uso de variables en los ejes del plano cartesiano.

El desarrollo de los contenidos ofimaticos, asi como el uso de herramientas de cap-
tura de pantalla y adjunto de archivos fue adecuado para la mayoria de la muestra, a pesar
de que se les dio una capacitacion en uso y manejo de estos recursos, para algunos estu-
diantes fue dificil ¢l envi6 de archivos desde la Tablet o su Smartphone dado que los sub-
menus no se desplegaban de forma adecuada inhabilitando las acciones a seguir, no asi
cuando trabajaban desde el ordenador. Lo que se destaca es la cualificacion de los estu-
diantes en la creacion de contenido, lo que nos permite inferir que el micro aprendizaje
se puede usar como aplicaciones en las que el profesor determina qué unidades de apren-
dizaje entregar cuando, donde, y en las que el alumno decide cuando y cémo acceder a
los recursos de aprendizaje.

Encontramos en los estudiantes uso de unidades de micro aprendizaje entregadas de
diversas formas: presentaciones, resumenes, uso de cuestionarios cortos, blogs y encues-
tas; permitiéndoles alcanzar a mejorar capacidad comunicativa. Hubo estudiantes que
progresivamente refinaban su pensamiento, lo que les permitiéo desenvolverse de forma
autonoma, en algunos de ellos observamos metacognicion, cuando investigaban y co-
mentaban a sus compaiieros lo que habian encontrado en libros de texto y que utilizaban
para buscar solucion a las situaciones planteadas, otros formularon preguntas a sus com-
pafieros relacionadas con las posibles variaciones en las situaciones propuestas. Lo que
nos permite inferir que las herramientas tecnoldgicas utilizadas en la doble vision «uso
de recursos digitales sin descuidar la componente pedagdgica» se convierten en un vehi-
culo efectivo para facilitar el proceso formativo de los estudiantes.

Sugerimos a los profesores interesados en este tipo de ensefianza la creacion de acti-
vidades antes de la clase: resimenes, videos, unidades de aprendizaje accesibles a través
de una base de datos de busqueda; mensajes de discusion y cuestionarios; capacitacion
sobre manejo de recursos digitales; actividades interactivas cortas que ocurran fuera del
curso formal que ayude a los alumnos a incorporarlas y aplicarlas en sus vidas. Conside-
ramos que crear MOOC de micro aprendizaje desafia las concepciones populares sobre
cuando y donde se produce el aprendizaje, la forma en que aprendemos y lo que espera-
mos de la educacion, porque es posible acceder a los cursos desde casi cualquier tipo de
dispositivo conectado a internet; donde prime la comunicacién visual, de acceso facil.
Elementos que mejoran significativamente la experiencia de los estudiantes con el pro-
ceso de aprendizaje, haciéndolo sencillo y practico.

Notamos que el discurso matematico escolar carece de situaciones de ensefianza
significativas para el estudiante, mas bien fomenta una matematica prescrita, donde
no es necesaria su construccion. Consideramos que el disefio de una situacion espe-
cifica que promueva la necesidad de construir y comprender situaciones cotidianas al
estudiante facilita los procesos de ensefianza y de aprendizaje, situacion que mejora
cuando se involucra software especializado, como el que hoy dia existe online, porque
contribuye a la resignificacion de las matematicas como algo hecho, acabado y para
uso exclusivo de pocos.
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Resumen: Se plantean algunas sugerencias de actividades para trabajar en clase temas
de geometria en la educacion primaria, tomando como eje de las actividades un recurso
manipulativo como es el tangram.

Palabras Clave: Tangram, geometria, educacion primaria, recursos didacticos.

The tangram as a resource for elementary
geometry activities

Abstract: Some classroom activities for the geometry subject during elementary educa-
tion are proposed in this work, taking as the axis of the assignments, a manipulative re-
source such as the tangram.

Keywords: Tangram, geometry, elementary education, manipulatives.

1. INTRODUCCION

El curriculo de matematicas para primaria de la Comunidad Auténoma de Andalucia se-
fnala que el estudiante de Educacion Primaria debe ser capaz de generar preguntas, obte-
ner modelos e identificar relaciones al analizar los fenomenos (Junta de Andalucia, 2015).
Asi mismo, se indica que, en el Bloque de Geometria, deberan darse ensefianzas sobre
formas, estructuras geométricas y conceptos basicos tales como perimetro, area, etc.

Por otra parte, en las orientaciones curriculares, se recomienda implementar juegos
matematicos y materiales manipulativos en la ensefianza de las matematicas, fomentan-
dose los talleres o laboratorios de matematicas. Esto esta en sintonia con lo que Die-
nes (1997) afirmaba, en el sentido de que los nifios son constructivistas por naturaleza y
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construyen sus imagenes de la realidad a partir de sus experiencias con distintos elemen-
tos del mundo real. Sefialaba que, para obtener una adecuada abstraccion de los concep-
tos matematicos en los procesos de aprendizaje a niveles elementales, deben presentarse
materializaciones multiples (Arnendariz y otros, 1993).

En esta misma idea psicologica de la educacion, Bruner (1966) plantea que las repre-
sentaciones mentales de los nifios sobre las experiencias con su entorno se realizan en
tres formas distintas:

a) Enactiva: representacion de eventos pasados mediante una respuesta motriz.

b) Icdnica: es una representacion mental figurativa que evoca el suceso.

¢) Simbolica: es una forma de capturar la representacion de un suceso con base en la

competencia lingiiistica.

En los Principios y estandares del National Council of Teachers of Mathematics de
EE.UU, se propone fortalecer tanto la resolucion de problemas como la capacidad para
formular conjeturas de tipo matematico y la geometria brinda muchas situaciones que
pueden ser planteadas en el aula para fomentar estos aspectos (NCTM, 2003).

Un recurso manipulativo que permite plantear situaciones de trabajo en geometria
en las que se pueden poner en juego diversos aspectos e interrelacionar conceptos es el
Tangram y, por tanto, se convierte en un material didactico util en el entorno educativo
(Aznarte y Ramirez, 2018; Maz-Machado y otros, 2018). En diversos articulos, como
Inojosa (2009), se proponen actividades con el Tangram y su construccion mediante el
doblado de papel. El estudio de Jaramillo (2013) muestra la eficacia de una metodolo-
gia participativa usando el tangram, entre otras cosas porque brinda a ayuda al docente
al profesorado a tener una comunicacion eficaz con los alumnos.

2. LAPROPUESTA

Se pide a los alumnos que construyan el tangram con una hoja de cartulina, carton gris o
carton piedra indicando el color de cada pieza. Esta actividad lleva implicitos procesos
de medicion y trazado de lineas rectas.

Una vez construido, deben identificar cada una de las piezas, describiendo y anotando
las caracteristicas y propiedades de ellas. Esto permitira recordar y afianzar conceptos
sobre los poligonos que se forman. Por ejemplo, identificaran que los triangulos pueden
ser isosceles y rectangulos a la vez, algo de lo que generalmente no son conscientes, pen-
sando que estas propiedades son excluyentes entre si.

Tabla 1. Caracteristicas de las figuras del Tangram

N.° Figura Descripcion/caracteristicas
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N.° Figura

Descripcion/caracteristicas

Se pueden plantear una serie de actividades tales como:

* Los alumnos deberan determinar el perimetro y el area de cada figura. Depen-
diendo del curso, se puede trabajar la idea de semejanza entre triangulos; o al-
gunas propiedades del concepto de proporcionalidad geométrica, a partir de las
longitudes de los lados o del valor de sus perimetros.

Figura 1. Ejemplo de la actividad planteada y realizadas por los alumnos.

e Construccion de cuadrados con 1, 2, 3, 4 y 6 piezas

Figura 2. Ejemplo de cuadrados construidos con 4 piezas.

e Con todas las piezas, construir 2 figuras iguales.

e Con todas las piezas, construir todos los cuadrilateros posibles (son 5).

* Mediante la manipulacion de las figuras, deberan construir otras y verificar que el
valor de las areas es invariante mientras que los perimetros sin cambian.

Epsilon, 2021, n° 109, 59-64, ISSN: 2340-714X

61



El tangram como recurso para realizar actividades de geometria elemental
Cristina Pedrosa-Jesus / Astrid Cuida

Figura 3. Actividad de invarianza del 4rea de las figuras.

Si se juntan dos alumnos para trabajar en parejas, se les puede pedir:

e A partir de dos puzles, cread un objeto Tangram con simetria axial. Indicad el
nombre del objeto construido.

e Utilizando las piezas del Tangram, realizad una demostracion del teorema de
Pitagoras.

Todas las actividades propuestas se ajustan a las fases del ciclo de la investigacion ac-
cion que propone Tripp (2005):

Planeacion—> Implementacion—> Observacion —> Reflexion

1

Figura 4. Fases del proceso de investigacion accion.

Pese a lo que pueda pensarse acerca de que con el Tangram soélo es posible trabajar
conceptos geométricos elementales, con el Tangram también se pueden realizar algu-
nas demostraciones de mayor complejidad y para cursos superiores. Por ejemplo, Wang
y Hsiung (1942) proponian una actividad aparentemente sencilla, preguntaban ;cuantos
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poligonos convexos se pueden formar con el Tangram? Aprovechaban esta actividad
para plantear el siguiente teorema que permite dar la solucion formal:

A £ D
|
e ABCD is a square.
F AE=-ED-DF=FC,
El-IF, EGLAC,
A IHIFC.
B C

By means of the tangram exactly thirteen convex
polygons can be formed. (Wang y Hsiung, 1942, p.589)

Figura 5. Teorema propuesto por Wang y Hsiung (1942) para trabajar los poligonos convexos.

Estos autores recurren a 4 lemas para lograr una demostracion del teorema propuesto.

Si bien en estos tiempos de proliferacion de recursos digitales se plantean muchas ac-
tividades con el Tangram digital (Lin y otros, 2011), consideramos que el uso del Tan-
gram fisico tradicional permite la manipulacion y el planteamiento de estrategias de
ensayo y error para desarrollar las actividades, asi como para poner a prueba conjeturas
visuales que, inicialmente, plantean los alumnos para solucionar algunas de las pregun-
tas de las situaciones planteadas.

3. CONCLUSIONES

El tangram es una herramienta util, dindmica y de gran provecho, en el aula, para el de-
sarrollo de competencias y habilidades de caracter geométrico, tal como ya han sefialado
muchos estudios y evidencia la literatura cientifica. Ademas, es un recurso econdémico y
que se presta para la realizacion de diversas actividades manipulativas, un tipo de activi-
dad de gran importancia en la Educacion Primaria.

El uso planificado y sistematico del Tangram como apoyo y recurso en la clase de
matematicas, no solo promueve y facilita el aprendizaje de los alumnos, sino que provee
al docente de informacion de primera mano para conocer el aprendizaje de sus alumnos.
Ademas, si lo desea, el docente puede iniciar pequefias investigaciones en educacion ma-
tematica a partir del analisis del trabajo realizado por los estudiantes, para profundizar en
el conocimiento de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.
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Resumen: Este trabajo se inicia con una secuencia diddctica sobre juegos de azar
con dados no transitivos que fue propuesta a los alumnos de cuarto ario de una es-
cuela secundaria para que calcularan las probabilidades de ganar de cada jugador.
Pero lo interesante de esta experiencia fue que los alumnos encontraron regularidades
numéricas entre los numeros que figuran en las caras de estos dados que los motivaron
para continuar con la busqueda. Las estrategias de intervencion de la profesora resul-
taron claves para orientarlos en las representaciones, enunciados y generalizaciones lo-
grando que construyeran nuevos conocimientos a partir de sus intereses.

Palabras clave: Dados no transitivos. Juegos. Regularidades numéricas.

Non-transitive dice
Games and numerical regularities

Summary: This work begins with a didactic sequence about games of chance with non-
transitive dice that were proposed to students of a secondary school, to calculate the
probabilities of winning for each player.

But the interesting thing about this experience was that the students found numerical
regularities between the numbers that appear on the faces of these dice that motivated
them to continue with the search. The teacher’s intervention strategies were the keys to
guide them in the representations, statements and generalizations, promoting learning
advancement from their interests.

Keywords: Non-transitive dice. Games. Numerical regularities.
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1. INTRODUCCION

Existe una mirada social y también de varios educadores que relacionan los juegos con
el entretenimiento de los nifios pequefios. Sin embargo, en la educacion secundaria solo
algunos docentes los reconocen como situaciones motivadoras que pueden proponerles
a sus alumnos a la hora de organizar la ensefianza.

Cuando los juegos plantean problemas matematicos se convierten en recursos di-
dacticos que facilitan la resolucion de diferentes actividades a partir de las cuales los
alumnos pueden avanzar en sus aprendizajes interactuando con sus comparfieros y con el
docente quien debera intervenir para “problematizar el juego” estableciendo nuevas con-
diciones que promuevan formas distintas de producir conocimientos.

Los dados también son recursos didacticos valiosos cuando se los utiliza en activida-
des que no son planificadas para “jugar por jugar” sino para que posibilite la compresion
de los conceptos, procedimientos, propiedades y relaciones entre los diversos objetos del
campo numérico.

2. JUEGOS CON DADOS NO TRANSITIVOS

Una de las variables didacticas a tener en cuenta por los docentes es el tipo de dados que
intervienen en los juegos. En esta oportunidad se trabajé con algunos conjuntos de dados
no transitivos entre los cuales no se cumple la propiedad transitiva para la relacion “es
mads probable sacar un numero mayor que” al compararlos luego de sus lanzamientos.

La siguiente secuencia didactica fue propuesta por una profesora a sus alumnos! para
que analizaran las chances de ganar en juegos de azar con dados no transitivos. Las va-
riables didacticas para aumentar el grado de complejidad de las actividades se basaron
en las caracteristicas y la cantidad de los dados?.

Actividad 1. Se juega en parejas con tres dados hexaédricos que en sus caras tienen los
numeros que se muestran a continuacion.

Uno de los jugadores elige primero un dado y el otro jugador después elige otro entre los
dos restantes. Gana el que obtiene el valor mayor. ;Cudles son las probabilidades de
ganar que tiene cada uno? ;Cudl es el dado mas conveniente para cada jugador?

1. Edad promedio 16 afios.
2. Debido a la extension de este articulo se han seleccionado algunas producciones, comentarios y suge-
rencias a modo de orientacion.
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Los alumnos representaron la situacion en tablas de doble entrada y organizaron las
probabilidades de ganar segun cada eleccion (Tabla 1).

Se dieron cuenta que no se cumple la propiedad transitiva y que no importa el dado
que se elija, sino el orden en que se elija para poder ganar.

Eleccion del Probabilidades de ganar Eleccién del
Jugador 1 Jugador 2
R RgV VgA AgR A
20/26 24/36 24/36
v VgA AgR RgV R
24/36 24/36 2026
A AgR RgV VegA v
24/36 20/26 24/36

Tabla 1. Probabilidades de ganar para ambos jugadores?

Actividad 2. ;Cudles son las probabilidades de ganar que tiene cada jugador con los si-
guientes dados? Dado blanco: (1, 4, 4, 4, 4, 4) Dado gris: (3, 3, 3, 3, 3, 6)

Dado negro: (2,2, 2,5, 5, 5)

Propongan alguna variacion entre los numeros de los dados para que se cumpla la pro-
piedad transitiva.

El dado blanco le gana al dado gris (25/36), el dado gris le gana al dado negro (21/36)
y el dado negro le gana al dado blanco (21/36). Propusieron variar solamente el dado
negro y obtuvieron dos conjuntos de dados no transitivos (a y b) y tres conjuntos de
dados transitivos (c, d y f):

a) Para(1,1,1,4,4,4):BgG (25/36), GgN (21/36) y N g B (21/36).

b) Para (3, 3,3,6,6,6): BgG (25/36),N g G (33/36) y N g B (21/36).

¢) Para(2,2,2,3,3,3):BgG/25/36), Gg N (21/36) y B g N (30/36).

d) Para (3, 3,3, 3,3,3): BgG(25/36), G g N (30/36) y B g N (30/36).

e) Para(1,1,1,3,3,3):BgG(25/36), GgN (21/36) y B g N (30/36).

Actividad 3. ;Cudales son las probabilidades de ganar cuando los dos jugadores deben
elegir entre los dados de este conjunto de Efron?

(0,0,4,4,4,4)(3,3,3,3,3,3)(22,22,6,6)(1,1,1,55,5)

3. Los alumnos indicaron con g la relacion “X tiene mayores probabilidades de ganarle a Y.
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En la Figura 1 y en la Tabla 2 representaron las probabilidades de ganar al relacionar
dos de los dados de Efron.

A
..... C222266 | D L1559
A:(0,0,4.4.4.9 16/36 12736
B D I8 (3.3.3.3,3.3) 1836
C (22,2266 2036
D:(1,1,1,5.5.9 24736
Cc
Figura 1. Casos favorables Tabla 2. Casos favorables entre
entre los dados de Efron los dados de Efron

No importa qué dado elija el primer jugador porque el segundo jugador siempre
puede elegir otro que le gana con probabilidad 2/3. Si elige el dado B, con todas sus
caras iguales a 3, el dado A gana con probabilidad 2/3 si sale 4. En cambio, si elige pri-
mero el dado A, el dado D le gana con probabilidad 2/3 “(6/36 cuando sale el 1 y 18/36
cuando sale el 5).

2.1. Prolongaciones posibles

e JEsverdad que, si cada jugador tira dos veces un dado de los que se muestran en
la Actividad 1 y suma los numeros obtenidos, siempre gana el que eligio primero?
El segundo jugador siempre tendra mayores probabilidades de ganar.

Por ejemplo: VgR,AgVyRgA.

Pueden incluirse otras operaciones aritméticas o solicitarles a los alumnos que
propongan variantes para luego socializarlas en una puesta en comun.

e Si ahora se juega con los dados de la Actividad 2 pero son tres los jugadores,
¢ Cudl es la mejor eleccion para ganar?
Las probabilidades de ganar para cada dado son: dado blanco 75/216, dado
gris 51/216 y dado negro 90/216. Entonces el dado negro es la mejor opcion como
ocurre cuando son dos los jugadores.

* Realizar las mismas u otras variantes con un conjunto de dados diferentes para
que comparen las conclusiones anteriores:

(2,2,4,499,(1,1,66838),(335577)
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No necesariamente debe complejizarse la situacion fundamental manteniendo su enunciado
y a partir de ¢l generar otras actividades, sino que también pueden generarse actividades dife-
rentes, aunque no se vinculen con el enunciado de la primera, siempre que no se cambien los
contenidos seleccionados y que esas variantes sean variables didacticas. (Giarrizzo, 2021, p.40)

3. REGULARIDADES NUMERICAS ENTRE LOS NUMEROS DE LAS
CARAS DE LOS DADOS NO TRANSITIVOS

Ante las regularidades encontradas por los alumnos entre los nimeros de las caras de los
dados no transitivos durante el desarrollo de los juegos anteriores la profesora intervino
con nuevas consignas con el propdsito de que las representaran, analizaran, enunciaran
y generalizaran, de ser posible.

3.1. Dados tetraédricos no transitivos

¢Existira alguna ley de formacion entre las sumas de los numeros de las caras de estos
grupos de dados tetraédricos no transitivos?

Gl:(1,4,44) (22,55 (3336
G2:(1,4,7,7)(2,6,6,6) (3535 8)

’

Ordenaron los nimeros de las o| m oY) D3 Su
caras de los diferentes dados del
Grupo 1 de menor a mayor GRUPO 1
(Tabla 3) y calcularon las sumas 2| s 2 3 s2=9
correspondientes a los que perte-
necen al mismo orden (n). Las
simbolizaron: Sn = 6 + 3 (n — 1). 'S 5 6 $4=15
Para el Grupo 2 obtuvieron la for-

. SDm SD1=13 |sSD2=14 |SD3=15 S1+S82+83+54=42
mula: Sn =12 + 3 (n — 1) a partir
den:2 SD1+SD2+8D3=42
Las sumas SDm de los niime-
ros de las caras de cada dado de Tabla 3. Sumas de los nimeros de las
ambos grupos son nimeros suce- caras de los dados

sivos y difieren en 6 unidades.

La suma de las sumas de los niimeros de las caras de los diferentes dados coincide
con la suma de los numeros de las caras de cada dado. Para el Grupo 1 es 42 y para el
Grupo 2 es 60 (18 + 42 = 60), siendo 18 el producto entre 6 (diferencia entre las sumas
de las caras de los dados del grupo anterior) y 3 (cantidad de dados).

Destacaron con diferentes colores las casillas con los numeros del 1 al 6 para mostrar
la ley de formacion de sus repeticiones.
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3.2. Dados de Quimby

Analicen si se cumplen las mismas regularidades entre los numeros de las caras de los
cinco dados hexaédricos de Quimby. Establezcan, de ser posible, nuevas relaciones
entre ellos.

En la Tabla 4 se ordenaron de menor a mayor los numeros de las caras de los dados y
se observan en la primera fila los nimeros triangulares. Las casillas sombreadas tienen
los nimeros sucesivos del 1 al 14 y las casillas restantes se completan con los niimeros
sucesivos del 15 al 24.

Las sumas en forma diagonal de los nimeros de los cuadrados de 2x2 de la Tabla 4
son iguales, excepto para los cinco cuadrados de la Tabla 5.

16 |5 |8 12

1720 4 & 13

18 21 §2314

19 122 24 415

Tabla 4. Numeros de las caras de los dados

16| S 17] 20 200 9 21§23 23| 14

Tabla 5. Cuadrados con diferentes sumas en forma diagonal

En la columna O1 de la Tabla 6 los nimeros de las caras de los dados estdn ordena-
dos de menor a mayor y en la columna O2 en pares de nimeros equidistantes. Las sumas
entre los pares de numeros equidistantes (Se) son iguales a 25 para D2 y D4 y suman 50
entre ellas. Para D1 y D3 son diferentes, pero también suman 50.
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D1 D2 D3 D4

Ol JO2 [ SeJ Ol JO2 ] Se ] Ol JO2 ] Se J Ol | O2] Se

1 1 20 3 3 125 6 6 |30 10 10 g 25
2 19 4 22 7 24 11 15
16 2 j20 5 4 125 8 7 130 12 11 j25
17 18 20 21 9 23 13 14
18 16 23 21 5 125 23 8 117 14 12 25
19 17 22 20 24 9 15 13

Tabla 6. Relaciones entre las sumas de los nimeros de las caras de los dados

3.3. Dados octaédricos de Mitwin

¢Cudles son las regularidades numéricas que se cumplen entre los numeros de las caras
de los tres dados octaédricos de Mitwin? Enunciarlas y expresarlas, de ser posible,
simbolicamente.

En la Tabla 7 se destacaron las repeticiones de los numeros de las caras de los dados do-
decaédricos cada dos de ellos.

Dl1yD2 1R I7 Q29 Q31374347567 71Q735]83

13192329 41434706167 79]83

D2y D3 BR1og23 | 20443 Q47 9] 61)e7)j7] 83

D3yDI1 171923 31374153 9)|61 71737

Tabla 7. Repeticiones de los numeros de las caras de los dados

Las sumas de los nimeros de las caras de cada dado son iguales a 564.
Construyeron uno de los dados para identificar las caras opuestas (Imagen 1 y Fi-
gura 2) donde se ubican los numeros equidistantes en la sucesion (Tabla 8)
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Imagen 1. Dado construido Figura 2. Desarrollo plano de
por los alumnos uno de los dados

Caras
opuestas
del D1

Tabla 8. Caras opuestas del dado D1

Motivar a los estudiantes implica intervenir para que los que atn tienen dificultades, me-
joren sus capacidades relacionadas con el pensamiento intuitivo y reflexivo y para que los que
ya pueden implementar estrategias superadoras, se animen a proponer nuevas reglas o a ima-
ginar nuevos juegos (Giarrizzo, 2019, p. 48).

3.4. Prolongaciones posibles

*  Buscar informacion sobre los dados no transitivos e investigar la existencia o no
de regularidades numéricas entre los numeros de sus caras.
Existen otros conjuntos de dados de Efron

A:(2,3,3,9,10,11)(0,1,7,8,8,8)(5,5,6,6,6,6) (4,4,4,4,12,12)
B:(1,2,3,9,10,11)(0,1,7,8,9,9)(5,5,6,6,7,7)(3,4,4,5, 11, 12)

Y también los dados de Mugre (James Grime)

Las sumas de los nimeros de las caras de estos dados dispuestas en las diago-
nales son: 4, 7, 9, 10, 10, 35, 26, 18, 11, 5y 0, 6, 8, 16, 20, 25, 20, 19, 12, 9. En
la Tabla 9 se pueden observar dos ejemplos: 1 +2+3+4=10y4+3+2+6+
5=20.
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Tabla 9. Nuimeros de las caras de los dados

Si se suman las sumas equidistantes en cada caso se obtienen los mismos multi-
plos sucesivos de 9:

4+5=9;7+11=18;9+18=27;10+26=36; 10 +35=45
0+9=9;6+12=18;8+19=27;16+20=36;20+25=45

e Incluir el dado D4: (1, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 12, 14, 14, 17, 18) al conjunto de dados
de Miwin*
Las sumas de los numeros equidistantes de las caras de D4 ordenados de menor a
mayor se repiten en forma simétrica:

1+18=19;3+17=20;4+14=18;5+13=18;8+12=20; 9+ 10=19.

4. REFLEXION FINAL

Los disefios curriculares incluyen contenidos relacionados con sucesiones cuya comple-
jidad aumenta en funcién de los conocimientos disponibles de los alumnos. Es tarea de
los docentes planificar propuestas de ensefianza para que ellos observen, descubran, ana-
licen y generalicen regularidades, patrones y leyes de formacion en distintos contextos.

Y cuando sucedan esos maravillosos encuentros donde los alumnos pregunten para
avanzar mas alla de lo esperado y los docentes los acompafien en sus descubrimientos, la
ensefianza y la evaluacion seran compartidas porque “habran aprendido matematica ha-
ciendo matematica”.

4. Otro conjunto de dados de Miwin: (1,2, 5,6,7,9)(1,3,4,5,8,9)(2,3,4,6,7,8).
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La imaginacion en clase de matematicas necesita ser cultivada. El sentido comun también.
Imaginacion y sentido comun no son facultades innatas y ademads interesa su estimulacion, en
nuestro caso, en la direccion adecuada: la de la creatividad matematica. Y como la imagina-
cioén también puede tener una dimension grupal y ser compartida, su cultivo va mas alla del
progreso individual y puede ser un objetivo de clase. (Alsina, 2007, p. 12)
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Construccion de infinitos cuadrados
magicos multiplicativos

Luis Barrios Calmaestra
LE.S. José de Mora. Baza. Granada.

Resumen: Si p y g son dos numeros primos, cualquier numero de la forma N=p"q",
tiene (n+1)? divisores. En este articulo se expone un procedimiento para construir in-
finitos cuadrados magicos multiplicativos de orden 3, 4 y 5, utilizando todos los divi-
sores de N.

Palabras clave: cuadrado magico multiplicativo, divisores de p"-q", potencias de p-q con
PV q niimeros primos.

Construction of infinite multiplicative
magic squares

Abstract: Let p and q be two prime numbers. Any number define as N=p™q" has (n+1)’
divisors. This article describes the procedure to construct infinite multiplicative magic
squares of order 3, 4 and 5, using all divisors of N.

Keywords: multiplicative magic square, divisors of p"-q", power of p-q where p and q
are prime numbers.

1. INTRODUCCION

Un cuadrado magico aditivo estd formado por un conjunto de numeros dispuestos en n
filas y n columnas, de forma que la suma de los nimeros situados en cada una de las filas,
en cada una de las columnas y en las dos diagonales es siempre la misma. A esta suma
se le llama constante magica.

Un cuadrado magico multiplicativo estd formado por un conjunto de numeros dis-
puestos en n filas y n columnas, de forma que el producto de los nimeros situados en
cada una de las filas, en cada una de las columnas y en las dos diagonales es siempre el
mismo. A este producto se le llama constante magica.
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Sobre el origen y el interés de los cuadrados magicos aditivos a lo largo de la historia
hay muchas publicaciones y se pueden encontrar multitud de cuadrados magicos de cual-
quier orden, conteniendo a su vez cuadrados magicos de orden inferior y con muy diver-
sas propiedades que aumentan su complejidad y su admiracion por ellos, constituyendo
auténticas obras de ingenieria aritmética.

El mas conocido, sin duda, es el cuadrado magico de orden tres con los nueve pri-
meros numeros naturales, de constante magica 15, de origen chino y del afio 2800 a. C.

6 1 8
7 5 3
2 9 4

De orden cuatro, el mas conocido es el cuadrado magico del artista renacentista ale-
man Alberto Durero. En uno de sus grabados, Melancolia I, realizado en el afio 1514, se
pueden observar algunos elementos matematicos y, en la parte superior derecha, el si-
guiente cuadrado magico aditivo, construido con los dieciséis primeros nimeros natura-
les y de constante magica 34.

16 | 3 2 |13

9 6 70 12
4 |15 14 | 1

Ademas de las propiedades que debe tener un cuadrado para considerarse magico,
también suman 34, distintos grupos de cuatro ntimeros, entre ellos:

e Los numeros situados en los cuatro cuadrados centrales.

e Los numeros situados en las cuatro esquinas.

e Los numeros centrales de las primera y tltima filas.

e Los numeros centrales de las primera y tltima columnas.

e Los numeros de los cuatro cuadrados que resultan al dividir por la mitad horizon-

tal y verticalmente.
e Las esquinas de los cuadrados de 3x3 que se pueden formar.

Otro cuadrado magico de orden cuatro, menos conocido que el anterior, pero no
menos interesante, es un cuadrado magico que se conoce como Chautisa Yantra y que se
encuentra en la ciudad india de Khajuraho, en la fachada del templo Parsvanatha. En su
puerta hay una inscripcion del afio 954 d.C. con el siguiente cuadrado magico aditivo, de
constante magica 34.
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7012 1 14
2 (13 8 | 11
16 | 3 || 10| 5
9 6 | 15| 4

El cuadrado tiene todas las propiedades del cuadrado de Durero y, ademas:
* los nimeros situados en todos los cuadrados de 2x2 de filas y columnas consecu-

tivas también suman 34.

e los tres nimeros situados en las diagonales secundarias junto con el numero si-
tuado en la esquina opuesta también suman 34.

Los cuadrados magicos multiplicativos han sido menos estudiados que los aditivos,
aunque, utilizando el producto de potencias con la misma base, a partir de cualquier cua-
drado magico aditivo, se puede construir un cuadrado magico multiplicativo con po-
tencias de base cualquier nimero natural distinto de 1 y de exponente cada uno de los
nimeros del cuadrado magico aditivo. Por ejemplo, si n es un niimero natural mayor que
1, se puede construir infinitos cuadrados magicos multiplicativos, de orden 3 y de cons-

tante magica n'*, de la forma.

n® | n' || n®
n” | n® | n?
n? | n® || n*

Otro cuadrado magico multiplicativo

de orden 3 es el siguiente:

12 | 1 18
9 6 4
2 (36| 3

Analizando este cuadrado se puede observar:

* Estd formado por todos los divisores de 36. El nimero 36 se factoriza como 22-32

y tiene (2+1)-(2+1)=9 divisores.

div(36) = {1,2,3,22,2:3, 32, 22-3,2-32, 2232}

e El producto de todos los divisores es 2°-39=6°=10077696. La constante magica
se obtiene como la raiz cubica del producto de todos los divisores, 23-33=63=216.
e La casilla central se obtiene como la raiz ctbica de la constante magica, 2-3=6.
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2. CUADRADOS MAGICOS MULTIPLICATIVOS DE ORDEN 3

Si p y q son dos nimeros primos, el niimero (pq)’=p?q? tiene (2+1)-(2+1)=9 divisores:

div(p*q®) = {1, p, q, pq, P’ 4° P9’, P°q, Pq*}

Con los nueve divisores anteriores se puede formar un cuadrado magico multiplica-
tivo de orden 3, de la siguiente forma:

La constante magica se obtiene multiplicando todos los nimeros del cuadrado
magico, es decir, multiplicando todos los divisores y calculando la raiz cubica del
resultado obtenido. El producto de todos los divisores es p°q’. Su raiz cubica es
P’

Se empieza colocando en la casilla central el nimero p-q, que se obtiene como la
raiz cubica de la constante magica.

Se coloca a continuacion el nimero p?q®. Solo hay dos grupos de tres niimeros
que, junto con p*g?, tengan como producto p*q?. Son 1, pq, p’q> y p, 9, p*q>. Si el
nimero que queremos colocar se sitlia en una esquina, deberia haber tres grupos
de tres numeros con producto la constante magica. Como solo pertenece a dos
grupos, se debe colocar en la casilla central de uno de los lados. Lo colocamos en
la casilla inferior central.

Ya se puede completar la columna central y la fila inferior. En la fila inferior da
igual el orden de los elementos p y q, se obtendrian dos cuadrados simétricos.

El resto del cuadrado se puede completar afiadiendo los elementos que faltan para
completar, en primer lugar, las diagonales y, posteriormente, las columnas.

1 p2 . q 1 p . q2
pq - pq - @ | pq | p
p | pPd | q p [P | q

Se pueden construir infinitos cuadrados magicos mediante este procedimiento, siendo
py q dos nimeros primos cualesquiera.

2.1. Ejemplos

78

Sip=2y q=3 — p?q*=22-32=36=62
Div(6?) = {1, 2,3,4,6,9, 12, 18, 36} 9 6 4
Constante magica: p’q*=216=6°

12 1 18
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20 1 50
Sip=2y q=5 — p?q*=22-5=100=10?
Div(10%) = {1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100} 25 10 4
Constante magica: p3q*>=1000=103

2 100 5

45 1 75
Sip=3 y q=5 — p?q>=3%-52=225=15
Div(6?) = {1, 3, 5,9, 15, 25, 45, 75, 225} 25 15 9
Constante magica: p3q*=3375=153

3 225 5

Sip y q no son primos, o alguno de los dos no es primo, el procedimiento también es
valido, aunque en este caso el cuadrado magico no contiene todos los divisores de p?q>.

2.2. Ejemplo

Si p=3 y q=4 — p’q=2+32=144=12 36 | 1| 48
El nimero 144 tiene (4+1)-(2+1)=15 divisores.

L. . . 16 12 9
El cuadrado magico contiene 9 divisores.
Constante magica: p’q*=1728=123 3 144 4

3. PROPIEDADES DEL CUADRADO MAGICO MULTIPLICATIVO DE
ORDEN 3

Se van a observar las propiedades en el cuadrado obtenido para p=2 y q=3, pero son
ciertas para cualquier cuadrado magico multiplicativo construido por el procedimiento
anterior.

e El producto de los ntimeros situados en cada fila es igual a p3q*=216=6°.

121 |18 2] 1|18 1201 |18
9|6 | 4 9| 6 | 4 9|6 | 4
2 [36] 3 2 136 3 2 136 3
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e El producto de los ntimeros situados en cada columna es igual a p>q*=216=6°.

12 | 1 18 12 | 1 18 12 | 1 18
9 6 4 9 6 4 9 6 4
2 |36 3 2 13| 3 2 |36 3

e El producto de los ntimeros situados en cada diagonal es igual a p>q*=216=6°.

12 | 1 18 12 | 1 18
9 6 4 9 6 4
2 |36 | 3 2 |36 3

e El producto de los siguientes grupos de cuatro ntimeros es p*q*=1296=6*.

12 | 1 18 12 | 1 18
9 6 4 9 6 4
2 |36 | 3 2 |36 3

Al realizar giros o simetrias en el cuadrado se obtiene otro cuadrado magico
con las mismas caracteristicas.

4. CUADRADOS MAGICOS MULTIPLICATIVOS DE ORDEN 4
Si p y q son dos niimeros primos, el niimero (pq)*=p’q’ tiene (3+1)-(3+1)=16 divisores:
div(p’q®) = {1, p, 4, pq, p*, &, PG, P*q, P’ P, O, PO, PG, PP, PP, PG
Con los dieciséis divisores anteriores se puede formar un cuadrado magico multipli-
cativo de orden 4, utilizando el procedimiento siguiente.
Hay un pasatiempo formado por 16 tarjetas, coloreadas con cuatro colores distintos,
por ejemplo, amarillo, azul, rojo y verde y, enumeradas de con cuatro nimeros diferen-

tes, por ejemplo 1, 2, 3 y 4, de forma que todas las tarjetas son distintas porque se dife-
rencian en el nimero, en el color o en ambos.

JEELEH B80S E
JEEE AEEN
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El juego consiste en colocar las tarjetas formando un cuadrado de cuatro filas y cua-
tro columnas, de forma que, en cada fila, en cada columna y en las dos diagonales no se
pueden repetir nimeros ni colores.

Para construir el cuadrado magico se necesita hacer una modificacion de este juego
utilizando solamente ntimeros. Se dispone de 16 tarjetas, cada una tiene una pareja de
coordenadas (m,n), siendo m y n nimeros enteros comprendidos entre 0 y 3, ambos in-
cluidos. Vamos a construir un cuadrado de cuatro filas y cuatro columnas, de forma que,
en cada fila, en cada columna y en las dos diagonales no se repitan ni la primera ni la se-
gunda coordenada.

Para encontrar una solucion:

e En primer lugar, se colocan las cuatro equinas.

* Después se colocan los cuatro cuadrados centrales respetando las condiciones.

e Por ultimo, se completan las casillas vacias.

(0,0) 2,2) (0,0) (2,2) 0,00 | 3.1) | (1,3) | (2,2)

(1,2) | 3,0) (2,3) | (1,2) | (3,0) | (0,1)

0,3) [ 2,1) (3,2) [ (0,3) | (2,1) | (1,0)

(LD (3.3) (LD (3.3) (1L,D 1 2,0) [ (0.2) | 3,3)

El cuadrado magico se construye colocando en cada casilla el valor de p elevado a la
primera coordenada por el valor de q elevado a la segunda coordenada.

pO.qO p3‘q1 pl.q3 pZ.qZ 1 p}q pq3 p2.q2

p2.q3 pl.qz p3.q0 pO.ql p2.q3 pqz p3 q
—

p*q* || p”q* | p>q' || p"q° P 4 |[p*qa| p

pl.ql pZ.qO pO.qZ p}.q} pq p2 q2 p3.q3

En el cuadrado con las coordenadas, la suma de la primera o segunda coordenada en
cada fila, en cada columna y en las dos diagonales es igual a 6. Por tanto, la constante
magica de este cuadrado magico multiplicativo es p°q°.

Para cada solucion del cuadrado de las coordenadas, se pueden encontrar infinitos
cuadrados magicos multiplicativos mediante este procedimiento siendo p y q dos niime-
ros primos cualesquiera.

Ademas, para cada valor de p y q se pueden permutar los exponentes, obteniendo
41-41=24-24=576 cuadrados distintos.
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4.1. Ejemplos

Sip=2y q=3 — p’q’=23-33=216=6°

Div(6%) = {1, 2,3,4,6,8,9, 12, 18, 24, 27, 36, 54, 72,
108, 216}

Constante magica: p®qt=26-36=46656=6°

108 18 8 3

72 27 12 2

6 4 9 216

1 40 250 || 100

Si p=2y =5 — p’q*=23-5*=1000=10°

Div(10°) = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200,
250, 500, 1000}

Constante magica: p®q®=2°¢-5°=1000000=10°

500 50 8 5

200 || 125 20 2

10 4 25 || 1000

1 135 || 375 | 225

Sip=3y q=5 — p’q*=33-5°=3375=153

Div(15%) = {1, 3, 5,9, 15, 25, 27, 45, 75, 125, 135, 225,
375, 675, 1125, 3375}

Constante magica: pq®=2¢-3°=11390625=15°¢

1125 | 75 27 5

675 || 125 45 3

15 9 25 || 3375

Sip y q no son primos, o alguno de los dos no es primo, el procedimiento también es
valido, aunque en este caso el cuadrado magico no contiene todos los divisores de p*q’.

4.2. Ejemplo

1 108 || 192 | 144

Sip=3y q=4 — p’q*=2¢-33=1728=123

El niimero 1728 tiene (6+1)-(3+1)=28 divisores.
El cuadrado magico contiene 16 divisores.

Constante magica: p°q®=2985984=12°¢ 432 o4 36 3

576 || 48 27 4

12 9 16 | 1728
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5. PROPIEDADES DEL CUADRADO MAGICO MULTIPLICATIVO DE
ORDEN 4

Las propiedades de este cuadrado magico son muy similares a las propiedades del cua-
drado magico aditivo de orden 4 de Alberto Durero.

Se van a observar las propiedades en el cuadrado obtenido para p=2 y q=3, pero son
ciertas para cualquier cuadrado magico multiplicativo construido por el procedimiento
anterior.

e El producto de los nimeros situados en cada fila es igual a pq®=6°.

1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3 108 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3
72 27 [ 12 ] 2 72 127 | 12| 2 72 (27 | 12 | 2 72 27 [ 12 ] 2
6 4 9 |216 6 4 9 |216 6 4 9 | 216 6 4 9 |216

e El producto de los ntimeros situados en cada columna es igual a pq®=6°.

1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 [ 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3
72 | 27 | 12| 2 72 (27 |12 | 2 721 27 | 12 | 2 72127 |12 | 2

6 4 9 | 216 6 4 9 | 216 6 4 9 | 216 6 4 9 |216

e El producto de los ntimeros situados en cada diagonal es igual a pq®=6°.

1 | 24| 54| 36 1 | 24| 54| 36
108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3
72 27|12 | 2 72 27 | 12| 2

6 4 9 | 216 6 4 9 |216

e El producto de los cuatro niimeros situados en las esquinas es igual a p%q°=6°.
También el producto de los nimeros situados en los cuatro cuadrados centrales.

1 | 24| 54| 36 1 | 24| 54| 36
108 | 18 | 8 3 108 [ 18 | 8 3
72 27|12 | 2 72 127 | 12 | 2
6 4 9 | 216 6 4 9 |216
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Si dividimos el cuadrado por la mitad de forma horizontal y verticalmente, se ob-
tienen cuatro cuadrados con cuatro nimeros cada uno. El producto de los nume-
ros situados en cada uno de los cuadrados es igual a p®q®=6°.

1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 8 3 108 | 18 8 3 108 | 18 8 3 108 | 18 8 3
721 27 | 12 2 721 27 | 12 2 72 | 27 | 12 2 721 27 | 12 2
6 4 9 |216 6 4 9 | 216 6 4 9 | 216 6 4 9 |[216

e El producto de los dos numeros centrales de las filas inferior y superior y el pro-
ducto de los nimeros centrales de las columnas izquierda y derecha es igual a
6~ 6—=(0
ptq®=6°.
1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3
72127 |12 | 2 72 [ 27 | 12| 2
6| 4|9 |26 6 | 4| 9 |26
e El producto de los niimeros situados en las esquinas de los cuadrados de 3%3 es
igual a p%q=6°.

1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 | 8 3 108 | 18 8 3 108 [ 18 8 3 108 | 18 | 8 3
72 | 27 | 12 2 72 | 27 | 12 2 72 | 27 | 12 2 72 [ 27 | 12 2

6 4 9 |216 6 4 9 |216 6 4 9 |216 6 4 9 |216

e Otras configuraciones de cuatro nimeros cuyo producto es p®q®=6°.

1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 8 3 108 | 18 8 3 108 | 18 8 3 108 | 18 8 3
721 27 | 12 2 72 | 27 | 12 2 72 | 27 | 12 2 721 27 | 12 2

6 4 9 |216 6 4 9 |216 6 4 9 |216 6 4 9 |216
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1 | 24 | 54 | 36 1 24 | 54 | 36
108 | 18 | 8 3 108 | 18 | 8 3
72 | 27 | 12| 2 72 (27 |12 | 2

6 4 9 | 216 6 4 9 |216

Al realizar giros o simetrias en el cuadrado se obtiene otro cuadrado magico con las
mismas caracteristicas.

6. CUADRADOS MAGICOS MULTIPLICATIVOS DE ORDEN 5
Si p y q son dos nimeros primos, el nimero (pq)*=p*q* tiene (4+1)-(4+1)=25 divisores:

div(p‘q*) = {1, p, q, pq, p’, 4% pa’ pq, p*a% p’, 4%, pq’, p°q, P°q’, P, p*d% p*, 4, pq’,
p*q, p’q%, p*q p’a’, p*dd, piqt}

Con los veinticinco divisores anteriores se puede formar un cuadrado magico mul-
tiplicativo de orden 5, con un cuadrado magico multiplicativo de orden 3 en su interior.

La constante magica se obtiene multiplicando todos los nimeros del cuadrado ma-
gico y calculando la raiz quinta del resultado obtenido. El producto de todos los niime-
ros es p°q*, se puede calcular sumando por separado los exponentes de p y q de todos
los divisores. Su raiz quinta sera p'°q'°.

El niimero de la casilla central debe ser p?q?, que se obtiene calculando la raiz quinta
de la constante magica.

Para construir el cuadrado magico de orden 3, cuya casilla central sea p?q?, se
puede multiplicar por “p-q” los nimeros del cuadrado magico multiplicativo de orden
3 anterior.

pZ.q 1 qu p3.q2 Pq p2.q3

qZ Pq p2 i pq3 p2.q2 p3q

P p2.q2 q qu p3.q3 pq2

Se obtiene un cuadrado magico multiplicativo de constante magica p®q°.
Se han utilizado los divisores indicados en negrita:

div(p*q") = {1, p, q, P4, P*, 4>, PA% P*Q, P’A% P°, O°, PQ, PPq, P°A, P*Q°, PPQ% DY, 4,
pq’, p*q, p°q, p*Q%, P, pid’, piqt)
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Para completar una de las posibles soluciones del cuadrado de orden 5, se colocan los
divisores no utilizados, empezando por las esquinas, después las casillas centrales y, por
altimo, las casillas restantes, procurando que el producto de los nimeros de cada fila, co-
lumna y diagonal coincida con la constante magica.

Se obtiene el cuadrado:

Se pueden construir infinitos cuadrados magicos mediante este procedimiento siendo
py q dos nimeros primos cualesquiera.

6.1. Ejemplos

86

Sip=2y q=3 — p*q*=2*3*=1296=6*

Div(6Y) = {1,2,3,4,6,8,9, 12, 16, 18, 24, 27, 36,
48, 54,72, 81, 108, 144, 162, 216, 324, 432, 648,
1296}

Constante magica: p'0q!0=210-310=610

Si p=2 y ¢=5 — p*q*=2*-54=10000=10*

Div(10% = {1, 2,4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50,
80, 100, 125, 200, 250, 400, 500, 625, 1000, 1250,
2000, 2500, 5000, 10000}

Constante magica: p'0q'0=210-510=1(1°

1 27 324 || 432 16
648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9

8 18 216 12 162

81 48 4 3 1296

1 125 | 2500 || 2000 | 16

5000 || 500 10 200 2
400 [ 40 100 | 250 25

8 50 | 1000 | 20 | 1250

625 80 4 5 {10000
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1 125 | 5625 [|10125] 81

Si p=3 y ¢=5 — p*q*=3*-5%=50625=15* 16875 1125 || 15 675 3
Div(15%) = {1, 3, 5,9, 15, 25,27, 45, 75, 81, 125,

135, 225, 375, 405, 625, 675, 1125, 1875, 2025, 2025 || 135 || 225 || 375 | 25
3375, 5625, 10125, 16875, 50625}

Constante magica: p'0q!°=310-510=]510 27 75 || 3375 | 45 | 1875

625 || 405 9 5 [50625

Sip y q no son primos, o alguno de los dos no es primo, el procedimiento también es
valido, aunque en este caso el cuadrado magico no contiene todos los divisores de p*q*.

6.2. Ejemplo

1 64 | 2304 | 5184 || 81

Sip=3 y qed > p'q=25320736-12¢ 6912 | 432 | 12 | 576 | 3

El nimero 20736 tiene (8+1)-(4+1)=45 divisores.
El cuadrado magico contiene 25 divisores.

Aoicar nl0q10= 10
Constante magica: p'°q'°=12 27 36 | 1728 | 48 768

1296 || 192 || 144 | 108 16

256 | 324 9 4 (20736

7. PROPIEDADES DEL CUADRADO MAGICO MULTIPLICATIVO DE
ORDEN 5

Se van a observar las propiedades en el cuadrado obtenido para p=2 y =3, pero son
ciertas para cualquier cuadrado magico multiplicativo construido por el procedimiento
anterior.

Por ser un cuadrado magico multiplicativo, el producto de los niumeros situados en
las filas, columnas y las dos diagonales es igual, tanto en el cuadrado de orden 3 como en
el de orden 5, a la constante magica de cada uno de ellos.

Con los veinticinco divisores de 1296 (p*q*) se pueden formar doce parejas de niime-
ros cuyo producto es 1296. Estas parejas estan situadas en el cuadrado de forma simé-
trica respecto de los ejes de simetria horizontal o vertical, o respecto de la casilla central.
Esto supone que se puedan combinar en grupos de numeros cuyo producto sea una po-
tencia de pq=6 y que formen en el cuadrado configuraciones simétricas.

e Algunos grupos de cuatro numeros cuyo producto es p¥q®=63, con la casilla cen-

tral, p'°q'°=6".
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1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162

81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

e Algunos grupos de ocho nlimeros cuyo producto es p'6q'=6'¢, con la casilla cen-
tral, p'8q'8=6'8.

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162

81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296
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e Algunos grupos de doce nimeros cuyo producto es p**q?*=6%*, con la casilla cen-
tral, p?°q2=62%.

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

e Algunos grupos de dieciséis numeros cuyo producto es p**q*?=63, con la casilla
central, p3*q**=6*.

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

1 27 324 | 432 16 1 27 324 | 432 16
648 | 108 6 72 2 648 | 108 6 72 2
144 24 36 54 9 144 24 36 54 9

8 18 216 12 162 8 18 216 12 162
81 48 4 3 1296 81 48 4 3 1296

Al realizar giros o simetrias en el cuadrado se obtiene otro cuadrado magico con las
mismas caracteristicas.
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8. PROPUESTA DE UTILIZACION EN EL AULA

La utilizacion de actividades de Matematicas Recreativas en nuestras clases nos permite
captar la atencion de nuestro alumnado, utilizar estrategias de resolucion de problemas
y hacer pensar y reflexionar sobre los procedimientos de resolucion utilizados y los re-
sultados obtenidos.

Si ademas estas actividades tienen relacion con los contenidos académicos que este-
mos trabajando en ese momento, nos ayudaran a reforzarlos y a que el alumnado vea uti-
lidad y se sienta mas interesado por lo que esta estudiando.

Los cuadrados magicos, tanto aditivos como multiplicativos, despiertan esta curiosi-
dad en el alumnado. Las coincidencias en las sumas o en los productos de filas, columnas
y diagonales que tiene un pequefio conjunto de nimeros dispuestos en filas y columnas
le dan esa imagen de magicos que indica su nombre.

Los cursos apropiados para realizar esta actividad pueden ser segundo y tercero de
E.S.O. Los contenidos del curriculo relacionados son divisibilidad, potencias, raices,
giros, simetrias y valor numérico de una expresion algebraica.

La actividad se puede plantear intentado que, dirigidos por el profesor, sean los alum-
nos quienes vayan realizando los pasos necesarios para la construccion de los cuadra-
dos magicos.

Los cuadrados magicos multiplicativos de este articulo estan construidos utilizando
los divisores de algunos nimeros naturales.

1. Podemos empezar preguntando ;cudntos nimeros se necesitan para formar un
cuadrado magico? Para el de orden 3 se necesitan 9, para el de orden 4 se necesi-
tan 16, .... Y ahora preguntar ;qué propiedad comun tienen estos nimeros?

2. Para construir un cuadrado magico con todos los divisores se necesita que el nii-
mero de divisores sea un cuadrado perfecto. ;Qué tipo de numeros tienen esta
cantidad de divisores? ;Como se puede calcular el nimero de divisores de cual-
quier nimero? ;Como tiene que ser su descomposicion en factores primos?

3. Ahora tenemos que calcular todos los divisores. Se puede empezar calculando la
factorizacion de algunos de los nimeros que vamos a necesitar 36, 216 o 1296,
para después proponer, de forma general, el calculo de los divisores de niimeros
cuya factorizacion sea de la forma N,=p?-q2, N,=p*-q3, Ns=p*-q*.

4. Después de calcular todos los divisores, para construir el cuadrado se necesita cal-
cular la constante magica. Se pueden pedir a los alumnos ideas para su calculo.
Una vez descubierta la forma de calcularla, vamos a hacerlo de forma generali-
zada. Se multiplican todos los divisores aplicando el producto de potencias con la
misma base. Ahora hay que calcular la raiz cubica, cuarta o quinta, segtin el orden
del cuadrado magico, para conocer el producto de los elementos de cada linea,
que también se puede deducir aplicando propiedades de las potencias.

5. Ya se conoce la constante magica, ;cudl puede ser la casilla central en el cuadrado
magico de orden 3? Nuevo turno de propuestas para decidir la mejor opcion.

6. Ya estamos en condiciones de colocar el resto de nlimeros para construir el cua-
drado, el de orden 3 lo pueden decidir los alumnos, los de orden 4 y 5 sera el pro-
fesor o profesora quién tenga que darles la solucion. Aunque si se dispone de
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tiempo para realizar la actividad, también puede ser protagonista el alumnado con
el procedimiento descrito en este articulo.

7. Vamos a realizar la comprobacion de que los cuadrados numéricos construidos ve-
rifican las propiedades de un cuadrado magico multiplicativo y estudiar también
el resto de propiedades que encierra el cuadrado obtenido.

8. En cada uno de los cuadrados construidos en este articulo se indica que al realizar
giros o simetrias en el cuadrado se obtiene otro cuadrado magico con las mismas
caracteristicas. Se puede proponer también al alumnado que realice giros de 90°,
180° y 270° o simetrias respecto de los ejes de simetria de un cuadrado y que ob-
tenga los cuadrados resultantes. Sin hacer célculos, deducir si el nuevo cuadrado
también es un cuadrado magico multiplicativo.

9. Para finalizar, como se pueden construir infinitos cuadrados magicos multiplica-
tivos, vamos a repartir entre nuestro alumnado cuadrados magicos. Les propone-
mos que elijan dos numeros primos y que construyan con ellos un cuadrado de
orden 3, otro de orden 4 y otro de orden 5, sustituyendo en la expresion general
de los cuadrados de cada orden los valores de p y q por los primos elegidos. Pue-
den hacer algunas comprobaciones para asegurarse de que han obtenido cuadra-
dos magicos multiplicativos.

9. CONCLUSION

Los cuadrados magicos han sido objeto de estudio de todas las civilizaciones y de los
matematicos mas importantes de toda la historia. Existen multitud de cuadrados magicos
con propiedades adicionales a las que le dan la denominacion de magico.

Cuando nuestros alumnos y alumnas conocen los cuadrados magicos y les explica-
mos las propiedades que poseen, también muestran su curiosidad y admiracion por estos
objetos matematicos. Si ademas les hacemos participes en su construccion, como se in-
dica en la propuesta de utilizacion en el aula, haciéndoles pensar y reflexionar en cada
uno de los pasos necesarios para obtenerlos, llegardn a una mejor comprension y a un
mayor interés por ellos.

En este articulo se ha podido comprobar que se pueden construir infinitos cuadrados
magicos multiplicativos con las propiedades basicas de un cuadrado magico y otras mu-
chas propiedades similares a las de los cuadrados magicos aditivos mas conocidos.
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