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Editorial

Cada dia es mas visible la buena aceptacion de la revista Epsilon en la comunidad acadé-
mica latinonamericana. Hay un notable incremento en el numero de articulos y experien-
cias de aula que desde esta region se envian a la revista. Este era uno de los propositos
marcados por el actual equipo editorial de Epsilon cuando asumimos su gestion.

En este nimero sera el tltimo de la seccion Rincon “SAPERE AUDE”... ;resol-
viendo problemas? que ha estado a cargo de nuestro compafiero y amigo Sixto Romero.
Desde el afio 2016 Sixto ha compartido con nuestro lectores una seccioén que tal como el
indicaba en esa primera vez “Con esta nueva seccion se quiere poner de manifiesto como
la vida real, y no tan real, nos ofrece bellos ejemplos de reflexion para que el matema-
tico pueda realizar cualquier trabajo susceptible de ser modelado” (Romero, 2016), ha
venido proponiendo problemas, situaciones y pildoras de historia de las matematicas de
gran utilidad para el profesorado de matematicas.

Han sido por tanto cinco afios de ardua y fructifera colaboracion desinteresasda, por
eso desde este editorial quiero, en nombre de todo el equipo de la revista Epsilon, agra-
decer la labor de Sixto. Muchas gracias amigo y éxitos en tus nuevos proyectos.

Referencias

Romero, S. (2016). Rincon “Sapere Aude”. .. resolviendo problemas?. Revista Epsilon, (92),
88-98.

Alexander Maz Machado
Director
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Creatividad, garante de la competencia
matematica. Estudio del “razonamiento lineal” en
la resolucion de problemas

Carlos Manuel Falcon-Rodriguez
Maria Antonia Garcia Cruz
Ramiro Rueda-Enciso
Instituto Superior de Formacion Docente
Salomé Urena, Republica Dominicana

Resumen. Presentamos aqui una forma de clasificar los problemas de acuerdo a las re-
laciones funcionales necesarias en su solucion. Hemos escogido, para comenzar, las rela-
ciones funcionales asociadas al razonamiento lineal, ya que ellas son las que parcialmente
se sometian a este tipo de clasificacion en la prdctica de la enseiianza. Presentamos los
resultados de un proyecto de investigacion accion, en el cual se ha logrado la clasifica-
cion de problemas inéditos y con variados contextos y la evaluacion del efecto de los mis-
mos en grupos diversos. Una de las conclusiones del trabajo es que el aprendizaje basado
en problemas es el mads apropiado para el logro de esta competencia en los estudiantes.
Palabras claves: creatividad, aprendizaje basado en problemas, clasificacion de proble-
mas, relaciones funcionales.

Creativity, guarantee of the mathematical
competence. Study of “linear reasoning” in
problem solving

Abstract. We show here a problem classification attending to the functional relations
that are necessary in their solutions. As a beginning we chose the functional relations
linked with the linear reasoning, because they have been partially classified in the teach-
ing practice. We exhibit the results of an action research project that made and classified
a bank of problems with different contexts. The effect of these problems on diverse groups
of students was evaluated. One of the conclusions of this work is that the problem-based
learning is the best way to achieve the students’ competence in linear reasoning.
Keywords: creativity, problem-based learning, problem classification, functional
relations.
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INTRODUCCION

En el desarrollo de la competencia matematica el individuo atraviesa varias etapas,
correspondientes a la Taxonomia de Bloom, adquiriendo dominio en, conocimiento,
comprension, aplicacion, analisis, sintesis y evaluacion. A la vez esta competencia se es-
tructura en las dimensiones:

1. Cantidad
Espacio y forma
Cambio y relaciones
Incertidumbre y datos
Resolucion de problemas

AN

La meta del proceso de ensefianza de la Matematica es que los individuos tengan “la
capacidad individual para identificar y comprender el papel que desempeian las ma-
tematicas en el mundo, emitir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y com-
prometerse con ellas, y satisfacer las necesidades de la vida personal como ciudadano
constructivo, comprometido y reflexivo” (OECD, 2003, p. 24), mas atn en estos tiem-
pos que, como sefialan Ortiz-Buitrago y Sanchez-Tovar (2020), deben reorientarse los
procedimientos de actuacion en la formacion para todos, ajustandolos a las necesidades
que la realidad demanda.

En nuestro trabajo como investigadores y maestros de matematicas, observamos que
los puntos de vista que aparecen arriba no destacan el aspecto fundamental y sélo lo
mencionan como un elemento mas, un mérito del que se podria prescindir y todavia la
competencia no sufriria grandes contratiempos. Nos explicamos con algunos ejemplos:

La siguiente lista podria resultar muda para un individuo,

12
1.5 270° % 150% n 37 0.015%x10°

Para otros con la competencia matematica en la dimension de cantidad, sugeriria di-
ferentes relaciones funcionales, relacionadas con porcentaje, angulo de media vuelta o
una vuelta completa, divisores de un nlimero, maximo comun divisor, simplificacion de
fracciones, escritura en el sistema decimal etc.

Si nos tomamos la licencia de hablar de grados sexagesimales con niimeros decima-
les, dandole el sentido obvio a la expresion y olvidando la preferencia que da el sistema
a la base 60, la pregunta,

,Cuantos radianes hay & en grados sexagesimales?
Es un medidor de como las relaciones funcionales asociadas a la multiplicacion y divi-
sion son parte de la competencia matematica del que responde.

En los dos casos presentados lo fundamental no es saber la definicion de porcen-
taje, maximo comun divisor, grado sexagesimal o radian. Los campos conceptuales ¢

10 Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X
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incluso los esquemas, Vergnaud (1993), ayudan a formar y luego adornan la competen-
cia matematica. Lo fundamental es manejar las relaciones funcionales de multiplicacion
y division en todo su significado. Ellas pueden ser correctamente aplicadas, después de
simples definiciones, si se han interiorizado en significado. Al desnudar cada situacion
del vestido contextual quedan las relaciones funcionales. Con la intencion de traer mas
claridad en lo que planteamos, citamos a Vergnaud (1993. p. 21): “El homomorfismo
entre lo real y la representacion no debe ser buscado en primer lugar al nivel de los sim-
bolismos, sino al nivel de los invariantes operatorios contenidos en los esquemas. Es ahi
donde se sitta la base principal de la conceptualizacion de lo real”. Los esquemas en dis-
tintos campos conceptuales sin duda son los que forman el concepto abstracto del homo-
morfismo. Al final deben quedar las relaciones funcionales, con todas sus propiedades,
en la misma forma que cuando nos dicen “blanco”, no pensamos en nubes o caballos y
podemos aplicar este concepto abstracto a cosas desconocidas.

En Garcia-Cruz y Falcon-Rodriguez (2018) explicamos el punto de vista del parrafo
anterior, en relacion con la clasificacion de problemas. También hacemos una ligera in-
cursion en como este punto de vista podria modificar el mismo concepto de competencia
matematica y desmitificar el concepto de creatividad en Matematicas.

Hoy queremos compartir los resultados obtenidos en el proceso de investigacion-ac-
cion sobre la clasificacion de problemas de un area comtn, no por el contexto, sino por
las relaciones funcionales que se utilizan en la solucion de problemas. Hemos llamado a
la competencia asociada a este paquete de relaciones funcionales “razonamiento lineal”.
La mayor parte de la ensefianza secundaria y buena parte de la superior se relaciona con
esta competencia. Mas atn, los individuos que han adquirido esta competencia, dificil-
mente fracasen en sus estudios de Matematicas superiores o no sean considerados como
personas habiles en Matematicas. Hemos dividido esta competencia segin el tipo de re-
laciones funcionales en cinco puntos que forman una unidad orgénica.

Razonamiento lineal

1. Operaciones basicas (suma, multiplicacion, resta y division)

2. Proporcionalidad

3. Espacios lineales

4. Superposicion

5. Reconocimiento de la no linealidad

Para cada una de los puntos anteriores, daremos dos ejemplos de problemas, que cla-
rifican el sentido de esta division.

Operaciones basicas (suma, multiplicacion, resta y division)

1. Los padres acuerdan con el hijo que por cada dia que saque el perro a pasear le
daran $100, y por cada dia que no lo saque, ¢l les dara a ellos $100. En un mes

Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X 11



Creatividad, garante de la competencia matematica. Estudio del “razonamiento lineal” ...
C. M. Falcon-Rodriguez / M. A. Garcia Cruz / R. Rueda-Enciso

completo el muchacho gand $1900. Sabiendo que el afio no es bisiesto, ;Cuantos
dias tiene ese mes?

2. El espacio recorrido durante el segundo enésimo, por un mévil que se mueve con
movimiento uniformemente acelerado, puede aproximarse por,

s, =V,

Donde V, es la velocidad medida al principio de este segundo. Deducimos de esto que
el espacio total recorrido por el modvil hasta el instante n es,

S,=8;ts,ts;+ ... +s,

Halle la expresion que describe S, y compruebe que con la aproximacion usada se ob-
tiene que el espacio recorrido depende cuadraticamente del tiempo.

Proporcionalidad

1. Una piscina se puede llenar en 5 horas con 3 bombas grandes y 2 pequefas. Igual-
mente se llena en 5 horas cuando usamos 2 grandes y 7 pequenas. ;Cuanto demo-
rara en llenarse con una grande y 3 pequenas? ;Cudles otras combinaciones de
bombas grandes y pequeiias llenan la piscina en 5 horas?

2. Los alumnos de un curso de Matematica se dividen en tres grupos con la misma
cantidad de alumnos. Si en una prueba los dos primeros grupos tienen 70% y
80% de aprobados respectivamente, ;Cudl deberia ser el porcentaje de aprobados
del tercer grupo para que en total los alumnos de Matematica tuvieran el 82% de
aprobados?

El texto nos dice que cada grupo contiene 1/3 del total de estudiantes. ;Coémo resol-
ver el problema si las fracciones que representan los grupos fueran 1/5, 2/5y 2/5?

Espacios lineales

1. Sean a, b &€ R*y b # 0 € R* (El simbolo 0, significa segin el valor de a=1,2 6 3,
el mismo 0, el (0, 0) o el (0, 0, 0). Llamamos recta que pasa por, con vector direc-
tor al subconjunto de R*:

r(a,b) = {atAb/A € R}

Dadas dos rectas r; y r, probar que es cierta la siguiente tricotomia:
a) 1,=r,

b) nNr=J

¢) r1;N ryes un conjunto unitario

12 Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X
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Discutir el resultado de acuerdo al valor de a.

2. Compruebe que las homotecias llevan lineas rectas en lineas rectas y que, dados
dos puntos del plano, sus imagenes por una homotecia estan a una distancia en
razdn fija con la distancia que hay entre ellos. Pruebe que esto implica que se con-
servan los angulos entre dos segmentos concurrentes. Cuando una transformacion
conserva angulos se dice que es una transformacion conforme.

Superposicion

1. Dos disoluciones acuosas de sal comun estan al 3.5% y 7% respectivamente. ;Qué
tipo de disoluciones podemos obtener mezclando porciones de ellas?
Obtenga el valor exacto de las porciones para obtener una disolucion al 5%.

2. Un certificado de deposito da intereses del 4% anual que se pagan en la forma de
0.33% mensualmente. Los intereses se depositan en la cuenta al principio de cada
mes y ese primer mes no acumulan nuevos intereses, empezando a acumular en el
segundo mes. Si después de 4 afios completos, la cuenta tiene 1,000,000 de pesos.
(Cual fue el deposito inicial?

Reconocimiento de la no linealidad

1. (Corriendo los primeros 400 m de una carrera de 800 m a una velocidad V., y los
otros cuatrocientos a la velocidad 2V, se hace el mismo tiempo que si corremos
todo el tiempo a la velocidad 3V/2?

2. Dos lineas aéreas reducen sus vuelos. La primera de 90,000 Km. a 80,000 km. dia-
rios. La segunda de 60,000 a 55,000 km. al dia. ;Cual tendra que despedir mas
trabajadores?

Nuestra tesis es:

La creatividad en el “razonamiento lineal” es la posibilidad de aplicar las relaciones
funcionales asociadas a todas las unidades descritas arriba, de una manera interrelacio-
nada y en cualquier contexto. Es la existencia de esta creatividad la que garantiza la po-
sesion de la competencia.

La creatividad mencionada en el parrafo anterior, es la que en [3] llamamos creati-
vidad de tipo 1. La creatividad de tipo 2 es aquella en la que el individuo descubre o in-
venta nuevas (para el sujeto) relaciones funcionales que resuelvan o modifiquen el estado
de un problema.

METODOLOGIA Y RESULTADOS

El equipo de investigacion ha realizado talleres experimentales con estudiantes de diver-
sos niveles. Los talleres han sido planeados con las siguientes caracteristicas:

Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X 1K S
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Objetivos de los talleres

1. Evaluar, al comienzo, competencias especificas adquiridas.

Evaluar, al comienzo, la creatividad ante el tipo de problemas planteados.

3. Evaluar como se estimula el camino a la creatividad mediante la seleccion ade-
cuada de la secuencia de problemas.

4. Realizar una evaluacion final por parte del especialista en relacion a competencias
adquiridas y creatividad del grupo.

5. Evaluacion de la conveniencia de introducir el “razonamiento lineal “como la
competencia abarcadora de las habilidades para resolver problemas de:
—  Sumas y multiplicaciones.
—  Proporcionalidad.
—  Espacios lineales.
—  Superposicion.
—  Identificacion de la “no linealidad”.

g

Instrucciones dadas en los talleres

La actividad debe desarrollarse de la forma mas espontanea posible, para que el instruc-
tor- especialista pueda hacer una evaluacion objetiva de la situacion del grupo. Se invi-
tara al grupo a trabajar en equipos y a que se expliquen unos a otros los puntos de vista.
No es necesario llevar las soluciones hasta el final. Para finalizar los estudiantes seran in-
volucrados en la evaluacion de la actividad. La escala de evaluacion serade 1 a 5, siendo
1 la respuesta mas negativa y 5 la mas positiva (Tabla 1). Ademas del instructor, cada es-
tudiante llenard un modelo.

El material que se ha utilizado en la confeccion de los talleres se ha preparado utili-
zando la retroalimentacioén de los mismos talleres, en una aproximacion por etapas a la
definicion de “razonamiento lineal”, para evitar en la medida de lo posible el sesgo que
podrian introducir los especialistas.

Queremos destacar la amplia acogida por parte de estudiantes y profesores a esta ini-
ciativa de estimulacion de la creatividad, utilizando la resolucion de problemas organiza-
dos y clasificados dentro de lo que hemos llamado competencia de razonamiento lineal.

Los talleres se pueden caracterizar por la diversificacion contextual y el orden gra-
dual de las relaciones funcionales utilizadas en los problemas, evitando los recetarios
que se utilizan en la mayoria de los escenarios donde se ensefian las matematicas, inclui-
das asignaturas de la ensefianza superior.

Los talleres han sido implementados para estudiantes y profesores de los diferentes
niveles de ensefianza, con énfasis en quienes estudian para maestros o son profesores en
ejercicio.

La evaluacion que los estudiantes han dado de las actividades puede verse en la fi-
gura 1:

14 Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X
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Tabla 1. Plantilla de valoracion.

Ne Indicadores Definicion 15

1| Claridad y precision Las Pregqntas es.ta.r.l redactadas en forma clara y
precisa, sin ambigiiedades.

5 | Coherencia Las preguntas guardan relacion con lo aprendido
anteriormente.
Las preguntas han propiciado la creatividad o al

3 | Validez menos se ha pensado en cosas en las que nunca se
habia pensado antes.

4 | Orden La’s pteguntas han s1fio plantegdas yendo de las
mas simples a las mas complejas.

5 |Inocuidad La frustracion no afloro.

6 |Utilidad L.as. })regur}tas les brlndaronra. los estudiantes una
vision distinta de la Matematica.
Cree que es correcto definir la competencia de ra-
zonamiento lineal como la unién de las habilidades
para resolver problemas de:

7 | Novedad a) Sumas y mulpphcacwnes.
b) Proporcionalidad.
c) Espacios lineales.
d) Superposicion.
e) Identificacion de la “no linealidad”.

.. Ha sentido ser creativo en Matematica durante este

8 | Creatividad
encuentro.

9 | Evaluacion Como evalta la actividad en conjunto.

Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X 15
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80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
20%
10%

0%

La frustacion no aflord.

Matematica.

Las preguntas les brindaron a los
estudiantes una vision distinta de la
durante este encuentro.

Las preguntas guardan relacion con lo
aprendido anteriormente.
Como evalua la actividad en conjunto.

que nunca se habia pensado antes.
Ha sentido ser creativo en Matematicas

Las preguntas estan redactadas en forma
clara y precisa, sin ambigiiedades
0 al menos se ha pensado en cosas en las
Las preguntas han sido planteadas yendo
de las mas simples a las mas complejas.
las habilidades para resolver problemas de:

Las preguntas han propiciado la creatividad
de “razonamiento lineal” como la unién de

Cree que es correcto definir la competencia

Claridad y | Coherencia| Validez Orden Inocuidad | Utilidad Novedad |Creatividad  Evaluacion
precision General
1 2 3 4 5 6 7 8 9
m Calificacion 5 puntos u Calificacion 4 puntos u Calificacion 3 puntos
Calificacion 2 puntos m Calificacion 1 puntos
Figura 1. Evaluacion de las actividades propuestas.
CONCLUSIONES

Alsina (2008) nos recuerda que “Es en funcion de buscar su éxito en las matematicas
que de vez en cuando conviene replantearse lo que hacemos, lo que evaluamos y cudles
son los grandes objetivos. Hoy hablamos de competencias, mafiana quizas hablaremos
de otro enfoque. Cada momento nos trae su problema y es razonable encontrar solucio-
nes. Las innovaciones nos han de ayudar a hacerlo mejor”. Con este enfoque hemos tra-
bajado para concluir que:

e La ensefianza basada en problemas es el instrumento ideal para la adquisicion de
la competencia de razonamiento lineal.

e Los problemas deben estar enmarcados en diversos contextos, preferente-
mente tantos como problemas, para evitar la tendencia a construir recetas y/o
memorizaciones.

* Los problemas deben estar graduados en dificultad, pero sobre todo por el tipo de
relaciones funcionales que utilizan. Esto permite el desarrollo y evaluacion de la
creatividad.

16 Epsilon, 2020, n° 106, 9-17, ISSN: 2340-714X
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e El hallazgo, por parte del estudiante, de alguna relacion funcional necesaria para
la modificacion del estado del problema, debe ser priorizado a la repeticion o sis-
tematizacion de un determinado proceso.

¢ La interrelacion de todas las relaciones funcionales ha de ser destacada, mos-
trando como ellas se adaptan a contextos muy disimiles.
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Resumen: Mediante un andlisis cualitativo-descriptivo de tres libros de texto mexicanos,
asi como del libro de texto cubano utilizado en el primer aiio de bachillerato, se llevo a
cabo un andlisis comparativo de la autenticidad de cinco tareas matemadticas que se con-
textualizan en presumibles situaciones reales al utilizar el Teorema de Pitdgoras. Tres
contextualizaciones de los libros mexicanos y dos de los libros cubanos. La compara-
cion se realizo teniendo en cuenta la cantidad de contextualizaciones del tema indicado
en cada libro y la importancia que se le da a las mismas. El analisis de la autenticidad se
sustento en los primeros cuatro aspectos de la Teoria propuesta por Torulf Palm.
Palabras clave: Autenticidad, libros de texto, Teorema de Pitdgoras.

Comparative analysis of authenticity of
mathematical tasks in Mexican and Cuban high
school textbooks: the case of the
Pythagorean Theorem

Abstract: Throuhg a qualitative-descriptive analisis of three Mexican textbooks, as well
as the Cuban textbokk used in the first year of high school, a comparative andlisis of the


mailto:lcr810719@gmail.com
mailto:etcheverrypaul81@gmail.com
mailto:jajul@fcfm.buap.mx

Analisis comparativo de la autenticidad de tareas matematicas en libros de texto de bachillerato...
L. J. Criz Ramirez / P. T. Etcheverry / J. A. Juarez Lopez

authenticity of five mathematical tasks that are contectualized in presumably real situ-
ations at use the Pythagorean Theorem. Three contexts of the Mexican books and two
of the Cuban books. The comparison was made taking into account the number of con-
texto f'the topic indicated in each book and the importance given to them. The analysis
of authenticity was based on the first four aspects of the theory proposed by Torulf Palm.
Keywords: Authenticity, textbooks, Pythagorean Theorem.

INTRODUCCION

Uno de los pilares basicos sobre los que se sustenta la accion docente, en cualquier nivel
educativo, es el libro de texto. Hoy por hoy, resulta incuestionable su poderosa influencia
en el trabajo de aula, tanto para los profesores como para los alumnos, constituyéndose
en bastantes ocasiones, como el referente exclusivo del saber cientifico.

El libro de texto no es significativo sélo por el conocimiento de la materia que aporta,
sino también por las estrategias que facilitan la planificacion y desarrollo de la ensefianza
al profesor. En este sentido, Boostrom (2001) confirm¢ esta idea afirmando que “el papel
principal de un libro de texto no es presentar informacion, pero si apoyar la instruccion.
El libro de texto adquiere el propoésito de crear condiciones de aprendizaje” (p. 242).

El analisis del libro de texto es un recurso primordial para la investigacion educativa
en la medida en que otorga perspectivas institucionalizadas del conocimiento, que a me-
nudo suelen ser distantes de los estudiantes (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015;
Chulian, Duran y Azcarate, 2019).

Comparar textos escolares entre dos o mas paises para identificar diferencias y simi-
litudes entre ellos puede proveer de informacion valiosa. Existe evidencia de estudios
comparativos entre paises de diferentes partes del mundo. Por ejemplo, Vula, Kastrati y
Podvorica (2016), compararon libros de texto de Kosovo y Albania.

Por otra parte, Kh-Elazzabi y Kagar (2018) realizaron un analisis comparativo en li-
bros de Libia y Turquia acerca de problemas de razén y proporcion. Mediante el ana-
lisis de contenido abordaron el estudio a través de tres dimensiones: las caracteristicas
contextuales, caracteristicas matematicas, asi como los requerimientos del desempefio.

Alacaci, Bulut y Erbas (2012) realizaron un estudio en el que compararon libros de
Turquia, Singapur y Estados Unidos. Para llevar a cabo su analisis, estos autores se basa-
ron en algunas caracteristicas del disefio de libros de texto, tales como el disefio visual,
la densidad del texto, la organizacion interna, los pesos de las lineas curriculares, los to-
picos cubiertos, asi como la presentacion de los contenidos.

Hong y Choi (2018), por su parte, hicieron un estudio comparativo sobre la funcion
lineal en libros coreanos y estadounidenses. Para ello, elaboraron un marco de andlisis
de dos dimensiones, vertical y horizontal (implica el nimero de lecciones que abordan la
funcidn lineal, la secuencia de los temas por cada leccion y los problemas incluidos en
la misma). Dicho marco incluyé cuatro niveles de demanda cognitiva: la memorizacion,
los procedimientos sin conexiones y el hacer matematicas.

Por otro lado, Fan y Zhu (2007), analizaron libros de texto de China, Singapur y Es-
tados Unidos. En su estudio, realizaron la comparacioén sobre como se representan los
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procedimientos para la resolucion de problemas. Dicho analisis se llevo a cabo mediante
dos estratos: estrategias generales y estrategias especificas.

En todas estas investigaciones el enfoque estuvo centrado en un tema matematico
especifico.

Aunque diversos educadores matematicos destacan la importancia de los estudios
comparativos de libros escolares, estos andlisis no son comunes entre paises de América
Latina. Al respecto, Mosquera (2018) sefala que:

Los pocos estudios comparativos de los que se tiene referencia consideran uno o varios li-
bros de algin pais iberoamericano con otros de algun pais de Europa o de Estados Unidos,
por ejemplo: Ponte y Marques (2007) compararon textos escolares de Brasil, Espafa, Esta-
dos Unidos y Portugal; Pino y Blanco (2008) estudiaron libros de Espana y Chile; Castafieda,
Rosas y Molina (2010) compararon textos de Espafia, Francia, Inglaterra y México; Picado y
Rico (2011) compararon textos de Cuba, Filipina y Puerto Rico; Marmolejo (2014) compard
textos de Colombia y Espafia; y Derouet et al. (2015) compararon libros de texto de Chile,
Francia e Italia. (pag. 96)

En su estudio, Mosquera (2018) compar6 la manera en que se presentan los sistemas
de ecuaciones lineales con dos incognitas en libros de matematicas oficiales de Ecuador
y Venezuela, para alumnos de 13 a 14 afios. Segtin los resultados presentados, los libros
estudiados difieren en el punto de partida para la ensefianza, el nimero de tareas propues-
tas y los contextos de las mismas. Sin embargo, aunque en dicho estudio se plantea el
analisis del contexto, solo se realiza una clasificacion general de situaciones comerciales
y problemas de edades, sin detallar la autenticidad de las tareas.

Por otra parte, Chulian, Durdn y Azcarate, (2019) presentaron una herramienta que
permite efectuar un andlisis de contenido de libros de texto para la Educacion Secunda-
ria. Centrandose en el tema de resolucion de ecuaciones de primer grado, propusieron
cuatro sesiones en las que, se expone el planteamiento de cuestiones en relacion al alge-
bra y al papel de los libros de texto en el salon de clase. Luego se desarrolld un sistema
de categorias propio que permitiera estudiar el contenido de estos libros de texto, y final-
mente, se analizaron los resultados para el estudio de ecuaciones de primer grado en di-
ferentes libros de texto.

El objetivo del presente estudio fue comparar la autenticidad de los problemas mate-
maticos verbales de aplicacion del Teorema de Pitagoras en libros de texto de bachille-
rato tanto de México como de Cuba. Especificamente se pretendio:

e Identificar la forma de contextualizar los problemas de aplicacion del Teorema de

Pitagoras en libros de texto mexicanos y cubanos.

* Analizar la autenticidad de los problemas seleccionados de los textos de ambos

paises.

CONTEXTUALIZACION
Resulta factible pensar que los seres humanos puedan aprender matematicas a par-

tir de los fendmenos que estan presentes en sus contextos (Castro y Villarraga, 2001).
Al final de la escuela primaria, los estudiantes parecen haber adquirido un conjunto de
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herramientas mediante las cuales, la resolucion de problemas se reduce a la seleccion y
ejecucion de operaciones aritméticas sin una consideracion seria de la realidad del con-
texto del problema. En un experimento, Selter (2009) analizé el desempefio de los estu-
diantes, sus procesos mentales, creencias y actitudes, y encontrd que se debe fomentar:

e El uso de problemas reales y menos situaciones ficticias.

e Eluso de diversos estilos de ensefianza para activar la reflexion.

e Nuevas normas sociales y socio-matematicas.

En el contexto del analisis a priori de un problema geométrico para la gestion de la
instruccion, Herbst (2012) define la tarea como unidades de significado determinadas en
la observacion del trabajo matematico que se realiza en el aula, constituyendo un con-
texto practico en el que los alumnos razonen sobre las herramientas matematicas aso-
ciadas a un problema. Para este autor, la tarea planteada debe encaminarse a que los
estudiantes trabajen generando conocimiento.

Queda claro que, lo anteriormente planteado, se logra con una adecuada cultura de la
contextualizacion. En los ultimos afos, se ha incrementado la cantidad de estudios teori-
cos y experimentales en los que se consideran diferentes maneras de disefar los proble-
mas apoyados en los contextos reales y se analiza como estos, promueven el auténtico
aprendizaje matematico de los estudiantes (Kaiser, Blomhoej y Sriraman, 2006; Kaiser
y Schwarz, 2010).

LA AUTENTICIDAD EN LAS TAREAS MATEMATICAS

El hecho de traer la realidad a los libros de texto de tal manera que simulen, lo mas fiel-
mente posible, una situacion del contexto que los alumnos podrian hallar fuera de la es-
cuela, permite prepararlos para afrontar dichos problemas en su entorno (Depaepa, De
Corte y Verschaffel, 2010). En este tenor, proponemos la siguiente interrogante: ;cuando
un problema matematico verbal simula una situacion auténtica?

En este trabajo se entenderd como problemas que simulan situaciones auténticas a
aquellos con

... descripciones textuales de situaciones que se asumen comprensibles para el lector [estu-
diante], con lo cual las preguntas matematicas pueden ser contextualizadas y proveen, en
forma conveniente, una posible conexion entre la abstraccion de las matematicas puras y sus
aplicaciones a fendmenos del mundo real (Verschaffel, Greer, y De Corte, 2000, pag. IX).

Es de vital importancia recalcar que muchos de los problemas verbales matematicos
que aparecen en los libros de texto no cumplen con la finalidad de simular situaciones
de la vida real, sino que estan “disfrazados” con una situacion artificial. Por lo tanto, el
alumno dificilmente percibira los conocimientos matematicos aprendidos en la escuela
como utiles para aplicarlos en situaciones reales; ademas, no se sentira atraido o moti-
vado. Ante esta problematica, la solucion que proponen muchos investigadores es iden-
tificar en los libros de texto aquellos problemas de matematicas que no tienen en cuenta
la realidad que rodea al alumno y reescribirlos de forma que sean mas auténticos. No
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obstante, dicha labor ha resultado para nada trivial ni inmediata (Medina, 2018; Cere-
cedo, 2019; Torres, 2019).
Es un hecho que las tareas que proponen los libros de texto son muy utilizadas por
los maestros para que los alumnos “desarrollen” sus habilidades matematicas. La inves-
tigacion ha realizado fuertes criticas basadas en experiencias empiricas sobre qué impac-
tos tiene la falta de autenticidad de las tareas propuestas por libros de texto (Palm, 2006).
En este trabajo se utiliza la Teoria de las situaciones auténticas en las tareas escola-
res, para analizar la autenticidad de las situaciones presumiblemente reales, descritas en
los libros de texto de matematicas de bachillerato. Dicha teoria es de gran utilidad para
analizar problemas verbales que tratan situaciones reales, de manera que los estudiantes
se familiaricen con matematicas utiles en situaciones fuera de la escuela y en la practica
de resolucion de problemas que requieran circunstancias que se consideran como situa-
ciones en la vida diaria.
Palm (2006) expreso, que el afan de contextualizar todos los problemas verbales o
tareas propuestas en libros de matematicas, ha generado que muchas de estas “simu-
laciones de situaciones reales” simplemente sean tareas ordinarias matematicas, cuyo
objetivo es el desarrollo de un algoritmo mecanizado sin sentido; disfrazadas con un con-
texto figurativo de situaciones fuera del aula, lo cual genera efectos negativos sobre el
aprendizaje, actitudes y creencias de los estudiantes
La Teoria de Palm propone ocho aspectos que debe cumplir toda tarea matematica
que pretenda tratar la realidad y por lo tanto considerarse auténtica. En esta investiga-
cion se utilizaran los primeros cuatro aspectos para el analisis de las tareas selecciona-
das (Palm, 2009), esto son:
a) Evento. Referente al evento planteado en la tarea. En una simulacion de una situa-
cion del mundo real, es un requisito previo que el evento descrito en la tarea de la
escuela haya tenido lugar o tenga una oportunidad justa de realizarse.
b) Pregunta. Se refiere a la concordancia entre la tarea asignada en la escuela y en
una situacion correspondiente fuera de la escuela. La pregunta en la tarea de la es-
cuela, que podria plantearse en el evento del mundo real descrito, es un requisito
previo para que exista una situacién del mundo real correspondiente.
¢) Informacion / datos. Hace referencia a la informacion y los datos en la tarea e in-
cluye valores, modelos y condiciones dadas. Se conforma por los siguientes tres
sub-aspectos:
cl. Existencia. Se refiere a la coincidencia existente entre la informacion disponi-
ble en la tarea de la escuela y la informacion disponible en la situacion simu-
lada. Las discrepancias en la informacion entre la situacion de la escuela y la
situacion simulada a menudo conducen a diferencias entre las actividades ma-
tematicas realizadas en las dos situaciones.

c2. Realismo. Hace referencia a la informacion existente. Al simular este aspecto
con un razonable grado de fidelidad, ntimeros y valores indicados son realis-
tas en el sentido de naturaleza idéntica o muy cerca de los nlimeros correspon-
dientes y los valores de la simulacion.

c3. Especificidad. Indica la relacion en la especificidad de la informacion dis-
ponible en la situacion escolar y la situacion simulada. Esta relacion es im-
portante para que el alumno pueda resolver la situacion dentro y fuera de la
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escuela, ya que la falta de especificidad puede producir un contexto ligera-
mente diferente. La simulacién puede ayudar a proporcionar evidencia de si-
tuaciones reales en las que las matematicas de la escuela son utiles.
d) Presentacion. Se refiere a la manera en que la tarea se transmite o se comunica a

los estudiantes. Este aspecto se divide en dos sub-aspectos:

d1. Modo. Considera si la tarea se comunica a los estudiantes oralmente o en
forma escrita y si la informacion se presenta en palabras, diagramas o tablas.

d2. Uso del Lenguaje. Este aspecto se refiere a la estructura de la oracion de
terminologia y la cantidad de lenguaje utilizado en la presentacion de la si-
tuacion de trabajo. Las tareas escolares requieren diversas capacidades en la
interpretacion de las tareas extraescolares correspondientes, por lo que es im-
portante que el lenguaje usado en la tarea escolar no sea tan diferente al de la
situacion de la vida real correspondiente, pues afecta negativamente las posi-
bilidades de los estudiantes para utilizar las mismas matematicas que se ha-
brian utilizado en la situacion simulada.

SISTEMA EDUCATIVO MEXICANO

De acuerdo con lo que estipula la Secretaria de Educacion Publica (SEP)!, el sistema
educativo mexicano se compone de cinco niveles, siendo los primeros cuatro, parte de la
educacion obligatoria. El primero de estos, el preescolar, consta de tres grados y se pro-
porciona a nifios de 3 a 5 afios de edad. El segundo nivel es la primaria que implica seis
grados y normalmente se imparte a nifios de 6 a 12 afios de edad. Continta la educacion
secundaria, impartida en tres afios a la poblacion estudiantil de 12 a 16 afios de edad. El
cuarto nivel, el medio superior, se proporciona a estudiantes de 15 a 18 afios de edad, es
un requisito para ingresar al quinto nivel de estudios, el superior.

Concretamente, el nivel medio superior o Educacion Media Superior (EMS) en Mé-
xico, implica diferentes subsistemas agrupados en tres categorias: bachillerato general,
bachillerato tecnolégico y formacion profesional técnica. A lo largo del siglo pasado,
este nivel educativo tuvo una escasa cobertura, la cual comenz6 a acelerarse hacia finales
de la década de los sesenta y, en especial, a inicios de la década de los noventa.

En 2008, se instituy6 la Reforma Integral de la Educacion Media Superior (RIEMS).
La finalidad fue impulsar el desarrollo de la educacion por competencias y la vinculacion
de los mas de treinta subsistemas educativos en la EMS, mediante el establecimiento del
Marco Curricular Comun (MCC) y el Sistema Nacional de Bachillerato (SNB).

En diciembre de 2012 se propone otra reforma educativa, con el proposito de instituir
el Nuevo Modelo Educativo (NME) para la educacion obligatoria (SEP, 2017). Presen-
tado en marzo de 2017 el NME establece, de manera especifica, que todo egresado de la
educacion obligatoria debe ser una persona que:

... emplee el pensamiento hipotético, 16gico y matematico para formular y resolver problemas
cotidianos y complejos; tenga la capacidad de analisis y sintesis; sepa argumentar de manera

1 https://www.mexterior.sep.gob.mx/sisedMEX.html
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critica, reflexiva, curiosa, creativa y exigente; se informe de los procesos naturales y sociales,
de la ciencia y la tecnologia, para comprender su entorno; sea competente y responsable en el
uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion; y tenga la capacidad y el deseo
de seguir aprendiendo de forma auténoma o en grupo durante el transcurso de su vida. (pag.46)

EL SISTEMA EDUCATIVO CUBANO Y LA ORGANIZACION DE LA
ENSENANZA?

En la Republica Socialista de Cuba, el sistema educativo es funcion del estado, este
orienta, impulsa y promueve la educacion, asi como la cultura y las ciencias en todas
sus manifestaciones. Los objetivos y principios fundamentales fueron respaldados por
la constitucion de la Republica del 24 de febrero de 1976. Actualmente se lleva a cabo
el tercer perfeccionamiento del sistema nacional de educacion cubano por la necesidad
de actualizar libros, planes, programas y orientaciones metodoldgicas a partir del propio
desarrollo de la ciencia, las exigencias sociales, los cambios operados en la sociedad, la
necesidad de poner a la escuela a la altura de estos tiempos.

El sistema de educacién cubano se entiende como un conjunto de subsistemas estruc-
turados de manera orgénica distribuido a partir de los siguientes niveles de ensefianza:
Circulos Infantiles y Educacion Pre-escolar, Primaria, Secundaria basica, Preuniversita-
ria, Educacion Técnica Profesional, Universidad, Educacion de adultos y la Educacion
especial. Tanto la educacion primaria como la secundaria son obligatorias.

EL SISTEMA EDUCATIVO CUBANO Y SUS PARTICULARIDADES

De acuerdo con el MINED (Ministerio de Educacion), el sistema educativo cubano co-
mienza en los Circulos Infantiles, los cuales reciben a los nifios entre el primero y los 5
afios de vida. Posteriormente pasan a la Educacion Pre-escolar. Una vez en la primaria,
se estudia desde primer grado hasta el sexto, y la secundaria basica consta de séptimo a
noveno grado. La ensefianza preuniversitaria, también denominada bachillerato, se cursa
para obtener carreras profesionales en ciencias o letras y se constituye ademas en la an-
tesala de la Universidad.

La educacién técnica profesional es uno de los siguientes pasos luego de la secun-
daria basica, la cual prepara a obreros calificados — con nivel medio basico profesional,
que equivale a un noveno grado — y a técnicos medios con un nivel medio superior pro-
fesional equivalente a duodécimo grado. La tltima fase dentro del sistema educativo cu-
bano es la Universidad. Al concluirla, los futuros profesionales se incorporan al mercado
laboral segtin las necesidades del pais. Las universidades cubanas reciben profesionales
cubanos y extranjeros que llegan para perfeccionar sus conocimientos y para obtener ti-
tulos de posgrado (EcuRed, 2011).

2 Pagina web CubaTresor
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METODO

La metodologia utilizada fue de tipo cualitativa con caracter descriptivo. Al respecto,
Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) consideran que: “la investigacion cualitativa
proporciona profundidad a los datos, dispersion, riqueza interpretativa, contextualiza-
cion del ambiente o entorno, detalles y experiencias Gnicas. También aporta un punto de
vista “fresco, natural y holistico” de los fendmenos, asi como flexibilidad” (p. 17). Por
otra parte, al tener en cuenta que no hay manipulacioén de las variables, podemos decir
que el presente es un estudio ex post facto.

Debido a que uno de los propdsitos de esta investigacion fue analizar la contextua-
lizacion de problemas matematicos donde se aplica el Teorema de Pitagoras, en la en-
seflanza media superior, tanto en Cuba como en México, fueron seleccionados aquellos
libros que presentan contextos aparentemente auténticos. Asimismo, se realizé una com-
paracion considerando en qué ambito se sustentan dichas contextualizaciones y si los
paises en cuestion han adquirido una adecuada cultura de la contextualizacion. Para la
seleccion y analisis de los problemas contextualizados, presumiblemente auténticos, nos
apoyamos en los cuatro primeros aspectos de los ocho que plantea Palm (2009) en su teo-
ria local de las tareas con situaciones auténticas.

ANALISIS DE LAS TAREAS MATEMATICAS SELECCIONADAS

Se realizo una revision de diversos libros de los tres grados de bachillerato en México,
seleccionando algunos de los cuales, estan acorde con el trabajo por competencias que
establece el MCC de la RIEMS. De igual manera, se revisaron los tres libros que se uti-
lizan en Cuba desde hace décadas. Como resultado de dicha revision, se seleccionaron
tres tareas que simulan una situacion de la vida real de los libros de textos mexicanos, y
dos de los libros de textos cubanos. Se efectud tal seleccion, debido a la cantidad de li-
bros de texto de Matematicas existentes en México, no asi en Cuba, donde cada nivel o
grado utiliza un mismo libro de texto y un cuaderno de ejercicios.

De los libros mexicanos revisados, se seleccionaron tres de la editorial Book Mart:
Geometria y Trigonometria 1* Edicion 2018, Escuelas Preparatorias Oficiales del Estado
de México (EPOEM) Bachillerato tecnologico (BT); Trigonometria 1* Edicién 2017
(EPOEM) y Pensamiento Matematico II: Geometria y Trigonometria 1* Edicion 2019 de
Bachilleratos Generales Oficiales (BGO).

ANALISIS DE LAS TAREAS SELECCIONADAS EN LIBROS MEXICANOS
a) Geometria y Trigonometria 1* Edicion 2018 (EPOEM) Bachillerato tecnologico
Juan tiene una escalera de 6.5 metros de alto y quiere subir a la ventana del segundo

piso de su casa que se encuentra a 6 metros de altura. ;A qué distancia de la pared va a
quedar la base de la escalera?
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Evento. Es una situacion que en condi-
ciones normales podria ocurrir fuera de
la escuela, enfrentandose tanto alumnos,
padres o algiin familiar cercano, pues la
mayoria de ellos han experimentado el
evento descrito, ya sea involucrados di-
rectamente o como simples espectadores.
Por lo tanto, el evento tiene una alta pro-
babilidad de presentarse en la vida real.
No obstante, es poco probable que se uti-
lice el Teorema de Pitagoras para dar solu-
cién a la situacion presentada (Figura 1).
Pregunta. En la pregunta que presenta el
problema, no se considera que sean cues-
tionamientos que los involucrados en
esta situacion se harian. En este tipo de
situaciones es mas preocupante saber si
con tal escalera es suficiente para llegar a
la altura de la ventana.

Informacion y datos. Con respecto a la
existencia, hay una discrepancia entre los
datos proporcionados en el evento des-
crito y los datos en la vida real. Al ana-
lizar la situacion con base en la figura
mostrada, podemos constatar que no se
tiene claridad sobre qué va a realizar en
realidad la persona, si desea entrar por la ventana o simplemente abrirla, en el primer
caso necesitaria estar a la altura indicada, pero en el segundo caso no.

Presentacion. La tarea se da a conocer de forma escrita, ademas se proporciona una ima-
gen de la situacion. Al examinar la imagen se puede observar que, al parecer, la ventana
estd ubicada a una altura mayor que la proporcionada, ya que no aparece ninguna ven-
tana. por lo tanto, el estudiante podria concluir que la altura de la escalera no es suficiente
para llegar hasta la ventana.

Figura 1. Ilustracion para el problema de la
escalera.

b) Trigonometria 1* Edicion 2017 (EPOEM)

Un electricista coloca su escalera para reparar un foco ubicado a 7m de altura, ;de qué
tamario es su escalera si la recarga a 3m de distancia?

Evento. Es una situacion que en condiciones normales puede llegar a ocurrir fuera de la
escuela. No todos los alumnos podrian enfrentarla, pero si pudieran estar involucrados
o ser espectadores. Por lo tanto, el evento descrito tiene una alta probabilidad de presen-
tarse en la vida real. Sin embargo, lo que no es posible que suceda es que, al colocar la
escalera, la persona se proponga aplicar el Teorema de Pitagoras para calcular su tamafio.
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Pregunta. Consideramos que la pregunta
presentada no es algo que se cuestione en
la vida real, pues es poco probable que
alguien, en este caso especifico, quiera
saber el tamafio de la escalera. En este
tipo de situaciones es mds importante
saber si con la altura de la escalera es su-
ficiente para llegar al foco y tener la co-
modidad necesaria para manipularlo.
Informacion y datos. Con respecto a la
existencia, hay una diferencia entre los
datos proporcionados en el evento des-
crito y los datos en la vida real. Tomando
en cuenta la representacion grafica pro-
porcionada, podemos verificar que no
hay claridad sobre la altura a la que seria
colocada la escalera, lo cual depende de
la estatura del electricista. Ademas de
considerar que, al manipular el foco, el
electricista no estaria obligado a colocar
la escalera hasta la altura del mismo.
Otro aspecto por considerar es que, en
muchos casos, las escaleras de los electri-
cistas son plegables, lo cual indica que, al
tratar de alcanzar el foco, la persona solo
desplegaria dicha escalera hasta la altura
necesaria para realizar la manipulacion.
Presentacion. La tarea se da a conocer a los alumnos de forma escrita, ademas de pro-
porcionar una imagen en la cual se puede observar que, al parecer, el electricista debe
utilizar hasta el ultimo peldaio.

Figura 2. Ilustracion para el problema del
electricista.

¢) Pensamiento Matematico II: Geometria y Trigonometria 1* Edicion 2019 (BGO)

Eduardo viaja en auto 8 km al norte, luego gira al oeste 3 km, posteriormente avanza a
7 km otra vez al norte para finalizar con 11 km al este. ;A qué distancia de su punto de
partida esta ahora?

Un esquema del trayecto nos ayudara a vislumbrar el triangulo rectangulo propuesto
en la situacion anterior.

En esta representacion [figura 3] observamos el triangulo rectangulo formado y re-
presentamos a los catetos e hipotenusa. Claramente se nos pide hallar el valor de la hi-
potenusa en este triangulo. Los valores que se obtienen son a = 15, b = 8, asi que al
sustituirlos en la expresion del Teorema de Pitdgoras tendremos: c*= (15)* + (8)> = 289,
por lo que ¢ = 17. Por lo tanto, Eduardo estd a 17 km de su punto de origen después de
su viaje. [descripcion que forma parte del problema]
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Evento. Observando que el recorrido se
realiza en un auto, podria ser una situa- 11 km

cion que en condiciones normales podria .
ocurrir fuera de la escuela, y en la cual :r_-_-—f‘""“"f Fin
los alumnos podrian estar involucrados,
pues es probable que algunos de ellos
sean llevados a la escuela en auto, o bien A e
pueden salir de paseo en uno. Conside-
rando lo anterior, el evento descrito tiene
una alta probabilidad de presentarse en la
vida real. Sin embargo, lo que no es po-
sible que suceda es que la persona pre-
tenda conocer la distancia que lo separa
de su punto de partida, aplicando el Teo- & b
rema de Pitigoras. Inicio
Pregunta. En la pregunta presentada, no
se considera que sean cuestionamientos
que los involucrados en esta situacion se
harian. En este tipo de circunstancias es
mas significativo saber si con la gasolina que contiene el auto es suficiente para hacer el
mismo recorrido, o si existe otra carretera que puedan utilizar para el regreso. Por otra
parte, es poco comun que una persona realice un recorrido de tal manera, siempre gi-
rando en intersecciones perpendiculares y no curvas.

Informacion y datos. En referencia a la existencia, hay una divergencia entre los datos
proporcionados en el evento descrito y en la vida real. De acuerdo con la figura presen-
tada, podemos constatar que no siempre el auto debe girar en intersecciones de carrete-
ras de forma perpendicular, si gira en una curva ya no siempre se formaria un triangulo
rectangulo, y en ese caso deja de tener sentido la tarea.

Presentacion. La tarea se da a conocer a los alumnos de forma escrita, acompanada de
una figura, en esta se observa un esquema donde no aparecen carreteras y mucho menos
un auto, es decir, se realiz6 un esbozo de un dibujo de manera que respondiera a la cons-
truccion de un tridangulo rectangulo forzado, para aplicar el Teorema de Pitagoras.

Tkm

15 km

8km

Figura 3. Ilustracion para el problema de
Eduardo.

ANALISIS DE LAS TAREAS SELECCIONADAS EN LIBROS CUBANOS
a) Libro de Matematica 100 grado. Editorial: Pueblo y Educacion.

Un muchacho empinando un papalote ha soltado 135 metros de hilo. El papalote se
halla situado verticalmente sobre un punto que esta a 75 metros de distancia del mucha-
cho. Admitiendo que el hilo no forma onda y sin tener en cuenta la altura del muchacho.
A qué altura se encuentra el papalote y cudl es el angulo de elevacion?

Evento. Es una situacion que en condiciones normales puede ocurrir fuera de la escuela
y podrian enfrentar los alumnos, pues la mayoria de ellos, debido a sus edades, ha experi-
mentado el evento descrito. Al igual que algunos familiares cercanos o amigos, también
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pudieran estar involucrados o ser espectadores. Por lo tanto, el evento descrito tiene una
alta probabilidad de presentarse en la vida real. Sin embargo, lo que no es posible que
suceda es que la persona mida exactamente la cantidad de hilo que ha soltado y mucho
menos que el hilo, por su peso y el viento, no forme ondas.

Pregunta. En la pregunta presentada, no se considera que sean cuestionamientos que
los involucrados en esta situacion se harian, pues es poco probable que se pregunten, a
qué altura se encuentra el papalote, o si utilizarian el Teorema de Pitagoras para dar solu-
cion al problema presentado. En este tipo de situaciones es mds recurrente saber la can-
tidad de hilo que se necesita para que el papalote pueda alcanzar una altura determinada.
Informacion y datos. La informacion y los datos proporcionados no se podrian obtener
con facilidad en la vida real.

Existencia. En este sub-aspecto la informacion no se podria obtener con facilidad, por
lo que se complicaria realizar las mediciones que el problema contiene. Existe una di-
ferencia entre la informacion proporcionada y lo que podria suceder en un evento fuera
de la escuela.

Realismo. Este sub-aspecto se refiere a lo que en verdad se podria tener en la vida real
en cuanto a la informacion proporcionada. Sin embargo, como se menciond anterior-
mente, seria muy dificil que, al presentarse la situacion, se obtengan las medidas tanto de
distancia entre el muchacho y el punto mencionado en la tarea, como la medida del an-
gulo que se forma. Por otra parte, consideramos que la longitud del hilo proporcionada,
no es muy adecuada.

Presentacion. La tarea se da a conocer a los alumnos de forma escrita, por lo que el es-
tudiante tendra que modelar la situacion con un dibujo, donde podria presentar dificul-
tades al realizar el analisis, considerando que debe despreciar la altura del muchacho e
identificar que se forma un triangulo rectangulo.

b) Libro de Matematica 10° grado. Editorial: Pueblo y Educacion

Una escalera de 6,5 metros de largo estd recostada a una pared. Si el pie de la escalera
esta separado 1,9 metros de la pared. Halla la altura a la que esta recostada la escalera
y el angulo que forma con la pared.

Evento. Es una situacion que en condiciones normales puede llegar a ocurrir fuera de
la escuela, en la cual los alumnos, pudieran estar involucrados o ser espectadores, por
lo tanto, el evento descrito tiene una alta probabilidad de presentarse en la vida real. Sin
embargo, no es posible que, al colocar la escalera, la persona se proponga aplicar el Teo-
rema de Pitdgoras para calcular la altura a la que esta reclinada ésta en la pared, como
tampoco encontraria la utilidad de calcular el angulo formado por la escalera y la pared.
Pregunta. La pregunta presentada no es algo que una persona cuestione en la vida real.
Es por ello que no se considera como un tema discutible. En este tipo de situaciones es
mas relevante saber si con la altura de la escalera es suficiente para realizar el trabajo que
se quiere hacer, lo cual no se menciona en el problema. No se sabe la razon por la cual se
coloco la escalera en el lugar indicado.

Informacion y datos. Es importante destacar, que no se da ningan tipo de grafico o fi-
gura de analisis, por lo que el alumno tendra que hacer ese trabajo. Con respecto a la
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existencia, hay una diferencia entre los datos proporcionados en el evento descrito y los
datos en la vida real. Al analizar la situacion, no se tiene claridad sobre cudl es su obje-
tivo de colocar la escalera.

Presentacion. La tarea se da a conocer a los alumnos solo de manera escrita, por lo que
el estudiante debe identificar que se forma un triangulo rectangulo. En otro sentido el
alumno nunca sabra la utilidad que se le dara a la escalera, de esta manera los estudian-
tes no podran ver la utilidad de lo que se les pide, practicamente utilizaran el Teorema de

Pitdgoras de manera mecénica.

Finalmente, la Tabla 1, muestra el comparativo de los libros de texto mexicanos y los
libros de texto cubanos, considerando la contextualizacion y el analisis de la autentici-
dad de los problemas presentados.

Tabla 1. Comparativo de los textos mexicanos y cubanos.

Libros de
texto

Forma de contextualizar

Analisis de la autenticidad

Problemas de textos mexicanos

En los textos mexicanos se contextualizan
los problemas de aplicacion del Teorema de
Pitagoras mediante situaciones practicas del
ambito econdmico y social. Se evidencia el
esfuerzo realizado para que los alumnos ten-
gan acceso a problemas que presenten situa-
ciones menos alejadas a sus experiencias y
contextos, pero todavia dista mucho de lo

que en realidad demanda una tarea auténtica.

Evento: Son situaciones que podrian en-
frentar los alumnos, pero no es muy proba-
ble que la persona se proponga aplicar el
Teorema de Pitagoras para dar solucion a la
situacion.

Pregunta. En las preguntas presentadas, no
se considera que sean cuestionamientos que
los involucrados en esta situacion se harian.
Informacién y datos. En referencia a la
existencia, hay una divergencia entre los
datos proporcionados en el evento descrito y
en la vida real.

Presentacion. Las tareas se dan a conocer a
los alumnos de forma escrita, acompanada
de una figura, en la que solo se resalta practi-
camente la indicacion de utilizar el Teorema
de Pitagoras.

Problemas de textos cubanos

En los textos cubanos nos percatamos, que
existe un insuficiente nimero de contextua-
lizaciones referentes a la aplicacion del Teo-
rema de Pitagoras, no presentan imagenes o
figuras de la situacion descrita, y estas estan
basadas en simulaciones de la vida practica
de los estudiantes.

Evento: Son situaciones que en condicio-
nes normales podrian enfrentar los alumnos,
pero es poco probable que la persona se pro-
pongan aplicar el Teorema de Pitagoras para
dar solucion a la situacion.

Pregunta. Consideramos que las preguntas
presentadas no son algo que se cuestione en
la vida real.

Informacién y datos. Con respecto a la
existencia, hay una diferencia entre los datos
proporcionados en los eventos descritos y
los datos en la vida real.

Presentacion. Las tareas se dan a conocer

a los alumnos solo de manera escrita, por

lo que el estudiante debe identificar que se
forma un triangulo rectangulo.
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CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

Considerando que la finalidad del estudio fue comparar problemas matematicos ver-
bales de aplicacion del Teorema de Pitagoras en libros de texto de bachillerato de México
y Cuba, teniendo en cuenta su autenticidad. Se logré comparar y analizar criticamente la
forma de contextualizar dichos problemas. En el andlisis realizado con los libros de texto
seleccionados, pudimos verificar que existe similitud en lo que respecta a las contextua-
lizaciones. En ambos paises se hace un esfuerzo por que los alumnos tengan acceso a
problemas que presenten situaciones mas cercanas a sus experiencias y contextos, pero
todavia dista mucho de lo que en realidad demanda una tarea auténtica.

Por otra parte, detectamos diferencias en la manera de contextualizar problemas de
aplicacion del Teorema de Pitagoras en libros de texto mexicanos y cubanos. Cabe des-
tacar que en los libros de matematicas cubanos no existe la cantidad suficiente de contex-
tualizaciones. Pudimos percatarnos que el Teorema de Pitagoras en los libros cubanos se
trabaja inicialmente como grupo de Teoremas de Pitagoras (Teorema de los Catetos, Teo-
rema de la Altura, y el propio Teorema de Pitagoras), y se aplica en su totalidad como he-
rramienta para el calculo de areas y perimetros de figuras planas. Asimismo, observamos
que existen mas contextualizaciones sobre resolucion de tridngulos rectangulos, apli-
cando razones trigonométricas, pero en este trabajo solo nos centramos en el Teorema de
Pitdgoras. En contraste, no sucedio asi en los libros de texto mexicanos seleccionados,
en los cuales se presenta una gama de contextualizaciones mas amplia.

Finalmente, podemos afirmar que ninguno de los problemas seleccionados logro
cumplir con los cuatro primeros aspectos de la Teoria de Palm. En el aspecto del evento
descrito en las tareas de ambos paises, se dan situaciones que en condiciones norma-
les podrian ocurrir fuera de la escuela, pero en ninguno de los casos las personas invo-
lucradas utilizarian el Teorema de Pitagoras para dar solucion a la problematica. En lo
referente al segundo aspecto, detectamos que las preguntas presentadas no son cuestio-
namientos que los involucrados en estas situaciones se harian. En relacién con el ter-
cer aspecto, identificamos discrepancia entre los datos proporcionados en las situaciones
descritas y los datos en la vida real. Por ultimo, respecto de la presentacion de las tareas,
en los libros de texto de ambos paises, las tareas seleccionadas se dan a conocer de ma-
nera escrita; sin embargo, en los textos mexicanos se presentan figuras o imagenes para
el analisis, pero no asi en los textos cubanos.

Algunas recomendaciones que se deprenden de este estudio son las siguientes:

e Los resultados del analisis de los problemas seleccionados podrian ser de utilidad
para los docentes de matematicas que pretendan disefar y plantear a sus estudian-
tes nuevas tareas en las que la autenticidad sea parte fundamental de las mismas.

e El marco tedrico utilizado para esta investigacion, asi como nuestros hallazgos,
podrian servir también para los investigadores en Educacion Matematica que
estén interesados en la blisqueda e identificacion de problemas, tareas o situacio-
nes matematicas que se presenten como auténticas en los libros de texto.

* Finalmente, creemos que el modo en el que se han analizado los problemas ex-
puestos en este estudio, asi como los resultados derivados del analisis, podrian ser
de mucha ayuda para los disefiadores de libros de texto de matematicas en cual-
quier nivel educativo.
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Resumen: En el presente trabajo mostramos una experiencia para trabajar las mate-
maticas con el alumnado de la universidad para mayores de la Universitat Jaume I, de
Castellon. Utilizando una ruta matemdtica diseiada por los autores se trabajaron dis-
tintos conceptos matematicos. En el trabajo, ademas de presentar la experiencia, anali-
zamos de las actividades realizadas por el alumnado.
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The Mathematical Route in Universitat Jaume I
of the Elderly University

Abstract: In this paper we show an experience to work mathematics with the students
of the Elderly University of the Universitat Jaume 1, in Castellon. Using a mathemati-
cal route designed by the authors, different mathematical concepts were worked on. At
this job, in addition to presenting the experience, we analysed the activities carried out
by the students.
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INTRODUCCION

Como afirma Martin (2009) se esta produciendo un aumento de la esperanza de vida, por
tanto, es necesario buscar intervenciones educativas para mejorar la calidad de nuestros
mayores (Martin y Requejo, 2005). Una de estas intervenciones la encontramos en la
mayoria de las universidades espafiolas con la Universidad Para Mayores (CREU, 2017).

Entre los diversos modulos que se ofrece en nuestra universidad encontramos uno
cuyo objetivo principal es trabajar la alfabetizacidn matematica en la era digital como in-
dica Bazzini & Whybrow Inchley (2002).

Gal (2000) define la alfabetizacién matematica como la resolucion de situaciones
globales, donde las matematicas ayudan a buscar soluciones creativas dentro de la
misma cotidianidad (Alsina, 2002; Van Reeuwikj, 1997). Para incentivarla se pue-
den trabajar las matematicas de forma dialdgica donde los participantes construyen
el contenido que se quiere trabajar y siempre contextualizando en situaciones reales
(Buendia,1999).

Siguiendo estas premisas creamos una ruta matematica por el campus de la Universi-
tat Jaume I para el alumnado de su Universidad de Mayores que cursaban la asignatura
de postgrado “El universo de las matematicas y la fisica moderna”, donde se trabajan las
ciencias en general, con protagonismo de las matematicas. A continuacion, explicaremos
nuestra experiencia y los resultados obtenidos.

LA EDUCACION EN PERSONAS ADULTAS

El siglo XX ha sido testigo de un aumento histérico de la esperanza de vida, se espera
que en el afio 2050 las personas mayores que superen los 60 afios alcancen el 30%, (Mar-
tin, 2009). Este hecho provocara cambios en paradigmas de educacion, de la integracion
de mayores, de la gestion de la sanidad y en definitiva en como se desarrolla la vida en
€s0s afos.

Martin y Requejo (2005) explican que la intervencion educativa con mayores tiene
tres objetivos: tratar de prevenir declives prematuros como consecuencia del envejeci-
miento, facilitar roles significativos a las personas mayores en su contexto social y desa-
rrollar o potenciar el crecimiento y el desarrollo personal en las esferas afectivas, fisicas
y mentales. El objetivo al aumentar la esperanza de vida no solo es vivir més, es au-
mentar la calidad de esta vida disfrutandola al maximo y aumentando la autoeficacia, es
decir, mejora en el autoconcepto en si mismos y por tanto afrontar con mas racionalidad
situaciones de la vida cotidiana. Obvio que no es el tnico camino para llegar a este ob-
jetivo, pero esta educacion mejorara la capacidad de resolver problemas que se pueden
encontrar en su dia a dia.

Kelly (1989,1993) citado por Martin y Requejo (2005) destaca que si la actividad
educativa se realiza colectivamente es mas beneficiosa, mejorando aspectos de salud y
bienestar personal. También el ocio compartido, dando opcién a aportar y recibir, a ex-
presar ideas y opiniones, disfrutar con las relaciones sociales, entablar amistades y com-
partir experiencias con familiares y amigos mejora la salud y el bienestar personal en
este colectivo.
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LA UNIVERSIDAD PARA MAYORES EN LA UNIVERSITAT
JAUME I DE CASTELLON

La Universitat Jaume I inici6 el programa educativo Universitat per a Majors (univer-
sidad para mayores) en 1998. Actualmente el programa de formacion permanente para
personas mayores de 55 afios esta muy consolidado manteniendo mejoras y adaptacio-
nes continuas. A destacar:
¢ Formacion académica de calidad, flexible, participativa y colaborativa.
e Docencia de capacitacion al estudiantado en TICs, lenguas, habilidades persona-
les y fisicas.
e Creacion de redes de conocimiento: WikiSénior, Revista Renaixement y Biblio-
teca Virtual Sénior.
e Investigacion en ambitos de envejecimiento activo, pedagogia aplicada a adultos
y, uso de las TICs en personas mayores.

El principio de aprendizaje a lo largo de toda la vida se tiene que entender desde el
compromiso institucional, de la universidad en este caso, para ofrecer oportunidades de
formacion, divulgacion cientifica y crecimiento, adecuadas a todas las edades. La Uni-
versitat Jaume I, oferta, mediante la universidad para mayores, un grado de caracter
comun para todo el estudiantado y un postgrado con diferentes itinerarios que posibilitan
elegir en funcion de gustos o intereses académicos. Ademas, para no discriminar ni por
territorio ni por edad se ofrece un curso de Ciencias Humanas y Sociales en seis munici-
pios diseminados en la provincia de Castellon. Esta oferta se complementa con cursos de
aptitudes tecnologicas y lingiiisticas, actividades de dinamizacion y talleres.

Queda claro que con estos estudios no se busca la insercion laboral, en la linea del
punto anterior, se pretende generar ambientes de reflexion, didlogo, crecimiento y for-
macion personal, social y cultural. Favoreciendo asi un envejecimiento activo y colabo-
rando en la construccion de una sociedad del conocimiento.

LA ALFABETIZACION MATEMATICA

En la Conferencia Internacional de Mejora para el Aprendizaje de las Matematicas
(CIEAEM) del afio 2001 el foco fue la alfabetizacion matematica en la era digital (Bazzini
& Whybrow Inchley, 2002). ;Pero qué quiere decir el concepto “alfabetizacion matema-
tica”? Podemos utilizar la definicion de Rico (2004, 90): “Dicha alfabetizacion se refiere
a la capacidad de los estudiantes para analizar, razonar y comunicar eficazmente cuando
identifican, formulan y resuelven problemas matematicos en una variedad de dominios y
situaciones.” Mientras que dicho autor dice que en el estudio OCDE/PISA la Alfabetiza-
ciébn Matematica es “la capacidad individual para identificar y entender el papel que las
matematicas tienen en el mundo, hacer juicios bien fundados y usar e implicarse con las
matematicas en aquellos momentos de la vida en que se le presenten necesidades y tenga
que actuar como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo.” (Rico, 2004,91).
En este contexto surgen las matematicas como parte de la educacion a la que toda per-
sona debe aspirar. Gal (2000) distingue entre alfabetizacion numérica y alfabetizacion
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matematica. La primera se encargaria de resolver las situaciones numéricas. La segunda
se encargaria de resolver situaciones globales, donde las matematicas ayudan a buscar so-
luciones creativas dentro de la misma cotidianidad (Alsina, 2002; Van Reeuwikj, 1997).

Para buscar estas situaciones globales, Buendia (1999) se propone una manera de tra-
bajar las matematicas de forma dialogica, donde las intervenciones de los participantes
van construyendo el contenido que se quiere trabajar, y siempre contextualizando en si-
tuaciones reales.

Las rutas matematicas son una herramienta que nos permite trabajar de forma dialo-
gica esta alfabetizacion matematica dandole una perspectiva sociocultural.

LAS RUTAS MATEMATICAS Y LAS NUEVAS TECNOLOGIAS

Podriamos definir una ruta matematica como un paseo por un espacio real, donde la mi-
rada de quien pasea se ve filtrada por las matematicas. La pretension es encontrar qué
de matematicas hay en el contexto en el que nos situamos, creando aprendizajes signi-
ficativos, Ausubel (1970) y trabajando los contenidos que sean adecuados para el desa-
rrollo cognitivo de quien la realiza. También se busca una globalizacion en la educacion
atendiendo a patrimonio cultural y natural que nos podemos encontrar en este paseo.
Tal como indica Corbalan (2007, p. 105): “Una ruta matematica real es un recorrido por
nuestra localidad, una manera de mostrar la presencia de las matematicas en algunos as-
pectos de la vida diaria de los alumnos”.

Mas concretamente, una ruta matematica pone en contacto conocimientos ya adqui-
ridos con los nuevos que se encuentran en el paseo, y el individuo tendra que adaptarse
en el contexto concreto y en un momento de su vida, Sanchez (2003). Necesariamente
esto creard aprendizajes significativos y afianzara procedimientos logicos para la resolu-
cion de esos problemas concretos. También utilizara la interdisciplinariedad, porque se
pondran en comun diferentes areas Ciencias Sociales (arquitectura y arte), Ciencias de la
Naturaleza (interpretacion del medio), Tecnologia (construcciones y utilizacion de apli-
caciones de teléfonos inteligentes), Educacion Fisica (senderismo y orientacion), Edu-
cacion Plastica y visual (realizacion de planos y maquetas). También la transversalidad
como educacion para el consumidor y educacion ambiental, Marcos y Carpintero (2001).
La metodologia puede ser muy diferente, desde trabajos en gran grupo o en grupos mas
pequefios, también individualmente. Todo ello contribuira a tener una experiencia dife-
rente que dificilmente se puede tener en un aula convencional.

El uso de las nuevas tecnologias también tiene cabida en una ruta matematica y de su
uso se espera que se solucionen partes de los problemas que la ruta proponga.

Existen muchas rutas matematicas ya publicadas en la literatura y por tanto no es una
novedad el presentar una, aunque esté programada en un contexto nuevo como puede
ser la Universitat Jaume 1. Pero si lo es el hecho de que en la bibliografia consultada no
existe ninguna propuesta para adultos y que, en su desarrollo, ademas de aprender con-
ceptos matematicos, se introducen las nuevas tecnologias, siguiendo las premisas de
Martin y Requejo (2005).
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NUESTRA EXPERIENCIA

El 15 de mayo de 2018, realizamos una ruta matematica por la Universitat Jaume I con
60 participantes de la universidad para mayores, todos ellos con estudios medios o supe-
riores y jubilados. Se formaron 15 grupos de 4 integrantes.

La ruta que se desarrollaba en la universidad tenia 7 paradas (ver anexo 1) y en ellas
cada grupo tenia que resolver unas actividades ayudandose de materiales manipulativos
o de herramientas electronicas que se les proporcionaba.

La investigacion realizada fue cualitativa, exploratoria, descriptiva y muestral (Fox,
1981). Se realiz6 un estudio de caso del modo de resolucion de las actividades y de los
errores cometidos (si se tuvieron). A continuaciéon, mostramos las paradas que se hicie-
ron de la ruta con la explicacion de los datos recogidos a los grupos.

1. Parada 1. Monolito

La primera parada consiste en medir el monolito del agora utilizando el teorema de
Tales. Como se observa en la tabla 1 hubo 3 formas de realizar la actividad

Tabla 1. Frecuencia relativa de modos de resolucion de la actividad de la parada 1.

Fracciones equivalentes regla de 3 otros

10/15 4/15 1/15

En este caso, excepto un grupo, todos decidieron usar métodos proporcionales, bien
reglas de tres o fracciones equivalentes. El tinico grupo que nos sorprendi6 fue el grupo
1 dado que utilizé6 un método grafico en el que no sabemos como obtuvo los resultados.

Figura 1. Resolucion uno de los grupos, usando forma grafica.
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Para trabajar la competencia digital se intentd que el alumnado utilizara la aplicacion
moévil Telémetro: Smart Measure. Pero tuvimos el problema que hubo muchas inciden-
cias de funcionamiento, por lo que en las siguientes actividades tampoco se pudo utilizar.

2. Parada 2

La segunda parada consistié en calcular la
superficie del circulo que forma el agora de
nuestra universidad (plaza circular y princi-
pal de nuestro campus). Como ayuda podran
usar unos pivotes informativos (Figura 2) que
hay alrededor de la plaza y usar escalas, los
datos podian tomarse manualmente o con la
aplicacion. La actividad sorprendio dado que
solo 5 grupos decidieron utilizar escalas y
la informacién que proporcionaban los pi-
votes. Un grupo decidio usar ruedas métri-
cas y a partir de calcular el radio o didmetro
la plaza, contestar a las preguntas. Mientras
que 9 grupos dejaron la actividad en blanco

ya que posteriormente comentaron que no les Figura 2. Pivotes informativos del agora.
habia dado tiempo. Tienen la misma forma que la plaza.

3. Parada 3: el café de los sentidos

En esta parada el alumnado tuvo que calcular el agua que habia en el estanque. Se trata
de un estanque cuadrado de 100 metros de lado, donde hay un surtidor en medio. En este
caso, 12 de los grupos lo realizaron correctamente, un grupo elimind el espacio que ocu-
paba el caballo y ninguno consider¢ el grifo. En esta actividad ningtn grupo tuvo proble-
mas en el uso de las cintas métricas ni en el uso de las expresiones.

4. Parada 4: Piramide

En el patio central del edificio departamental de la Escuela Superior de Ciencia y Tecno-
logia hay una piramide de base cuadrangular de unos 10 metros de lado y 10 metros de
altura, y se les proponia calcular el volumen. Midieron la longitud lateral de la base con
las ruedas métricas y estimaron la altura con la aplicacion movil, ya que ambos datos los
desconocian.

Dado que la aplicacién no funcionaba, la altura de la pirdmide se estimo tomando
como referencia la altura de los edificios.
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Al igual que la parada anterior esta actividad no causé problema a ningun grupo. En
la figura 3 vemos la resolucion de uno de los grupos que realizo la actividad de forma
correcta.

Figura 3. Resolucion de uno de los grupos.

5. Parada 5: poliedros regulares

En esta parada existe una gran fuente de forma semicircular donde aparecen del agua los
5 poliedros regulares de un tamaiio considerable (cabrian en un cubo de 50 cm de lado).
Tenian dos tareas, la primera era identificar los poliedros regulares de la fuente de entre
todas las piezas que les proporcionabamos. Después de haber observado las formas y ha-
biéndolas retirado, contestaron a esta pregunta:

Has manipulado muchos cuerpos geométricos. Nosotros te mostramos algunos cuer-
pos vistos desde arriba, de todos los que hemos manipulado... ;Cual crees que es? ;Por
qué? Haz un dibujo entero del cuerpo. (Gonzato, 2014, 454) A continuacién mostramos
una serie de tablas (de la Tabla 2 hasta la Tabla 7) donde indicamos, en la primera co-
lumna la figura proporcionada, y en el resto de columnas las posibles contestaciones que
hicieron. Bajo de cada una de ellas una cantidad que indica el nimero de grupos que rea-
lizaron esta contestacion.

Tabla 2. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la primera imagen.

cubo Prisma Paralelepipedo Otros

15 11 13 cuadrado (2)
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Tabla 3. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la segunda imagen.

piramide base cuadrangular Otros

15 octaedro (1)

Tabla 4. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la tercera imagen.

Prisma Otros

triangulo,

piramide de base triangular
paralelepipedo irregular (2)
13 paralelepipedo base triangular
paralelepipedo regular
piramide regular de base
triangular(2)

Tabla 5. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la cuarta imagen.

Tetraedro Piramide

13 10

Tabla 6. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la quinta imagen.

Esfera Semiesfera Cilindro Ovoide

13 0 9 0
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Tabla 7. Frecuencia de contestaciones correctas o incorrectas a la sexta imagen.

Cono Otros

12 Tronco de cono regular, cono irregular, cilindro (2)

En esta actividad, la figura que present6 mas dificultad fue la triangular, que les llevo
a contestar muchas preguntas erroneas, posiblemente por un error de concepto como co-
menta Gonzato (2014).

6. Parada 6: Jardin vertical de la Facultad de Ciencias de la Salud

Para finalizar la ruta se proponia estimar la superficie de uno de los jardines verticales
que se encuentra en la Facultad de Ciencias de la Salud. Esta ubicado entre los edificios
que quedan unidos por un puente superior y puede tener una superficie de 13 metros de
ancho por 23 de altura. Como esta dividido en paneles (jardineras), la idea es que cal-
cularan uno y multiplicaran por los paneles que habia. Solo 7 grupos realizaron la acti-
vidad, ya que el alumnado estaba cansado. Todos los que respondieron no eliminaron la
superficie de la puerta y calcularon bien la superficie de cada jardinera, las multiplicaron
por el total de jardineras y obtuvieron el resultado, un ejemplo de la resolucion se ob-
serva en la figura 4.

Figura 4. Resolucion de uno de los grupos
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ENCUESTA DE SATISFACCION

Una vez acabada la ruta se les realizo una encuesta de satisfaccion con contestaciones en
escala likert del 1 al 5 donde 1 era muy desacuerdo y 5 muy de acuerdo. La media cada
uno de los items se puede consultar en la Tabla 8. Destacamos que el alumnado les gustd
la experiencia, que no vieron dificultad en las actividades y nos animaron para preparar-
les actividades similares en el futuro.

Tabla 8. Medias de los items de la encuesta de satisfaccion.

ITEM MEDIA

El material proporcionado para realizar la actividad era adecuado 4,3125
El profesorado ha realizado una buena explicacion de la ruta 4,6250
El profesor ha explicado bien las actividades 4,6250
El tiempo dedicado a la ruta ha sido el adecuado 4,1250
He aprendido cosas nuevas 4,0000
He podido aplicar mis conocimientos en la ruta 4,5625
Esta metodologia me ayuda a entender mejor las matematicas 4,5625
Ahora veo la aplicacion de las matematicas a la vida real 4,5000
Después de realizar la actividad seré capaz de observar las matematicas en mi 4,3750
dia a dia

La ruta ha sido divertida y lo he pasado bien 4,5625
Para mi es importante salid del aula para aprender matematicas 4,4375
Las actividades tienen mas o menos la misma complejidad que las actividades 4,2500
realizadas en clase

Las actividades son mas complicadas que las actividades realizadas en clase 2,8125
Pienso que la ruta matematica ha estado interesante 4,6875
Me gustaria hacer este tipo de actividad mas veces 4,6875

CONCLUSIONES

La propuesta que presentamos cumple los objetivos propuestos por Martin y Requejo
(2005) sobretodo el de potenciar su crecimiento personal en esferas afectivas, fisicas y
mentales, ya que trabajaron en grupos, realizamos una pequefia excursion por el campus
donde se dio la socializacion y tuvieron que poner en practica sus conocimientos mate-
maticos para resolver las distintas actividades propuestas.
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Con la ruta matematica propuesta conseguimos trabajar la alfabetizacion matematica
en el sentido de Alsina (2002) y Van Reeuwikj (1997), trabajandola de forma dialégica
como dice Buendia (1999). Ademas introdujimos las nuevas tecnologias para trabajar los
conceptos matematicos siguiendo la propuesta de Martin y Requejo (2005). Sefialamos
también que el campus de la Universitat Jaume I es el lugar habitual donde realizan las
clases de la universidad para mayores, pero las zonas donde se desarrolla la ruta fueron
totalmente novedosas para ellos y ellas. Redescubrieron el entorno con una mirada ma-
tematica que les ayudé a entender mejor ese contexto.

Con la encuesta de satisfaccion que les realizamos podemos concluir que la actividad
fue Iudica y que sirvid para trabajar los conceptos matematicos que se habian revisado
en clase, pero de forma verdaderamente significativa en el sentido de Ausubel (1970).
Podemos concluir, que el alumnado aprendid a ver las matematicas que hay en su alre-
dedor, al menos en este contexto concreto, objetivo de la ruta matematica como afirma
Corbalan (2007).
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ANEXO

Primera ruta matematica por la UJL

La ruta matematica que vas a empezar se realiza por una parte del recinto del campus
Riu Sec de la Universitat Jaume I de Castelld. Se ha seleccionado un recorrido para tra-
bajar aspectos de las matematicas que es posible que no te hayas dado cuenta que exis-
ten cuando han paseado por los mismos lugares.

Prepéarate para recorrerla con ojos matematicos y con la disponibilidad de poder sor-
prenderte. Algunos elementos son ornamentales, otros forman parte de la arquitectura de
los edificios o del contexto.

Lo que necesitas para resolver las cuestiones que te planteas lo encontraras en este
dossier, o bien nos lo preguntas a nosotros. Las actividades hay que realizaras en el
mismo momento, aqui, durante la ruta. Es cierto que si alguna no te da tiempo de hacerla
aqui la puedes terminar en casa.

Esperamos que la sesion te guste y que te pueda aprovechar.

(Cual es el recorrido?

El recorrido que haremos empieza en el monolito del agora del campus. También
habra alguna cuestion sobre el agora mismo y posteriormente nos desplazaremos hacia
el este, al Café de los Sentidos concretamente a la primera fuente que se encuentra des-
pués de la parada del tram. Posteriormente se hara el descanso en el café de los sentidos
y nos desplazaremos hacia el sur a la puerta principal de la Escuela Superior de Cien-
cia y Tecnologia. Posteriormente nos desplazaremos hacia la izquierda, en el edificio de
despachos, donde entraremos al patio interior. Después saldremos hacia el sur para en-
contrarnos la fuente del edificio de despachos opuesto al que habiamos entrado y final-
mente desplazarnos a la Facultad de Ciencias de la Salud. Te proporcionamos un plano
para que te orientes.
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Parada 1
EL MONOLITO

El 4gora es un gran espacio para peatones junto a la parada de tram y del jardin de los
sentidos. Es un anfiteatro para actividades colectivas, coronado por la biblioteca, la fa-
cultad de ciencias humanas y sociales y el rectorado. En el centro de la parte superior se
encuentra un monolito que es donde se centrara la primera actividad. La pavimentacion
del espacio circular central es un mosaico del artista Manuel Saez.
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NOTA: Todas las informaciones sobre el campus lo hemos extraido del libro ARQUI-
TECTURA UJI, UN CAMPUS DE FUTURO, publicado por los servicios de publicacio-
nes de la UJL

Actividades

1.1 Nos fijamos en el monolito. ;Cudnto medira? Para calcular su altura utilizaremos el
Teorema de Thales y las cintas métricas.

Os ayudamos con estas indicaciones

la sombra del poste blanco ~_ la sombra del monolito la sombra de la palmera

la altura del poste blanco la altura del monolito la altura de la palmera

La medida de vuestro calculo:

1.2. Seguidamente haremos una prueba. Os tenéis que bajar una app en vuestro disposi-
tivo movil que se llama Telémetro: Smart Measure

B =
[ 4
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Antes de usarla hay que calibrar vuestro movil

How to use Smart Measure

Dewice height (h) = A&’
Target Distance = AB

*Tip : Phone's height(h) 5 your height - 0.3m(1t)

DONT SHOW AGAIN  CLOSE

A partir de este momento, cuando se quiera usar la app hemos de enfocar nuestro dis-

positivo movil al lugar donde queremos medir la altura:

How to use Smart Measure

Target Height = BB

Building's height (H) = A&
Total height = b « H

DONT SHOW AGAIN  CLOSE

La medida obtenida con vuestra aplicacion es:
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Parada 2
Circulo central del Agora pavimentada

Actividades

2.1. Fijémonos en circulo central del Agora pavimentada. Nos gustaria saber su super-
ficie. Como ya sabéis el area de un circulo es 2ar. Una manera de calcularla seria cal-
cular el didmetro (2r) y solo se deberia multiplicar por 7. Pero conseguir el diametro de
la plaza puede ser muy complicado, aunque con una rueda métrica lo podéis hacer. Os
damos un par de ideas para simplifica la tarea:

1. Podemos usar escalas y medir el diametro de los
pivotes informativos que encontraremos alrede-
dor de la plaza, después podemos calcular la escala
de forma manual. Para calcular la escala hemos de
medir lo que mide un azulejo de la realidad y uno de
los pivotes. La escala sera la fraccion entre la medida
del azulejo del pivote y el de la realidad. Entonces se
podra calcular la dimension del didmetro del Agora.

2. O podemos hacer uso de esta herramienta del movil
Escalas Cartograficas.

Simplemente hemos de medir el diametro del pivote, decirle la escala y la aplicacion
nos dara el diametro real.

Primero tenemos que seleccionar en qué situacion estamos (distancia en la realidad)
después en la pantalla hemos de complementar los datos: el ejemplo que daremos, en el
plano mide 2 cm y la escala es 1/25.000 en este momento se pulsa a RESOLVER y nos
dara la distancia en la realidad.

Distancia en el Mapa

2 cm -

Escala

1 . 250000

Distancia en la Realidad

Borrar Inicio
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Parada 3
Café de los sentidos

El jardin de los sentidos ocupa el centro del campus de la Universitat Jaume 1. Es una
construccion que juega con el volumen (diferentes alturas direcciones, recorridos) con la
posibilidad de ofrecer un lugar de distension y tranquilidad. Se 1lama de los cinco senti-
dos porque el gusto, el oido, el olfato, el tacto y la vista se encuentran presentes en este
jardin e interconectados botanicamente, siempre con una presencia de agua como ele-
mento vehicular. Las especies de plantas de la provincia de Castelld se encuentran repre-
sentadas en este espacio verde.

Actividades

3.1. (Serias capaz de calcular el agua que cabe en el estanque? Necesitamos:
e La altura del estanque:
e El lado del cuadrado que forma la base:
e Area de la base (lado por lado):

e Volumen (area por altura):

Almorzamos durante 30 minutos
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Parada 4
Puerta principal de la Escuela Superior de Ciencia y Tecnologia

La Escuela Superior de Tecnologia y Ciencias Experimentales es el centro que acoge
todas las titulaciones relacionadas con el ambito tecnologico y de las ciencias experi-
mentales. Consta de tres grandes volumenes, el central es el docente y de gestion de la
Escuela y los dos de los extremos que son los despachos. En este espacio hay diferentes
reconocimientos a mujeres cientificas que no se han reconocido su valor histérica como
merecen.

Actividades

4.1. Aqui encontraremos muchas formas geométricas. Enumera los elementos geométri-
cos presentes a todo el edificio. ;Su fachada es simétrica?
4.2. ;Sabrias decir a qué figura geométrica te recuerda la puerta?

Prestamos atencion a la fuente, encontramos estos nombres:

52 Epsilon, 2020, n° 106, 35-56, ISSN: 2340-714X



Una ruta matematica por la Universitat Jaume I con la Universitat para mayores
Gil Lorenzo-Valentin / Maria Santagueda-Villanueva

Nos quedamos con las mujeres que aportaron algunos conocimientos a las matema-
ticas. La actividad se centra en leer la historia de estas mujeres y empatizar con ellas:

HIPATIA D’ALEXANDRIA

GRABRIELLA-EMILE LE TONNELIER DU BRETEUIL
MARIA GAETANA AGNESI

SOPHIE GERMAIN

AUGUSTA ADA BYRON

Parada 5
Edificio de despachos de PESCT

El gran patio central del edificio departamental
destinado a dependencias de los departamen-
tos de Tecnologia y Ciencias Experimentales
alberga una importante pirdmide de base cua-
drangular, que es donde centraremos nuestra
actividad préxima.

ACTIVIDADES

5.1. Queremos medir el volumen de esta pi-
ramide. Necesitamos las ruedas métricas la, la
app y saber la expresion del volumen de la pi-
ramide, que es area de la base por la altura y
todo dividido entre 3.

Comenzamos a registrar medidas:

e Altura de la piramide (utilizad la aplica-

cion movil):

e Longitud del lado de la base (utilizad las ruedas métricas):

e Calculemos el area de la base de la piramide (lado por lado):

*  Volumen del paralelepipedo de base cuadrangular (altura por area de la base):

*  Volumen de la piramide:

Parada 6
Poliedros regulares

En la parte diametralmente opuesta a la que nos encontrabamos, localizamos una fuente
con poliedros regulares (en la foto no hay agua, pero en condiciones normales estd todo
cubierto de agua y los poliedros dan la impresion de flotar). Como que no se podra bajar
a observar los poliedros regulares, os dejaremos que manipuléis el material denominado
“cuerpos geométricos de madera”, para descubrir cudl es cada cual de la fuente.
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Actividad

En esta parada tenemos dos tareas, la primera es identificar los poliedros regulares entre
todas las piezas. ¢ Ya las tenéis? Ahora, después de haber observado las formas y habién-
dolas devuelto a la caja, contestad:

Habéis manipulado muchos cuerpos geométricos. Nosotros os mostraremos estos
cuerpos vistos desde arriba, de todos los que hemos visto, ¢cual creéis que es? Haz
un dibujo entero del cuerpo. (Actividad obtenida de la tesis doctoral de Margherita
Gonzato).
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Parada 7

Jardin Vertical de la Facultad de Ciencias de la Salud

La facultad de Ciencias de la Salud es la construccién més reciente de toda la Universi-
tat Jaume 1. No se encuentran aun todos los moédulos construidos, pero con los que hay
podemos hacer alguna actividad y posteriormente visitarla.

Actividad

Estimacion de la superficie del jardin vertical.

Tomad un metro y medid la altura y anchura
de uno de los rectangulos (jardineras) del jardin
vertical:

(Cuantos rectangulos hay en una misma co-
lumna vy fila?

Multiplicad el nimero de rectangulos por su
altura y anchura, respectivamente y obtendremos
la estimacion de la altura:

También tenemos la app del movil que nos
puede ayudar, utilizadla:

Espacio suplementario

. AR
xn

ﬁf &1 lliﬁa‘ﬂllﬂﬂm LI a i
Wil T AR G T OEBO A3

O 0 A AN 1 ¢

it 0 DAL
O 0 G AR )
A9 Y O R R

i ihfﬁm-'ﬁlﬁﬁi_ i

Por si necesitais para los calculos o explicaciones complementarias.
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Fin de la ruta

Esperamos que hayas disfrutado de la ruta y hayas aprendido mucho. Ahora ya sabes que
estds mas rodeado de matematicas.
iNos vemos!

Encuesta de satisfaccion de la ruta, a rellenar por los y las participantes

1 2 3 4 5

. El material proporcionado para hacer la actividad es el adecuado.

. El profesorado ha hecho una buena explicacion de la ruta.

. El profesorado ha explicado bien les actividades.

. El tiempo dedicado a la ruta ha estado el adecuado.

. He aprendido cosas nuevas.

. He podido aplicar mis conocimientos en la ruta.

. Esta metodologia me ayuda a comprender mejor las matematica.

8.

Ahora le veo la aplicacion de las matematicas en la vida real.

9.
cas en mi dia a dia.

Después de hacer la actividad seria capaz de observar las matemati-

10. La ruta ha estado divertida y lo he pasado bien.

11. Para mi es importante salir del aula para aprender matematica.

12. Las actividades tienen mas o menos la misma complejidad que las
actividades realizadas en clase.

13. Las actividades son mas complicadas que las actividades realiza-
das en clase.

14. Pienso que la ruta matematica ha sido interesante.

15. Me gustaria hacer este tipo de actividades mas a menudo.

O N

56

. Totalmente desacuerdo.
. En desacuerdo.

No lo sé.

. De acuerdo.
. Totalmente de acuerdo.
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Enseiando proporcionalidad directa e inversa a
un estudiante ciego

Miguel Hernandez Portillo
1ES Margarita Salas (Torre de Benagalbon, Malaga)

Resumen: Este articulo describe como explicar las funciones de proporcionalidad di-
recta e inversa a un estudiante ciego usando un modelo simple hecho con una tabla de
madera, tornillos y gomas elasticas. Esta actividad practica esta dirigida a estudiantes
ciegos para ayudarlos a aprender conceptos matematicos basicos. Esta experiencia de
clase, que se ha adaptado a la discapacidad de nuestro alumno, le ha permitido a nues-
tro estudiante comprender conceptos matematicos, aumentar su motivacion y fortalecer
su aprendizaje.

Palabras clave: Educacion matemdtica, educacion inclusiva, discapacidad visual.

Teaching direct and inverse proportionality to a
blind student

Abstract: This paper describes how to explain the direct and inverse proportionality
Sfunctions to a blind student using a simple model made with a wooden board, screws and
rubber bands. This practical activity is aimed at blind students to assist them in learning
basic mathematical concepts. This classroom experience, which has been adapted to our
student’s disability, has allowed our student to understand mathematical concepts, to in-
crease their motivation and to strengthen their learning.

Keywords: Mathematics education, inclusive education, visual disability.

MARCO TEORICO

El estudio de las magnitudes directa e inversamente proporcionales, y de las funciones
en el curriculum de 2° ESO esta recogido en los bloques 2 y 4 de la Orden de 14 de julio
de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacion Secunda-
ria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia. Pero, ;,qué debemos tener en
cuenta para ensefar estos temas a un estudiante ciego?
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La Orden de 25 de julio de 2008, por la que se regula la atencion a la diversidad del
alumnado que cursa la educacion basica en los centros docentes publicos de Andalucia
(BOJA n° 167, de 22 de agosto de 2008), establece en su articulado que “e/ profesorado
tendrd en consideracion en las programaciones de los contenidos (...) las caracteristicas
especificas del alumnado al que atiende” (Articulo 4.3) y también que “las adaptacio-
nes curriculares no significativas iran dirigidas al alumnado que presente (...) dificulta-
des graves (...) de acceso al curriculo asociadas a una discapacidad” (Articulo 14.1).

En este sentido, el “Manual de atencion al alumnado con necesidades especificas de
apoyo educativo derivadas de discapacidad visual y sordoceguera” recomienda “facili-
tar el acceso al curriculum” debiéndose “asegurar el acceso a la informacion que se
maneja en el aula” mediante la “utilizacion de materiales diddcticos especificos” para
el alumnado con ceguera total (pp. 20- 22).

Nuestro estudiante ciego ha alcanzado la comprension de las magnitudes directa e in-
versamente proporcionales, y de las graficas que las representan (la linea recta y la hipér-
bola equilatera, respectivamente) mediante la utilizacion de un material de apoyo creado
expresamente para acceder a esa informacion.

LA EXPERIENCIA EN ELAULA

Se ha construido en una tabla de madera unos ejes de coordenadas y la grafica con tor-
nillos, gomillas, cartulinas y papel de impresora. De esta forma nuestro alumno ciego
puede leer la grafica con las yemas de los dedos. En una tabla de madera de 46,7 x 36 x
1,2 centimetros se han taladrado 21 agujeros horizontales y 21 verticales formando una
matriz de 441 agujeros. Los ejes de coordenadas y la grafica se dibujan introduciendo
tornillos en los agujeros y uniéndolos con gomillas. Junto a los ejes de coordenadas pe-
gamos en la madera una tarjeta en braille (papel de impresora escrito en braille pegado en
un rectangulo de cartulina) con el nombre de la variable que representamos en cada eje.

Figura 1.
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Figura 2.

El estudiante localiza mediante el tacto la situacion de los ejes de coordenadas, y a
continuacion localiza el lugar donde se sita la grafica. Coloca un dedo de la mano de-
recha sobre un punto del eje de abscisas y lo mueve hacia arriba siguiendo la trayectoria
de los agujeros en la tabla encontrandose con la grafica, y aqui sitia un dedo de su mano
izquierda y lo mueve paralelamente al eje de abscisas hasta encontrar el eje vertical. La
distancia entre ese punto y el origen de coordenadas le permite comparar las coordena-
das (x,y) del punto de la grafica. De esta forma descubre que a cada valor de x le corres-
ponde un solo valor de y.

Si la grafica es una linea recta que pasa por el origen de coordenadas, el estudiante
sitiia un dedo de cada mano sobre un tornillo de la grafica, y desplaza simultaneamente
los dedos sobre los agujeros de la tabla hacia los ejes de ordenadas y de abscisas. A
continuacion, los desplaza al unisono hacia el origen de coordenadas con lo que puede
comparar de esta forma el valor de la abscisa y de la ordenada del punto. Repitiendo el
proceso comprueba que cuando aumenta el valor de la abscisa también aumenta el valor
de la ordenada. Cuando una variable aumenta, también lo hace la otra; si una variable
disminuye, la otra también. Las dos variables son directamente proporcionales. Es facil
comprender que el numero de ruedas de varios coches es directamente proporcional al
nimero de coches.

Si la grafica es una hipérbola equildtera descubre que cuando aumenta la variable
independiente entonces la variable dependiente disminuye, y que si la variable depen-
diente es la que aumenta entonces la variable independiente disminuye. En este caso, las
dos variables son inversamente proporcionales. De esta forma puede explicar con el len-
guaje propio de las matematicas por qué se tarda menos tiempo en pintar las paredes de
una casa cuando aumenta el nimero de pintores, o por qué el volumen de un globo dis-
minuye cuando aumentamos la presion cuando la temperatura del ambiente permanece
constante.
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Figura 3.

La comprension de la relacion de proporcionalidad, ya sea directa o inversa, es lenta
para un estudiante ciego puesto que es necesario repetir la experiencia varias veces a lo
largo de un trimestre o del curso con el objetivo de que sea capaz de explicar no solo
oralmente la relacion matematica entre las variables, sino que también sea capaz de in-
terpretar la grafica correctamente.

CONCLUSIONES

Esta actividad ha permitido a nuestro alumno comprender conceptos propios de las ma-
tematicas para explicar situaciones de su entorno, aumentar su motivacion y hacer descu-
brimientos, fortalecer su aprendizaje con un ritmo de aprendizaje mas lento y repetitivo,
y mejorar su autoestima.
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Utilizacion del Kahoot para la introduccion de la
logica proposicional en la E.S.O

Manuel Vazquez Mourazos
Universidad de Santiago de Compostela

Resumen: La légica matemdtica es un tema poco tratado en las aulas de la educacion
secundaria. Normalmente no se le presta atencion y se deja a un lado. Este hecho se
puede apreciar en el poco nivel de los alumnos de nuevo ingreso en la universidad.
Para subsanar este problema, en el presente articulo se aporta una idea de como tratar de
forma sencilla y didactica este tema. De esta forma, se veran beneficiadas la competencia
matematica de los alumnos (al mejorar su nivel de razonamiento), pero, al mismo tiempo,
también lo haran otras ramas del conocimiento como son la expresion escrita o la compren-
sion de los alumnos.

Palabras clave: Logica matematica, Kahoot, pensamiento abstracto, razonamiento 10-
gico, demostracion, creencia, conocimiento

Title Use of Kahoot for the introduction of
propositional logic on the secondary school

Abstract: Mathematical logic is a topic little treated on the secondary school. Normally,
he is not paid attention and is set aside. This fact can be seen in the low level of new stu-
dents entering the university.

To solve this problem, this article provides an idea of how to deal with this topic in a simple
and didactic way. In this way, the mathematical competence of the students will benefit (at
best their level of reasoning), but, at the same time, other branches of knowledge will also
do so, such as written expression or students’ understanding.

Keywords: Mathematical logic, Kahoot, abstract thinking, logical reasoning, proof,
conviction, knowledge
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INTRODUCCION

Actualmente son muy conocidas las noticias en los medios de comunicacion que ponen
en auge la importancia de carreras cientificas como son las matematicas o las ingenie-
rias. Con las buenas perspectivas de trabajo en estos campos, son muchos los alumnos
que optan por cursar los grados universitarios en dichas disciplinas. Sin embargo, el fra-
caso universitario en estos grados, de la rama cientifica-tecnoldgica, es muy elevado.
Este hecho se debe a que la forma en la que se concibe la ciencia, desde el punto de vista
de los institutos, es completamente contraria a la realidad que los alumnos viviran en sus
estudios superiores. A menudo se prioriza en los institutos el calculo de operaciones y la
resolucion de ejercicios mecanicos frente a razonar el porqué de las formulas o de las so-
luciones obtenidas.

Segtin el Real Decreto 1105/2014, del 26 de diciembre, uno de los objetivos primor-
diales de esta etapa es “Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la
investigacion y de los métodos cientificos”. Sin embargo, la apreciacion que se tiene en
general no es ésta y los alumnos llegan con unas grandes carencias cuando deciden cur-
sar estudios superiores. A este respecto, las universidades no estan al margen de este dé-
ficit de formacion. Por ello, cada vez mas universidades se suman al proyecto del “Curso
0”. Se trata de un curso de iniciacion a los alumnos de nuevo ingreso en los meses pre-
vios al inicio del curso universitario o durante los primeros meses del mismo. Entonces,
[cuales son estas carencias? jcuales son los puntos mas débiles con los que llegan los
nuevos estudiantes de los grados cientifico-tecnologico?

Viendo el programa que sustentan alguno de estos cursos, éstos suponen incremen-
tar el grado de abstraccion, conocer el lenguaje matematico, aumentar los conocimientos
sobre procedimientos de razonamiento légico y acostumbrar a una mayor discusion pre-
via de los problemas. En definitiva, se busca introducir al alumnado en el mundo de la 16-
gica y pensamiento abstracto, tal y como se puede apreciar en el articulo (Polo & Serna,
2014) enfocado en la formacion de los nuevos ingenieros. Pero, al mismo tiempo, otros
autores como (Bishop, 1999, pag. 36) seiala “la matemadtica es en esencia una tecnolo-
gia simbolica”, haciendo referencia a la importancia de un lenguaje 16gico y abstracto
en la disciplina matematica.

Por ello, es esencial tratar estos aspectos desde los cursos de la E.S.O. Obviamente,
no todos los alumnos van a cursar estudios superiores, pero, aun asi, es de vital impor-
tancia que todos ellos sean capaces de razonar de forma coherente y valida. Ademas, en
el mundo actual, donde reinan las nuevas tecnologias y las conocidas como “fake news”,
es importante cultivar en los alumnos el escepticismo cientifico que ayudara a desarro-
llar un espiritu critico.

Asi, es imprescindible sefialar a los estudiantes los conocimientos y herramientas
fundamentales para pensar y razonar. Desde nifios todos conciben y toman como pro-
pias ciertas experiencias. El problema es que dicho conocimiento no es tal, sino que son
creencias tomadas de la experiencia mas reciente. Como se sefiala en (Ponte, 1994), las
creencias tienen un status inferior al del conocimiento que, ademas, incluso no requiere
consistencia interna. Asi, cuando una conjetura (una hipdtesis, una creencia, etc...) se
demuestra mediante procesos 1dgicos, ésta pasa a convertirse a lo que matematicamente
se conoce como teorema, es decir, una proposicion verdadera.
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Por ello, en el presente articulo se propondra una actividad para reforzar el pensa-
miento logico desde la E.S.O. Se trata de una actividad que se puede llevar a cabo en
cualquier curso de la educacion secundaria. Lo que se busca conseguir con ello, es obte-
ner estudiantes que prioricen analizar y estudiar una informacion. Como ya decia (Rus-
sell, 1948, pag. 160) “La verdad es una propiedad de las creencias.... La verdad consiste
en una cierta relacion entre una creencia y uno o mas hechos distintos de la creencia”.
Otro autor mas actual, como (Miranda, 1995, pag. 20), dice: “...Un argumento se dice
que es valido cuando la conclusion es una consecuencia de las premisas y esta relacion
se da en virtud de la forma logica del argumento”. Por tanto, es fundamental identificar
los procesos logicos que llevan a una conclusion final en un proceso de razonamiento.

Logica proposicional

Una vez justificada la necesidad de la introduccion de la logica proposicional, una
pregunta pertinente seria: ;qué conceptos les ensefiamos? No hay que perder la nocion
de que se trata de alumnos con edades tempranas. Como es obvio, no se les exigird un
nivel desarrollado y maduro de la légica. Lo que se pretendera sera transmitir pequefias
pinceladas sobre esta tematica.

El primer concepto que se debe de ensefiar es el de la proposicion. ;Qué es una pro-
posicién? Su definicion es muy sencilla, se puede definir como un enunciado que es ver-
dadero o bien es falso. Asi se tendria que:

Tabla 1.: Ejemplo de proposiciones.

Proposicion Valor de la proposicion
“3+5=8" Es una proposicion verdadera
El rojo es un color bonito No es una proposicion
La Iuna no es un astro Es una proposicion falsa

Se puede tratar de manipular este concepto seglin se quiera, es decir, a partir de unas
proposiciones cualesquiera, combinarlas para crear nuevas proposiciones que podran ser
ciertas o falsas. Para ello se deben introducir signos légicos que permitiran enlazar unas
proposiciones con otras.

Tabla 2. Operadores logicos.

Operador Signo logico Significado

Negador - Convierte en falsa una proposicion

Crea una proposicion a partir de dos, de tal manera que
Conjuntor A ésta nueva sera cierta solo cuando las dos proposicio-
nes que la forman sean ciertas

Crea una proposicion a partir de dos dadas, de tal
Disyuntor \% manera que ésta nueva serd cierta cuando lo sea, al
menos, una de las dos proposiciones que la forman
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Con los operadores de la Tabla 2 los alumnos seran capaces de crear nuevas pro-
posiciones a partir de otras. Ademas, es necesario poder establecer relaciones entre las
proposiciones que se tienen. Para ello se pueden introducir nuevos signos logicos que es-
tablezcan dichas relaciones, como los que se muestran en la Tabla 3, que permitiran de-
ducir conclusiones a partir de las situaciones establecidas por las proposiciones.

Tabla 3. Relaciones logicas.

Operador Signo logico Significado

Relaciona dos proposiciones, de tal manera que si la pri-

Implicador = . -, ;
p mera es cierta, la segunda también lo sera

Relaciona dos proposiciones, de tal manera que si una
Coimplicador =3 es cierta, la otra también lo serd y viceversa (y de igual
modo si son falsas)

EL KAHOOT COMO HERRAMIENTA PARA ESTUDIAR LOGICA
PROPOSICIONAL

Todos los conceptos introducidos en la seccion anterior resultan muy interesantes para
los matematicos, pero para los estudiantes de secundaria puede que no lo sean tanto. Asi,
es importante utilizar alguna herramienta adicional que permita motivar al alumnado.
Por ello se presentara el Kahoot como la herramienta a utilizar.

Esta herramienta esta disponible en https://kahoot.com/, que permite realizar concur-
sos instantaneos y ver los resultados en tiempo real. A cada jugador se le sera asignada
una puntuacion en funcion de si la respuesta es correcta y del tiempo que haya tardado
en contestar. De este modo, en cada cuestion se ird sumando la puntuacioén obtenida y ac-
tualizando las mismas.

Utilizar Kahoot es tan sencillo como crear una cuenta en la pagina oficial que se cito
anteriormente con cualquier cuenta de correo electronico. El modo de utilizarlo es muy
intuitivo y permite elegir entre los siguientes tipos de preguntas:

e Open-ended: Se pregunta a los jugadores por la respuesta correcta.

e Puzzle: Se dan cuatro opciones y se pregunta a los jugadores el orden correcto en

el que deben ponerlas.

e Poll: Reune opiniones de los jugadores.

e Slide: Permite aportar a los jugadores informacion adicional sobre la pregunta.

Con estas premisas se puede aportar una serie de preguntas, a modo de idea, para pre-

sentar las posibles cuestiones que se podrian hacer. Obviamente, cualquier docente po-
dria crear preguntas en la misma linea y adecuarlas al nivel educativo de sus alumnos.
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Tabla 4. Ejemplo de preguntas sobre proposiciones.

Preguntas

Respuestas

Estados Unidos es una republica y no tienen rey

Proposicion verdadera

No es una proposicion

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion falsa

(Como estais?

Proposicion verdadera

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion falsa

No es una proposicion

Jupiter es el planeta con mas masa del sistema solar

Proposicion verdadera y falsa

No es una proposicion

Proposicion falsa

Proposicion verdadera

Camilo José Cela es un gran autor

Proposicion verdadera y falsa

No es una proposicion

Proposicion verdadera

Proposicion falsa

El simbolo quimico del oro es “Au”

Proposicion verdadera

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion falsa

No es una proposicion

Sicilia es la capital de Italia

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion falsa

No es una proposicion

Proposicion verdadera

“Valkiria” es una obra musical de Mozart

No es una proposicion

Proposicion falsa

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion verdadera

“En un lugar de la Mancha...”

Proposicion verdadera y falsa

Proposicion falsa

No es una proposicion

Proposicion verdadera
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Mediante estas preguntas no s6lo se esta a trabajar el concepto de proposicion, sino
que, al mismo tiempo, también se estan trabajando conceptos relacionados con la cul-
tura general que deberian tener los alumnos al terminar la E.S.O. De este modo, este pro-
yecto se convierte en multidisciplinar al trabajar conjuntamente conocimientos de muy
diversas areas.

Otra observacion a realizar son las opciones de respuesta que se aportan. La opcion
“Proposicion verdadera y falsa” realmente no es una opcion, pues una proposicion o
es verdadera o falsa. Se incluye como a modo de “despiste” por si algiin alumno puede
pensarlo.

Por otro lado, para trabajar la parte de los operadores logicos, se pueden utilizar
otro tipo de preguntas. Se desea ensefar al alumnado la diferencia existente entre usar
la conjuncién “y” y la conjuncion “o”. Asi, el propio docente podria crear una proposi-
cion compuesta de dos (unidas por una de las conjunciones anteriores) y seguir el mismo
modelo de pregunta que se propuso en la Tabla 4. Sin embargo, si se estd en posesion
de una licencia de Kahoot, se podria emplear un puzzle. Para ello, vamos a proponer un
ejemplo.

Tabla 5. Ejemplo de puzzle con proposiciones.

Proposiciones Valor de la proposicion
El rio Nilo pasa por Egipto Verdadera
Las crecidas del rio Nilo se usaron para deter-
. . Verdadera
minar el calendario
El Nilo es el rio mas caudaloso del mundo Falsa

En la Tabla 5 aparecen tres proposiciones relacionadas con el rio Nilo. Con las opcio-
nes de respuesta planteadas se pueden construir varios puzzle a la vez. Un primero seria
pedir a los alumnos que construyesen una proposicion verdadera con la conjuncion “y”
y, acto seguido, presentarles otro puzzle en el que deben construir una proposicion falsa
con la misma conjuncion.

En el primer caso la respuesta es tinica, pues s6lo se pueden unir las dos primeras op-
ciones. Sin embargo, para el caso de la construccion de la proposicion falsa, los alumnos
podrian construir dos al juntar la ultima opcion con la primera o la segunda indistin-
tamente. Asi mismo, una pregunta pertinente a los alumnos al terminar el puzzle de la
proposicion falsa seria: ;Cuantas proposiciones falsas distintas podriais crear con la con-
juncion “y”y estas tres proposiciones? De este modo, los alumnos asimilaran més pro-
fundamente el valor real del significado de la conjuncion “y”, lo que implica un beneficio
en otras ramas distintas a la matematica.

Para la otra conjuncion, la “0”, se puede hacer un procedimiento analogo. Partiendo
de un tema, basta con crear el docente proposiciones de distinto valor, verdaderas y fal-
sas, para pedirles a los alumnos que las unan con conjunciones creando nuevas proposi-
ciones con el valor que les indique el docente.
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Luego se aumentara la dificultad al tener en cuenta las relaciones logicas vistas en la
Tabla 3. En este caso, se puede cambiar el tipo de pregunta de Kahoot para hacerlo mas
dinamico. Por ejemplo, se pueden usar preguntas de verdadero o falso.

Tabla 6. Ejemplo de cuestiones sobre relaciones logicas.

Enunciado Respuesta (Verdadero o falso)

Los padres de Luis le han prometido regalarle un moévil si
aprueba todas las asignaturas al terminar el curso. En verano
Luis lleva su moévil nuevo para ensefiarselo a sus amigos. En- Falso
tonces, se puede afirmar que Luis ha aprobado todas las asig-
naturas del curso.

Juan, le dice a su mejor amigo que le regalara un anillo a su
novia si, y solo si, se decide a pedirle matrimonio. Al cabo de
dos meses de esa conversacion, ambos siguen siendo novios Verdadero
y ella lleva puesto un anillo de compromiso. Entonces, se
puede afirmar que Juan se ha decidido a pedirle matrimonio.

Carla esta pensando en hacer un viaje para visitar a su amigo
Alejandro en Italia. Si finalmente se decide por ir, ella le lla-
mard para avisarle de su visita. Entonces, como Alejandro no Verdadero
ha recibido ninguna llamada, se puede afirmar que Carla no
ir4 a visitarle.

En la primera de las preguntas se aprecia un ejemplo de la confusion entre que una
condicién sea necesaria o sea suficiente. En realidad, Luis ha podido tener el movil
nuevo por cualquier circunstancia que no sea el hecho de haber aprobado las asignaturas
del curso. Es cierto que ha podido darse el caso que la causa sea esa, pero no tiene por-
qué ser asi. Por tanto, la condicion de que Luis haya aprobado todas las materias es su-
ficiente, pero no necesaria.

En el segundo caso se esta a utilizar la relacion necesaria y suficiente (“‘coimplica-
dor”), es decir, si se da un hecho también se dara el otro. Sin embargo, en el Gltimo de los
enunciados la cuestion es distinta. En él se vuelve a utilizar la implicacion, es decir, se da
una condicién suficiente pero no necesaria, pero, lo que se hace es negar la consecuencia.

Este es un ejemplo de una propuesta que se podria llevar a cabo. Dependiendo del
curso, se podrian adaptar los contenidos de los enunciados e, incluso, se deberian de
adaptar dichos contenidos al contexto del centro y del aula, lo que implicaria un mayor
interés por parte del alumnado.

CONCLUSIONES
Con lo visto se pueden trabajar las nociones basicas relativas a la logica proposicional.

Estas nociones serviran de base para poder aplicar cualquier razonamiento logico y que
los alumnos sepan diferenciar entre lo que es una proposicion (que puede ser verdadera
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o falsa) y lo que es una creencia o una intuicion. Asi, cuando tengan que aplicar un ra-
zonamiento, estaran ojo avizor para no cometer pasos en falso dando por hecho que una
creencia es un conocimiento.

Al mismo tiempo, también se estaran a trabajar competencias y conocimientos de
otras ramas como la mejor comprension lectora o una mayor expresion y concrecion es-
crita de los estudiantes. Aspectos tan sencillos como saber diferenciar el valor real de las
conjunciones “y” y “0” o de los adjetivos “suficiente” y “necesario” hacen que, en cur-
sos posteriores, cuando se empiecen a hacer demostraciones rigurosas, los alumnos estén
acostumbrados al lenguaje matematico que se utiliza en ellas. Al mismo tiempo, en el dia
a dia, para leer un contrato bancario, una noticia en un periddico o cualquier informacién
que se nos aporte, es necesario tener un espiritu critico y escéptico que analice cada una
de sus palabras. Solamente de este modo, cada persona sera capaz de extraer sus propias
conclusiones y no dejarse llevar por la corriente.

Por todo ello, se ha propuesto esta sencilla actividad que puede resultar de especial
ayuda para mejorar el razonamiento de los estudiantes de la E.S.O. A menudo se pre-
tende ahorrar tiempo al darles a los alumnos férmulas ya hechas, resultados ya demos-
trados o problemas planteados y modelizados, pero ¢no seria mas interesante que fuesen
los alumnos los que dedujesen las formulas, los resultados y los planteamientos de los
problemas? Pues bien, para todo ello es necesario tratar los conocimientos aqui tratados
y serviran para que los alumnos perciban un mejor conocimiento mucho mas construc-
tivo y enriquecedor basado en un aprendizaje constructivo.
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Resumen: La probabilidad puede llegar a ser un concepto complejo de introducir dado
su cardcter abstracto. Fueron las preguntas que se hacian los jugadores de azar en el
siglo XVII las que motivaron el estudio de la probabilidad que conocemos en la actuali-
dad. En este trabajo se presenta una idea de aula en la que se emplea una metodologia
activa de Aprendizaje Basado en Juegos caracterizada por su estilo manipulativo, signi-
ficativo y constructivista que, enfocado desde un punto de vista solidario, puede llegar a
ser muy enriquecedor para los alumnos de educacion secundaria, asi como eficaz para
la comprension de los conceptos relacionados con la probabilidad.

Palabras clave: Probabilidad, Azar, Fermat, Pascal, Aprendizaje Basado en Juegos.

“Justice” in the distribution: the correspondence
between Fermat and Pascal

Abstract: Probability can become a complex concept to introduce given its abstract
character. It was the questions asked by gamblers in the seventeenth century that mo-
tivated the study of probability as we know it today. In this Classroom Idea an active
methodology of Game-Based Learning will be used since it is characterized by its ma-
nipulative, significant and constructivist style that, focused from a solidary point of view,
can become very enriching for the secondary education students, as well as effective for
the comprehension of the concepts related to probability.

Keywords: Probability, Chance, Fermat, Pascal, Game-Based Learning.
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INTRODUCCION

El nacimiento de la teoria de la probabilidad tuvo una relacion muy estrecha con el estu-
dio de los problemas surgidos a partir de los juegos de azar. De hecho, el primer libro de
texto del que se tiene conocimiento y en el que se habla sobre calculo de probabilidades
es el Liber de Ludo Aleae (Libro de los juegos de azar) de Cardano. Podemos afirmar, en-
tonces, que la probabilidad, tal y como la conocemos hoy en dia, naci6 de la curiosidad
matematica que suscito entre los jugadores el arte de ganar o aumentar sus posibilida-
des de éxito en los juegos de azar. No es una creencia poco fundamentada la que afirma
que jugando se aprende (Charlier, Ott, Remmele, y Whitton, 2012; Guillén, 2015; Hogle,
1996), y por ello, son de utilidad e interés el disefio de tareas estructuradas en torno a la
metodologia del Aprendizaje Basado en Juegos (ABJ). Por otro lado, son muchos los au-
tores que reconocen los beneficios de usar la Historia de las matematicas como recurso
didactico en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas tanto para los
profesores como para los alumnos (Fauvel y van Maanen, 2000; Gomez Alfonso, 2018;
Jankvist, 2009; Pamos Vargas y Maz-Machado, 2014).

Por todo lo anterior, este trabajo presenta una idea de aula destinada a alumnos de en-
seflanza secundaria en la que se trabajaran conceptos relacionados con la probabilidad
mediante una metodologia basada en el Aprendizaje Basado en Juegos (ABJ), a través
de uno de los problemas histdricos cuya resolucion constituy6 la base del desarrollo de
esta rama de las Matematicas.

Esta tarea ha sido disefiada atendiendo a los contenidos y estdndares de aprendizaje
del bloque de Estadistica y Probabilidad establecidos para la asignatura de Matemati-
cas de 3.° de ESO, tanto para la opcion Matematicas orientadas a ensefianzas académi-
cas como aplicadas (Tabla 1).

Tabla 1. Contenido y estandar de aprendizaje («Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre,
por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato», 2015, p. 394).

Utilizacion de la probabilidad para tomar deci- | 4.4 Toma la decision correcta teniendo en
siones fundamentadas en diferentes contextos |cuenta las probabilidades de las distintas op-
ciones en situaciones de incertidumbre.

A pesar de que esta tarea puede tener buena acogida desde 3.° de ESO a 1.° de Bachi-
llerato, tal y como esta planteada, se ajusta mejor a los contenidos de 3.° de ESO dado su
caracter introductorio de la probabilidad.

Los objetivos de esta tarea son: trabajar la introduccion de los conceptos basicos de
probabilidad; dar a conocer los origenes histdricos de la probabilidad; aplicarlos a la re-
solucion de problemas reales, concienciar sobre la justicia matematica en problemas de
reparto, ¢ introducir los aportes que dos grandes matematicos del siglo XVIII realizaron
en esta rama de las Matematicas, como son Pierre de Fermat y Blaise Pascal.

Entre las directrices establecidas en la «Orden de 14 de julio de 2016, por la que se
desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacién Secundaria Obligatoria en la Co-
munidad Autéonoma de Andalucia, se regulan determinados aspectos de la atencion a la
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diversidad y se establece la ordenacion de la evaluacion del proceso de aprendizaje del
alumnado» (2016), se recomienda trabajar la resolucion de problemas de forma trans-
versal en todos los bloques de contenidos y siendo un eje fundamental de la asignatura.

Por otro lado, la presente tarea ha sido contextualizada dentro de un programa de so-
lidaridad basado en campaias de recogida de alimentos para distintas ONG y comedo-
res sociales propios de la ciudad. De esa forma, ademas de la Competencia Matematica
y competencias basicas en Ciencia y Tecnologia, se atiende a la Competencia Social y
Civica, todas ellas claves, con base en la «Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para
la mejora de la calidad educativa» (2013) y en la «Recomendacion del Parlamento Eu-
ropeo y del Consejo, de 18 de diciembre de 2006, sobre las competencias clave para el
aprendizaje permanente» (2006).

DISENO DE LA TAREA

Gerolamo Cardano (1501-1576), matematico, filosofo, médico y astrélogo escribio en
1564 el Liber de Ludo Aleae (Libro de los juegos de azar) en el que se aborda el estudio
de las posibilidades del lanzamiento de varios dados y el llamado «problema de la divi-
siony. Pero este estudio no fue publicado hasta 1663 (Fernandez, 2007). Su obra no tuvo
especial relevancia puesto que se dio a conocer al tiempo que las cartas que se intercam-
biaron Fermat y Pascal en 1654 (recogidas y explicadas por Devlin (2010)) donde expo-
nian y resolvian diversos problemas relacionados con los juegos de azar.

Estos problemas fueron propuestos a Blaise Pascal (1623-1662) por Antoine de Gom-
baud (1607-1684) a mediados del siglo XVIII. Este caballero de Méré se habia conver-
tido en una personalidad importante en la corte francesa de Luis XIV. Fue filosofo y
escritor, pero sobre todo su trabajo consistia en sociabilizar. El entretenimiento de moda
de la época era, sin duda, el juego de azar y, seguro, que ambos amigos pasaron buenos
momentos jugando (Ore, 1960). Segiin Coumet (1970), el propio de Méré ya habia tra-
tado de resolver infructuosamente estos problemas populares, que habian sido estudia-
dos por Luca Pacioli (1447-1517), Niccold Fontana (1499-1557), mas conocido por su
apodo, Tartaglia, y hasta el célebre Galileo Galilei (1564-1642).

Pascal, en busca del contraste de soluciones, acudi6 a Pierre de Fermat (1607-1665)
y le planteo un caso particular del famoso problema de la division, que traducido al espa-
ol y simplificado podria quedar como sigue: si un jugador logra obtener un seis en ocho
lanzamientos de un dado, se lleva el total de la apuesta contra la banca, en caso contrario
pierde todo; supongamos que habiendo lanzado ya tres veces el dado sin éxito de obte-
ner el seis, el juego se ve interrumpido por un motivo desconocido, cual seria el reparto
mas justo de la apuesta entre el jugador y la banca? (de Mora Charles, 1989).

Actividades
Como comentabamos anteriormente, en primer lugar, para enmarcar la actividad en un

escenario solidario y social, propondremos a los alumnos realizar una recogida de ali-
mentos para diferentes ONG y para los comedores sociales de la ciudad, de tal manera
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que a posteriori podamos plantearles que resuelvan matematicamente el problema del
reparto de los alimentos que han conseguido recaudar entre todas las clases y destinar-
los a los diferentes organismos.
En concreto, el problema que se les plantea consiste en:
Suponiendo que se cuenta con dos entidades a las que donar los alimentos, a saber, Al-
deas Infantiles e Ingenieros sin fronteras, ;como deberia ser el reparto entre ellas?
Para ello, en primer lugar, se dividira a la clase en dos grupos iguales, el primer grupo
simulara ser el grupo representante de Aldeas Infantiles (A) y el segundo grupo de Inge-
nieros Sin Fronteras (B).

B | 2| P
vy
vy,
vy

=N - IR
= || P

A A B B B

Figura 1. Division de la clase en dos grupos iguales.

A continuacion, se pedira al alumnado que formen parejas de forma tal que en cada
pareja haya un representante del grupo A y otro del B. Se repartira de forma equitativa
toda la comida recolectada entre las parejas formadas.

p- - -
W

|| || |
m

-
o

Figura 2. Agrupacion por organizaciones.
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A cada pareja se le entregara una ficha plana y redonda con una cara blanca y otra
negra. Se indicara a los alumnos que la comida asignada a cada pareja serd destinada a la
asociacion que represente la persona que gane al siguiente juego:

Lanza la ficha al aire dejando que caiga sobre la mesa por una de sus caras hasta
que alguno de los dos jugadores gane. Se considera ganador al jugador del equipo A
si se obtienen 4 caras blancas, ganara el jugador del equipo B si se obtienen 4 caras
negras.

Tras cada tirada de la ficha, los jugadores deben apuntar qué resultado ha salido y
para qué equipo corresponderia ese «puntoy.

El docente interrumpira el juego premeditadamente cuando los alumnos hayan rea-
lizado 3 lanzamientos y recogera todas las fichas, sin permitir que ninguna pareja haya
obtenido aun su ganador. Para conseguirlo el docente podria dirigir de manera simulta-
nea cada una de las tiradas y detener el juego aludiendo, por ejemplo, al hecho de que
habia demasiado ruido en la clase, una situacién que podria darse previsiblemente. En el
siguiente paso de la tarea, el docente preguntara a los alumnos si alguna pareja ha con-
seguido los 4 puntos necesarios para llevarse toda la comida para la organizacion que re-
presenta. Como es de esperar, ningin miembro de ninguna pareja ha obtenido los cuatro
puntos que necesita para ganar. A continuacion, se pedira a los alumnos que se reorga-
nicen en funcion de los puntos que llevan frente a su rival, es decir, que se organicen en
cuatro grupos segun hayan obtenido las puntuaciones: 0-3, 1-2, 2-1 o 3-0, en el equipo
A'y B, respectivamente.

0-3 1-2

Figura 3. Distribucion seglin puntuaciones.
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Por tltimo, en estos nuevos grupos, los alumnos deberan debatir cuales deberian ser
las directrices para decidir como debe ser el reparto de los alimentos en cada pareja,
aprovechando que el juego no puede continuar.

Entre los casos que podemos encontrar, tenemos:

e Los alumnos que no hayan obtenido ninguin punto y cuyo rival haya obtenido tres
puntos, podrian argumentar que su rival no tiene por qué llevarse toda la comida
ya que no ha obtenido los cuatro puntos minimos de las reglas del juego. El hecho
de que vaya ganando no significa que haya ganado.

e Los alumnos que se encuentren en desventaja con un punto, o bien, en ventaja
con dos puntos, podrian decir que la comida se reparta de forma proporcional a
las victorias que han obtenido, es decir 1/3 o 2/3 de la comida respectivamente.

* Los alumnos que hayan obtenido los tres puntos y su contrincante ningun punto
podrian argumentar que ellos «van ganando» y que tienen derecho a llevarse toda
la comida para su organizacion.

Es en este momento en el que el docente puede comentar a los alumnos que proponen
el reparto proporcional que su solucién es la misma que la que plante6 Pacioli, y en la que,
de forma incorrecta, solamente tenia en cuenta los hechos conocidos hasta ese momento.
Para los alumnos, conocer las dificultades que surgieron en el pasado cuando se resolvian
problemas matematicos, relativiza los errores cometidos por ellos, puede motivarles a su-
perar sus propias dificultades de aprendizaje y mejorar su actitud hacia la materia.

Para aclarar a los alumnos la respuesta correcta, introduciremos las misivas manteni-
das entre Pascal y Fermat. Para ello, se razonara sobre la base de lo ocurrido si el juego
hubiese continuado, se introducira el concepto de incertidumbre, que les haga ver que los
alumnos que no han obtenido ninglin punto o van en desventaja, tendrian ain probabili-
dades de ganar y se plasmara mediante un diagrama de arbol la situacion en la que cada
alumno se encuentra y las diversas situaciones a las que podrian llegar para demostrar,
como hizo Fermat, que se puede hacer un reparto mas justo en funcion de las probabili-
dades que tiene cada alumno de ganar.

CONCLUSIONES

Gracias a este trabajo podemos introducir en el aula el concepto de probabilidad, la uti-
lidad de los diagramas de arbol y la justicia en el reparto, a través de la metodologia del
ABJ, la resolucion de problemas y mediante el uso de la Historia de las Matematicas
COMO recurso.

Como limitacion, que mereceria la pena mejorar, podriamos sefialar la competitivi-
dad que se genera entre los alumnos con este tipo de juegos. Seria este un buen momento
para tratar con el alumnado las cuestiones de la ludopatia y la adiccion a juegos de azar'y
apuestas, hablandoles de otros tipos de juegos sociales. No obstante, se ha intentado sua-
vizar introduciendo la recompensa social que implica ganar el juego. Al no ser un bene-
ficio propio para el alumno, sino un beneficio destinado a una organizacion que realiza
una importante labor social, se minimizara la tendencia competitiva y se trabajara el tras-
fondo solidario en el que esta inmerso el problema.
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Resumen: El rectangulo de Newton surge como extension del
actualmente denominado triangulo de Pascal partiendo de la
version escalonada de Stifel. Sin embargo, si se parte del es-
quema organizativo aportado por Pascal entonces el rec-
tangulo de Newton se obtiene mediante una simple simetria
signada. Asi pues, basta estudiar las congruencias con cero
de los numeros combinatorios y en su analisis aportamos que
éstas se ubican en una sucesion de triangulos basicos que se
distribuyen de manera periodica. En base a esa periodicidad
se incluye un criterio que permite determinar directamente la
congruencia de un numero combinatorio.

Palabras clave: Rectdngulo de Newton, triangulo de Pascal, congruencias numéricas.

Congruences in Pascal’s triangle and Newton’s
rectangle

Abstract: Newton's rectangle emerges as an extension of the

currently called Pascals triangle starting from the stepped - _ﬁ _ﬁ & _ﬂ o
version of Stifel. However, if one starts from the organiza-

tional scheme provided by Pascal, then Newton's rectangle is - ﬁ _.ﬁ _ﬁ -ﬁ-ﬁ
obtained by means of a simple signed symmetry. Thus, it is ﬁ ‘ﬁ 'ﬂ .ﬂd
enough to study the congruences with zero of the combinato-

rial numbers and in its analysis we add on that these are lo- - _ﬁ _ﬁ _ﬂ £ r
cated in a succession of basic triangles that are distributed - & & £ A
periodically. Based on this periodicity, a criterion is included

that allows determining dirvectly the congruence of a combinatorial number.
Keywords: Newton s rectangle, Pascal s triangle, numerical congruences.
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INTRODUCCION

Newton en el bienio 1665-1666 estuvo recluido con motivo de la gran peste de Londres
y, durante ese tiempo, formo sus ideas sobre el universo y puso los fundamentos de lo
que seria un cambio en el curso de la ciencia (Maor 2006). Este autor detalla que, en esa
época, también procedid a la extension del triangulo aritmético —actualmente denomi-
nado como triangulo de Pascal— a un rectangulo con igual logica aritmética construc-
tiva y con €l abordo la expansion de la potencia de un binomio a potencias de exponente
entero y racional. Newton realiz6 dicha extension apoyandose en la version escalonada
del tridngulo que aporto Stilfel (1544), si bien podemos construirlo de igual manera uti-
lizando la version de Yang Hui (Weisstein, 2003) que se corresponde con la presentacion
como tridangulo isosceles, la habitual hoy en dia, y en este caso la extension de Newton
adopta la forma de un paralelogramo. Pascal escribe en 1654 su libro “Traité du triangle
arithmétique” (Pascal, 1665) y en ¢l incluye una organizacion diferente de este triangulo,
lo presenta como un triangulo rectangulo, y élla es la que consideramos en este articulo
como la mas adecuada.

Inicialmente, abordamos la construccion del paralelogramo de Newton o, en particu-
lar el rectangulo, y se pone de manifiesto la dificultad que entrafia su célculo y su escri-
tura cuando el nimero de columnas y/o filas a considerar es relativamente elevado. La
representacion se simplifica un poco y se logra gran belleza geométrica si se colorean
todos los nimeros que son congruentes entre si, pues se obtienen curiosos y bonitos pa-
trones geométricos de aspecto fractal. En este documento se incluyen referencias a recur-
sos interactivos desarrollados por el autor que permiten reproducir todo lo indicado y/o
consultar muestrarios de dichos patrones.

Posteriormente se muestra como, considerando la version aportada por Pascal de su
triangulo, el rectangulo de Newton se obtiene mediante una simple simetria signada (las
columnas impares cambian de signo y las pares lo mantienen) y en la representacion de
las congruencias con cero se tiene una simetria geométrica. Asi pues, es suficiente con-
siderar tinicamente el tridngulo de Pascal tanto para abordar el desarrollo de la potencia
de un binomio en el caso de niimeros enteros positivos y también negativos, como en el
estudio de las congruencias con cero.

Finalmente se aborda el analisis de las congruencias con cero modulo un niimero
primo de los nimeros combinatorios (y por simetria de los coeficientes binomiales) rea-
lizandose interpretaciones geométricas de conocidos resultados algebraicos e incluyendo
dos resultados propios: uno relativo a la periodicidad de dichas congruencias y otro que
permite determinar directamente si un nimero es 0 no congruente con cero.

EL PARALELOGRAMO DE NEWTON

El “triangulo de Pascal” (ver figura 1) es ampliamente conocido por entidad propia, por
las curiosas propiedades que acontecen en ¢l (Pascal, 1665) y suele aprenderse ligado a
lo que usualmente se ensefia con el nombre de “binomio de Newton”, es decir, la poten-
cia de un binomio cuyo exponente es un nimero natural. Pero quien enuncio o al menos
divulgé este desarrollo particular, relacionandolo con ese triangulo, fue Pascal y de ahi
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Figura 1. Tridngulo de Pascal representado como un tridangulo isdsceles y relacion con los
coeficientes del desarrollo de la potencia de un binomio de exponente natural.

que se denomine a dicho tridngulo con su nombre. No obstante, el “triangulo de Pascal”
ya era conocido segiin O’Connor y Robertson (1999 y 2003), siglos antes, por el ma-
tematico persa Al-Karaji (953-1029) y el chino Yang Hui (1238-1298). Y segun Maor
(1994) la aportacion concreta de Newton en el contexto del desarrollo binomial se sitia
en el caso del desarrollo con exponentes racionales y con exponentes enteros y Unica-
mente llegd a conjeturarla sin llegar a abordar o al menos divulgar su demostracion.
Actualmente este resultado es un caso particular del denominado “Teorema binomial”
(Weisstein, 2020).

Newton abordo la extension del triangulo de Pascal efectuando un célculo hacia atras,
de manera que se mantuviera la misma propiedad recursiva que acontece en éste y que
consiste en que un elemento de una fila es el resultado de la suma de dos de la fila ante-
rior, propiedad que puede expresarse usando los niimeros combinatorios, con los que se
identifican todos y cada uno de los numeros del triangulo de Pascal, como:

(%)= G+ G2

Con esta extension recursiva en sentido inverso, Newton construye nuevas filas, cada
una de las cuales ahora tienen infinitos nimeros y cuya escritura conduce a la forma de
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un “paralelogramo” (ver fig. 2), si se parte de la representacion reflejada en la figura 1 o
puede mostrarse, en particular, como un rectangulo (ver fig. 3).

@ 1 2 3 4 5 6 z 8 9
-9 e -9 45 | -165 495 | -1287 3003 -6435 12870 -2431@
-8 Il -8 36 | -120 33e =03 1716 -3432 6435 -11440
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-6 i -6 21 -56 126 -252 462 =92 1287 -2002
-5l -5 15 =35 710 -126 210 =330 495 =15
-4 Bl -4 1@ -20 35 -56 84 =120 165 =228
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Figura 2. Construccion del paralelogramo de Newton completando el triangulo de Pascal.

A su vez, Newton observa y hace corresponder los niimeros ubicados en cada fila
con los coeficientes del desarrollo de la potencia de un binomio cuyo exponente ya no
solo seria un numero natural, sino que en general puede ser un niimero entero. Y, con-
secuentemente, a todos los nimeros del paralelogramo de Newton los denominaremos
coeficientes binomiales (pierde sentido asociarlo con el numero de combinaciones). El
desarrollo del binomio conduce a un nimero finito de sumandos cuando el exponente es
natural e infinitos (una serie) cuando es un entero negativo!, segun se refleja en la fig. 3.

La representacion de dicho paralelogramo o rectangulo numérico entrafia algunas di-
ficultades si se desea reflejar un nimero relativamente elevado de filas y columnas del
mismo (ver fig. 4), problema que puede salvarse parcialmente utilizando herramientas
informaticas como el recurso “Extension del tridngulo de Pascal: El paralelogramo de
Newton” (Galo, 2020a).

1 En los recursos interactivos de RED Descartes (2020): “Ejercicios de desarrollo algebraico
usando el «Binomio de Newton»” y “Ejercicios del «binomio de Newton» con exponente entero”,
pueden practicarse estos desarrollos.

https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/ejerciciosBinomio/index.html

https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/ejerciciosBinomioExponenteEnte-
ro/index.html
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Figura 3. Potencia de un binomio con exponente natural y exponente entero. Numeros
combinatorios, coeficientes binomiales y relacion entre ellos.

Figura 4. Representacion de los coeficientes binomiales del paralelogramo de Newton.
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Pero incluso con esta ayuda no es algo simple, pues el espacio que necesita ocupar la
escritura de cada coeficiente binomial crece rapidamente al ser mayor el numero de ci-
fras que lo constituyen. Y, también, el tiempo de calculo necesario para ubicar, desplazar
y representar en la tabla dichos coeficientes y para poder escalarla para verla localmente
o de la manera mas global posible. En el recurso enlazado, adicionalmente, el calculo
de los coeficientes conduce a nimeros enteros que superan el nimero designado como
MAX SAFE INTEGER y que en javascript es 2%-1 (algo superior a 9 mil billones) y
por lo tanto ya ese numero no es exacto; asi pues, en esos casos no se refleja el coeficiente
y se colorea la casilla donde iria ubicada con un fondo rojizo (observar la esquina supe-
rior derecha en la imagen de la fig. 4).

En dicha imagen y recurso asociado se pueden visualizar, mediante colores, pautas
geométricas de como se distribuyen los coeficientes cuando se plantean congruencias
numéricas respecto a un divisor y resto seleccionado. No obstante, estas distribuciones
pueden observarse mejor si no se muestran los valores de los coeficientes y ello es lo que
se observa en la fig. 5 obtenida mediante la miscelanea interactiva: “Congruencias en el
paralelogramo de Newton” (Galo, 2020b).

Figura 5. Congruencias con cero modulo dos de los coeficientes binomiales del
paralelogramo de Newton

CONGRUENCIAS EN EL PARALELOGRAMO DE NEWTON
La primera representacion grafica de las congruencias citadas, en este caso restringida

al triangulo de Pascal, puede situarse en un brevisimo articulo de Kung (1976). Su gra-
fica se muestra en la imagen de la figura 6 y en la figura 7 tenemos la misma gréfica, pero
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utilizando un cédigo de color que logra una mejor visualizacion y transmision de lo re-
presentado. En ambas se refleja la paridad o congruencia con cero médulo 2 y, a la vez,
por complementariedad la congruencia con uno médulo 2 (niimeros pares representados
con ‘+’ o en color naranja, e impares con ‘*’ 0 en blanco).

Extendiendo esas graficas a congruencias con otro médulo y resto se obtienen atrac-
tivas figuras que invitan al estudio y analisis de su regularidad.

* odd number
+ even number f E impar
. par

o o o
g.+;+4on-+<+++o
\+&Adtd0++1++|
}40001’11‘?"44—
i*! 0++-D4-‘-l‘0.t
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et Sl e ‘.t‘-‘--‘t O+Q&QV‘|
+O++O4A‘.‘v" 10'1"?
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P e I o-+-
oaen o e s
; .-a
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Parity Triangles of f?)

Figura 6. Tridngulos de paridad en el tridngulo Figura 7. Tridngulos de paridad en el tridngulo
de Pascal (codigo alfanumérico). de Pascal (codigo de color).

En la escena interactiva “Muestrario de
congruencias en el paralelogramo de New-
ton” (Galo, 2020c) se puede observar la re-
presentacion grafica correspondiente a las
congruencias con cero modulo los niimeros
primos hasta el treinta y uno, representando
los coeficientes binomiales de indice supe-
rior en el rango desde -999 a 999 y de in-
dice inferior de 0 a 999. En la fig. 8 vemos
como ejemplo la muestra correspondiente
a la congruencia con cero médulo cinco.

Los ejemplos anteriores reflejan be-
llas pautas geométricas en la que a priori
se observa un comportamiento fractal.
Veremos a continuacion que el analisis
de los patrones de estas congruencias en

el paralelogramo o rectangulo de Newton Figura 8. Congruencias con cero modulo
puede reducirse al andlisis de las mismas cinco de los coeficientes binomiales del
en el Triangulo de Pascal. paralelogramo de Newton.
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EL PARALELOGRAMO DE NEWTON COMO SIMETRICO DEL
TRIANGULO DE PASCAL

Newton, para realizar su extension del tridngulo de Pascal, utilizo la representacion esca-
lonada que algo mas de cien afios antes Michael Stifel habia incluido en el reverso de la
pagina 44 de su libro Arithmetica Integra (1544) —ver figuras 9 y 10—. La representa-
cion que actualmente suele ser utilizada es la de Yang Hui (Weisstein, 2003) organizada
como un tridngulo isdsceles (figura 1). Y Pascal en su libro “Traité du triangle arithméti-
que” (Pascal, 1665), libro escrito en 1654, lo organiz6 y presentd como un tridangulo rec-
tangulo, segun se refleja en la figura 11.

1 (] 4] Q %] (] Q ] @
1 1 ] %] @ @ @ (] ]
1 2 1 (%] 0 ] @ (4] ]
1 3 3 1 %] ] ] (] 2
1 4 6 4 1 a @ (] @
1 5 1@ 1@ 5 1 ] (/] ]
1 6 15 20 15 6 1 (] ]
1 7 21 35 35 21 7 1 @
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9
110 45 120 210 252 210 120 45
111 55 165 330 462 462 330 165
112 66 220 495 782 924 792 495
113 78 286 715 1287 1716 1716 1287
114 91 364 | 1001 2002 3003 3432 3003
115 | 1@5 455 | 1365 3003 5005 6435 6435
116 | 120 56@ | 1820 4368 goes 11440 12870
1017 1136 680 | 23880 6188 12376 19448 24310
Figura 9. Representacion escalonada de Figura 10. Newton completa y representa como
Stifel. triangulo que extiende con ceros a un rectangulo.

Figura 11. Representacion usada por Pascal del triangulo que lleva su nombre.
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Dada la relacion existente entre los coeficientes binomiales de indice superior nega-
tivo y los nimeros combinatorios (indice superior positivo):

()= ("TE

podemos observar la correspondencia que hay entre los coeficientes del rectangulo de
Newton ubicados en la extension realizada por €l y los situados en la zona de partida de
Pascal. En la figura 12.A, seleccionada una columna, salvo un posible cambio de signo,
los coeficientes de la extension de Newton (filas etiquetadas con nimeros negativos) se
corresponden con los del triangulo de Pascal, pero con una traslaciéon en la numeracion
de las filas. Por ejemplo, para la columna 3 los coeficientes de la zona correspondiente
a la extension de Newton son {-1, -4, -10, -20, -35, -56, -84,...} que se corresponden
con las filas numeradas respectivamente como {-1, -2, -3, -4, -5, -6, -7,...}, y los coefi-
cientes en la zona del triangulo de Pascal son {1, 4, 10, 20, 35, 56, 84,...} pero trasla-
dadas en este caso tres posiciones, pues aqui sendas filas se corresponden con {3, 4, 5,
6,7,8,9,..}.

Dada la simetria que acontece en el triangulo de Pascal y la que ocurre en la extension
de Newton (en valor absoluto) también tendremos que los coeficientes de la fila -1 se co-
rresponden, de nuevo en valor absoluto, con los de la diagonal 0 en la zona del tridngulo
de Pascal, los de la fila -2 con los de la diagonal 1 y, en general, la fila -n con la diagonal
n-1. Es lo reflejado en la figura 12.B.

Omitiendo los ceros y trasladando las columnas hacia arriba para ocupar los huecos,
obtenemos una tabla simétrica signada (para columnas impares el signo cambia, es ne-
gativo, y para las pares se mantiene positivo) que se refleja en la figura 12.C. En esa ima-
gen hemos omitido la numeracion de las filas en la parte inferior ya que esos coeficientes
ya no se corresponden con los nimeros combinatorios del tridngulo de Pascal por filas,
sino que esos coeficientes estan ordenados segun la estructura original adoptada por Pas-
cal. De esta manera, conocidos los coeficientes del triangulo de Pascal tenemos también
los correspondientes al rectangulo de Newton y consecuentemente bastaria sélo calcu-
lar el primero.

La relacion observada en las imagenes de la figura 12 se justifica sin mas que deta-
llar la relacion existente entre los coeficientes binomiales que ahi estan involucrados, y
eso es lo que se refleja en la figura 13. En el recuadro izquierdo tenemos los coeficien-
tes del rectangulo de Newton, destacando en color naranja la ampliacion de los numeros
combinatorios con indice superior positivo o nulo y con indice inferior de mayor valor
que el superior, cuyo valor es cero. En el cuadro intermedio se han omitido esos nlimeros
nulos y se han compactado las columnas para ocupar los huecos. Y en el marco derecho
se han expresado los coeficientes binomiales de indice negativo segun su equivalencia
con los nimeros combinatorios y ahi puede comprobarse la simetria de los coeficientes
que ya hemos indicado.
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e 1 2 4 5 6 7 8 9
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=T11 | =¥ 28 -84 218 -462 924 =1T715 3003 -588@5 =
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=0 E = 45 | =185 495 | -1287 g3 6435 | 12878 =24318 e
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“F[ A [ -7 28| -84 216 | -462 924 | -1716 3003 | -50@5
-6 1| -6| 21| -56| 126 | -252 462 | -792 1287 | -2002
-5 -5 15| -35| 70| -12 21¢ -33 495 -715
-4 [FI =0 e [ =zen 350 =56 S e 165 —220
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] . en
F35 ] 5 G 7 | g ] C
£ 10 5 2 28 36 | 45 5
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1| 5| 15 35 70 | 126 218 | 330 435 715 | -
1] 6| 21| 56 126 252 452 792 1287 2002 | -
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Figura 12. Reposicionamiento del rectangulo de Newton para verificar la simetria (salvo signo)
de los valores con el tridngulo de Pascal en la representacion usada por Pascal.
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Figura 13. Verificacion de la simetria entre el rectangulo de Newrton y el tridngulo de Pascal en
base a la relacion entre coeficientes binomiales y nimeros combinatorios.

Adicionalmente, en esta posicion, se observa como basta tener el triangulo de Pascal
en su posicion original para obtener todos los desarrollos binomiales con exponente na-
tural y entero. Las filas son los coeficientes del desarrollo de (a-x)™ y a partir de éste el
de (a+x)™ basta obtenerlo como (a-(-x))™, y las diagonales son los coeficientes del desa-
rrollo de (a+x)" y el de (a-x)" se obtiene como (a+(-x))". Ver la figura 14.

Llegados a este punto, identificados el significado y posicion de estos coeficientes bi-
nomiales, aquellos que no se acostumbren a esta posicion pueden hacer un giro de vértice
el del angulo recto en el tridangulo anterior y dngulo -45° y ubicarlo en la posicion usual
actual. En la figura 15 lo tiene reflejado y ya hemos justificado que es autosuficiente, pero
no s6lo enseile cudles son los coeficientes de las potencias de exponente natural jhagalo
también con los de exponente entero negativo!

Obviamente la presentacion y orientacion a elegir es a gusto del lector, pero en la po-
sicion dada por Pascal acontece el hecho de que si conocemos las congruencias con cero
de los coeficientes en el Triangulo de Pascal, entonces por simetria tenemos las corres-
pondientes al rectangulo de Newton, tal y como podemos observarlo en la figura 16 y en
la escena interactiva “El rectangulo de Newton como «simétrico» del tridngulo de Pas-
cal” (Galo, 2020d). Esa simetria no acontece para congruencias con resto no nulo y mo-
dulo superior a dos, dado que en las columnas impares hay un cambio de signo en los
valores de los coeficientes, pero en este trabajo nos centraremos en dichas congruencias
con cero.
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Figura 14. Identificacion de los coeficientes binomiales que intervienen en el desarrollo del
binomio de Newton con exponente natural y entero en el Tridngulo de Pascal.

. [P @+x)°
: . |2 atx)’
. . [P la+x)?
: s s . [Pla+x)?

1 4 L3 4 1
1 5 10 10 5 1 -
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 10 56 28 8 1
1 B4 126 126 B84 36 9 1

R SV S

(a=x)*(a=x)* (a—x)°

Figura 15. Ubicacion de los coeficientes binomiales del desarrollo del binomio de Newton con
exponente natural y entero en el Triangulo de Pascal posicionado como un triangulo isosceles.
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CONGRUENCIAS EN EL TRIANGULO DE PASCAL, PERIODICIDAD

Reducido el estudio de las congruencias con cero en el rectangulo de Newton a las existen-
tes en el triangulo de Pascal pasamos a considerar s6lo éstas. El andlisis de cuando un coe-
ficiente binomial, un nimero combinatorio, es divisible por un determinado ntimero primo
es un problema sobre el que podemos encontrar bastantes resultados con fundamento arit-
mético y algebraico. Aqui, nos centraremos en aquellos resultados que nos permitan de-
terminar y visualizar graficamente dichas congruencias, es decir, poder obtener el grafico
de la figura 16 y otros analogos para otros mdédulos primos sin necesidad de calcular el co-
eficiente binomial y determinar su congruencia, u obtener ésta mediante una recurrencia.

¢ 1. 2 3 4 5 [ 7
1 19 [ 198 F1330 | 7315 33640 | 134596 480700
Lf18 | 171 F1148 | 5985 F26334 | 180947 F346104
1017 | 153 | -969 | 4845 20345 | 74613 245157
1 k16 [ 136 | -816 | 3876 15504 | 54264 178544
I |15 [ 120 | -680 | 3060 11628 | 38760 116280
1 14 | 185 | -56@ | 2388 | -B568 27132 | -77524
113 91 | -455 | 1828 | -6188 18564 | -58388
1 =12 T8 | -364 | 1365 | -4368 12376 -31824

111 11 | 66 [-286 | 1801 | -3003 2008 | -19448
1 Fwa| s5 [-22a | 715 [“7anp 5805
11-9] 45 -165] 4051 -1287 3003
1 -8 36 (=120 | 330 792 1716
1
1
1
1
1
1
1
1

167968
293930
497420
38760 7 B17190
5 44 4 1

55 [ 1828
68| 2388
3068

245157
346104
134596 | 480708 | |

Figura 16. Imagen de las congruencias con cero modulo dos de los coeficientes binomiales en el
rectangulo de Newton. Simetria respecto a esas congruencias en el Triangulo de Pascal.

Kung (1976) analiza las congruencias médulo 2 y afirma que para i entero no negativo:
e Sin=2"y1<k<n-1, entonces G:) es par.

. A n .
e Sin=2-1y0<k<n,entonces (k) es impar.

Y ello se observa en las imagenes de las figuras 6 y 7 ya que en ellas cuando n =0, 3,
7,15, 31, todos los simbolos en esas filas o diagonales, respectivamente, son asteriscos
(nimeros impares). Y paran =2, 4, 8, 16, 32, son todos cruces (nimeros pares), salvo el
primero y el ultimo.

El articulo de Kung es breve, centrado en congruencias modulo 2, pero marca unas
pautas que son extrapolables a la obtencion de patrones en las congruencias con cero
modulo otros nimeros primos. De hecho, ese resultado es un caso particular de los dos
enunciados por Fine (1947), si bien el primero de ellos (segun Joris et al., 1985) fue for-
mulado por Ram en 1909:
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90

La condicion necesaria y suficiente para que todos los coeficientes binomiales (D
con 0 < k < n, sea divisible por un primo p es que 7 sea una potencia de p.

La condicion necesaria y suficiente para que ningin coeficiente binomial de in-
dice superior n, con n=ny+n; p +ny p*+ -+ + ny, p™, siendo 0 <n, <pyn, >0,
sea divisible por p es que n,=p - 1 para r <m.

Veamos como se reflejan estos resultados de una manera grafica:

En la imagen de la figura 17 se refleja graficamente el primer resultado cuando p
= 3, mostrandose todas las lineas en las que todos los nimeros combinatorios son

divisibles por 3, salvo el primero y el Gltimo. Esas lineas se corresponden con G:)

con0<k<nyn=3°31 32 33.. Graficamente vienen a ser las “hipotenusas” de
los triangulos rectangulos que particionan al triangulo de Pascal y que lo mues-
tran a diferentes escala. Posteriormente utilizaremos esta analogia y terminologia
coloquial para ubicar y describir otros resultados.

En la figura 18 se reflejan aquellas lineas en las que ningin nimero combinato-
rio es divisible por 3. En la parte superior de esa imagen se reflejan las separa-
ciones entre esas filas (por falta de espacio tipografico no se refleja el caso 3%) y
a la derecha se muestra la descomposicion p-adica del indice » correspondiente
a los nimeros combinatorios de cada una de esas lineas. Por ejemplo, para 53 =
23042314+ 2 3241 3%y eso nos muestra el camino de “saltos” de amplitud po-
tencias de tres que se han de dar para, partiendo de 0, llegar a 53 (dos de ampli-
tud 39, dos de 3!, dos de 32 y uno de 3%). Es decir, logramos mostrar visualmente,
geométricamente, lo que queda escondido en un abstracto resultado algebraico,
el cual puede ser chocante a cualquiera que accede a €l por primera vez. A la pre-
gunta, tipica de nuestro alumnado: ;a quién se le ocurre que la descomposicion
p-adica da respuesta a este problema? le mostramos que el resultado algebraico,

Figura 17. Numeros combinatorios (n)
divisibles por 3 para todo k, 0 <k <n.
Lineas con todos los numeros
combinatorios divisibles por 3 salvo los
extremos.
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gbahe 37 e 3 e 3 Se 3 e -
) . 0 .

o=07%

-~ o 1=13

- o 2=22°

P 5=23"+13"
8=23" 423"
17=23"+23' +13

o~ 26=23% 423 423°

53=23"+23"'+237 +13°

o 80=23"+23" 4277 +23°

Figura 18. Numeros

o 161=23"+23+23%+23+13*

. . n
combinatorios ( k) no

divisibles por 3 para
ningink, 0 <k<n. "
Lineas con ningin
nimero divisible por 3.

posiblemente, fue consecuencia de su visualizacion y la “pureza” matematica pro-
cedio a esconderlo.

En las miscelaneas interactivas “Congruencias en el «triangulo de Pascal»” (Galo,
2020e) y “Muestrario de congruencias en el «triangulo de Pascal»” (Galo, 2020f) se
puede reproducir las situaciones descritas para cualquier primo hasta el 31.

Y justamente, en base a la observacion de esos patrones geométricos, podemos vi-
sualizar y deducir la propiedad que nos permite detectar todas las hipotenusas de todos
los tridngulos rectangulos isosceles que muestran esas congruencias. Podemos ver como
hay triangulos de diferente tamafio, siendo p*-1 el tamafio de las hipotenusas respecti-
vas, y cada uno de ellos tienen una distribucion periddica en horizontal y vertical con
un periodo p?. Por ejemplo, en la figura 19 se reflejan en color naranja los numeros

Figura 19. Periodicidad en las
hipotenusas de los triangulos
congruentes con cero modulo 5.
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combinatorios congruentes con cero modulo 5 y se observan tres tipos de tridangulos
segun su tamafio: los de hipotenusa 4 = 5!-1, los de 24 = 52-1 y parcialmente (en la es-
quina inferior derecha) el de 124 = 53-1. La hipotenusa del primero se ha reflejado en
color verde y el tridngulo se repite periddicamente en horizontal y vertical con un pe-
riodo 5, segtn se ve en dicha imagen. La del segundo esta reflejada en color violeta y se
repite también periddicamente con periodo 52, y asi seria de manera analoga y sucesiva-
mente (fig. 19).

Lo anterior, ahora le invito a que mire con ojos algebraicos, queda englobado en el re-
sultado que enuncio a continuacion:

Proposicion 1

. , . . a
p es divisor de todos los niimeros combinatorios (m’f ) con m,a, k EN,

0 <k <mp*y k no divisible por pe.

La demostracion es obvia sin mas que aplicar la definicién de nimero combinatorio y
observar que bajo las condiciones indicadas p es un factor de ese nimero.

Este resultado personal, puede relacionarse o considerarse como una reinterpretacion
—que se centra, enfoca y destaca el aspecto de periodicidad— del demostrado por Al-
bree (1972) y que afirma:

Proposicion 2

Para cualquier entero positivo 7, p* = mcd {(:) con 0 <k <n,ymed (k, p)=1}

donde p es primo, r es un entero positivo y p* divide a 7.

Y (por qué les remarco que es de gran interés determinar esas hipotenusas? La res-
puesta también puede visualizarse en la imagen de la figura 19 y lo detallamos a con-
tinuacion ya que conocida una hipotenusa de numeros congruentes con 0 modulo p,

. n . , . . .
digamos ( k) con 7 <k <s, por la propiedad de los nimeros combinatorios que relaciona

los de indice superior n+1 con los de indice n,

GiD=00+G2)

se deduce que:
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Proposicion 3

. , . . n n n ,
Si los nimeros combinatorios (r) ) (r + 1) ( S) r < s, son congruentes con cero modulo

p, entonces los nimeros combinatorios que componen el tridangulo rectangulo 7(7;7,s),
donde:

n+q
r+v

T(n;r,s) = {(

),OSqSS—?‘,quSS—r}

son también congruentes con 0 médulo p.

La justificacion (ver la figura 20) es simple, pues partimos de que se verifica la con-
gruencia en todos los elementos que componen la hipotenusa de ese tridngulo (en color
magenta en la figura 20) y cada elemento de ese triangulo (en color naranja) se ob-
tiene como suma del elemento que esta a su izquierda y del que esta encima, luego apli-
cando que la suma de dos nimeros divisibles por p es un niimero divisible por p queda
demostrado.

(2)
n j— 1 T(n;7,5) (h-rll- l)

( ) n+1
) @ Gro)
(-51)

() Cr) - 70 | L E)=W6E)

n :
r S

Figura 20. Transmision de la congruencia en las hipotenusas a los tridangulos rectangulo.

Joris et al. (1985) abordan un estudio mas profundo al que necesitamos aqui de las
propiedades de estos tridngulos y a él dirigimos a quienes estén interesados en incremen-
tar su conocimiento en este tema.

Combinando la proposiciéon 1 y 3, concluyo que:

Proposicion 4

Todos los niimeros combinatorios congruentes con 0 modulo p siguen el patron de los
triangulos rectangulos

T(ps 1,p = 1)
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Figura 21. Patron de triangulos 7(p; 1, p¢ — 1)
conp=3ya=1,2y3.
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Fig. 22. Esquema de periodicidad de los
triangulos T(p%;1, p* — )conp=3ya=1,2y3.

gulos basicos citados (fig. 22).

94

cuyas hipotenusas estan constituidas
por numeros combinatorios que son

congruentes con (pk“ ) dondea, k€N, 0

<k <p“(ver figura 21), distribuyéndose
de forma periddica segln el esquema:

T(mp*; 1+ kp*, (1 + k)p*—1)

con0</ik<mya, meEN.

Eso es lo que se observa en mosaico de
imagenes de la figura 22, donde se refleja:

imagen superior izquierda: niume-
ros combinatorios congruente con
0 médulo 3 en color naranja.
imagen superior derecha: triangu-
los congruentes con T(3%; 1, 3!-1)
en color verde claro y las hipote-
nusas en verde oscuro, y despla-
zamiento perioédico en horizontal
y vertical con periodo 3.

imagen inferior izquierda: trian-
gulos congruentes con T(3? 1,
32-1) en color verde claro y las
hipotenusas en verde oscuro, y
desplazamiento periddico en ho-
rizontal y vertical con periodo 32.
imagen inferior derecha: tridngu-
los congruentes con T(33; 1, 33-1)
en color verde claro y las hipote-
nusas en verde oscuro, y despla-
zamiento periédico en horizontal
y vertical con periodo 3°.

Asi pues la reproduccion de todas las
congruencias con 0 es una mera reitera-
cion grafica, periodicidad, de esos trian-
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DETERMINACION DIRECTA DE CONGRUENCIAS EN EL
TRIANGULO DE PASCAL

, : . n . . .
Dado un niimero combinatorio ( k) nos preguntamos si podemos determinar si es o no

congruente con 0 médulo p sin necesidad de calcularlo, de una manera directa, sencilla,
rapida y sin aplicar recursividad, o lo que es equivalente, sin basarse en niimeros com-
binatorios con indice superior menor que 7. La respuesta es afirmativa y para ello nos
vamos a basar en la posicion relativa (fila y columna) que ocupa cada nimero combina-

torio en el tridngulo de Pascal en la posicion original con la que aqui estamos trabajando.

Observemos que el nimero (D ocupa la fila n-k y la columna %, que todos los niimeros

combinatorios de indice » cumplen que la suma de la fila y la columna que ocupan es 7,
y que los numeros combinatorios del triangulo rectangulo T (7; 7, 5) cumplen que la suma
de la fila y la columna de todos ellos es mayor o igual que 7. Con este dato y en base a la
periodicidad podemos afirmar lo siguiente:

Proposiciéon 5

, . . n . < ey JE B ,
Dado el nimero combinatorio (k)’ consideremos la descomposicion p-adica de los nu-
meros n-ky de k:

n-k=ag+a, p+a,p?+ - +a,pm
n=by+byp+byp>t - +byp"
con m = max (ent(log,(n-k)), ent(log,(k)) ), 0 < a;, b; < p, se verifica que:

(z) es divisible por p siy solo si a, + b, > p al menos para algin v, 0 <v <m.

Ademas, para los valores de v en los que a, + b, > p, entonces (z) estd en un triangulo

de numeros congruentes con 0 modulo p del tipo T(p¥*';1, p**!' -1).

Por la periodicidad resefiada en la proposicion 4 (figuras 21 y 22), si hallamos la con-
gruencia de n-k y k con las diferentes potencias de p, 1o que hallamos es la fila y columna
que ocupa el nimero combinatorio de igual congruencia en relacion al cuadrado o matriz
Cy=(cy) con0=<1i,j<p"'-1y0=<v=<m(verfigura 23). Por ejemplo, si consideramos
p =3y el nimero combinatorio @g), éste ocupa la posicion correspondiente a la fila 14,

resultado de 34-20, y la columna 20 (ver en la figura 24 el punto verde claro). Las con-
gruencias respectivas con 3°, v € NU{0} son:
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(zg ) mod 3! mod 32 mod 33
fila 34-20 = 14 2 5 14
columna 20 2 2 20
fila + columna 242 =4>3! 5+2=7<32 14+20 =34 > 33

Por tanto (gg) tiene la misma congruencia que @), y puesto que en este caso

34
20

triangulo congruente con 7(3'; 1, 3'-1) (color verde oscuro en la figura 24). Similar-
mente no lo estd en ninguno congruente con 7(3%; 1, 32-1) (azul claro en dicha figura 24)
y si lo esta también en uno congruente con 7(3%; 1, 33-1) (color magenta en la misma fi-
gura). De esta forma se detectan todos los triangulos basicos en los que estaria ese nu-
mero combinatorio.

fila+columna mod 3' es mayor o igual que 3!, entonces ( ) estd respectivamente en un

Pero si lo Ginico que se desea saber es si es 0 no congruente es suficiente hallar, como
se indica en el enunciado de la proposicion 5, la descomposicion p-adica, ya que si
los coeficientes respectivos de esas descomposiciones para alguna de las potencias, por
ejemplo para v, verifican que a, + b, > p, entonces:

fila + columna > (a, + b,) p* > p - p° = p**!,

es decir, estd en un triangulo congruente con el triangulo basico 7(p"*';1, p**! -1) y, por tanto,
es un nimero combinatorio congruente con 0 mddulo p. En este caso dado que es una cota
inferior para fila+columna, lo que tenemos es una condicion suficiente pero no necesaria, pu-
diéndose darse casos en los que aunque sea a, +b, <p ese nimero combinatorio pudiera perte-
necer a un triangulo congruente con el triangulo basico 7(p"*';1, p**! -1). En el ejemplo antes

. , . .34y . . .., L o
considerado del numero combinatorio (20) si realizamos la descomposicion 3-adica:

fila 34-20 =14 2-30 1-3! 1-32
columna 20 2-30 0-3! 2-32
a, +b, 242 =4>3 1+0=1<3 1+2=3>3

La condicion suficiente detecta que a, + by> 3, luego esta en un triangulo congruente
al T(3'; 1, 3'-1); también a, + b,> 3, luego esta en un tridngulo congruente al 7(33; 1, 33
-1); y dado que a, + b; < 3 no podemos afirmar nada acerca de pertenencia a un triangulo
7(3%; 1, 32-1). En este caso se da la situacion de que no pertenece a ese tipo, pero en otros
casos si podria serlo, vedmoslo en otro ejemplo.

96 Epsilon, 2020, n° 106, 77-100, ISSN: 2340-714X



Congruencias en el triangulo de Pascal y el rectangulo de Newton
José R. Galo Sanchez

: |l
. G,
Figura 23. Cuadrados basicos C,de
referencia asociados a los tridngulos 7
congruentes basicos 7(p’;1,p">-1) con = Cs

p=3yov=1,2y3.

A =
n 334 n 34 fila=34-20=14 =2.3%+1.31+ 1-32
er——a = -
Kk Alog k 20 columna = 20 =2-39+ 0-31+ 2.3
v
Congruente — M 4 1 3
,,,,,, c1aa T T
. |
: A | [ |
| |
O [ |
| |
| [
) , [ | |
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Ubicacion " =
g B n
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en triangulos . .-. =
congruentes con los = . =
basicos T(p”;1,p*-1) . g
b | [ |
conp=3yv=1, = u u
2 y 3 = HEINEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Consideramos ahora el nimero combinatorio GS) Vemos que la descomposicion
3-adica:

36-20=16=1-394+2-31+1-32
20=2-39+0-3"+2-32

permite detectar que GS) es congruente con 0 médulo 3, pues existe al menos una suma

a, + b, > 3 (condicion necesaria y suficiente). Y dado que parav =1,a;, +b; >3 la
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condicion suficiente detecta que ese nimero esta incluido en un triangulo congruente con
el triangulo 7(3'; 1,3'-1) y puesto que para v = 3, a; + by > 3 lo esta también en un trian-
gulo congruente con 7(33; 1, 33-1), pero como para v = 2, a, + b, < 3, no detecta que en
este caso también lo esta en el triangulo 7(3%; 1, 32-1). Ver en la figura 25 el punto verde
claro que esta en un triangulo verde oscuro, en uno azul y en uno magenta.

En el recurso interactivo “Congruencias en el triangulo de Pascal” (Galo, 2020e)
puede experimentarse con la deteccion directa de la congruencia.

A "
E 2 n 2 lla=36-20=16 =1-3+2-31+1-3
n (36 36 fila=36-20 = 16 0 1 2
— —%
kK Alop k 20 columna = 20 =239+ 0-31+ 2.32
v
Congruente - 3 2 3
) 3 4 [: a s 10 11 12 13 14 15 16 17 18 .'.(_ 2 5B M B XN T MMM 33 NHB M B BT WM
: | | | |
: HA HE
[ |
* a |
| | |
| |
| | |
. =) |
| |
0 |
: |
= ]
|
4 .-
(] |
| IQ
1 | ||
| | |
2 a |
= | | [ |
' .- =
= HINIEEEEEEEENENEEEEEEEEEEE

Figura 25. Ubicacion del nimero combinatorio (;g) en triangulos congruentes con los basicos

T(p*;1,p"-1) con p = 3. La condicion suficiente detecta para v = 1 y 3, pero no para v = 2.

CONCLUSIONES

Al trabajar con la version que propone Pascal para el tridngulo que lleva su nombre,
como un triangulo rectangulo, se comprueba que ésta es suficiente para abordar el de-
sarrollo de la potencia de un binomio con exponente entero, tanto positivo como nega-
tivo, sin necesidad de construir el rectaingulo de Newton. También las congruencias con
cero de los coeficientes binomiales se reducen al estudio de las congruencias con cero
de los ntimeros combinatorios. Y en este caso el analisis algebraico clasico de éstas, que
cotidianamente queda crudamente opacado por las dificultades implicitas de esta herra-
mienta, queda representado geométricamente de una manera visual sencilla, clara y casi
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autoexplicativa. Aqui, en particular, nos ha permitido mostrar la periodicidad de dichas
congruencias y hallar un criterio directo para determinarlas aplicando el paso inverso, es
decir, pasando de la visién geométrica a la algebraica.

Con los recursos interactivos enlazados en este articulo, asi como en Galo et al.
(2016) y Galo (2018 y 2019), se pone de manifiesto la ayuda esencial que las herramien-
tas interactivas como “Descartes” (RED Descartes, 1998) aportan a la mejora de la ense-
flanza y a la investigacion de las Matematicas.
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Arte y Matematicas: los numeros digitos del
artista burgalés Alvaro Melgosa
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Resumen: En este articulo, después de una breve introduccion historica relativa a los
numerales de los numeros digitos, se ofrecen tres «coleccionesy de dichos niimeros dise-
fiadas por el artista grdfico Alvaro Melgosa (Burgos, 1986). Con ello, ademds de mos-
trar parte de la obra de un joven diseriador espariol, pretendemos poner de manifiesto la
presencia de las Matematicas en el Arte.

Palabras clave: Alvaro Melgosa, numeros digitos, matematicas, Diserio Grdfico, divul-
gacion matematica.

Art and Mathematics: The digit numbers of the
Burgos artist Alvaro Melgosa

Abstract: In this article, after a brief historical introduction regarding the numerals
of the digit numbers, three «collectionsy of said numbers are offered designed by the
graphic artist Alvaro Melgosa (Burgos, 1986). With this, in addition to showing part of
the work of a young Spanish designer, we intend to highlight the presence of Mathemat-
ics in Art.

Keywords: Alvaro Melgosa, digit numbers, mathematics, graphic design, mathemati-
cal dissemination
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INTRODUCCION

Los digitos indo-arabigos fueron introducidos en Europa por el matematico medieval
Leonardo de Pisa («Fibonacci») en su obra Liber Abaci, publicada en 1202.

Al principio del primer capitulo, el cientifico italiano se expresa en los siguientes
términos:

Novem figure indorum he sunt:

9 8 7 6 5 4 3 2 1.

Cum his itaque novem figuris, et cum hoc signo 0, quod arabice zephirum appellatur,
scribitur quilibet numerus, ut inferius demonstratur'.

T Jeems Frgare sroim he funt .
TR R Tpig i o Bt
bas tags noud figeiis.76 bligne o o arabice pephus appllacdfonbe’qu

Figura 1. El texto del Liber Abaci

Sobre el origen y evolucion de las «cifras arabes» hay estupendos y sesudos tratados
de los que no nos vamos a ocupar en este articulo?. Sin embargo, dado su interés para ti-
pografos y disefiadores graficos, dedicaremos unas lineas a algunas teorias fantasticas
sobre el origen de los simbolos de los digitos indo-arabigos.

1. TEORIAS FANTASTICAS SOBRE LA GRAFiA DE NUESTROS DiGITOS

Siguiendo a Cajori (1993), la teoria mas antigua relativa al origen de las formas de nues-
tros digitos se debe al astrélogo arabe Ali Aben Ragel (s. XI). Al parecer, el cientifico
medieval utilizé6 como «base» de sus digitos una circunferencia dividida en cuatro partes
por dos didmetros perpendiculares. A partir de ella los simbolos numéricos se obtenian
tal como se detalla en la figura adjunta.

1 Las nueve figuras (cifras) de los indios son: 98 76 543 2 1.

Con estas nueve figuras y con el signo 0, al que los arabes llaman zephir se puede escribir cualquier
nimero, como se demostrara mas adelante.

2 El lector interesado puede consultar, por ejemplo, 4 history of mathematical notations (1993)
de Florian Cajori.
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:11v 34 5b1%9 490

Figura 2. A history of mathematical notations (Tomo I, p. 65)

Por otro lado, Carlos Le-Maur (Coronel de Infanteria, Ingeniero en Gefe de los Rea-
les Exércitos, Socio de la Sociedad de los Amigos del Pais de esta Corte, y de la Aca-
demia de Agricultura de Galicia), en el primer tomo de sus Elementos de Matematica
pura (1778), propuso una teoria en la que los nueve primeros niimeros naturales se di-
bujaban uniendo de modo conveniente los centros de pequefos circulos (véase la ilus-
tracion adjunta).
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Figura 3. Elementos de Matematica pura (Tomo primero), p. 15
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Por su parte, Edouard Lucas (1895), refiriéndose al origen de las cifras, escribia:

(...) una vieja leyenda atribuye su forma a las diez figuras que se pueden sacar de un
signo grabado en la sortija del rey Salomon. Damos este origen a titulo de curiosidad.

X

Si se considera la figura precedente, formada por los cuatro lados y las dos diagonales de
un cuadrado, suprimiendo ciertas lineas se obtienen las diez figuras siguientes que se pueden
materializar con un paquete de palillos pequefios.

L L 4 <
S X

Figura 4. L’Arithmétique amusante (p. 4)

Volviendo a Cajori (1993), parece ser que el francés P. Voizot defendi6 la teoria de
que la forma de cada digito contiene tantos angulos como unidades representa. Asi las
cosas, los diez numerales indo-arabigos adoptarian la apariencia que se detalla en la fi-
gura siguiente:

1ZZX56 % X %Fo

Figura 5. A history of mathematical notations (Tomo 1, p. 65).

Ademas, el mismo autor cred una grafia original en la que cada cifra contenia tantos
trazos (horizontales, verticales u oblicuos) como unidades.

I 73056883

Figura 6. 4 history of mathematical notations (Tomo I, p. 65)
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Después de ofrecer esta seleccion de teorias geométrico-fantasticas sobre el origen
de los numerales indo-arabigos, presentamos dos «familias artisticas de digitos» creadas
por un joven disefiador espaiiol. Con ello queremos poner de manifiesto la presencia de
los numeros en algunas obras de arte.

2. ALVARO MELGOSA, ARTISTA NUMERICO

Alvaro Melgosa naci6 en Burgos (1986) y reside en Montreal (Canada) donde ejerce su
profesion de disenador grafico.

Se inspira en el optical art, visual art, kinetic typography y, en ocasiones, en el grafiti.
Se mueve dentro del espacio minimalista y experimental con el objetivo de obtener dis-
tintos resultados en cada uno de sus proyectos.

Figura 7. Alvaro Melgosa
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Figura 8. Quarantype numbers.

En la serie numérica precedente, Alvaro no se deja atrapar por el corsé geométrico de
los «nimeros fantasticos» de la seccion precedente. Por el contrario, el disefiador burga-
1és, manteniendo la uniformidad de estilo, retuerce la grafia numérica ordinaria para que
el producto resultante, los numeros de la cuarentena, representen la extorsion causada
por la pandemia del coronavirus.
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Figura 9. Algunos bocetos de Alvaro para la serie Quarantype numbers

Por otro lado en la familia siguiente, disefiada para los 36 Days of Type#2?, A. M. no
sigue, que sepamos, ningun patron preestablecido y da rienda suelta a su inspiracion. En
palabras del artista:

3 36 Days of Type es un proyecto de tipografia colectiva, nacido en abril de 2014, a raiz de una
idea de los disefiadores Nina Sans y Rafa Goicoechea. En €1, se propone a disefladores, ilustradores y
artistas graficos de todo el mundo que expresen su interpretacion particular de las letras del alfabeto
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Me puse cada dia delante del ordenador con el «canvas»* en blanco y, dependiendo del
dia, generaba una pieza completamente distinta a la del dia anterior. La idea fue conseguir
algo diferente cada dia y experimentar distintos flujos de trabajo.

Algunos de los digitos se pueden identificar con objetos cotidianos o conceptos. Asi,
el cero es un laberinto y el uno un grafiti. E12, el 7 y el 8 son figuras imposibles. El nueve
es una taza de café (chocolate).

Figura 10. 36 Days of Type#?2.

Latino y los digitos indo-arabigos.
4 Lienzo.
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Figura 10. 36 Days of Type#?2.
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En resumen, la obra grafica de Alvaro Melgosa, que hemos presentado en este arti-
culo, propone distintas formas de contemplar e interpretar un mismo «objeto»: (i) la pu-
ramente artistica, (i7) la exclusivamente matematica, (iii) la artistico-matematica, (iv) la
matematico-artistica, (v) la...

Esta «multivision» a la hora de enfrentarse a un mismo disefio grafico se puede utili-
zar en las aulas de los distintos niveles educativos para que los alumnos sean capaces de
percibir la presencia de las Matematicas en el Arte y descubran el potencial artistico de
determinados objetos matematicos.
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1. MATEMATICAS EN EL SIGLO XVIL. (I)

Cerramos el siglo XVII abordando con un breve bosquejo la aparicion de nuevos simbo-
los algebraicos, a continuacion, Descartes y la geometria analitica, para culminar con la

geometria y arquitectura de Desargues.

1.1. La aparicién de nuevos simbolos algebraicos.

Después de Victe, del que dimos buena cuenta en el nu-
mero anterior, viene Albert Girard (Saint-Mihiel,1595-
Leiden, 1632), quien fue el primero en mostrar el uso
del signo negativo en la solucion de ecuaciones. Emi-
gr6o a Holanda como refugiado religioso, pues era
protestante.

A los veintidos afos ingresé a la Universidad de
Leiden, donde estudi6o Matematicas a pesar de que sus
mayores intereses eran la musica y el latid. Baso sus
estudios en algebra, trigonometria y aritmética y a los
treinta y un afios publicé un tratado en trigonometria
en donde por primera vez se utilizan las abreviaciones
sin, cos, tan. Como la mayoria de los matematicos de
su época, Girard estaba interesado en las aplicaciones
militares de la matematica. Aparentemente, fue por un

Figura 1. Alber Gérard. https://
www.ecured.cu/Albert Girard

* Agradezco al director de la revista EPSILON, la posibilidad de publicar durante los tltimos cuatro
afios, en este RINCON la oferta que le hice de presentar la Resolucion de Problemas (RdP’s) abordando la
teoria de numeros, la geometria euclidiana y la historia de las Matematicas en diferentes periodos.
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Figura 2. Pierre Gassendi https://
es.wikipedia.org/wiki/Pierre_Gassendi

Invention nouvelle

AL GEBRE

PAR
ALBERT GIRARD
MATHEMATICIEN.
Tant paurls fobution des cquadons, r recognpiitne |
e el el

chales qui Bat ne Ala porfection
e cefbe divine feience,

o
"
L2

A AMSTERDAM
Chez Guillaume lanffon Blacuw.
MDCXXIX

Figura 3. La invencion nouvelle
en l’algebre. Albert Girad. https:/
es.wikipedia.org/wiki/Albert Girard

tiempo ingeniero del ejército holandés, después
de haber publicado su estudio trigonométrico.

Sobre su vida, citar a Pierre Gassendi
(Champtercier, Provenza; 22 de enero de 1592-
Paris, 24 de octubre de 1655) que fue un sacer-
dote catdlico, filosofo, astronomo y matematico
francés. Gassendi propugnd el lema sapere
aude, (que entre otras cosas da titulo a la co-
leccion que se edita en esta seccion de la revista
EPSILON) luego divulgado por el filésofo pru-
siano Immanuel Kant, conocedor de la obra de
Gassendi. A lo largo de su vida, ataco con dureza
a la astrologia, la cabala, la alquimia y a los ro-
sacruces, entre otros.

Prefiri6 y defendio la observacion y la de-
duccidén matematica en Astronomia y en Fisica a
partir de la razon bien dirigida. En Filosofia des-
tacd como el gran restaurador del atomismo y
también del epicureismo

Gassendi, al referirse a Girard, cuando éste
muri6, dijo que ¢l prefirido morir describiéndose
mas como un ingeniero que como un matema-
tico. Girard trabajoé en algebra, trigonometria
y célculo. En 1626 publico un tratado de trigo-
nometria que contiene las abreviaturas citadas.
También dio las férmulas para calcular el area
del tridangulo. En algebra, describe desarrollado
el teorema fundamental del algebra y tradujo las
obras de Simon Stevin (1548-1620).

También es famoso por ser el primero en
formular f., = fi.1 + fo, que es la definicién de
la obtencion de los términos de la sucesion de
Fibonacci.

En 1629, escribid La invencion nouvelle en
[’algébre donde demuestra que las ecuaciones po-
drian tener raices negativas e imaginarias (fig. 3).

Como profesor, ensefi0 matematicas, inge-
nieria, optica y de la musica. Patrocinado por el
tribunal, también investigo la ley de la refrac-

cion, y dedicod gran parte de su tiempo a la ingenieria del ejército holandés, especial-
mente en proyectos de cartografia y fortificaciones.

En opinién del matematico inglés Charles Hutton (1737-1823), Girard fue: “.../a pri-
mera persona que comprendio la doctrina general de la formacion de los coeficientes de
las potencias de la suma de las raices y sus productos. El fue el primero en descubrir las
reglas para la suma de las potencias de las raices de cualquier ecuacion...”

114
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Figura 4. Charles Hutton (1737-1823)

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/ Figura 5. Thomas Harriot (1560-1621)
Biographies/Hutton/ http://www.cosmovisions.com/Harriot.htm

También el matematico Thomas Harriot
(1560-1621), a quien debemos un descubri-
miento de la mayor importancia, a saber, que
todas las ecuaciones algebraicas pueden con-
siderarse como el producto de tantas ecuacio-
nes simples como unidades haya en el niimero
que expresa su grado. Podemos, por ejem-
plo, ver una ecuacion de 5° grado como el pro-
ducto de cinco ecuaciones simples. Los signos
<y > (“menor que” y “mayor que”) son de su
invencion.

Asi mismo, hay que resefiar a William Ough-
tred (1574-1660) matematico y tedlogo nacido
en Eaton (Buckinghamshire). Dirigi6 el estudio
de la ciencia en su juventud, teologia y la de las
ciencias exactas, fue nombrado ministro de Al-
bury en 1610y, gracias a este lucrativo beneficio,
pudo satisfacer con toda libertad su pasion por Figura 6. Wiliam Oughtred (1574-
las matematicas. Oughtred, al mismo tiempo, in- ~ 1660) http://www.cosmovisions.com/
trodujo el signo x para denotar la multiplicacion. Oughtred htm
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1.2. Descartes y la geometria analitica.

Después de la caida del Imperio Romano, la
geometria habia tenido el destino de las otras
ciencias y habia caido en el olvido. En la época
del Renacimiento, los cientificos, durante todo
un siglo, se habian dedicado tan exclusivamente
a traducir y comentar las obras de los antiguos
geometras, que es casi imposible citar un pro-
greso real en geometria. Para eso, tuvimos que
esperar a René Descartes (1596-1650), el espi-
ritu universal que dejo su huella en toda la filo-
sofia y toda la ciencia de su tiempo.

René Descartes (René), su nombre seria Re-
natus Cartesius en su forma latinizada. De su
apellido Cartesius se deriva el adjetivo carte-
siano que se aplica en matematicas en referencia,
por ejemplo, a los planos, ejes o coordenadas. Es
un filésofo nacido el 31 de marzo de 1596 en La
Haye (ahora La Haye-Descartes) en Touraine, y
fallecido en Estocolmo el 11 de febrero de 1650.
Su vida es sobre todo la de un espiritu, su ver-
dadera biografia es la historia de sus pensamientos, los acontecimientos externos de su
existencia son de interés so6lo a través de la luz que pueden arrojar sobre su obra. Desde
su mas tierna infancia fue meditativo y reflexivo, tanto que su padre, un sefior de la ti-
nica, hijo de un sefior de la espada, lo 1lam6 su pequeio filosofo. En el colegio de La
Fléche, donde se le ingreso, el pequetio filosofo asombro a sus maestros, los jesuitas, por
la profundidad e independencia de su espiritu y su renuencia a contentarse con las opi-
niones recibidas. A los diecisiete, es decir a la edad en que uno es todavia un escolar,
habia hecho el recorrido por todo lo que se ensefiaba de su tiempo, y habia reconocido
su insuficiencia o su vanidad:

Figura. 7. René Descartes (1596-1650)
https://www.astromia.com/biografias/
descartes.htm

“....Apreciaba mucho la elocuencia y me encantaba la poesia; pero pensé que ambos
eran dones del espiritu mas que frutos del estudio. Aquellos que tienen el razonamiento mas
fuerte y que digieren mejor sus pensamientos para hacerlos claros e inteligibles, siempre pue-
den persuadir mejor a lo que proponen, aunque solo hablen breton y no lo hagan. nunca hu-
biera aprendido retorica [...]. Me gustaron especialmente las matemdticas, por la certeza y la
evidencia. sus razones; pero aun no me di cuenta de su uso real y, pensando que solo se usa-
ban para las artes mecdanicas, me asombré que, siendo sus cimientos tan firmes y tan solidos,
no se hubiera construido nada mas sobre ellos. [...]...” Reverenciaba nuestra teologia y pre-
tendia alcanzar el cielo tanto como cualquier otro; pero habiendo aprendido, como una cosa
muy cierta, que el camino no esta menos abierto a los mas ignorantes que a los mas doctos, y
que las verdades reveladas que conducen a él estan mas alla de nuestro entendimiento.... “No
me hubiera atrevido a someterlos a la debilidad de mi razonamiento [...] No diré nada de fi-
losofia excepto que, viendo que ha sido cultivado por las mentes mds excelentes que han vi-
vido durante varios siglos, y que, sin embargo, todavia no hay nada alli que no se discuta, y
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por lo tanto que no sea dudoso, No tenia la presuncion suficiente para esperar encontrarme
alli mejor que los demas, y que, considerando cuantas opiniones diferentes puede haber sobre
un mismo tema, que son apoyadas por personas instruidas, sin que nunca haya mads de una
que sea verdadera, consideré todo falso. que era solo probable. Luego, para las otras cien-
cias, especialmente cuando toman prestados sus principios de filosofia, juzgué que no se po-
dria haber construido nada solido sobre cimientos tan sueltos, y ni el honor ni la ganancia
que prometen fueron suficientes para invitarme a aprenderlos...”

Descartes, por tanto, salio de la universidad desilusionado con los libros y la ciencia
que ensefiaban. Podemos decir que en este momento se inclina a no buscar mas la ver-
dad sino en si mismo, en su razén. Sin embargo, quiso, por prudencia, intentar una ultima
prueba. Después de haber cerrado los libros, quiere abrir “el libro mayor del mundo”, ho-
jearlo y ver si la verdad esta ahi. Entonces, durante diecisiete afios, su vida fue como una
novela. A veces se mezcla con la sociedad humana, y a veces desaparece abruptamente
para esconderse en algun retiro; a veces esta en Francia, a veces en el extranjero. Viaja
por Alemania, Italia, Holanda; para viajar, se hizo soldado; vive con los soldados de Mau-
rice de Nassau en los Paises Bajos, luego con los del duque de Baviera en Alemania; en
sus idas y venidas, se podria decir en sus aventuras, dondequiera que lo atraiga un espec-
taculo raro e interesante; frecuenta a los eruditos del pais donde se encuentra, estudia a
los seres humanos y a los pueblos, y una vez plenamente convencido de que e/ gran libro
del mundo ya no puede revelarle la verdad, se retira al fondo de Holanda, a Franeker, y
alli, siete afnos seguidos (1629 a 1636), solo consigo mismo, apenas correspondiendo con
algunos amigos, el padre Mersenne entre otros, construy6 desde cero un vasto sistema,
donde todo esta, naturaleza y humanos, ciencia y la filosofia, el mundo y Dios.

La conmocién que provoco en el pequefio mundo de los cientificos y pensadores la
aparicion de la primera obra de Descartes fue inmensa. Fue una revolucion. Esta obra,
publicada en Leyden en 1637, se titulo Discurso sobre el método para conducir co-
rrectamente la razon y buscar la verdad en las ciencias. Por una innovacion que en si
misma ya era una revolucion, se escribié en francés y no en latin (El Abbé Etienne
de Courcelles dio en 1644 [Amsterdam] una traduccion latina revisada por Descartes,
bajo este titulo Specimina philosophica). Le siguieron, entre otras: las Meditationes de
prima philosophia in quibus Dei existia et animae a corpore distinntio demostrantur; Su
adjunctaa sunt variae objectiones doctorum virorum, cum responsionibus auctaris, es
decir, Meditaciones sobre la primera filosofia, escritas en latin. Los Principia philoso-
phicae (Amsterdam, 1644); el Tratado sobre las pasiones del alma (Amsterdam, 1649).
Por no hablar de las obras de su juventud, anteriores al Discurso del Método, el Com-
pendium musicae, o Teoria matemdtica de la musica, la Olympica y las Regulae ad di-
rectionem ingenii, un precioso borrador del Método, después de su muerte, sus amigos
publicaron: Tratado del hombre, con las Observaciones de Louis de La Forge y un Tra-
tado sobre la formacion del feto (Paris, 1664); El mundo o tratado de la luz de Descar-
tes, revisada y corregida por Clerselier (Paris, 1664), que habia sido el primer fruto de
su obra (y en la que Descartes admitia, como Galileo, el movimiento de la Tierra pero
habia borrado cuidadosamente esta obra en cuanto conocié la condena del filosofo ita-
liano (1633)); las Cartas (Paris, 1657-1667), y finalmente la Opuscula posthuma, phy-
sica et Mathematica (Amsterdam, 1701).
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Su trabajo cientifico es principalmente matematico. £/ Discurso del método para con-
ducir bien su razon y buscar la verdad en las ciencias, publicado en 1637, le siguen tres
suplementos: las Dioptria, los Meteoros y la Geometria, donde Descartes expone algu-
nas aplicaciones particulares de su doctrina general.

La idea fundamental de la geometria cartesiana o geometria analitica - la determina-
cion de un punto en el plano por sus distancias a los dos lados de un angulo recto - cier-
tamente no es nueva, ya que la posicion de un punto de la esfera terrestre viene dada por
sus dos coordenadas geograficas, longitud y latitud. Pero Descartes, al establecer una co-
rrespondencia entre las ecuaciones del algebra (cuyo simbolismo renueva) y las figuras
de la geometria, muestra la asombrosa fecundidad del proceso. De esto surge un método
general para tratar con algebra todas las cuestiones de geometria y, al mismo tiempo, cur-
vas; ademads, la nocion de coordenadas, que realiza esta correspondencia, va mas alla del
dominio de la geometria para extenderse a la mecanica y las ciencias fisicas: cualquier
teoria fisica es una representacion, una explicacion algebraica de los fendmenos. Asi,
Descartes, al transportar las matematicas a regiones completamente nuevas, es el pri-
mero en considerar todos los fendmenos como simples consecuencias de las leyes de la
mecanica. Fuera de las matematicas, Descartes crea, con su pensamiento, el mundo exte-
rior, y su fisica es una especie de geometria donde la experiencia no tiene lugar.

Descartes también indica la manera de construir o representar geométricamente las
ecuaciones de los grados superiores. Da una regla para resolver una ecuacion de cuarto
grado por medio de una ecuacion clbica y dos ecuaciones cuadraticas. Finalmente per-
fecciono los métodos utilizados por Cardan, Gérard, Harriot y otros matematicos para re-
ducir y procesar las ecuaciones. En particular, introduce la notacion de exponentes y los
principios de su célculo.

Entre otros aspectos del trabajo de Descartes hay que destacar que es considerado en
Francia como el renovador de la ciencia. En el trabajo que emprendi6 para operar esta
gran restauracion, hay que distinguir al metafisico, al matematico, al fisico y al astronomo.

En metafisica tom6 como punto de partida el famoso entimema, pienso, luego existo,
y utilizo esta primera verdad para establecer y la existencia del alma, a la que le da para
alimentar el pensamiento y la existencia. de Dios, que se basa en la idea misma que no-
sotros tenemos de ella, y la de los cuerpos, que se basa en la veracidad de Dios. Descartes
distinguid claramente el espiritu de la materia (a la que dio la extension como esencia),
pero sin explicar la accion reciproca de las dos sustancias; preocupado por y la fisiologia,
colocé el asiento del alma en la glandula pineal y le dio espiritus animales como agentes
y redujo a los animales a puras maquinas. Finalmente admiti6é ideas innatas.

En matematicas, Descartes dio un inmenso paso adelante con la invencion de un
nuevo modo de notacion en algebra, el de los exponentes, y con la aplicacion de esta
ciencia a la geometria de curvas; lo que le permiti6é resolver, como jugando, los proble-
mas que hasta entonces se consideraban insolubles.

En su Tratado de meteoritos (1637), fue el primero en presentar una teoria del arco
iris, y en su Dioptrics (1637), las leyes de la refraccion. En astronomia y en cosmologia
imagind este famoso sistema de vortices, segln el cual el Sol y las estrellas fijas son el
centro de tantos vortices de materia sutil que hacen que los planetas circulen alrededor
de ellos; pero, menos audaz o menos franco que Copérnico, aiadié que todos estos vor-
tices circulaban por la Tierra.
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Fig. 8. Christine, Reina de Suecia, escuchando una demostracion de Descartes. http://www.
cosmovisions.com/Descartes.htm

A pesar de la oposicion que la filosofia de Descartes habia encontrado en sus inicios,
no dejoé de extenderse por toda Europa y obtener alli, bajo el nombre de cartesianismo,
un gran numero de partidarios, que fueron llamados cartesianos. Entre estos, algunos,
como Delaforge, Clersellier, Clauberg, P.-Sylvain Régis, Jacques Rohault,... se conten-
taron con reproducir la doctrina del maestro y comentarla timidamente; los demas, como
Malebranche, Spinoza, Fardella, cada uno trajo consecuencias a su manera, y construyo
sistemas que se desviaron mucho de ellos; otros finalmente s6lo tomaron prestados de
Descartes su espiritu y su método, que utilizaron, a veces para defender, las verdades re-
ligiosas y morales como Arnauld, Bossuet, Fénelon, Nicole y la mayoria de los jansenis-
tas de Port-Royal; a veces, como Bayle, para destruir todas las creencias. Después de una
boga de mas de medio siglo, el cartesianismo se eclipsé rapidamente ante el favor que
se adjunt6 a los nuevos sistemas de Locke, Newton, Leibniz. Sin embargo, sigui6 siendo
la filosofia dominante en Francia hasta Condillac. Voltaire le asest6 los ultimos golpes:
tales son las lineas principales de la obra de Descartes.

Lo que se ha mostrado, se ha hecho para resaltar su caracter esencial: es un sistema
intelectualista. El método deriva de las matematicas, y del método surgen a su vez las
matematicas, la fisica, la psicologia y la metafisica universales. El mundo entero, tanto
las almas como el del cuerpo, es un mundo de ideas claras y distintas, donde todo esta
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ordenado y vinculante seglin informes universales y necesarios. La libertad esta en el co-
razdn del sistema; pero se enlaza en accion. La ciencia se basa en fe de la evidencia in-
telectual; pero es también sobre la base de la evidencia que se hace la metafisica, cuyo
objeto principal, si no el tnico, es establecer la verdad cientifica en la realidad. Esta es
la razén por la que se proclama el unico arbitro del conocimiento. Por tanto, Descartes,
cualesquiera que hayan sido los destinos de las diversas partes de su sistema, es de hecho
el padre del pensamiento moderno.

Los ultimos afios de su vida fueron todos de propaganda y refutacion: el ardor de su
proselitismo cientifico. La reina Cristina de Suecia queria “verlo y hablar con él de filo-
sofia”. Halagado por esta invitacion, Descartes se fue a Estocolmo a fines de 1649, pero
al cabo de unos meses sufrié una inflamacion que le provoco la muerte el 11 de febrero
de 1650. Tenia casi 54 afios. Sus restos fueron reportados en Francia en 1667 y archiva-
dos con honor en la iglesia St. Genevieve (Paris), pero no se le permitié pronunciar su
panegirico.

1.2. Desargues y la geometria descriptiva

Mientras Descartes descubria la geometria analitica, los métodos de la geometria tra-
dicional sostenida por los griegos también fueron completamente renovados, por Des-
cartes nuevamente y por Pascal, con sus consideraciones sobre las propiedades de las
proyecciones y transversales y especialmente por Girard Desargues que sento las bases
de la geometria descriptiva, que debio su pleno desarrollo a Gaspar Monge (1746-1818)
a finales del siglo siguiente.

Girard Desargues es un matematico y arquitecto nacido en Lyon en 1593, fallecido
en Lyon en 1661. De familia honorable, vino a instalarse, probablemente como arqui-
tecto, en Paris, donde, desde 1626, se habia distinguido por sus conocimientos tedricos
y por sus esfuerzos por perfeccionar los procesos practicos de los artesanos. A partir de
ese momento se hizo amigo de Descartes, y su amistad nunca vacilo.

En 1628 particip6, como ingeniero, en la construccion del dique de La Rochelle. Per-
tenecid, por otro lado, desde el principio, al circulo de académicos cuyas reuniones se-
manales (principalmente en Le Pailleur) iban a dar lugar a la Académie des Sciences
mucho después. Regreso a Lyon hacia 1650 y pas6 los tltimos afios de su vida retirado.
Sus obras, sobre las que Poncelet y Chasles habian llamado la atencién, fueron recopila-
das y publicadas por Poudra (Paris, 1864, 2 vols. In-8). Desargues habia impreso sucesi-
vamente, con un privilegio que databa de 1630:

e Un panfleto sobre la perspectiva reproducido por el artista francés Abraham Bosse
(1604-1676) en su Tratado de 1648, titulado, Ejemplo de una de las formas uni-
versales de la SGDL de tocar las practicas de perspectiva sin emplear ningun
tercer punto, de distancia o de otra indole, que estad fuera del alcance del trabajo-

¢ Un tratado sobre las conicas, conservado solo por una copia de La Hire y titulado:
Proyecto Brouillon de un ataque a los acontecimientos de los encuentros de un
cono con un plan (Paris, 1639) parece haberse unido bajo el titulo general de Lec-
ciones de las tinieblas, con un Ataque a los acontecimientos de las contrariedades
entre las acciones de los poderes o fuerzas.
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Figura 9. (a) Girard
Desargues-(b)
lustracion de A.Bosse
del Tratado de
Desargues. https://
en.wikiquote.
org/wiki/Girard
Desargues-https://
es.wikipedia.org/wiki/
Geometr%C3%ADa
proyectiva

* Finalmente, en agosto de 1640, un tratado sobre talla de piedra, perspectiva y gno-
monica, del que solo se conoce un ejemplar en la biblioteca del Instituto y en el
que falta la plancha de figuras; su titulo es: Anteproyecto de ejemplo de un modo
universal del SGDL, tocando la practica de la linea con pruebas para el corte de
piedras en arquitectura, y la aclaracion de un modo de reducir al pie pequerio en
perspectiva como en geométrico, y trazar todos los cuadrantes planos de horas
iguales al sol.

Desargues, como Gaspar Monge con quien se le puede comparar, ya aplica sus des-
cubrimientos a la practica y en particular a la perspectiva y al tallado de piedra, se le
considera el primer inventor de los métodos que renovaran la geometria pura en el siglo
XIX. Era plenamente consciente de su originalidad y queria romper por completo con
todo lo que se habia hecho antes que ¢l en la teoria de las conicas. Su trabajo solo podia
ser valorado en su valor por mentes superiores, como Descartes y Fermat, pero camina-
ron por caminos diferentes, dedicandose a crear geometria analitica, que pronto atraeria
sobre ella todas las expectativas de los matematicos. Sin embargo, el trabajo de Desar-
gues habria sido inmediatamente fructifero si Blaise Pascal (1623-1662) cuyo famoso
Essay pour les coniques que escribid a la edad de diecisiete afios (1640) es una aplica-
cion declarada de las ideas del agrimensor de Lyon, habria perseverado en la empresa
que se habia comprometido a realizar. Si, en geometria pura, hubiera apoyado a Desar-
gues como lo hizo Bosse para aplicaciones practicas, la ciencia podria haber avanzado
un siglo y medio en muchos puntos (fig. 10).

Desargues parece haber tenido un talento notable para la exposicion oral; a pesar de
la oposicion que encontrd, sus métodos para las artes se difundieron gradualmente hasta
que Monge retom6 sus ideas para sistematizarlas. También parece haber tenido un verda-
dero talento como arquitecto, segun las indicaciones que da Bosse sobre su obra.
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3

Figura 10. Girard
Desargues y

el cardenal
Richelieu
https://www.
biografiasyvidas.
com/biografia/d/
desargues.htm

SAPERE AUDE, GEOMETRIA

Desde la aparicion de esta seccion he incorporado ejercicios en los que se pondera la
geometria clasica como una rama de la geometria basada en los Elementos de Euclides y
definida como la ciencia de las figuras en el espacio. Presupone varias nociones como la
alineacion y la comparacion de angulos o longitudes, a las que atribuye ciertas propieda-
des que definen la geometria euclidiana. No es menos cierto que la geometria clasica es
desplazada gradualmente por la geometria analitica que reduce el estudio de las figuras
a expresiones algebraicas gracias a varios sistemas de coordenadas (jindicar al mismo
tiempo que un enfoque axiomatico mas so6lido, basado en la teoria de conjuntos, da lugar
a la geometria sintética!). La geometria euclidiana comienza con los elementos de Eu-
clides que es tanto un cuerpo de conocimiento de la geometria de la época como un in-
tento de formalizar las matematicas de este conocimiento. Alli se exponen los conceptos
de recta, plano, longitud, area y forman el soporte de los cursos de geometria elemental.
La concepcion de la geometria estd intimamente ligada a la vision del espacio fisico am-
biental en el sentido clasico del término.

Debemos ser consciente, ese es y ha sido mi objetivo durante los cuatro afios de co-
laboracion en esta seccion mostrar y poner en valor que mas de 2000 afios después de su
nacimiento, el espacio geométrico euclidiano sigue siendo una herramienta eficaz con
amplios campos de aplicacion.
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1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del nimero anterior 105)

JOYITA*: a) Los circulos C,; y C, de la figura se intersectan en A y B. El diametro CA
de Cies tangente a Cyen A, y D es el punto en C, tal que C, By D estan alineados. Si BD
=3y AC =2, ;Cudl es el drea de C,?

Figura 11. Circulos C, y C,.

SOLUCION

Paso 1

lg\ser CA didmetro del circulo C; y B un punto, también en C,, entonces el angulo
ABC = 90°. Por lo tanto, ABD = 90° y AD es didmetro de C,. Por otro lado, al ser CA
tangente a C, en A y AD diametro, también tenemos que CAD = 90°.

PPN PPN N N\
Entonces CAB +BAD = 90° = CAB +ABD, de donde BAD = ACB.

Paso 2

Con ello conseguimos que los triangulos BAD y BCA son semejantes, y por tanto sus
lados son proporcionales.
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En la fig. 12 tenemos que

¢ d

1

Figura 12. Circulos C1 y C2.

BD_4D
BA (A
Por lo tanto, 3 :Q.
B4 2
SidD=ox o> AP _ 3 2x 3 p.3

B4 2 B4 2 BA X

Paso 3

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo BAD y realizando las opor-
tunas operaciones, se tiene que

2
[éj +32=(2x)2 :>%+9=4x2 =4x*-9x*-9=0
X X

Se trata de una ecuacion bicuadrada. Haciendo x*=t=4t"-9t-9=0, y resol-
viendo se obtiene

NLE: 92+4.4.9_91~/81+144_91\/225_9115=>x2_9115
B 8 B 8 8 8 8

. . 24
Como x2 no puede ser negativo, se tiene que x* = 3 =3=x= \/5 .

Por lo tanto, el area del circulo C,es

AC)=m.(\3) = A(C)=3r
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JOYITA*: b) El area del triangulo ABC es igual a 40 cm>.

C

A D B

A
Figura 13. Triangulo ACB.

Los puntos D, E'y F cumplen que DB = 34D, CE = 3EB y AF = 3FC. ;Cual es el area

AN
del triangulo DFE ?
SOLUCION
Paso 1

Tracemos las alturas CH del triangulo ACB desde C y EI desde el triangulo BED desde
el punto E.

A D H 1 B

A A
Figura 14. Triangulos ACB y DFE .
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Lainformacion que nos proporciona el enunciado sobre los puntos D, Ey F que cumplen

A A
DB = 34D, CE = 3EB y AF = 3FC, nos lleva a afirmar que los tridngulos CHB y EIB

son semejantes con razon de semejanza de 4:1. Por lo tanto /E= (1/4) CH.

A A A
Calculemos las areas de los triangulos DEB, AFD y FCE .

Paso 2
Hallemos el area del triangulo DEB.

JAN
Como DB= (3/4). AB sigue que el area del triangulo DEB se puede calcular asi

Liepe=Ltem) G apy=2(cr.as)
2 2°4 4 32

Como el area del triangulo 4BC es 40 cm? se tiene:

A=40= %AB.CH = AB.CH =2.40= AB.CH =80

Por lo tanto, el area del triangulo DEB es

4 :iAB.CHziSO:&zl—5
32 32 32 2
Paso 3
A A

Razonando de forma analoga en los tridngulos AFD y FCE podemos comprobar (jse
deja al lector realizar las operaciones!) se tiene

. A
Area del triangulo AFD:
15
h=5
. A
Area del tridngulo FCE
15
4=
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Paso 4
De aqui se deduce que el area del triangulo que nos solicitan DFE es

A=40-3. (15/2) =35/2

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la propuesta de los ejercicios del nimero
anterior 105)

a) *Ejercicio propuesto en Olimpiada Mexicana de Matematicas
b) *Ejercicio propuesto en la Olimpiada Internacional de Matematicas en
Slovenia-2006

JOYITA*: a) Enrique tiene que usar una tarjeta bancaria porque necesita dinero
para salir de viaje. El codigo de cuatro digitos se le ha olvidado y quiere recuperarlo.
¢JPodrias ayudarle a encontrarlo, si cada uno de los numeros siguientes 6427, 4271,
6412, 2671, tiene una cifra incorrecta y otra fuera de su lugar?

SOLUCION

Paso 1

Notemos que el 2 aparece en todos los nimeros, mientras que el 1, 4, 6 y 7 aparece cada
uno en exactamente tres de los cuatro ntimeros. Por lo tanto, si el nimero que no pertenece
fuera uno de los siguientes: 1, 4, 6 6 7, uno de los cuatro nimeros tendria todos sus digi-
tos correctos. En otras palabras, como el 2 es el tinico digito que aparece en todos, enton-
ces 2 no pertenece al nimero correcto y asi las cifras del nimero buscado son 1, 4, 6 y 7.
Paso 2

De aqui se deduce que el nimero 2 aparece en el lugar de alguno de éstos y, al sustituirlo
en cada una de las opciones, el nimero que queda tiene intercambiadas el nimero susti-
tuido por 2 con otra de las cifras.

Paso 3

Estudiemos cada uno de los casos:

a) Fijemos nuestra atencion en el namero 2. Si lo sustituimos por I en el numero
6427, obtenemos el 6417. De aqui el intercambio del nimero 7 con el nimero 6
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nos da 1467. De la sustitucion del 1 con el 4 nos da 6147, y del 1 con el 7 pro-
duce 6471.
b) A continuacion, fijemos nuestra atencion, de nuevo, en el nimero 2. Si lo sustitui-
mos por 6 en el numero 4271, obtenemos el 4671. De aqui el intercambio del nu-
mero 6 con el nimero 4 nos da 6471. De la sustitucion del 6 con el 7 os da 4761,
y del 6 con el 1 produce 4176.
Paso 4

A la conclusion que llegamos es que hemos llegado a la solucion porque la Gnica coinci-
dencia en los casos tratados se da con el nimero 6471.

JOYITA*: b) Hallar los pares de valores (p, q) para los que

1+20+27 =2

SOLUCION
Paso 1
NOTA: Si el par (p, g) es una solucion para p =0 = (p,—q)es una solucién también.

Para p=0=(0,2),(0,—2)son soluciones de la expresion 1+20+22"1=¢>

Paso 2
Consideremos el par (p, g) con p > 0, sin pérdida de generalidad pongamos nuestra aten-
cién para g > 0.
Reescribamos la ecuacion inicial:
1+20+2%%1=42 (1)
asi 27 +2°"" =g —1=27(1+ 27" = (¢g-1)(g+1):(2)
De esta expresion se infiere que (g-1) y (q+1) son enteros pares, y uno de ellos es di-

visible por 4. Por lo tanto, para p > 3 uno de los factores es divisible por 27~ pero no por
27, Entonces g = 27! con m+r impar y r==1.
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Paso 3

Sustituyendo en (2):

2P(1+2PNY =" m+r-DR" " m+r+1)=2" " 'm+r) -1
=227+ 2P mr & 14277 =2 v mr = 1—mr =2 m* =27 =
1—mr =22 (m* =2°) = 1—mr =2""(m" - 8):(3)
a) Alser m pary r=1 se tiene que m’ —8<0, que no satisface la condicién (3)
b) Consideremos ahora =-/entonces la expresion (3) toma la forma:

1+m=2""(m*-8) = 1+m=2(m" -8) =2 1+m=2m’ -16 =

=S17+m>2m* =2m* —m—17<0

Paso 4

De aqui se infiere que m<3. También m no puede ser igual a 1 por la expresion (3).

Al ser m, impar se obtiene m=3, lo que conduce a que p=4.

De aqui, y de la expresion que aparece en el PASO 1 se obtiene g=23. También es so-
lucion g=-23.

Por lo tanto, la lista completa de soluciones es:

S={(0,2), (0,-2), (4,23), (4,-23) }

NOTA: Muchas gracias por haber leido, esta seccion, RINCON “SAPERE
AUDE”.... ;resolviendo problemas? Espero que hayais disfrutado con lo que nos
une: “Amor por las Matematicas”.
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