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La desviacion media: estrategias empleadas
por estudiantes de secundaria en una situacion
didactica

Jocelyn D. Pallauta
Universidad de Granada

Daniela Bonilla
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso

Daniela Olivares
Universidad de La Serena

Resumen: Se presentan las estrategias puestas en juego por un grupo de estudiantes
chilenos de secundaria (16 a 17 aiios), para la toma de decisiones en torno a la repre-
sentatividad de las medidas de centralizacion. El diserio de la situacion didactica y su
aplicacion estan fundamentadas en la Teoria de Situaciones Didacticas. El analisis de
las respuestas entregadas informa sobre las debilidades evidenciadas en el lenguaje y
argumentos empleados en la resolucion, ademads de las ideas intuitivas que poseen sobre
la dispersion, que permitirian el estudio y profundizacion de otras medidas de disper-
sion como la varianza y la desviacion estandar.

Palabras clave: Situacion didactica, medidas de dispersion, ensefianza secundaria.

The average deviation: strategies used by
secondary students in a didactic situation

Abstract: We present the strategies put into play by a group of Chilean secondary school
students (16 to 17 years old), to make decisions about the representativeness of central-
ization measures. The design of the didactic situation and its application are based on
the Theory of Didactical Situations. The analysis of the answers informs about the weak-
nesses evidenced in the language and arguments used in the resolution, besides the intu-
itive ideas that they have about dispersion, which would allow them to study and deepen
in other measures of dispersion such as variance and standard deviation.

Keywords: Didactical situation, measures of statistical dispersion, secondary education
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ANTECEDENTES Y PROBLEMATICA

La estadistica se ha convertido en una herramienta fundamental en el &mbito personal,
profesional y en la investigacion, dada la cantidad de informacion con la que los ciu-
dadanos deben convivir en lo cotidiano (Batanero, Godino, Vallecillos, Green y Hol-
mes, 1994). Por este motivo resulta necesario poseer conocimientos basicos para el
analisis e interpretacion de informacion, con el objeto de lograr una adecuada toma de
decisiones.

En el marco del modelo que proponen Batanero, Diaz, Contreras y Roa (2013) para
el desarrollo de un razonamiento estadistico, basado en diferentes autores, se destaca la
idea de la variacion, entendiendo que la variabilidad aleatoria es un concepto importante
en la Estadistica, dado que el razonamiento estadistico posibilita el detectar las fuen-
tes que la producen. Es decir, el razonamiento estadistico persigue explicar y establecer
las causas de la variacion para a partir de alli poder realizar inferencias y predicciones,
por lo que resulta de importancia que el estudiante tenga conocimientos que le permitan
tener estas competencias en situaciones determinadas.

Las investigaciones apuntan a la importancia del rol de la variacion en la estadis-
tica. Wild y Pfannkuch (1999) sostienen que la variacion se constituye en un aspecto
primordial, dado que esta nocion se conecta con diferentes conceptos estadisticos en
el ambito del analisis exploratorio de datos, como la dispersion, centralizacion y dis-
tribucion. Por otro lado, Cobb y Moore (1997), advierten la importancia de tener pre-
sente que cuando se calcula una medida de dispersion, los datos no son s6lo nimeros,
sino que obedecen a un contexto, en el que se requiere una adecuada interpretacion
de los valores obtenidos, con el objeto de tomar mejores decisiones en determinadas
situaciones.

En este escenario, el estudio de la variacion y las medidas de dispersion es relevante
en la inferencia estadistica. No obstante, las investigaciones de esta tematica en educa-
cion estadistica son escasas (Batanero, Lopez-Martin, Gonzalez-Ruiz y Diaz-Levicoy,
2015) y en los niveles como la secundaria, practicamente inexistentes.

Estudios en Didactica de la Estadistica, acusan que la ensefianza de las medidas de
centralizacion y dispersion, se ha limitado a la aplicacion de formulas, sugiriendo que
los profesores carecen de una comprension profunda de estos conceptos, lo que les difi-
culta poder ofrecer a sus estudiantes propuestas de enseflanza donde estas medidas co-
bren sentido (Silva y Coutinho, 2008). Sanchez (2013) y Batanero et al. (2015) confirman
estas observaciones, agregando que aunque los alumnos son capaces de determinar dife-
rentes medidas de dispersion, presentan dificultades en comprender los procesos y los
conceptos involucrados, lo que posteriormente se agudiza con el estudio de la inferencia.

Por consiguiente, Garfield y Ben-Zvi (2008) y Estepa y del Pino (2013) identifi-
can en la ensefianza una desvinculacion de las medidas de dispersion respecto a las de
centralizacion, pese a su complementariedad en el andlisis exploratorio de los datos.
En una experiencia realizada por Orta y Sanchez (2013) con estudiantes de secunda-
ria (14 afios), los autores detectaron que resulta muy complejo interpretar la disper-
sion en contextos de riesgo, porque los estudiantes tienden a realizar comparaciones
con valores particulares, evidenciando de esta manera que el tema no es sencillo,

8 Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X



La desviacion media: estrategias empleadas por estudiantes de secundaria en una situacion didactica
Jocelyn D. Pallauta, Daniela Bonilla y Daniela Olivares

principalmente cuando se trata de interpretar la dispersion para la toma de decisiones
en un contexto determinado.

Finalmente, los estudios antes mencionados y otros respecto a la variacion estadis-
tica (Sanchez, Borim y Coutinho, 2011) dan cuenta de la falencia de tratar la disper-
sion como el aprendizaje de formulas tales como: rango, desviacion media, desviacion
estandar o y/o variancia. Es importante extender propuestas alrededor de la dispersion,
que involucren el desarrollo de habilidades de interpretacion de acuerdo a un contexto
presentado.

Tomando en cuenta las necesidades de la sociedad actual, referente a temas que in-
volucran conocimientos estadisticos, diferentes paises han incorporado en sus linea-
mientos curriculares el estudio de la dispersion. En Estados Unidos, en los estandares
propuestos por el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) para la
ensefianza de la matematica, en el bloque de Datos y Azar aparecen objetivos que abor-
dan la utilizacion e interpretacion de las diferentes medidas de centralizacién y disper-
sion para el analisis de datos. Por ejemplo, uno de los objetivos consiste en “seleccionar
y usar métodos estadisticos apropiados para analizar datos, manifestar, buscar, usar e
interpretar medidas de centro y dispersion, incluyendo la media y el rango intercuar-
til” (NTCM, 2000, p.248). Mientras que en el curriculo de matematica chileno, el eje
de Probabilidad y Estadistica también incorpora topicos asociados a la dispersion, asi
como habilidades relacionadas con que: “todos los y todas las estudiantes aprendan a
realizar analisis, inferencias y obtengan informacion a partir de datos estadisticos” (MI-
NEDUC, 2015, p.100).

La presente investigacion tiene por objetivo evidenciar los argumentos y el lenguaje
que priorizan los estudiantes cuando se enfrentan a una situacion didactica para la ense-
flanza de la desviacion media en secundaria.

En este articulo, se describe el proceso de implementacion de una propuesta para la
ensefianza de la desviacion media con estudiantes de secundaria chilenos, con elemen-
tos que aporta la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD: Brousseau, 2007). Se realiza
una ingenieria didactica para el analisis de los datos. Dichos resultados se comple-
mentan tangencialmente con la vision de lenguaje matematico que nos presenta Go-
dino (2003).

Las producciones fueron categorizadas, basados en las estrategias y el lenguaje em-
pleado para comunicar la solucion al problema propuesto. En el sentido de Godino
(2003) se tomo en cuenta el lenguaje, como una de las seis entidades primarias que inter-
vienen en la practica matematica, entendida como las notaciones, graficos, entre otros,
empleados como medio que permite comunicar, validar la solucidon, junto con generali-
zarla a otros problemas.

DESCRIPCION DEL MARCO TEORICO:
a) Teoria de Situaciones Didacticas

Para el disefio y analisis de la implementacion de la propuesta didactica se consideraron
elementos de la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (2007).

Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X 9
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Situacion a-didactica,

-

Profesor }-->
SUJETO

A

Interpretacién

Saber Institucionalizacion conocimiento Situacién didactica

-

Figura 1. Relacion entre situacion didactica y a-didactica. Tomado de Acosta, Monroy y Rueda (2010).

Este enfoque tiene como objetivo indagar el sistema didactico, constituido por tres
entes: profesor- alumno- saber y sus interacciones (Figura 1), focalizandose en la di-
mension cognitiva y epistemologica vinculada a la construcciéon del conocimiento
matematico.

“Una situacion es un modelo de interaccion entre un sujeto y un medio determi-
nado” (Brousseau, 2007, p. 17). En el contexto escolar, se considera una situaciéon como
el entorno del estudiante, disefiado y manipulado por el profesor, que pretende ser utili-
zada como una herramienta en el proceso de ensefianza- aprendizaje. Para Brousseau, el
medio son los materiales que dispone el estudiante y con los que interactiia para cons-
truir su propio conocimiento. El profesor es quien facilita el medio.

La situacion didactica o problema que se le plantea al estudiante es disefiada y pro-
puesta por el profesor, y tiene la intencionalidad de que los conocimientos antiguos pier-
dan alcance y generen en el sujeto la necesidad de aprender algo nuevo. El profesor debe
guiar este proceso por medio de las devoluciones, invitando al alumno a asumir la res-
ponsabilidad sobre su aprendizaje al enfrentar la situacion-problema (a-didactico) y a
acatar las consecuencias de esta transferencia (Brousseau, 2007).

Segun esta teoria, diferenciamos en la propuesta de ensefianza cuatro fases o etapas
de implementacion: 1) situacion de accion, en la que se presenta el contexto, la tarea
a realizar y el estudiante activa su red conceptual para dar solucién a la situacién-pro-
blema que se plantea; 2) situacion de formulacion y comunicacion, en la que el estu-
diante fija una estrategia para obtener la solucidn a la situacion-problema planteada,
que ha sido probada, llevada a cabo y que comunica al resto de estudiantes; 3) situa-
cion de validacion, en la que se justifica el proceso de resolucion llevado a cabo frente
al del resto de compaifieros en situacion de debate; y 4) situacion de institucionaliza-
cion, en la que el docente fija y formaliza el conocimiento, en nuestro caso de la des-
viacion media, en base a las diferentes estrategias y resoluciones que hayan surgido a
lo largo de la sesion por parte de los estudiantes.

10 Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X
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b) El lenguaje matematico (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2003; Godino, Ba-
tanero y Font, 2007)

El enfoque ontosemidtico de la cognicion matematica (Godino y Batanero, 1994; Go-
dino, 2003; Godino, Batanero y Font, 2007), ha abordado la dificultad de la significacion
y la representacion. En este contexto, el lenguaje tiene un rol importante desde la pers-
pectiva representacional e instrumental. Sin embargo, desde esta teoria el lenguaje solo
forma parte en rol de la representacion, el que es compartido con otros objetos como: si-
tuaciones-problemas, acciones, conceptos, propiedades y argumentos.

En la resolucion de problemas matematicos, Godino (2003) sefiala que en su solu-
cion, generalizacion, o para detallar a otro sujeto se requiere el empleo del lenguaje, el
que se encuentra compuesto de términos, expresiones, notaciones, graficos, entre otros.

Los simbolos, permiten representar objetos abstractos y situaciones concretas. Tam-
bién se considera como elemento lingiiistico las disposiciones tabulares, graficos, grafos,
esquemas, ilustraciones, entre otros los que serian clasificados como tipos de lenguaje
graficos.

El autor considera que el lenguaje no solo tiene atributos como medio de representa-
cién, sino que también es un instrumento de la actividad matematica.

METODO

La metodologia empleada en la investigacion es la Ingenieria Didactica, por su utilidad
para analizar situaciones didacticas. Farfan (1997), declara que la Ingenieria Didactica
se constituye en una metodologia de investigacion dentro de la Didactica de las Matema-
ticas, la que se puede aplicar a los productos de ensefianza basados o derivados de ella y
para guiar la experimentacion en clase.

Los informantes lo conforman 35 estudiantes que cursaban su tercer afio de ense-
flanza media (16-17afios), de un colegio particular subvencionado chileno, los que se
distribuyeron en grupos de 5 integrantes, por afinidad. La muestra fue no probabilistica,
por disposicion.

Algunos de los insumos utilizados para la construccion de la Ingenieria Didactica,
fueron las dificultades observadas en diferentes estudios respecto a la utilidad de la no-
cion de dispersion para la interpretacion y analisis de datos, ademas de la importancia de
vincular las medidas de centralizacion en el estudio de la dispersion, lo que permite fi-
nalmente una mejor toma de decisiones en determinados contextos.

Para el analisis de las producciones de los estudiantes se empleo el analisis de con-
tenido como analisis metodoldgico profundo de textos en su contexto, siguiendo etapas
(Mayring, 2000) y de modo sistematico, puesto que el objetivo es inferir y describir la
inferencia de conocimientos relativos a las condiciones de produccion por medio de in-
dicadores, los que pueden ser cuantitativos o no (Bardin, 1996). Para ello, la revision
bibliografica, y el marco tedrico permitieron definir las categorias de andlisis y com-
probar su validez (Ghiglione y Matalon, 1989). Durante el analisis se registra, de ma-
nera paralela, el lenguaje utilizado en la construccién del argumento que permitia tomar
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la decision, finalizando con la elaboracion de tablas para resumir los resultados y obte-
ner conclusiones.

SITUACION DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DE LA DESVIACION
MEDIA

Los estudiantes respondieron a la siguiente situacion didactica (ver Figura 2) que consistio en
justificar la decision de cudl de dos series de datos, con igual media y rango, presenta menor
dispersion en un contexto de juego. Cada serie de datos, se corresponde a la posicion que
ocupan 5 bolas que se lanzan por un carril y ocupan un depodsito numerado del 10 al 20, pu-
diendo albergar cada deposito hasta 5 bolas.

‘Como parte de un jurado te toca decidir quién es el ganador o ganadora del juego.

Las reglas son las siguientes:

R1: Compiten dos participantes Pedro y Maria

R2: Cada competidor lanza 5 bolitas de derecha a izquierda por el carril, en turnos.

R3: Gana aquel competidor cuyas bolitas estén mas cercanas al promedio de ellas.’

Resultados de Pedro Resultados de Maria

1 1 | | ¢+ | | | 1 | ¢ [ ¢ ;¢ | | |

rrrrrrrrrrrrTr°r T T 1T T 1"
@ ® © G @ O

Figura 2. Situacion didactica

ANALISIS A PRIORI DEL INSTRUMENTO

La situacion de formulacion se produce con base en el reconocimiento de las posibles
estrategias de resolucion del desafio. Se determinaron cuatro estrategias, que pueden
ser validas o insuficientes, estas surgieron de la literatura investigativa y de las respues-
tas entregadas por los estudiantes en la fase de formulacion, lo que desembocd en cua-
tro categorias de analisis de las producciones proporcionadas por los estudiantes (ver
Tabla 1).

También se observo el lenguaje empleado por el estudiante, dado que es un instru-
mento que promueve la actividad matematica, permite comunicar, validar y generalizar
la respuesta encontrada a la situacion propuesta, fue posible identificar dos tipos de len-
guaje el de tipo natural y grafico (ver Tabla 2).

12 Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X
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Tabla 1. Categorias de analisis de las respuestas.

Categoria

Descripcion

Estrategia de resolucion

C,: El estudiante uti-
liza el concepto de
desviacion respecto a
la media.

El estudiante determina el con-
junto de las desviaciones res-
pecto a la media de ambas series
de datos.

Estrategia 1:

Suma la distancia de cada jugada
respecto a la media obtenido por
cada competidor, y luego compara
ambos resultados.

C,: El estudiante uti-
liza medidas de ten-
dencia central.

El estudiante emplea medidas
como la media, moda, mediana,
maximos y minimos.

Estrategia 2:

Compara valores particulares del
conjunto de datos con alguna me-
dida de tendencia central,

C;: El estudiante uti-
liza el concepto de
desviacion media.

El estudiante calcula la desvia-
cion media de ambas series de
datos.

Estrategia 3:

Determina la media de las distan-
cias de los lanzamientos de cada
jugador respecto a la media. El ga-
nador es el que obtenga menor
valor.

C,: El estudiante uti-
liza intervalos centra-
dos en la media.

El estudiante establece una ve-
cindad respecto de la serie de
datos inicial (1 al 10).

Estrategia 4:

Representa los lanzamientos de
ambos jugadores en una recta con
todos los posibles resultados, y los
compara con respecto a la media
de la serie inicial.

Tabla 2. Tipo de lenguaje utilizado en las respuestas.

Lenguaje

Descripcion

guaje natural.

L,: El estudiante utiliza el len-

sus conjeturas.

El estudiante se basa en el lenguaje natural para establecer

guaje grafico.

L,: El estudiante utiliza el len-

El estudiante representa en graficos los resultados obtenidos
por separado o en conjunto de ambos jugadores.

El estudiante representa en una recta los resultados obteni-
dos por cada jugador, como medio establecer conjeturas.

DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION DE LA PROPUESTA DIDAC-
TICA A LA LUZ DEL MARCO TEORICO

Fase de accion

En la primera fase, los estudiantes conformaron equipos y se les entregd, a cada uno, la
tarea que debian realizar. Cada equipo ley¢ las instrucciones dadas, luego se les asigno
un tiempo para buscar soluciones (Figura 3). Las respuestas, en primera instancia, fueron
intuitivas y poco elaboradas. Para orientar el trabajo, el profesor les hizo devoluciones,

Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X
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Figura 3. Presentacion de respuestas de cada grupo.

por ejemplo: “;Coémo podemos estar seguros que ese jugador es el ganador?, ;Crees que
ese argumento convencera a los jueces?”, ““; Puedes crear un argumento matematico que
permitan fortalecer tu respuesta?” Estas preguntas motivaron una elaboracion con argu-
mentos matematicos para poder dar respuesta a la cuestion. La mayor parte de los grupos
se inclind por respuestas que obedecian a la estrategia 3 (ver tabla 1).

Fase de formulacion

En la segunda fase, los estudiantes elaboraron diferentes argumentos para justificar la
eleccion del ganador. Cada grupo debi6 realizar concesos para decidir la estrategia que
presentarian, como equipo, al curso. Las argumentaciones, se basaron en interpretacio-
nes de los datos a través de graficos, uso de intervalos centrados en la mediana de la serie
inicial de datos, calculo de distancias de cada lanzamiento con respecto a la media, pro-
medio de las distancias de cada lanzamiento respecto a la media del conjunto, entre otras.
Esto motivo la incertidumbre de algunos equipos, respecto a qué estrategia mostrar, en
estos casos, el profesor les propuso que cada uno, dentro del grupo, les explicara a su
compaieros su justificacion y juntos tomaran una determinacion.

Fase de validacion

En la tercera fase, un representante de cada equipo explicé la estrategia empleada, junto
con el jugador que consideraba el vencedor (Figura 3). La mayoria coincidia en que era
Pedro. La justificacion presentada fue discutida y evaluada por el grupo curso. Los mis-
mos estudiantes reconocieron argumentos que carecian de fundamentos o no se ajustaban
a las reglas exigidas. También identificaron errores como calculos incorrectos, graficos

14 Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X
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incompletos o errados en su construccion. A pesar de esto, el argumento empleado, en al-
gunos casos, continuaba siendo valido para dar respuesta a la tarea planteada.

Fase de Institucionalizacion de la desviacion media

En la fase final, se les pidio a los estudiantes que observaran cada una de las estrategias
presentadas por sus compafieros y sefialaran cudl de ellas fue la que mejor representaba
al conjunto de todas las soluciones mostradas. Entre ellas se encontraba la estrategia 4
(Tabla 1). Varios sefialaron el mismo argumento (Estrategia 4), a lo que se les preguntd
el motivo. Entre las razones manifestaron que la consideraban util para diferentes con-
juntos de datos. Posteriormente, se les pididé que pensaran una descripcion general para
el procedimiento realizado, y luego trataran de redactarlo en su cuaderno. Uno de los es-
tudiantes se anim6 a compartir su respuesta “es la media de las distancias de cada lanza-
miento respecto a la media”.

Se le consulto la opinion al grupo curso, ;Qué opinan al respecto?, ;Alguno escri-
bi6 algo diferente?, un estudiante levanto la mano solicitando la palabra, sefialando que
“es la media de la diferencia de cada dato, respecto a la media aritmética del conjunto
de datos”. Otro le rebatio diciendo “no puede ser la diferencia, porque también podria
tomar valores negativos”. Tomando en cuenta este aspecto, los estudiantes afirmaron
que la diferencia debe ser siempre un valor positivo, a lo que se les preguntd ;Qué debe
pasar para que la diferencia sea siempre positiva?, esto les permitié recordar el concepto
de valor absoluto.

Finalmente, el profesor, basandose en las ideas que surgieron desde los estudiantes,
los invit6 a institucionalizar los conceptos de desviacion respecto a la media, y desvia-
cion media.

Desviacion respecto a la media

La desviacion respecto a la media corresponde a la diferencia en valor absoluto entre
cada valor de la variable estadistica y la media aritmética, se denota D;, D; = |x — X]
Desviacion media

La desviacion media, corresponde a la media aritmética de los valores absolutos de las
desviaciones respecto a la media. La desviacion media se representa por DX, se calcula

o i — x|
Dx=%l-1———
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ANALISIS A POSTERIORI DE LOS RESULTADOS

Las respuestas entregadas para resolver la situacion didactica, de siete grupos con 5 es-
tudiantes organizados como: G1, G2, G3, G4, G5, G6 y G7 fueron clasificadas en cuatro
categorias anteriormente expuestas (ver Tabla 1.). Cabe mencionar que este proceso se
realizé a partir de estrategias dadas por grupos de alumnos, posterior a que fueron plan-
teadas algunas devoluciones por parte del profesor.

En la situacion de formulacion, solo tres grupos (G1, G2, G3) resolvieron de forma
exitosa la tarea, uno de ellos G1) alcanza, de forma intuitiva, el concepto desviacion
media, mientras que cuatro grupos (G4, G5, G6 y G7) utilizaron alguna medida de ten-
dencia central con un dato particular del conjunto para justificar sus respuestas, eviden-
ciando una debilidad para poder hacer comparaciones de grupos de datos. El resumen
con los conceptos empleados por los estudiantes para responder a la situacion es ex-
puesto en la Tabla 3.

Tabla 3. Clasificacion de los conceptos matematicos y estrategias utilizadas por los grupos

Categoria Grupo Total de estudiantes
C: El estudiante utiliza el concepto de desviacion res- G 5
pecto a la media. 2
. S . . Gy Gs. G
C,: El estudiante utiliza medidas de tendencia central. 4’y é 6 20
7
C;: El estudiante utiliza el concepto de desviacion G 5
media. !
C,: El estudiante utiliza intervalos centrados en la G 5
media. 3

Detectamos que la mayoria de los grupos se aferran a las estrategias asociadas a com-
parar so6lo valores particulares de las series de datos con medidas de tendencia central
(media, mediana, maximos y minimos), lo que genera que decidan basados sélo en esa
comparacion, la que en muchos casos carece de sentido, como la respuesta del grupo Gy,
en la que considera a Pedro ganador porque la media de los resultados es 16, y como fue
el tinico que acertd a este carril, lo convierte en vencedor, sin tomar en cuenta la regla R3
(ver Figura 2), evidenciando una dificultad en realizar comparaciones de grupos de datos
considerando cada grupo como una unidad o distribucion.

A continuacidn, mostramos cada una de las respuestas entregadas por los grupos aso-
ciada a la categoria correspondiente (ver Tabla 5)

En nuestro analisis, también exploramos el lenguaje que utilizaron los estudiantes
para comunicar y validar sus respuestas. Pudimos apreciar que todos los grupos, en un
principio emplearon un lenguaje natural, mientras que en la minoria de los casos el de
tipo grafico (ver Tabla 4).

Respecto al tipo de lenguaje empleado en las producciones, lidera el lenguaje natural,
seguido por el de tipo grafico. Consideramos importante considerar esta variable, dado

16 Epsilon, 2019, n° 102, 7-23, ISSN: 2340-714X
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que las investigaciones reportan las dificultades en la comprension de las medidas de dis-
persion, sin embargo, apreciamos una carencia de tipos de lenguajes usados por los estu-
diantes para comunicar su respuesta. Se detecta, ademas, dificultades en la construccion
de graficos (Figura 4), lo que repercute en la respuesta a la situacion didactica.

En cuanto al lenguaje, entendido como la forma en que se comunica mediante térmi-
nos, expresiones, simbolos, notaciones, tablas, etc. el enunciado, el procedimiento y la
solucion de un problema matematico (Godino, 2003), consideramos que presenta diver-
sas dificultades (Figura 4). Por ejemplo, el grafico () construido por Gspresenta errores
en su construccion que dificultan la visualizacion de la informacion, impidiendo extraer
conclusiones que permitan resolver la situaciéon. También evidenciamos, practicamente
una ausencia de lenguaje algebraico, el que se demuestra en la simbologia utilizada, la
que no obedece a un criterio apropiado. Esta situacién genera una alerta por la edad de
los estudiantes.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En nuestros resultados, coincidimos con las dificultades evidenciadas en diferentes in-
vestigaciones (Garfield y Ben-Zvi, 2008; Orta y Sanchez, 2013), en relacion a que los es-
tudiantes utilizan estrategias en que s6lo toman en cuentan un valor particular de la serie
de datos y lo comparan con medidas de tendencia central (Tabla 5). Pareciera ser que
los aprendices tienen impedimento en realizar comparaciones de grupos de datos, en que
consideren cada grupo como una unidad. En nuestro caso, lo atribuimos a que, a la fecha
de implementacion del disefio, solo conocian las medidas de centralizacion y el rango,
de alli que se limitaran en aplicar conceptos conocidos, evitando explorar otras estrate-
gias que les permitieran responder de manera apropiada a la situacion.

El abordar la ensefianza de la dispersion no es tarea sencilla, dado que se carece de
una compresion profunda de estos conceptos, a pesar de la importancia que poseen en
la inferencia estadistica. Lamentablemente, en muchos lugares, estos conceptos sdlo son
abordados por medio de la aplicacion de formulas, sin darle el sentido e interpretacion
apropiada.

Evidenciamos que el uso del lenguaje algebraico es escaso en los estudiantes, pues,
es generalmente propio del docente, que es en muchos casos el encargado de entregar la
definicion y formula. Se considera apropiado incentivar el uso de diversas formas de len-
guaje en los objetos estadisticos.

La propuesta, compuesta de cuatro etapas, ofrece un disefo para profesores factible
de replicar en sus aulas, lo que permite a los estudiantes acercarse al concepto de dis-
persion. Asi se pretende orientar el actuar del docente en cuanto a su labor, y potenciar
las devoluciones en el proceso de ensefianza, dado que, en una primera instancia, los es-
tudiantes tienden a responder que hay mas variabilidad o dispersion en un conjunto de
datos basados por sus conocimientos comunes que por un conocimiento estadistico.

Respecto a las respuestas, las estrategias que utilizaron los estudiantes fueron diferen-
tes, en su mayoria parcialmente correctas, pues contenian errores (en calculos o en gra-
ficos); otras estrategias correctas fueron el uso de intervalos centrados en la media de la
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Tabla 4. Clasificacion de los tipos de lenguajes utilizadas por los grupos.

Lenguaje Grupo Total de estudiantes
L;: El estudiante utiliza el lenguaje natural. G, Gy, G5, G, Gs, 35
Gey Gy
L,: El estudiante utiliza el lenguaje grafico. | G; Gj; Gs,Gsy G; 25
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Figura 4. Ejemplos de tipos de lenguaje utilizados

serie inicial de datos. Es conveniente sefialar que la mayor parte de los estudiantes, vin-

cul6 su respuesta con alguna medida de tendencia central como la mediana o la media.
Finalmente, las producciones de los estudiantes informan de las ideas que poseen

sobre la dispersion, en su mayoria incompletas, pero evidencian que el concepto es
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intuitivo y, por tanto, puede facilitar el estudio de otras medidas como la varianza y la
desviacion estandar.
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Resumen: Este trabajo describe una experiencia de aula realizada en un curso de
Matemdtica del ultimo aiio del nivel secundario argentino. La experiencia aborda la
ensernianza de fractales mediante la implementacion de una actividad de estudio e inves-
tigacion (AEI), generada a partir de la pregunta ; Como se construye un fractal teorico?
El referente tecrico es la teoria antropologica de lo didactico (TAD). La descripcion rea-
lizada indica que es posible involucrar a los estudiantes en un proceso de estudio pro-
poniendo la formulacion de preguntas y la busqueda de respuesta a partir de un trabajo
colectivo.

Palabras clave: Ensenianza, fractales, escuela secundaria, AEIL, TAD.

Teaching fractals from questions: description of
an experience in a mathematics course in the last
year of high school

Abstract: This work describes a classroom experience in a Mathematics course in
the last year of the Argentine secondary level. The experience deals with the teach-
ing of fractals through the implementation of a study and research activity (SRA). The
activity was generated from the question: How is a theoretical fractal constructed?
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The theoretical reference is the anthropological theory of the didactic (ATD). The de-
scription done indicate that the students and the teacher were involved in a study pro-
cess incorporating the formulation of questions and the search for answers based on
collective work.

Keywords: Fractals teaching, secondary school, SRA, ATD.

INTRODUCCION

La experiencia de aula que describimos aqui es parte de una investigacion que diseiid
e implement6 un dispositivo didactico para ensefiar Fractales en la escuela secundaria.
En la revision bibliografica realizada para delimitar esta experiencia, por un lado, hemos
identificamos que los trabajos de investigacion referidos a propuestas de aulas y talle-
res abordan la ensefianza de fractales, en su mayoria, desde un enfoque “tradicional”.
Con enfoque “tradicional” nos referimos a que las propuestas plantean una metodologia
donde el profesor explica ciertas nociones en torno a la geometria fractal y los estudian-
tes las “aplican”. Ultimamente se estan difundiendo trabajos que apuntan a promover
una ensefianza de la Matematica que revalorice su funcionalidad (por ejemplo, véase
Moreno Ferrari, 2017; Martin, 2015). Por otro lado, la mayoria de los trabajos que ana-
lizamos en esta revision no se encuentran delimitados por un marco teérico-didactico a
partir del cual fundamentan sus propuestas. En ambos sentidos, describimos aqui una ex-
periencia de aula que ha sido concebida a partir del marco teérico de la teoria antropolo-
gica de lo didactico (TAD), adoptando el dispositivo didactico denominado actividades
de estudio e investigacion (AEI), cuya principal caracteristica es oponerse al enfoque tra-
dicional de la ensefianza de la matematica.

Las AEI se gestan a partir de uno de los postulados de la TAD que asumen que la en-
seflanza de la matematica se encuadra en un nuevo paradigma, denominado de la investi-
gacion y del cuestionamiento del mundo (PICM), cuyo objetivo primordial es establecer
una relacion funcional con el saber (Chevallard, 2013). Se propone que el saber se cons-
truye a partir de la generacion de duplas de preguntas y respuestas. Se propone partir de
una pregunta denominada generatriz involucrando a la comunidad de estudio en un pro-
ceso cuyo producto es la construccion de repuestas. El calificativo “generatriz” refiere
a capacidad de generar numerosas cuestiones derivadas cuya respuesta no baste con la
busqueda de informacion, sino que es necesario construir y/o reconstruir obras matema-
ticas y/o de cualquier otra disciplina.

En este trabajo describimos parte de la experiencia de aula al implementar una
AEI en el ultimo afio del nivel secundario argentino que se inicia con la pregunta Q:
(Como se genera un fractal teoérico? Q se presenta a los estudiantes a continuacion
de haber trabajado en otra AEI que introducia el estudio de los fractales. La eleccion
de Q se justifica porque ésta posibilita abordar un amplio conjunto de organizacio-
nes matematica: autosimilitud, dimension fractal, area de superficies planas, perime-
tro de superficies planas, procesos iterativos, semejanza, nimeros complejos, funcion
iterativa, sucesiones, entre otras que exceden al analisis en este trabajo. Esta AEI pri-
vilegia el estudio de los procesos iterativos ya que la generacion de un fractal tedrico
matematico se define como la repeticion constante de un calculo simple (iteracion).
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Este modelo de repeticion permite realizar una aproximacion a la grafica de un frac-
tal, que solo es realizable a través del uso de la computadora que ejecuta iteraciones
de procesos algebraicos que resultan imposibles de llevar a cabo con las herramien-
tas tradicionales debido a la complejidad, el numero de célculos y el tiempo que re-
quiere esta tarea.

CONTEXTO DE IMPLEMENTACION

La institucion en la que se realizd la experiencia es una escuela de gestion publica
ubicada en una zona rural de la provincia de Buenos Aires, Argentina. Esta institucion
fue seleccionada por tres razones: porque tiene una dinamica de ensefianza tradicional,
porque una de las investigadoras estaba a cargo de la materia Matematica de 6° afio y
porque al presentar el proyecto hubo un gran interés y predisposicion por parte de la ins-
titucion para que se implemente la actividad. El curso se componia de trece estudiantes
cuyas edades oscilan entre 17-19 afios.

Durante experimentacion de la AEI, participaron en el aula dos profesoras y los
estudiantes se organizaron en grupos de estudio de 3-4 integrantes. Una de las pro-
fesoras particip6 en caracter de profesora de la clase, y la otra como observadora no
participante. La AEI tuvo una duracién de seis sesiones de clase (de 120 minutos de
duracion cada una) y se registrd, cada una de ellas, en audios generales (no audios de
cada grupo). La profesora no participante tomod notas de campo antes y luego de cada
clase y se recolectaron las producciones escritas de los estudiantes clase a clase. Estos
ultimos registros son el foco de nuestra descripcion, la cual se centra no en una des-
cripcion clase a clase sino en términos de preguntas formuladas y el proceso de cons-
truccion de respuestas.

DESCRIPCION DEL PROCESO DE ESTUDIO EN FUNCION DE LAS PRE-
GUNTAS Y RESPUESTAS

En la introduccion de este trabajo se indicoé que la pregunta Q: ;Como se genera un
fractal teorico? se present6 a los estudiantes luego de haber trabajado en otra AEIL la
cual introducia el estudio de los fractales. Asi, al introducir Q, la profesora propuso a
los estudiantes que, antes de buscar informacion para intentar responder O, formularan
y anotaran las preguntas que se harian a partir de ella. Asi, se registraron las siguientes
preguntas derivadas, las cuales se transcriben tal y como fueron redactadas por los estu-
diantes: ;Qué herramientas o elementos se necesitan para generar un fractal?, ;Tiene
una formula matemdtica?, ;Qué es lo que queremos construir?, ;De qué manera cons-
truimos un fractal?, ;Como esta compuesto?, ;Para qué sirven?, ;Cudles son los pasos
para construirlo?, ;Toda persona puede construir un fractal?, ;Qué tipos de fractales
existen?, ;Qué conocimientos tenemos que tener para construir un fractal?, ;Qué ven-
tajas y desventajas tiene la construccion de un fractal?, ;Los fractales tienen una for-
mula matematica? De este conjunto de preguntas, la profesora y estudiantes acordaron
responder la siguiente:
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Parte a: Observar las siguientes iteraciones y construir el término siguiente. Describe el
proceso de construccion. (De esta secuencia resulta el fractal denominado “Triangulo de
Sierpinski”).

Iteracién 0 Iteracion 1 Iteracion 2 Iteracion 3
Parte b: A partir de la construccion anterior, completar la tabla siguiente:
Iteracion n | Cantidad de tridngulos blancos | Comparando con iteracién anterior
0 f(0) =
1 f) = f) = £(0)
2 f2)= f2)=
3 f(3) = fB3)=
n

Parte c: Describe el proceso que permitio arribar a los resultados vertidos en la tabla.

Figura 1. Actividad 1

e Oy ¢Los fractales tienen una formula matematica?

Para abordar Q, la profesora entregd a cada grupo la Actividad 1! (Figura 1), y les re-
cordd que podian escribir todas las preguntas que les surjan en cualquier momento del
proceso. La primera parte de la Actividad 1 propone recuperar el Triangulo de Sierpinski,
y la propiedad de autosimilitud del fractal. El objetivo de esta actividad es introducir a
los estudiantes en la nocion de funciones iterativas a través del proceso de construccion
geométrico de un fractal. La segunda y tercera parte de la Actividad tiene por objetivo
relacionar la cantidad de tridngulos blancos con la nocién de funciones iteradas. Se com-
pleta observando las iteraciones anteriores hasta generalizar que f(n) es el resultado de
multiplicar f(n-1) por tres.

Cada grupo (G) de estudiantes (E) trabajo en la actividad durante 45 minutos y luego,
se difundieron sus respuestas construidas. Todos los estudiantes pudieron dibujar co-
rrectamente la tercera iteracion (inciso a), sin embargo, en la descripcion del proceso de
dicha construccion, dos no contestaron (E3, E9), cinco lo hicieron de forma poco desa-
rrollada (E4, ES, E6, E7, E8) y s6lo dos (E1, E2) lo resolvieron en forma completa. A
continuacidn, se presenta un fragmento de resolucion, representativo de este tipo de res-
puestas. Se presenta (Figura 2) la construccion realizada por E1, quien ademas de haber
contestado de forma completa, hace referencia a “figuras congruentes”, “autosimilar”,
“triangulo equilatero” o “aplicar una misma transformacion sucesivamente”.

1. Esta actividad se contempla en el denominado modelo praxeologico de referencia (MPR). Este modelo,
definido en el marco de la TAD, permite anticipar los posibles recorridos que pueden desarrollarse a partir de
una pregunta generatriz y su construccion es vital en una ensefianza de este tipo.
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Figura 3. Resolucion de E1

La segunda parte de la actividad propone la construccion de una tabla cuyo obje-
tivo es relacionar la cantidad de triangulos blancos que resultan de cada iteraciéon con
las funciones iteradas. Se completa observando las iteraciones anteriores hasta ge-
neralizar que f(n) es el resultado de multiplicar f(n-1) por tres. Todos los estudiantes
resolvieron sin dificultades las primeras cuatro filas, salvo E1, quien no completd co-
rrectamente la columna donde se compara con la iteracion anterior, a pesar de que ex-
plicé detalladamente el proceso de construccion de cada iteracion en funcion de las
aristas de los triangulos en blanco y justifico el uso de la base 3 a partir de los lados
del mismo (Figura 3).

Los estudiantes realizaron diferentes resoluciones para completar la tltima fila de la
tabla — correspondiente a la iteracion n, que conduce a la generalizacion de la expresion
de la funcidn iterativa para determinar la cantidad de triangulos blancos que resultan de
cada iteracion — pero ninguno obtuvo una generalizacion. En general los estudiantes le
asignaron un valor a n, el que corresponderia a la iteracion siguiente, (n =4). Por ejem-
plo, E2 de G1dividi6 la tltima fila en 2 columnas como estaba en las filas anteriores, y
le asigné a n el valor 4, es decir, consider6 a n como la iteracion 4, como se muestra en
la Figura 4.

Luego de esta puesta en comun se decidio retener una pregunta, que emergié de esa
misma puesta en comun, para continuar el proceso de estudio:
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Figura 5. informacion de G1

e /Qué tipo de fractal es el triangulo de Sierpinski?

Los estudiantes realizaron una busqueda en Internet concluyendo que se trata de un
fractal matematico. En esa busqueda surgi6 la cuestion referida a los tipos de fractales
que pueden existir. Asi, se decidid entonces avanzar el proceso a partir de la pregunta
/Qué tipo de fractales matematicos existen? Los estudiantes buscaron informacion en
Internet y luego de 45 minutos, se realiz6 una puesta en comun. Esta busqueda se cen-
tré en los fractales lineales y no lineales, en su representacion, generacion y la identifi-
cacion de algunos ejemplos de cada tipo. G1 describi6 qué tienen en comun los fractales
matematicos, indicando que son el producto de la repeticion de un proceso geométrico
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Figura 6. Informacion de G3

elemental, y realiz6 una clasificacion de fractales, en lineales y no lineales, con una breve
explicacion sobre la construccion y las caracteristicas de autosimilitud de los mismos.
Ademas, se nombraron algunos ejemplos de fractales lineales. G1 realiz6 una represen-
tacion sobre la construccion de la Alfombra de Sierpinski, explicitd algunas caracteris-
ticas y realizd nuevos cuestionamientos tales como colocar los signos de interrogacion
sobre la palabra “poliedro” y explicitar bajo el rotulo de “pregunta generada” el frac-
tal de Lyapunov? (Figura 5). A continuacion, se muestra un fragmento de la informacion
registrada por G1.

G2 también formuld nuevas preguntas, ; Cudntos fractales temdticos hay?, ;Qué fun-
cion cumplen los fractales?, ;Como se puede expresar la linea de Koch? y ;Qué son las
funciones holomorfas? En forma de items, nombro algunos fractales sin desarrollar nin-
guna caracteristica (triangulo de Sierpinski, fractal de Newton y el Conjunto de Mandel-
brot y de Julia) y diferentes dimensiones (Fractal, Topologica, Haudoff-Besicovitch). G3
describi6é como se genera el Conjunto de Mandelbrot a través de algoritmos de escape
y su relacion con fractales del tipo Julia. Ademas, enumer6 conceptos relacionados con
fractales matematicos, como funciones iteradas, aleatorias, bifurcaciones, algoritmos de
escape, escape de atractor finito, orbita caotica o atractores, Mandelbrot, Helecho de
Barnsley, el triangulo de Sierpinski, atractor de Lorez, difusion y celular. También rea-
liz6 otras preguntas, ;Qué es el fractal tipo Julia?, ;O el Conjunto de Julia?, ; Qué es el
fractal?, ;Qué es la retroalimentacion?, ;Y la iteracion? A continuacién, se muestra un
fragmento de la informacion de G3(Figura 6)

A partir de esta informacion de G3 y durante la puesta en comun, se formul6 la pre-
gunta jqué es el conjunto de Mandelbrot? La profesora propuso formular preguntas a
partir de la anterior, obteniendo las siguientes: ;Qué es el conjunto de Mandelbrot? ;Qué
es una iteracion compleja? ;Qué es el algoritmo de escape? En esta instancia, la profe-
sora decidio continuar con el Conjunto de Mandelbrot para orientar el proceso de estudio
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Figura 7. Informacion de G1

hacia un fractal no lineal, y vincularlo con la autosimilitud, dimension fractal, area de su-
perficies planas, perimetro de superficies planas, semejanza, ecuaciones exponenciales,
y sucesiones. En esta clase predomind la puesta en comun de la informacion obtenida en
Internet y la formulacion de nuevas preguntas a partir de esa informacion. Cada grupo
registro, no so6lo lo obtenido en su propia busqueda sino también, lo acordado colectiva-
mente. La siguiente clase la profesora retomo la cuestion:

°  ;Qué es el conjunto de Mandelbrot?

Se propuso buscar informacion en Internet para responder esta pregunta y luego, se
realiz6 la difusion de las respuestas aportadas por cada uno. La figura 7 muestra un frag-
mento de esta respuesta.

G2 registré que el conjunto de Mandelbrot es uno de los mas conocidos y que con-
tiene a todos los conjuntos Julia (Figura 8). Ademas, que el conjunto de Mandelbrot es
conexo y formularon la pregunta ;Qué significa ser “conexo”? G3 describio al con-
junto de Mandelbrot de forma muy similar a G1. Un estudiante se refirid a la pregunta
Jcuanto mide la costa de Inglaterra?, realizada por el matematico Benoit Mandelbrot.
G3 comenzo la puesta en comun planteando que no entendi6 la informacion que encon-
trd y solicitd a la clase si no se podia “construir una definicion” (del Conjunto de Man-
delbrot) para todos por igual.

Se realizd un registro comtn de la informaciéon mas relevante obtenida por cada
grupo para dar respuesta a la pregunta ;Qué es el Conjunto de Mandelbrot? y se acordd
registrar que:

e El conjunto de Mandelbrot es el conjunto de nimeros complejos para los cuales

el método iterativo no tiene fin.

e Es un fractal autosimilar formado por el conjunto de puntos estables cuya orbita

es acotada bajo cierta transformacion iterativa no lineal.
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Figura 8. Informacion de G1

e El conjunto se define en el plano complejo y se construye una sucesion por
Zy=0

recursion: )
Zn+l = Zn +c

En esta clase predominé no sélo la puesta en comtn de la informacion obtenida en
Internet y la formulacion de nuevas preguntas, sino también la seleccion de lo que fue
considerado relevante por cada grupo para construir la respuesta a la pregunta relativa al
Conjunto del Mandelbrot. La busqueda de respuestas a esta pregunta condujo a la for-
mulacion de otras preguntas tales como ;Qué significa que el conjunto sea “conexo’?
Luego, en las siguientes sesiones se trabajo con el conjunto de Mandelbrot y se lo ca-
racterizo (autosimilar, conexo, compacto). Finalmente se lo defini6 a través de la suce-
sion por recursion.

CONSIDERACIONES FINALES

El objetivo de esta experiencia fue introducir, a través de una AEI, una manera diferente
de estudiar fractales, alejandose de la forma “tradicional”. No se realiz6 este estudio solo
a través de las imposiciones de ejercicios por parte del profesor, sino a partir de un pro-
ceso conformado casi en su totalidad por la formulacidén de preguntas y de busqueda de
respuestas. Se priorizé avanzar en el proceso a partir de las cuestiones formuladas por
los estudiantes, ya sea durante las puestas en comun como en los registros de sus pro-
ducciones. Asumimos que para la pregunta inicial Qy: Los fractales tienen una formula
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matemdtica? no se construy6 una respuesta propiamente rotulada como tal, pero permi-
tid generar otras preguntas y estudiar e investigar en funcion de ellas. Esta AEI permi-
tid encontrar a los estudiantes con conceptos que supone el estudio de fractales teoricos,
como la autosimilitud, la dimension, procesos iterativos o su representacion.

Esta forma de trabajo fue compleja tanto para la profesora como para los estudiantes.
La profesora debid enfrentar sus propias concepciones signada fuertemente por el para-
digma tradicional de la enseflanza de la matematica. La experiencia significd aprender a
delegar responsabilidades en el proceso de estudio, a dar lugar a los estudiantes, y a ge-
nerar un clima de confianza donde el estudiante se anime a generar respuestas y a for-
mular preguntas. En esta propuesta los estudiantes también se enfrentaron a sus propias
concepciones, construida también a lo largo de su escolaridad, sobre lo que implica el
estudio de la matematica y fueron los protagonistas en la implementacién de la AEI for-
mulando sus propias preguntas y aportando respuestas, superando la resistencia inicial a
este tipo de trabajo.

Los resultados de esta experiencia alientan a seguir en esta linea, es decir, en la del
paradigma de la PICM. Se propone volver a implementar esta propuesta con mayor
tiempo en el calendario escolar, de manera que se puedan profundizar y articular mejor
las organizaciones matematicas.
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Resumen: En un grupo con bastante alumnado de bajo nivel y motivacion para las ma-
temdticas se plantea una actividad contextualizada en un ataque zombie. Esta les exige
calculos geométricos y sobre todo estrategias para optimizar su aula como un refugio,
entre otros retos. Se consigue asi un aprendizaje significativo, simpatia hacia la materia
v fortaleza en varias competencias clave.

How mathematics can save us from a zombie
apocalypse....

Abstract: In a group with several students who have low abilities and motivation for
mathematics, we have proposed an activity which is contextualized in a zombie attack.
This requires them to make geometrical calculations and above all strategies to optimize
their classroom as a refuge, among other challenges. Thus, significant learning, sympa-
thy towards the subject and strength in several key competences is achieved.

INTRODUCCION

El equipo de profesores de Matematicas que llevamos a cabo este proyecto, estamos con-
vencidos de la importancia y conveniencia que sigue teniendo hoy en dia la reflexion que
llevo a cabo el filosofo francés del Renacimiento, Michel de Montaigne, en el siglo XVI:

El nifio no es una botella que hay que llenar, sino un fuego que es preciso encender.
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En un momento, este comienzo de siglo, en el que cuando nos referimos a crisis en
la educacion ya no pensamos en la forma ineficiente con que la educacion cumple con
sus objetivos, sino en que ni siquiera estos se distinguen con nitidez. Asi, por ejem-
plo, /se debe priorizar la cohesion social o la autonomia del individuo? ;Debe ser el
sistema educativo neutral ante la pluralidad religiosa, sexual, ideoldgica o debe razo-
nar la que es preferible? ;Es todavia obligatorio que todos los ciudadanos y ciudada-
nas reciban la misma educacion, o deberia diferenciarse segun las prioridades de cada
familia?

Frente al abismo que supone asomarse al bosquejo de respuestas posibles que ofrece
cada pregunta, nadie duda de que el ser humano, formando parte de 1a naturaleza, no esta
determinado por ella. Es decir, no podemos tinicamente “llenarlo” con conocimientos,
sera necesario ademas animarle, estimularle, avivar su curiosidad, como si de un fuego
se tratase, estimulando su libertad para forjar su destino.

Tal vez este articulo desborde entusiasmo o peque de ser excesivamente optimista,
pero es que a un ensefiante se le presupone el optimismo valiente como un esquiador ne-
cesita la nieve para deslizarse. Porque ser ensefiantes requiere creer en el ser humano y
en su capacidad de aprender, con teson y con deseo. Y en que los seres humanos pode-
mos mejorarnos y “avivarnos” los unos a los otros.

Nota previa: absténganse los cobardes, jque vienen los zombies!.

MARCO LEGAL

Por un lado, el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece
el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato esta-
blece, dentro de los Objetivos de la Ensefianza Secundaria Obligatoria, entre otros, los
siguientes:

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura en
distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los
problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Por otro lado, 1a Orden del 14 de julio de 2016, por la que se establece el curriculo
de Educacion Secundaria Obligatoria en Andalucia recoge en su articulo 4 una serie de
recomendaciones de metodologia didactica, que serian, entre otras:

a) El proceso de ensefianza-aprendizaje competencial debe caracterizarse por su

transversalidad, su dinamismo y su caracter integral.

b) Los métodos deben partir de la perspectiva del profesorado como orientador, pro-
motor y facilitador del desarrollo del alumnado.

d) Las lineas metodoldgicas de los centros docentes tendran la finalidad de favorecer
la implicacion del alumnado en su propio aprendizaje, estimular la superacion in-
dividual, y los procesos de aprendizaje autobnomo, y promover habitos de colabo-
racion y de trabajo en equipo.
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f) Se estimulara la reflexion y el pensamiento critico en el alumnado, asi como los
procesos de construccion individual y colectiva del conocimiento.

Y dentro de los Objetivos de Matematicas en la ESO nos encontramos con los

siguientes:

3) Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor; uti-
lizar técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de medida, realizar
el analisis de los datos mediante el uso de distintas clases de numeros y la selec-
cion de los calculos apropiados a cada situacion.

5) Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro entorno;
analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la
belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion.

6) Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnologicas (calculadora,
ordenador, dispositivo mévil, pizarra digital interactiva, etc.), tanto para realizar
calculos como para buscar, tratar y representar informacion de indole diversa y
también como ayuda en el aprendizaje.

8) Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la iden-
tificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos
y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcion del analisis de
los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

EL PROBLEMA

Planteamos la posibilidad de un Apocalipsis Zombie. Ante el éxito televisivo de nume-
rosas series, libros y comics sobre el tema, y el interés que éste suscita en nuestro alum-
nado, decidimos que era el entorno idoneo para plantear una actividad final del bloque de
Geometria. Ademas, se abre un amplio abanico de problemas, no solo matematicos, si no
problemas que aborden numerosos ejes transversales, que pueden surgir con el telon de
fondo de los zombis: supervivencia, refugios, recorridos, solidaridad, etc.

Empezamos la actividad poniendo en practica nuestros dotes de actores y actrices, v,
muy serios, les decimos que nos han llegado noticias muy preocupantes. Fuentes fide-
dignas nos avisan de un inminente Apocalipsis Zombie y que la sociedad, tal y como la
conocemos hoy en dia, quedara arrasada. Pero no todo esta perdido, atin hay tiempo para
construir un refugio antizombies en el aula con el fin de salvar al mayor nimero de per-
sonas posible.

LA SOLUCION
¢ Cuantas personas podemos salvar?
El alumnado comienza la actividad identificando la forma del aula (rectangular) y mi-

diendo el largo y el ancho para calcular su area. Posteriormente nos damos cuenta de que
se pierde espacio con las mesas y las sillas ;cuanto espacio?. Veamos. Calculamos el

Epsilon, 2019, n° 102, 35-42, ISSN: 2340-714X 37



Como las matematicas nos pueden salvar de un apocalipsis zombie....
Fernando Arribas R., Maria del Carmen Galan M., Jaime G. Cimas y Alvaro Luque B.

Figura 1

area de una mesa y el alto, medimos también el alto del aula para calcular cuantas mesas
podemos apilar, y con un sencillo calculo determinamos que en nuestra aula se preci-
san cuatro filas de mesas, tres de ellas con cuatro mesas y una fila con tres, ya que hay
exactamente quince mesas. Con un planteamiento similar calculamos también el area
que se perdera con las sillas. Sumando ambas y restandole el resultado al area total tene-
mos el area que queda disponible para ocupar. Necesitamos saber cudntas personas pue-
den ocupar ese espacio, y para ello medimos in situ un metro cuadrado en el suelo del
aula y vemos cuéntas personas caben en ese metro cuadrado. Ya solo nos queda multi-
plicar el nimero de personas por metro cuadrado por el nimero total de metros cuadra-
dos de la clase.

Que los zombis no nos vean....

Pero estas medidas son insuficientes, ya que los zombis pueden vernos a través de las
ventanas, y, como todo el mundo sabe, si nos ven querran atacarnos. Necesitamos calcu-
lar cuantos metros cuadrados de tela opaca necesitamos para poder tapar las ventanas y
que nuestra vida no corra peligro. Una sencilla operacion (medir las ventanas, calcular el
area y multiplicar por el nimero de ventas que hay) nos dara la solucion.

Ayudamos a los que se han quedado fuera...

Una vez a salvo recibimos el whatsapp de un compafiero, se ha quedado fuera y debe lle-

gar a tiempo al refugio, ya que los zombis le persiguen. Cogemos el plano de la planta

38 Epsilon, 2019, n° 102, 35-42, ISSN: 2340-714X



Como las matematicas nos pueden salvar de un apocalipsis zombie....
Fernando Arribas R., Maria del Carmen Galan M., Jaime G. Cimas y Alvaro Luque B.

Figura 3

donde se halla el aula (en cada clase hay uno) y trazamos el recorrido mas corto desde
el punto donde se encuentra el compafiero (en la puerta principal) hasta el aula. Y, uti-
lizando la escala del plano, finalmente le decimos los metros que debe recorrer. Puede
salvarse.

Fuera de peligro...

Una vez pasado el peligro queremos remodelar la clase, y para ello tenemos varios pre-
supuestos para renovar las baldosas del aula (precio por metro cuadrado, otros por bal-
dosa y otros por cajas de un ntimero determinado de unidades de una medida), y tenemos
que calcular que precio debemos pagar por €l aula, en funcioén de los metros cuadrados
que tiene.

LA EXPERIENCIA

La experiencia con el alumnado de primero de ESO ha sido muy gratificante, aunque
nos hemos encontrado con varios obstaculos. El primero de ellos es que nuestro alum-
nado pocas o ninguna vez se ha enfrentado al problema de medir una longitud grande
con instrumentos de medida. Utilizan de forma habitual la regla en sus actividades y
en su cuaderno de matematicas, pero no estan acostumbrados a medir mas alla de 50
cm. Hemos visto muchas dificultades a la hora de medir el largo o el ancho de la clase,
como por ejemplo el metro volando haciendo un arco hasta alguien que lo sujeta para
medir y se mueve, dando un error importante. Otro gran problema es que no saben in-
terpretar los datos de la realidad. A la hora de calcular el area varios grupos multiplica-
ban el ancho de la clase por la altura hasta el techo, ya que el area de un rectangulo es
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Figura 4

base por altura, y la altura sera la altura de la clase, ;verdad maestro?. Una vez tomadas
las medidas, tarea nada facil por estos y otros motivos, vamos con las unidades. Somos
especialmente cuidadosos con este tema en los ejercicios que hacemos en clase, y rara
vez se han equivocado al respecto en ejercicios tradicionales. Sin embargo, raro fue el
equipo que hizo bien la toma y operaciones con datos en las mismas unidades. Lo nor-
mal era dar el area del aula en metros cuadrados y luego el area que se pierde en mesas
y sillas en centimetros cuadrados, con lo cual al restar obtenian un numero negativo.
Error facil de subsanar y de comprender por parte del alumnado, aunque algo desespe-
ranzador para nosotros, ya que algo que hacian bien en actividades hipotéticas hacian
mal con medidas reales.

A pesar de todos los inconvenientes que surgieron debemos decir que fue una ac-
tividad que el alumnado acogié con mucha ilusion, y en la que estuvieron muy moti-
vados. Nos ayudo a conocerles mejor y a poner en practica la teoria que muchas veces
solo ven en papel o en libros de texto. En definitiva ha sido una actividad que sin lugar
a dudas repetiremos en cursos sucesivos y que nos ha encantado llevar a cabo con nues-
tro alumnado.

Mostramos una de las cartulinas con el trabajo final desarrollado por un grupo de
alumnos y alumnas:
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Resumen: La modelizacion matematica como herramienta diddctica esta cada vez mas
presente en los documentos curriculares de diferentes paises, frente a ello surge la nece-
sidad de dotar al profesorado de los conocimientos necesarios para poder llevarla a las
aulas. Si bien son varias las propuestas y enfoques para poder ponerla en prdctica, en
este trabajo abordamos las actividades que generan modelos, también conocidas como
Actividades Reveladoras de Pensamiento (Model-Eliciting Activities o MEAs, por sus
siglas en inglés), presentando los aspectos mds importantes que consideramos que el
profesorado de Educacion Secundaria debe conocer acerca de las mismas, asi como al-
gunos ejemplos para facilitar su aplicacion, con el proposito de contribuir al desarrollo
profesional del profesorado de matemdaticas.

Palabras clave: Modelizacion matematica, Actividades Reveladoras de Pensamiento,
prdctica matemdtica, desarrollo profesional, Educacion Secundaria.

The Mathematical Modelling through Model-
Eliciting Activities: A proposal for the secondary
classroom

Abstract: Mathematical modeling as a didactic tool is increasingly present in curricu-
lar documents from different countries, as opposed to the need to provide teachers with
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the necessary knowledge to be able to take it to the classroom. While there are several
proposals and approaches to put it into practice, in this work we address the MEAS pre-
senting the most important aspects that we consider that Secondary Education teachers
should know about them, as well as some practical examples that can be applied, with
the purpose of contributing to the professional development of mathematics teachers.
Keywords: Mathematical Modeling, Model-Eliciting Activities, Mathematical Practice,
Professional Development, Secondary Education.

INTRODUCCION

En los ultimos afios la incorporacion de la modelizacion matematica en los planes de es-
tudio de diferentes paises ha cobrado especial protagonismo, debido principalmente al
papel cada vez mas importante que juega tanto en aplicaciones de la vida real (ingenie-
ria, ciencias de la vida, ciencias sociales, etc.) como dentro de la propia educacion ma-
tematica (Trelles-Zambrano y Alsina, 2017). Para Kaiser, Blomgj y Sriraman (2006) la
modelizacion matematica, junto con la introduccion de la tecnologia de la informacion,
es probablemente uno de los rasgos comunes mas prominentes en los planes de estudio
de matematicas alrededor del mundo en las tltimas décadas.

En este sentido, reconocidas organizaciones a nivel mundial establecen en sus docu-
mentos, ya sea de forma explicita o implicita, la importancia que merece la modelizacion
matematica en los procesos de ensefianza aprendizaje.

Ast, por ejemplo, para la Organization for Economic Cooperation and Development
(OECD, 2017) la competencia matematica como la capacidad del individuo para formu-
lar, emplear e interpretar las matematicas en distintos contextos, incluye el razonamiento
matematico y la utilizacion de conceptos, procedimientos, datos y herramientas matema-
ticas para describir, explicar y predecir fendémenos. Se considera que ello ayuda a los in-
dividuos a reconocer el papel que las matematicas desempefian en el mundo y a emitir
los juicios y las decisiones bien fundadas que los ciudadanos constructivos, comprome-
tidos y reflexivos necesitan.

Ademas, una de las siete capacidades fundamentales de acuerdo al planteamiento de
la OCDE tiene que ver con la matematizacion, en la que se indica que la competencia
matematica implica transformar un problema definido en el mundo real a una forma es-
trictamente matematica, lo que puede incluir estructurar, conceptualizar, hacer suposi-
ciones y/o formular un modelo, o a su vez interpretar o evaluar un resultado o modelo
matematico en relacion con el problema original.

Por su parte el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989) en Cu-
rriculum and Evaluation Standars for School Mathematics, asumid la necesidad de desa-
rrollar la comprension de modelos matematicos aplicables a una variedad de disciplinas,
y las orientaciones curriculares hacian hincapié en que contenidos matematicos como los
patrones y funciones, la estadistica y la probabilidad o bien la geometria no deberian cen-
trarse en la memorizacion, sino que deberian servir sobre todo para modelizar, describir,
analizar, evaluar y tomar decisiones sobre situaciones problematicas. Desde entonces,
el NCTM en sus diferentes documentos ha tenido siempre presente la importancia de la
modelizacion matematica en los procesos de ensefianza y aprendizaje, asumiendo que
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un modelo matematico se refiere a la representacion matematica de los elementos y rela-
ciones en una version idealizada de un fendmeno complejo, y sefialan que todos los pro-
gramas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos los estudiantes para
usar representaciones que permitan modelizar e interpretar fendmenos fisicos, sociales
y matematicos.

Sin embargo, a pesar de lo dicho anteriormente, consideramos que aun falta por de-
sarrollar y/o divulgar propuestas concretas de como el profesorado puede utilizar la mo-
delizacion matematica como una herramienta didactica que contribuya al desarrollo de
la competencia matematica de los estudiantes. En este sentido, el presente trabajo pre-
tende ser un aporte que permita llevar los planteamientos de la modelizacion matema-
tica a las aulas.

LA MODELIZACION MATEMATICA

Hasta el momento no existe en la literatura un criterio unificado para definir la modeli-
zacion matematica y su epistemologia, por lo que es imprescindible elegir desde qué mi-
rada se estudia este proceso. En nuestro caso reconocemos la modelizacion matematica
desde una perspectiva educacional ya que valoramos la importancia de la misma como
estrategia didactica. Para Kaiser y Sriraman (2006) la perspectiva educacional persi-
gue objetivos pedagogicos y disciplinares, tanto en la estructuracion de los procesos de
aprendizaje como en la introduccion y el desarrollo de conceptos.

Si bien no existe una manera Unica para describir la modelizacion matematica, al-
gunos autores realizan algunos aportes interesantes. La modelizaciéon matematica es un
proceso que utiliza la matematica para representar, analizar, hacer predicciones o pro-
porcionar informacién sobre los fenomenos del mundo real y realizar un proceso de tra-
duccion entre este mundo y las matematicas (Bliss y Libertini, 2019; Blum y Borromeo,
2009). Hablar de modelizacién matematica en la ensefianza significa proporcionar a los
estudiantes problemas suficientemente abiertos y complejos en los que puedan poner en
juego su conocimiento previo y sus habilidades creativas para sugerir hipotesis y plan-
tear modelos que expliquen el fendmeno en cuestion mediante revision, reflexion, apli-
cacion y comunicacion de resultados (Trigueros-Gaisman, 2006).

EL CICLO DE MODELIZACION

Existe un consenso en la literatura de que la modelizaciéon matematica es un proceso no
lineal, consecuentemente, varios son los autores (Carreira, Amado y Lecoq, 2011; Girnat
y Eichler, 2011; Kaiser, 1995) entre otros, que han realizado planteamientos de que los
procesos de modelizacion matematica se desarrollan a través de ciclos. Si bien las dife-
rentes propuestas tienen caracteristicas similares, en este trabajo asumimos el ciclo pro-
puesto por Blum y Leif (2007) (figura 1).

Este planteamiento indica que a partir de la situacion ocurrida en el mundo real (a)
se trabaja para comprender el problema (1), este hecho genera un modelo conceptual
(b) en el pensamiento de los estudiantes. Simplificar y estructurar (2) hace referencia a
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1 Understanding
2 Simplifying/Structuring
3 Mathematising
mathematical 4 Working mathematically
5 Interpreting
6  Validating
real _'T a real situation
oAt 22} b situation model
c real model
d mathematical model
mathematical e mathematical results
f real results
rest of
the world mathamatics

Figura 1. Ciclo de modelizacion matematica de Blum y Leif3 (2007).

identificar variables y/o condiciones que conllevan a un modelo real (c). A través de la
matematizacion (3) se llega al modelo matematico (d) el cual es una expresion en ma-
tematicas formales de las relaciones existentes entre las variables, sin perder de vista
las condiciones del problema. Luego se realiza un trabajo matematico (4) hasta con-
seguir resultados matematicos (e) que luego seran interpretados (5) en términos de
resultados reales (f) para seguidamente validarlos (6) comparandolos con el modelo
conceptual (b).

Es importante resaltar que este proceso es no lineal y que en la practica los estudiantes
pueden ir de un punto a otro del esquema sin necesidad de seguir un orden establecido,
precisamente ese camino de ida y vuelta les permitira ir afinando el modelo buscado. Fi-
nalmente es importante que los estudiantes socialicen el modelo con sus compaiieros, re-
cojan las observaciones pertinentes y realicen los ajustes necesarios con el objetivo de
mejorar el modelo.

ACTIVIDADES QUE GENERAN MODELOS

Si bien son diferentes las propuestas para llevar a cabo los procesos de modelizacion
matematica en las aulas (Albarracin, 2017; Ferrando y Navarro, 2015; Gallart, Garcia-
Raffi, Ferrando, 2019; Sierra-Galdoén et al., 2011; Sol y Rosich, 2011) entre otros, con-
sideramos importante explotar las bondades que presentan las actividades que propician
modelos, también llamadas Actividades Reveladoras del Pensamiento, conocidas en la
literatura como (MEAS) por sus siglas en inglés.

(',QUE SON LAS MODELING-ELICITING ACTIVITIES?

Las MEAs son actividades no tradicionales que, partiendo de una situacion real, plan-
tean problemas abiertos, desafiando a los estudiantes a construir un modelo con el
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objetivo de solucionar el problema (Lesh y Doerr, 2003; Lesh, Hoover, Hole, Kelly y
Post, 2000).

Se emplean fundamentalmente con dos objetivos: 1) preparar el terreno necesario
antes de la introduccion de nuevos conceptos, y/o 2) fomentar en los estudiantes un
aprendizaje mas profundo que conlleve a transferir ese aprendizaje a otros contextos
reales.

Estas actividades, desarrolladas fundamentalmente por Lesh y su equipo, tienen las
siguientes caracteristicas principales: se trabajan en grupos pequeiios de estudiantes, de
tres a cuatro como maximo, y pueden durar entre dos o tres sesiones de clase; en muchos
de los casos se solicita a los estudiantes que mediante una carta brinden asesoria a una
persona para resolver el problema en cuestion. En esta carta deben indicar como han lle-
gado a la solucion, porque es 1til su planteamiento y como este podria servir incluso en
otros contextos.

La puesta en marcha de la actividad consta de tres fases diferenciadas:

1. Realizacion de una lectura y contestacion de preguntas guias: se sugiere que esta

parte sea individual y que, preferentemente, se realice de forma previa a la clase
(por ejemplo, en casa o bien en sesiones dedicadas a trabajo individual).

2. Socializacion de las respuestas a la lectura en cada grupo de trabajo: el objetivo es
que cada alumno escuche el planteamiento de sus compaiieros y pueda considerar
aspectos que a lo mejor no consider6 en sus respuestas iniciales (duracion apro-
ximada 15 min). Luego se entrega la actividad en si, y la funcién del maestro en
esta parte es interactuar con cada grupo y observar detenidamente los procesos de
pensamiento de los alumnos, ofreciendo ayudas solamente cuando sea necesario
pero sin dar soluciones al problema.

3. Puesta en comun de las soluciones de cada grupo: el maestro puede elegir al azar
un miembro del grupo para que exponga la solucién a la que han llegado. Des-
pués de haber escuchado las soluciones de sus compaiieros, cada grupo puede re-
finar sus modelos si asi lo desean considerando aspectos que a lo mejor no fueron
considerados previamente.

Un aspecto muy importante a considerar es que al tratarse de un problema abierto,
este tipo de actividades no contienen respuestas Uinicas y por lo tanto todas las respues-
tas son validas, simplemente algunas seran mas eficientes que otras. La esencia de la ac-
tividad no es en si la respuesta, 1o mas importante de todo es el proceso para llegar a la
recomendacion que se da al usuario mediante la carta. Se otorga también mucha impor-
tancia a la argumentacion acerca de la validez del modelo.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS MEAs

Los seis principios fundamentales que deben cumplir este tipo de actividades (Lesh et

al., 2000) son:
e Principio de construccion: Los problemas deben estar disefiados de tal forma
que permitan la creacion de un modelo que utilice elementos, las relaciones y
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operaciones entre estos elementos, las reglas y patrones que rijan estas relacio-
nes, los alumnos deben cuantificar, identificar patrones, hacer predicciones, etc.

e Principio de realidad: Los problemas deben ser pertinentes y relevantes para los
estudiantes, preferentemente con datos reales o ligeramente modificados, se reco-
mienda utilizar una lectura preparatoria con preguntas que acerquen a los alum-
nos al tema.

e Principio de autoevaluacion: Conforme trabajan en la solucion, los alumnos deben
poder autoevaluarse determinando la utilidad de sus soluciones. El enunciado del
problema debe indicar claramente ciertos criterios que permitan evaluar el grado
de utilidad de una solucion.

e Principio de documentacion: Los alumnos deben poder documentar sus procesos
de pensamiento dentro de su solucion, los productos que generen deben mostrar
objetos estadisticos o construcciones que fueron realizadas, asi como las relacio-
nes entre estos objetos y estas construcciones.

e Principio del prototipo efectivo: Se trata de que el modelo producido sea lo mas
simple posible pero matematicamente significativo.

e Principio de generalizacion: Busca que las soluciones creadas por los estudian-
tes se puedan generalizar o al menos adaptarse facilmente a otras situaciones o
contextos.

EJEMPLOS DE ACTIVIDADES GENERADORAS DE MODELOS
Se presentan dos ejemplos de actividades que pueden ser directamente aplicadas en el
aula. Para su disefio se han tenido en cuenta que se trate de situaciones que despierten el
interés de los estudiantes, y despierte la necesidad de encontrar una respuesta.
Situacion 1: Venta de coches
La figura 2 muestra la lectura introductoria para la primera actividad.

En la figura 3 se presentan las preguntas que permiten controlar la comprension de
la lectura anterior.

Y en la figura 4 se presenta el enunciado de la actividad de modelizacion.

Situacion 2: las tarifas eléctricas

Lafigura 5, 6 y 7 muestran la lectura introductoria, las preguntas de comprension y la se-
gunda actividad de modelizacion respectivamente.
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LAS VENTAS DE COCHES BAJAN EN TODO EL MUNDO POR PRIMERA VEZ EN 9 ANOS

El pasado afio fue convulso para la industria automovilistica, lo que ocasioné una caida en las ventas.
Sin embargo, aument6 la demanda de coches eléctricos.

Tensiones comerciales entre las grandes economias mundiales, cambios en la futura normativa de
comercializacion y circulacion de vehiculos en algunos paises, nuevas maneras de entender la movi-
lidad... 2018 ha marcado un “cambio en la tendencia de ventas de la industria automovilistica en el
mundo: por primera vez en 9 afios, las matriculaciones de coches nuevos descendieron”.

En total, en 2018 se matricularon en el mundo 86 millones de unidades de turismos y vehicu-
los comerciales ligeros, lo que se traduce en una caida del 0,5% en comparacion con los datos de
2007, segiin Jato Dynamics, proveedor de informacion para el andlisis de tendencias en el mercado
automovilistico.

Los grandes mercados, los que menos coches venden

Las grandes economias mundiales han sido las que han reflejado las mayores caidas de ventas de co-
ches. Asi, China, el pais en el que se comercializan mas automoviles de todo el mundo, contabilizé
28,08 millones de turismos y vehiculos comerciales ligeros vendidos; esta espectacular cifra, sin em-
bargo, es un 2,8% inferior a la registrada en 2017.

Por su parte, Estados Unidos alcanz6 los 20,86 millones de unidades de coches vendidos, un 0,2%
menos que en 2017; Europa, 22,7 millones de unidades, Oriente Medio y Africa, un 1,1% menos; 10,6
millones de unidades en Asia-Pacifico, un 3,3% mas; 5,1 millones de unidades en Japon, un 0,6%
mas; 4,3 millones de unidades en Sudamérica, un 7% mas; y 1,7 millones de unidades en Corea del
Sur, un 1,4% mas.

Por fabricantes, Toyota, Volkswagen y Ford son los que ocupan los tres primeros puestos en niimero
de vehiculos vendidos en todo el mundo con 8,09; 6,7 y 5,3 millones de unidades comercializadas.”

Los vehiculos eléctricos despegan en ventas

Jato Dynamics también ha destacado en su informe el espectacular avance en las ventas de coches
eléctricos. En total en 2018 se matricularon 1,26 millones de unidades, un 74% mas que en 2017. Estos
excepcionales resultados se deben a tres factores: la alta demanda de vehiculos eléctricos en China, la
llegada del Tesla Model S a los mercados y la crisis de los motores Diesel en los mercados europeos.
Los paises donde mas se comercializaron coches eléctricos en 2018 fueron China (769.000 unidades),
EE. UU. (209.000 unidades), Noruega (46.000 unidades), Alemania (35.000 unidades) y Francia (35.000
unidades). Tesla fue la marca mas vendida a nivel mundial seguida de BAIC, BYD, Nissan y Zoyte. Y
los modelos mas demandados, el tesla Model 3, BAIC EC, Nissan Leaf, Baojun E200 y Tesla Model S.

Fuente:  https://www.autopista.es/noticias-motor/articulo/ventas-coches-bajan-todo-mundo-primera-
vez-9-aflos

Figura 2. Noticia sobre la caida de las ventas de coche.
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VENTAS DE COCHES: PREGUNTAS DE PREPARACION

1. ¢Sobre qué trata la noticia?

2. (De qué forma ha impactado la utilizacion del coche en el dia a dia?

3. Al hablar de coches, ;Qué marcas conoces?, ;Tienes coche?, ;Qué tipo y marca de coche
tienes?

4. En caso de no tener coche, ;Qué marca comprarias y por qué?

Figura 3. Preguntas guia.

50 Epsilon, 2019, n° 102, 43-59, ISSN: 2340-714X



La modelizacion matemdtica a través de las actividades generadoras de modelos: ...
César Trelles-Zambrano, Ximena Toalongo, Angel Alsina y Neli Gonzales

COMPRA DE COCHE: EL CASO DE MARC

Marc es un abogado que inici6 su carrera a partir de los 25 afios y después de afios de experiencia
logré consolidarse en este ambito laboral. Se cas6 y juntamente con su esposa compraron un piso a
través del Banco. Los fines de semana viajan continuamente con su esposa a diferentes lugares de
la zona y comparten diversas aficiones como los deportes de aventura y la playa. Pasado un tiempo
deciden que van a tener hijos y su sorpresa es que tendran gemelos. Ante esta situacion, tendran
que comprar un coche que se adapte a su realidad.

Marc sabe que su hipoteca con el Banco es por 30 afios, y que al pensar en un coche debera
analizarlo con cautela porque su esposa estara en paro por algin tiempo y s6lo él aportara con la
némina en casa. Por ello ha buscado informacion en internet y ha elaborado la tabla que se mues-
tra abajo, con las principales caracteristicas que deberia tener el coche en beneficio de ¢l y su fami-
lia. El problema es que no sabe cémo hacerlo y pide vuestra ayuda a través de una carta en la que
expliquéis cudl seria la mejor opcion de compra. Por otro lado, necesita que en esta carta generéis
una estrategia que le permita afiadir otros coches y de esta manera generalizar la idea que le per-
mita optar por la mejor opcidn sin importar el numero de coches que se afiadan a la lista.

Desde ya Marc agradece vuestra ayuda, estard gustoso de leer y escuchar la explicacion que
podais brindarle. Exitos en vuestro trabajo.

Modelo Consumo Tipo de . Potencia Maletero Plazas | Precio
Combustible
1(\24;? %/01_07611@ Gasolina 150-194CV | 506-919L | 5 27270
Z’lsigs(“bism ?ﬁ}f&im Diésel 114-150CV | 442-1219L | 5 21700
gzrs‘;eies 13:/91_(3631@ Gasolina 109-381CV | 341-1210L | 5 26525
Toyota Aygo i,/ll-(;‘(ﬁm Gasolina 72-72CV 168-198L 4 13190
Eg;;r(zur OL,/(i-(;l(Bim Eléctrico 71-90CV | 185-975L | 4 13325
gzlll;s(vzvi‘isn %/01-07(3im Eliicrtigg"/ 102-310CV | 272-1620L | 5 20405

Fuente: Datos obtenidos de https://www.autobild.es/coches

Figura 4. Actividad de modelizacion matematica sobre coches.
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EL IMPUESTO A LA GENERACION ELECTRICA VUELVE Y LA FACTURA PO-
DRIiA SUBIR 1 EURO

El Gobierno de Espaiia ha puesto fin a una de las medidas adoptadas para paliar el impacto del
precio de la luz y es mas que previsible que se produzca un repunte en el recibo, de en torno al
203 %.

La suspension temporal del impuesto sobre la generacion eléctrica del 7 %, una de las medi-
das adoptadas por el Gobierno de Espafia para paliar el impacto del alza del precio de la luz en
los consumidores, finaliza este lunes. La ministra para la Transicion Ecologica, Teresa Ribera, ha
estimado que el fin de la suspension temporal podria suponer un alza de entre “dos o tres pun-
tos porcentuales”, lo que representara un encarecimiento en el recibo de la luz de “entre 0,5 y 1
euro por familia”.

El Gobierno espafiol, en su real decreto-ley 15/2018, de 5 de octubre del afio pasado, de me-
didas urgentes para la transicion energética y la proteccion de los consumidores, exoneraba del
impuesto sobre el valor de la produccion de la energia eléctrica a la electricidad producida e in-
corporada al sistema eléctrico durante el ultimo trimestre de 2018 y el primero de 2019.

Con esta norma el Ejecutivo espafol daba respuesta al fuerte repunte en agosto del precio de
la electricidad, que en septiembre se dispar6é a maximos anuales.

En el mercado mayorista de la electricidad, donde las empresas casan sus ofertas, el precio
medio mensual en septiembre fue de 71,27 euros el megavatio hora (MWh), con un maximo dia-
rio de 75,93 euros/MWh alcanzado el 19 de septiembre.

El encarecimiento del precio de los derechos de emision del dioxido de carbono (CO2) y
del gas natural y el carbon en los mercados internacionales fueron los principales causantes de
la subida.

El Gobierno quiere en el futuro acabar totalmente con el impuesto a la generacion eléctrica
dentro de una reforma fiscal de la energia que ha estado preparando, descartando prorrogar su
suspension temporal en medio de una coyuntura preelectoral como la actual.

Fuente:https://www.eitb.eus/es/noticias/economia/detalle/6306394/
subida-electricidad-repunte-factura-luz-abril-2019/
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Figura 5. Noticia sobre las tarifas eléctricas.
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IMPUESTOS A LA ELECTRICIDAD: PREGUNTAS DE PREPARACION

1. ;Sobre qué trata la noticia?

2. (Qué creéis que sucedera una vez termine la suspension temporal del impuesto sobre la gene-
racion eléctrica?

3. (Considerais que las empresas y/o comercializadoras pueden realizar cualquier tipo de ofertas
de energia sin importar el impacto que puedan generar en Espafia?

4. (Por qué seria importante que se acabe de forma total con el impuesto a la generacion eléc-
trica?, jseria positivo o negativo este impacto en el presupuesto familiar, por qué?

Figura 6. Preguntas guia sobre los impuestos a la electricidad.
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.QUE NOS CONVIENE?: EL CASO DE EMMA Y NEREA

Emma es una chica de 19 afios que entrara a la universidad y como esta lejos de su pueblo
tendra que mudarse a la ciudad donde funciona. Ella trabaja como dependienta en una tienda de
ropa de su pueblo y ha pedido traslado para una de las sucursales que la tienda tiene en la ciudad.
Durante los ultimos 5 meses ha ahorrado un poco de dinero, pero esta preocupada de que este di-
nero no sea suficiente para su nueva vida.

Ha conversado con una amiga y ésta le ha contado que tiene una prima que estudia en la ciu-
dad y que ahora mismo tiene una habitacion disponible en el piso que alquila para que pueda
vivir junto con ella y asi compartir gastos. A Emma le parece una idea perfecta y contacta con
ella para concretar el trato.

Han pasado ya 6 meses de que Emma comparte piso con Nerea, en este tiempo se ha dado
cuenta que el precio de la electricidad es alto y que sus ahorros y su nomina le van muy justos.
El piso es de 50m?, cuenta con servicios basicos, tiene buena ventilacion y esta bien distribuido,
tienen los electrodomésticos necesarios y no pasan mucho tiempo en el piso por razones de es-
tudios y trabajo.

Emma ha conversado con Nerea y otros amigos para averiguar sobre las tarifas de luz y de
esta forma no pagar demasiado, han buscado informacion en internet sobre compaiiias eléctri-
cas (comercializadoras), para ello han elaborado una tabla con algunas caracteristicas de luz. El
problema es que no saben como elegir la mejor y piden vuestra ayuda a través de una carta en
la que expliquéis cual seria la mejor opcidn de tarifa y empresa. Por otro lado, necesitan que en
esta carta generéis una estrategia que les permitan anadir otras empresas y de esta manera gene-
ralizar la idea que les permita optar por la mejor opcion sin importar el numero de empresas que
se afladan a la lista.

Desde ya Emma y Nerea agradecen vuestra ayuda, estaran gustosas de leer y escuchar la ex-
plicacion que podais brindaros. Exitos en vuestro trabajo.

Empresa Mercado | Tarifa Precio energia Prec1o. Permanencia D{scrlmlna}—
potencia cion horaria
Endesa Libre One Luz 0.1255€/kWh 3.429€/ KW Si Si
Mismo Pre- 0.12700€/kWh-
Lucera Libre . 0.1042€/KW/ 3.16€kW No No
cio 24h-2.0A | ,
dia
Estable- 0.1443€/kWh-
Iberdrola Libre 5 ODHA 0., 1233€/kW/ 3.50€/kW No Si
dia
Férmula 0.1474€/kWh-
EDP Libre 0.1152€/kW/ 3.50€/kW Si Si
Luz-2.0A .
dia
holaluz Libre Tarifasin = o 1 330ewWh 3.170€/kW No Si
sorpresas

Fuente: Datos obtenidos de https://tarifaluzhora.es/comparador/tarifas-electricas.
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Figura 7. Actividad de modelizacion sobre tarifas de energia eléctrica.
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USO DE LA TECNOLOGIA

Como elemento adicional, y considerando que al plantear este tipo de actividades en las
aulas, en algunas ocasiones los modelos generados implican el uso de funciones, se pro-
pone usar el sofiware Desmos, que entre sus principales ventajas destacan que es gratuito
y ademas permite la posibilidad de observar en pantalla el trabajo de todos los estudian-
tes o de todos los grupos segun sea el caso. Es importante mencionar que el software
permite trabajar ademas varios contenidos matematicos como: ecuaciones, sistemas de
ecuaciones, inecuaciones, conicas, entre otros.

Como primer paso se debe crear una cuenta en la pagina https://teacher.desmos.com/
tal como se aprecia en la figura 8.

BEEE]
desmos
Hamg
Mcat Popular
Lt FRT,
Desmos Classroom Activities
Al Desmos, our mi - 5 hudent kearn math and love hlming math. With that
Conics = ngaging digital activities, which are frea for you and 1
Expanantial
Expressicns o i
: (®) watch the video
Nt
Linsor
Linear Systems
Modling
e What We Offer
Transtammadons
Crargn e o1 Meaningful Feedback
ey - s = 1 | S | We show studonts whal ther Son grew

Figura 8. Pagina de inicio de Desmos.

Luego se puede crear una actividad dando clic primero en el botén custom y luego en
el boton New Activity, tal como se presenta en la figura 9.

) O @ o e oo, - = B ¥ n@ i
desmos Saarch for a0 Bcvy ! Céaar Traes =
Home: Custom Aclivities [ @
gt Pogudar

o T T
Bk amhd

-' Ingrescs por concepio de estacionamiento &
(s iy oy

T oaka actveind ser prastorsds que of wubciands realoe un asin de b nkrmacitn prewentads e i dgon 34 i nes gus commponde 2 i lartn de
iy N L o BT WA LN 8 (A

Expraasiond

Functions.

Figura 9. Pagina para crear actividades en desmos.
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Después de agregar un titulo y de ingresar en las diferentes pantallas las instrucciones
para los estudiantes, tenemos la posibilidad de generar un codigo de actividad, tal como
se aprecia en la figura 10.

R e e Voo T 1 MR AR ALS & ino
AESMOS | Search ke sciay q ity
Home nFundnnlmeaJ I P o)
Most Popular 3 by G Trotes (Brvmed by s
Litest &) () taet () Lagiop
i Triks Bemiviny 18 privss - sniy you i 444 It
i T i it wliary ) g TepCipey. (SR £ 03 b

ol Classes
i y
b TWasuY [ . S View Dashissand

EHDEAD [ i Ve Cashiesard
Conics

Screens
Exponential

1 Crowe una funcite inead 2 Deterrming sffmodelc mat 3 Owterans cofiies sorie o 4 Argumenta tureipursta d
Expressions B .-
Functions
Inegqualtiss.
Lirear

Figura 10. Generacion de codigo de actividad en desmos.

El cédigo generado les indicamos a nuestros estudiantes, los mismos que tienen que
ingresarlo, (figura 11) accediendo a la pagina https://student.desmos.com/

Welcome!

@ Enter your class code:

Sign in to come back to your work later;

& Sgnnwih Googe | o Sign veelh s

Figura 11. P4gina de ingreso del alumno con su cédigo.

Y luego de seguir las instrucciones que nosotros ingresamos anteriormente, nos da la
posibilidad de observar en una sola pantalla el trabajo de todos los estudiantes, tal como
se ilustra en la figura 12. En esta pantalla, si se desea, existe la posibilidad como profe-
sores de elegir la funcion anénima para que no se vea el nombre de cada estudiante, per-
mitiéndonos de esta forma realizar tranquilamente una retroalimentacioén oportuna sobre
el trabajo de cada uno y dandonos la posibilidad de aprender de los errores cometidos por
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cualquier alumno, asi como de resaltar los aspectos interesantes que se presenten, todo
esto sin necesidad de que el grupo sepa a quien exactamente pertenece el trabajo.”

@ Funcién ineal | ZWISUY

saeenzotd Determina el modelo matemético que permite obtener el precio del estacionamiento en funcidn del
tiempo expresado en horas. Construye la grafica comespondiente.

Figura 12. Pantalla de trabajo de toda la clase.

Es importante sefialar que aqui se han presentado simplemente algunas de las funcio-
nes basicas del programa que podrian ser utilizadas en el proceso de modelizacion, sin
embargo es preciso indicar que el programa tiene muchas funcionalidades que se pueden
aprender mas a fondo conforme se lo vaya utilizando, y brinda la posibilidad de acceder
también a un repositorio de actividades ya creadas y a su vez alimentarlo con las que
sean de nuestra propia autoria.

CONSIDERACIONES FINALES

En este trabajo se ha puesto de manifiesto que algunos de los principales beneficios del
trabajo sistematico de la modelizacion matematica es que permite acceder a conocimien-
tos matematicos que tienen un papel cada vez mas importante tanto en multiples apli-
caciones de la vida real (ingenieria, ciencias de la vida, ciencias sociales, etc.) como
también dentro de la propia educacion matematica, como por ejemplo formular, emplear
e interpretar las matematicas en distintos contextos, usando de forma cada vez mas efi-
caz el razonamiento matematico y conceptos, procedimientos, datos y herramientas ma-
tematicas para describir, explicar y predecir fendmenos.

A pesar de la importancia de la modelizacion, diversos estudios previos han puesto
de manifiesto que una parte considerable del profesorado tiene conocimientos escasos
sobre codmo fomentar este proceso matematico en los alumnos de 12 a 16 afios. Asi,
pues, con el proposito de favorecer el desarrollo profesional del profesorado, se ha des-
crito y ejemplificado un recurso didactico para trabajar la modelizaciéon matematica en el
aula de Educacion Secundaria Obligatoria: las Actividades Reveladoras de Pensamiento
(Modeling-Eliciting Activities o MEAs, por sus siglas en inglés), que se fundamentan en
los siguientes seis principios: de construccion, de realidad, de autoevaluacion, de docu-
mentacion, de prototipo efectivo y de generalizacion. La incorporacion sistematica de
estas actividades, con el apoyo de software educativos como por ejemplo el Desmos,
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que permite observar el trabajo de todos los estudiantes o de todos los grupos de trabajo,
puede contribuir a que progresivamente los alumnos usen representaciones que les per-
mitan modelizar e interpretar fenomenos fisicos, sociales y matematicos.
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Particion prismatica de paralelepipedos en
seis piramides triangulares equivalentes

José R. Galo Sanchez
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Resumen: En este articulo se analiza en detalle la descom-
posicion de los diferentes tipos de paralelepipedos en pird-
mides cuadrilateras y en piramides triangulares. Se obtienen
de manera constructiva las particiones con cardinal minimo
y se profundiza en aquellas que, sin tener cardinal minimo,
estan formadas por seis pirdmides que forman dos prismas.
Se cuantifican y detallan todas las particiones posibles y se
proporcionan enlaces a recursos interactivos que permiten
verlas digitalmente y, a su vez, también obtener los desarro-
llos planos con los que abordar su reproduccion real o tan-
gible y su manipulacion. Para cualquier paralelepipedo que
defina el interesado se obtiene un entretenido puzle, no siempre ficil de componer.
Palabras clave: Particion poliedros, paralelepipedo, piramide.

Prismatic dissection of parallelepipeds into six
equivalent triangular pyramids

Abstract: In this article we analyze in detail the decomposition of the different types
of parallelepipeds in quadrilateral pyramids and triangular pyramids. Partitions with
minimal cardinal are obtained in a constructive way and deepened in those that, with-
out having minimum cardinal, are formed by six pyramids that form two prisms. All the
possible partitions are quantified and detailed and links to interactive resources are pro-
vided that allow them to be viewed digitally and, in turn, also obtain the flat develop-
ments with which to address their real or tangible reproduction and manipulation. For
any parallelepiped defined by the interested party, an entertaining puzzle is obtained, not
always easy to compose.

Keywords: Polyhedrom dissection, parallepiped, pyramid.
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INTRODUCCION

En el articulo “Particion prismatica de un cubo en seis piramides triangulares equivalen-
tes” (Galo-Sanchez, 2018) se realiza un andlisis constructivo, global y unificador de la
descomposicion de un cubo o hexaedro regular en piramides cuadradas y triangulares y,
en particular, se incide en las particiones que sin tener cardinal minimo estdn formadas
por piramides equivalentes. Era de esperar que la innata inquictud matematica que trata
de extender todo lo que se aprende, apareciera y sirviera como catalizador para dar el
salto a su generalizacion al caso de los paralelepipedos, de los que es un caso particular
el cubo. Y eso es lo que se realiza en este articulo. Se sigue un esquema y método glo-
bal para los cuatro tipos de paralelepipedos (cubo, ortoedro, romboedro y romboiedro),
pero también se profundiza en las particularidades intrinsecas a cada uno de ellos cuando
se introducen situaciones o restricciones que introducen regularidades adicionales, por
ejemplo, entre otros casos analizados, un ortoedro con dos caras cuadradas.

En la primera parte se aborda la particion en piramides cuadrilateras. El procedi-
miento es comun en todos los casos y consiste en la eleccion de un punto interior o de la
frontera del paralelepipedo, que sera la cuspide comun a todas las piramides de la parti-
cion, y el trazado de segmentos desde dicho punto a los vértices del poliedro, los cuales
se configuran como las aristas de las piramides. La particion minima esta formada por
tres piramides y coincide cuando la cispide comun es un vértice del poliedro. Si la cus-
pide se ubica en una arista del paralelepipedo se obtienen cuatro pirdmides, cinco si se
sitla en una cara y seis si es un punto del interior.

En la segunda parte se efectta la particion de un paralelepipedo en piramides trian-
gulares. Esta puede realizarse partiendo de una particién del mismo en piramides cua-
drilateras con cardinal minimo (tres) y dividiendo cada una de esas piramides en dos
triangulares, asi se obtienen particiones con seis piramides entre las que distinguiremos
particiones prismaticas o no prismaticas segtin el paralelepipedo original quede dividido
en dos prismas triangulares o no. Aqui se realiza, para cada tipo de paralelepipedo, un de-
tallado analisis que cuantifica las diferentes particiones que se pueden obtener y las pira-
mides que las componen. No obstante, la obtencion de la particion de cardinal minimo,
compuesta por cinco piramides, requiere de un proceso constructivo independiente que
también se detalla.

Todo el estudio puede verse digitalmente en escenas interactivas desarrolladas con
la herramienta de autor denominada DescartesJS (RED Descartes, 2018). Esas escenas
también facilitan los desarrollos planos de las piramides que constituyen la particion, pu-
diéndose imprimir y consecuentemente permite abordar su reproduccion real o tangible
y su manipulacion. Para cualquier paralelepipedo que defina el interesado se obtiene un
entretenido puzle, no siempre facil de componer.

1. PARTICION DE UN PARALELEPIPEDO EN PIRAMIDES DE BASE
CUADRILATERA

Un cubo es un caso particular de paralelepipedo, es decir, de un poliedro convexo
que cuenta con ocho vértices, doce aristas y seis caras que son paralelogramos. Por la
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similitud de forma y propiedades entre estos poliedros es 16gico plantearse la extension
del analisis realizado en la particion del cubo en pirdmides cuadradas (Galo Sanchez,
2018) a la particion de dichos hexaedros en piramides de base cuadrilatera y es lo que se
realiza a continuacion.

El procedimiento para efectuar la particion en piramides cuadrilateras es el mismo
abordado en el caso del cubo, es decir, elegir un punto del interior o de la frontera del po-
liedro considerado y desde ¢l trazar segmentos que lo unan con los ocho vértices; y tam-
bién se reproducen las situaciones observadas en el cubo:

e Siel punto considerado es un vértice la descomposicion estara compuesta por tres

piramides cuadrilateras (particion de cardinal minimo).

e Si el punto pertenece a una arista seran cuatro las piramides obtenidas.

* Si el punto es del interior de una cara son cinco las piramides.

e Si el punto es del interior del hexaedro seran seis las piramides.

Lo que obviamente cambia es la regularidad y la congruencia entre las piramides ob-
tenidas ya que ésta depende de la regularidad del paralelepipedo inicial considerado. En
las imagenes de la figura 1 se muestra un ejemplo de la particiéon de un romboiedro en
tres, cuatro, cinco y seis piramides cuadrilateras, y en la figura 2 se reflejan los desarro-
llos respectivos de cada una de estas particiones.

Se dispone de un recurso interactivo! que permite definir el paralelepipedo que se
desea partir y, seleccionando el punto que actia como ctspide comtn, se obtiene la par-
ticion correspondiente, su desarrollo tridimensional y el desarrollo plano de cada una de
las piramides que intervienen (ver figura 3). Asi pues, se pueden imprimir los desarro-
llos planos de las piramides de la particion, construir éstas y con ellas reproducir tangi-
blemente el paralelepipedo considerado.

1. Descomposicion de un paralelepipedo en piramides cuadrilateras: http://proyectodescartes.org/misce-
lanea/materiales _didacticos/Paralelepipedo3456PiramidesCuadrilateras-JS/index.html
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1)

3) 4)

Figura 1. Particioén de un paralelepipedo en tres, cuatro, cinco y seis piramides cuadrilateras,
imagenes etiquetadas como 1), 2), 3) y 4) respectivamente.

)

3)

Figura 2. Piramides cuadrilateras correspondientes a las particiones del romboiedro reflejadas
en la Fig. 1, imagenes etiquetadas como 1), 2), 3) y 4) respectivamente.
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Descomposicidn de un paraielepipede en pirdmides de base cuadrildtera

Cesarrollos de las piramides de la particion; animacion y desarmrollo plang ~

Piramide v w - Ocultar piramide Flagar

De=amolo plans

|
Sl

||'F'I?l'll'll'||

Figura 3. Obtencion y/o impresion de los desarrollos planos de una particion.
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Figura 4. Particion de un
paralelepipedo en prismas
triangulares por division de
piramides cuadrilateras

2. PARTICION DE UN PARALELEPIPEDO EN PIRAMIDES DE BASE
TRIANGULAR

La particion de un paralelepipedo en piramides de base triangular puede abordarse desde
dos perspectivas o procedimientos:

e Descomposicion de cada una de las piramides cuadrilateras obtenidas en la sec-
cion anterior en dos triangulares® mediante la eleccion de una de las dos diagona-
les de la base cuadrilatera (ver figura 4). Consecuentemente tendremos:

—  Siel punto considerado es un vértice del hexaedro la descomposicion estara
compuesta por tres piramides cuadrilateras que conducen a seis triangulares.

—  Siel punto pertenece a una arista seran cuatro las piramides cuadrilateras ob-
tenidas y ocho las triangulares.

—  Siel punto es del interior de una cara son cinco las piramides cuadrilateras
y diez las triangulares.

—  Siel punto es del interior del hexaedro seran seis las piramides cuadrilateras
y doce las triangulares.

En este caso la particion minima estarda compuesta por seis piramides triangula-

res, y acontecen dos situaciones que analizaremos posteriormente y que clasifica-

remos como particiones prismaticas y particiones no prismaticas.

¢ Construccion especifica, la cual es imprescindible para poder obtener la particion con
menor nimero de elementos que es la compuesta por cinco piramides triangulares.

2. Descomposicion de un paralelepipedo por division de piramides cuadrilateras: http://proyectodescar-
tes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Paralelepipedo3456PiramidesTriangulares-JS/index.html
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2.1 Particion con cardinal minimo de un paralelepipedo en piramides
triangulares

Para obtener la particion en piramides triangulares con cardinal minimo ha de tenerse en
cuenta: que el menor numero de elementos primarios que tienen que intervenir en la par-
ticion son los ocho vértices, las doce aristas y seis diagonales de las caras, una por cada
una de ellas; y que una piramide triangular de la particion queda determinada sin mas que
elegir dos segmentos con distinta direccién y que no sean coplanarios.

En caso de ser un paralelepipedo las diagonales de las caras opuestas o bien son para-

lelas o bien tienen distinta direccion. Por tanto, pueden darse las siguientes situaciones:

* Que todas las diagonales tengan distinta direccion, de manera que:

—  Sicon esas seis diagonales se construye una piramide triangular, ésta queda
ubicada en el interior del paralelepipedo y lo fracciona en cinco piramides,
obteniéndose la particion de cardinal minimo? (ver figura 5). Se verifica que
las cuatro piramides exteriores son equivalentes entre si y el volumen de
cada una de ellas es la sexta parte del volumen total y, por tanto, el volumen
de la piramide interior es la tercera parte del total.

—  Siesas seis diagonales no conforman una piramide unica, entonces se obtie-
nen particiones no prismaticas* (ver figura 6).

* Que al menos haya dos diagonales que sean paralelas. En este caso esas dos dia-
gonales determinan un plano que divide al paralelepipedo en dos prismas triangu-
lares, lo cual conduce a particiones prismaticas que analizaremos posteriormente
y que contaran como minimo con seis pirdmides triangulares.

Figura 5. Particion de un paralelepipedo en Figura 6. Particion no prismatica de un
cinco pirdmides triangulares. romboiedro en seis pirdmides triangulares.

3. Descomposicion de un paralelepipedo en cinco piramides triangulares: http://proyectodescartes.org/
iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/Hexaedro5PiramidesTriangulares-
JS/index.html

4. Particion no prismatica de un romboiedro: http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_di-
dacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/RomboiedroNoPrismaticaPiramides Triangulares-JS/index.html
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2.2 Particion prismatica de un paralelepipedo en piramides triangulares

En el apartado anterior se ha observado que cuando en un paralelepipedo hay al menos
dos diagonales de caras opuestas que son coplanarias, entonces puede descomponerse
en dos prismas triangulares’® y, consecuentemente, su particion en piramides triangula-
res puede reducirse y realizarse mediante la particion de prismas triangulares en pirdmi-
des triangulares. Es lo que hemos denominado particion prismatica del paralelepipedo.

En esa division encontramos las siguientes situaciones:

e La particion de un romboiedro conduce a dos prismas oblicuos de base un trian-
gulo escaleno.

e En un romboedro los dos prismas oblicuos tienen por base un triangulo isosceles.
Distinguimos dos situaciones:

—  Enla primera, el corte se efectiia por el plano determinado por dos diagona-
les menores coplanarias. Este corte determina un rectangulo y, por tanto, las
diagonales de esa cara son iguales. Y, adicionalmente, los lados iguales del
triangulo isosceles de las bases coinciden en medida con la arista lateral de
los prismas. Se obtiene una regularidad que destacamos, pues se transmitira,
segun observaremos posteriormente, a la particion en piramides.

—  Enlasegunda, el corte se efectiia por el plano determinado por dos diagona-
les mayores coplanarias, que es un plano de simetria del romboedro, y que
determina un romboide en el plano de corte. La arista lateral no coincide con
los lados de la base y al ser un romboide sus diagonales son distintas, hay
menos regularidad en la particion.

* En un ortoedro son dos prismas rectos de base un triangulo rectangulo escaleno.
En el caso particular de que el ortoedro tenga alglin par de caras cuadradas, la par-
ticion realizada sobre éstas conduciria a prismas rectos con bases triangulos rec-
tangulos isdsceles

* Enun cubo se obtienen dos prismas rectos de base un triangulo rectangulo isdsce-
les y los catetos tienen igual longitud que la arista lateral.

2.3 Particion de un prisma triangular oblicuo en piramides triangulares

Consideremos inicialmente el caso mas genérico, el de un prisma oblicuo de base un
triangulo escaleno, y posteriormente iremos concretando los diferentes casos particula-
res. La particion de un prisma triangular oblicuo en piramides triangulares con cardinal
minimo se obtiene considerando Unicamente como elementos primarios los seis vérti-
ces {A, B, C, E, F, G}, las nueve aristas y las diagonales de las caras laterales. Haciendo
grupos de cuatro segmentos obtenemos doce piramides triangulares: {ABCE, ABCF,
ABCG, ABEG, ABFG, ACEF, ACFG, AEFG, BCEF, BCEG, BEFG, CEFG}, las cuales
determinan seis particiones distintas del prisma. Estas particiones estan compuestas cada

5. Descomposicion de un paralelepipedo en dos prismas triangulares: http://proyectodescartes.org/iCar-
tesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPa-
ralelepipedo2Prismas.html
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Figura 7. Particion de un prisma triangular oblicuo en piramides triangulares.

una por tres piramides triangulares que son equivalentes entre si, es decir, el volumen de
cada una de ellas es la tercera parte del volumen total del prisma. En la figura 7 se refle-
jan esas seis particiones®.
Para poder comparar esas piramides y esas particiones denotemos:
e Lalongitud de las aristas como: a= d(BC) =d(FG), b=d(AC) =d(EG), ¢ =d(AB)
=d(EF) y 1=d(AE) = d(BF) = d(CG).
e La longitud de las diagonales como: d1 = d(BE), d2 = d(AF), d3 = d(CF), d4 =
d(BG), d5 =d(AG) y d6 = d(CE).

6. Particion de un prisma triangular oblicuo en piramides triangulares: http://proyectodescartes.org/iCar-
tesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/Particion-
PrismaOblicuoAux1.html
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2.3.1 Particion de un prisma procedente de un romboiedro

Si consideramos que el prisma triangular procede de la particion de un romboiedro, en-
tonces, en general, las longitudes 1, a, b, ¢, d1, d2, d3, d4, d5, d6 son distintas. En base
a ello, en la figura 8 se refleja una tabla donde se detalla cada una de las seis particiones
posibles, sefialando los vértices de las tres piramides que conforman cada particion e in-
dicando con un uno los segmentos que constituyen sus aristas’. Al tener esos diez seg-
mentos diferente longitud, las doce pirdmides son diferentes®, en la columna “Pirdmide
tipo” de esa tabla las hemos numerado del 1 al 12. También, al comparar las seis parti-
ciones entre si se observa que no hay ninguna congruencia entre ellas.

2.3.2 Particion de un prisma procedente de un romboedro (primer caso)

Cuando un romboedro se parte por el plano determinado por dos diagonales menores, la
relacion que existe entre los segmentos citados es:a=c=1,b=dl =d4,d2=d3 y d5
= d6. En la tabla de la figura 9 se indica cuantas aristas de igual medida intervienen en
cada piramide’.

Comparando las doce piramides entre si'® se observa que so6lo hay seis tipos dife-
rentes, si bien pueden aparecer con distinta orientacion, es decir, que son congruentes
mediante una simetria central o especular (segun se desee o necesite). En la tabla, esta
congruencia se ha indicado incluyendo un asterisco a continuacion del tipo. Por ejemplo
ACEF y ACFG son ambas de tipo 4, pero tienen distinta orientacion, ACFG es la simé-
trica de ACFG y viceversa. Las piramides de tipo 3, 5 y 6 son simétricas y, por tanto, 3
=3*5=5%y6=06%

También, al comparar las particiones entre si, encontramos que son congruentes dos
a dos, pues son simétricas por parejas: lal conla IV, Il y V, y Il y VI (en la tabla se re-
presentan con igual color). Asi pues, son tres las formas de dividir un prisma de este tipo,
salvo congruencias.

7. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un romboiedro en pirdmides triangulares:
http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/Pris-
maOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaRomboiedro.html

8. Una escena interactiva facilita la comparacion y permite obtener los desarrollos planos de las piramides
triangulares que conforman la particion de ese prisma procedente de un romboiedro: http://proyectodescartes.
org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/De-
sarrollos/desarrolloPrismaRomboiedro.html

Ha de tenerse presente que a partir de un desarrollo plano, segin se pliegue en un sentido u otro, se ob-
tienen dos pirdmides con aristas iguales, pero diferente orientacion, es decir, el exterior pasa a ser el interior
y viceversa. Ambas son congruentes mediante una simetria central. De esto haremos uso en la particion pris-
matica de cada paralelepipedo.

9. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un romboedro en piramides triangulares (pri-
mer caso):http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interacti-
vos/PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaRomboedro.html

10. Comparacién pirdmides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un romboedro
en piramides triangulares (primer caso) y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://proyec-
todescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPira-
mide-JS/Desarrollos/desarrolloPrismaRomboedro1.html
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Figura 8. Particion de un prisma triangular Figura 9. Particion de un prisma triangular
oblicuo procedente de un romboiedro en oblicuo procedente de un romboedro en
piramides triangulares. piramides triangulares (primer caso).

2.3.3 Particion de un prisma procedente de un romboedro (segundo caso)

Cuando el romboedro se parte por el plano determinado por dos diagonales mayores, la
relacion que existe entre los segmentos es: b=c=1,a=d2 =d6,dl =d5 y d3 y d4 di-
fieren de los anteriores y entre si. Hay distinta regularidad y en la tabla de la figura 10 se
muestra la nueva relacion'!. Comparando las doce piramides entre si'?, de nuevo se ob-
serva que hay seis tipos diferentes. De ellas la 1 y la 2 son simétricas (1 = 1*y 2 = 2%);
la 3 es asimétrica y aparece en las particiones tanto la 3 como la 3*; y las 4, 5 y 6 son asi-
métricas y no aparecen en las particiones las piramides 4*, 5*y 6*. Estas observaciones
anteriores seran de interés cuando abordemos la construccion de las particiones prisma-
ticas del romboedro.

Comparando las particiones encontramos que son cuatro las formas de dividir un
prisma de este tipo, salvo congruencias. En este caso [ y V son congruentes mediante la
composicion de un giro alrededor del eje OY y otro alrededor de OZ (segln la orientacion

11. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un romboedro en piramides triangulares (se-
gundo caso): http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/inte-
ractivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaRomboedro2.html

12. Comparacion pirdmides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un romboedro
en piramides triangulares (segundo caso) y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://pro-
yectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales _didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuo-
Piramide-JS/Desarrollos/desarrolloPrismaRomboedro2.html
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Figura 10. Particion de un prisma triangular Figura 11. Particion de un prisma triangular
oblicuo procedente de un romboedro en oblicuo procedente de un ortoedro en
piramides triangulares (segundo caso). piramides triangulares (primer caso).

inicial con la que se representa el prisma en la escena), ¢ igualmente ocurre con IV y VI.
Adicionalmente se da la particularidad que la particion 11 esta formada por piramides que
son solo de un tipo, es decir, que son congruentes entre si.

2.3.4 Particion de un prisma procedente de un ortoedro (primer caso)

En el caso de que el prisma triangular proceda de un ortoedro cuyas tres dimensiones espa-
ciales sean distintas tenemos que a, ¢ y 1 tienen longitudes diferentes; pero d1 =d2,d3=d4 y
d5 = d6 porque las caras laterales son rectangulares, y b, en general, serd distinto a cualquier
valor anterior. En la tabla de la figura 11 se detallan las relaciones existentes!'?. Comparando
las doce piramides'* y se puede comprobar que hay seis tipos diferentes, que todas son asimé-
tricas y que en las diferentes particiones aparecen los seis tipos por parejas, es decir, una pira-
mide y su simétrica. Las doce piramides son 1, 1*, 2, 2* 3, 3% 4 4% 5 5% 6y 6*.
Comparando las particiones se obtiene que son tres las formas de dividir un prisma de
este tipo, salvo congruencias. [ y IV, Il y III, Vy VI coinciden respectivamente mediante una
simetria especular y un giro, o bien de manera equivalente mediante una simetria central.

13. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro en piramides triangulares (pri-
mer caso): http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interacti-
vos/PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaOrtoedro.html

14. Comparacion piramides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro en
piramides triangulares (primer caso) y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://proyec-
todescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPira-
mide-JS/Desarrollos/desarrolloPrismaOrtoedrol.html
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Figura 12. Particion de un prisma triangular Figura 13. Particion de un prisma triangular
oblicuo procedente de un ortoedro en oblicuo procedente de un ortoedro en
piramides triangulares (segundo caso). piramides triangulares (tercer caso).

2.3.5 Particion de un prisma procedente de un ortoedro (segundo caso)

Como segundo caso consideremos que dos de las dimensiones del ortoedro coinciden, es
decir, un ortoedro que cuente con dos caras cuadradas. Esta situacion, a su vez, conduce
a dos subcasos segun el prisma considerado proceda de la division del ortoedro por dos
caras rectangulares o por las dos cuadradas.

En la tabla de la figura 12 reflejamos la primera posibilidad" y aqui, al igual que en
el caso general anterior, son tres las particiones obtenidas, pero sélo con cinco tipos de
piramides. La comparacion de esos cinco tipos de piramides'® nos conduce a que las tipo
1,2, 3 y 5 son asimétricas y aparecen con sus dos orientaciones posibles. Sin embargo la
piramide tipo 4 es simétrica, es decir, 4 = 4*.

La particion [ y la IV son congruentes mediante una simetria especular y un giro (o
bien una simetria central). Y analoga situacion acontece con las particiones 11 y I1I, y con
las Vy VL

15. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro en piramides triangulares (se-
gundo caso): http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/inte-
ractivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaOrtoedro2.html

16. Comparacion piramides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro en
piramides triangulares (segundo caso) y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://proyec-
todescartes.org/iCartesiLibri/materiales _didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPira-
mide-JS/Desarrollos/desarrolloPrismaOrtoedro2.html
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2.3.6 Particion de un prisma procedente de un ortoedro (tercer caso)

Si el ortoedro con dos dimensiones iguales lo dividimos a través de las dos caras cua-
dradas, el prisma obtenido puede partirse en piramides triangulares'’ de acuerdo a lo re-
flejado en la tabla de la figura 13. En este caso s6lo tenemos cuatro tipos de piramides
diferentes'8, apareciendo en las dos orientaciones posibles. Las tipo 1, 2 y 4 son asimé-
tricas y la 3 es simétrica (3 = 3*).

Salvo congruencias solamente tenemos dos formas de partir este prisma. La parti-
cion Iy la IV son congruentes mediante una simetria especular o bien una simetria cen-
tral. Las cuatro particiones 11, III, V y VI son congruentes entre si: Il y 11l mediante una
simetria central; Il y V con una simetria especular y Il y VI realizando un giro.

2.3.7 Particion de un prisma procedente de un cubo

En el caso de que el prisma triangular proceda de un cubo, ortoedro con las tres dimen-
siones espaciales iguales, obtenemos que el numero de tipos de pirdmides son tres y el
de particiones dos, lo cual ya se detall6 en (Galo-Sanchez J.R., 2018) y ahora lo obtene-
mos como un caso particular de la particion de un ortoedro. En la tabla!® de la figura 14
mostramos este resultado siguiendo el esquema general planteado en el analisis de todos
los casos anteriores.

De los tres tipos de piramides?, el 1 es una piramide asimétrica y aparecen las dos
orientaciones posibles: 1y 1*. Las pirdmides tipo 2 y 3 son simétricas.

La particion I y la IV son congruentes mediante una simetria especular o bien una si-
metria central. Las cuatro particiones II, III, V y VI son congruentes entre si: 11 y I1I me-
diante una simetria central; Il y V con una simetria especular y Il y VI realizando un giro.
Asi pues, salvo congruencias, solamente tenemos dos formas de partir este prisma, por
ejemplo, las particiones I y I1. Y, en particular, la I estd formada por pirdmides que tam-
bién son congruentes entre si.

17. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro en piramides triangulares (tercer
caso): http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/
PrismaOblicuoPiramide-JS/ParticionPrismaOrtoedro3.html

18. Comparacion piramides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un ortoedro
en piramides triangulares (tercer caso) y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://proyec-
todescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPira-
mide-JS/Desarrollos/desarrolloPrismaOrtoedro3.html

19. Particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un cubo en piramides triangulares: http://pro-
yectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales _didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuo-
Piramide-JS/ParticionPrismaCubo.html

20. Comparacion piramides de la particion de un prisma triangular oblicuo procedente de un cubo en pi-
ramides triangulares y obtencion de los desarrollos planos de las piramides: http://proyectodescartes.org/
iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/PrismaOblicuoPiramide-JS/Desarro-
llos/desarrolloPrismaCubo.html
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2.4 Particion prismatica de los paralelepipedos

Conocidas las diferentes particiones de cada uno de los prismas que se obtienen al divi-
dir un paralelepipedo estamos en condiciones de poder analizar cudles son las diferentes
particiones prismaticas de los paralelepipedos. En este caso, y siguiendo el orden inverso
al considerado en la seccion anterior 2.3, partiremos del caso mas regular —el ortoe-
dro—, y avanzaremos hacia el mas irregular —el romboiedro—. Seguiremos un mismo
esquema para todos los casos y dado que el cubo ya fue analizado y descrito en (Galo-
Sanchez J.R., 2018) se omite aqui.

2.4.1. Particion prismdtica de un ortoedro (tercer caso)

Un ortoedro con dos dimensiones diferentes puede partirse en dos prismas dividiéndolo
por las dos caras cuadradas opuestas. Salvo congruencias hay una unica forma de ha-
cerlo. Esos dos prismas tienen simetria especular respecto al plano de corte y simetria
central respecto al punto de interseccion de las diagonales del ortoedro.

Segun lo analizado en el apartado 2.3.6, cada uno de esos prismas puede partirse en
piramides triangulares equivalentes de seis formas diferentes (I, 11, 111, IV, V y VI).
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1 % T 3
2 ] ]| &> 2% v 4* Vi
1 3 1* 1*

Aplicando un giro, una simetria especular y una simetria central se obtienen las si-
guientes congruencias entre las seis particiones:

I 1} v Vi
A Vi v T I
e v Vi 1 n
N I Il Vi v

La situacion es similar, casi idéntica, al caso del cubo. Asi pues, salvo transformacio-
nes isométricas, hay s6lo dos particiones diferentes (en las tablas anteriores se han re-
flejado usando el mismo color para las particiones congruentes). Basta considerar, por
ejemplo, la Ty laII.

La construccion del ortoedro se aborda considerando dos de las particiones del
prisma anterior y yuxtaponiéndolas. Son 36 las posibilidades, resultado de {I, II, III, 1V,
V, VI} x {L, IL, 1L, IV, V, VI}. Pero, por las congruencias indicadas, basta considerar las
posibles combinaciones de {1, I} con {1, II, III, IV, V, VI}, obteniéndose las siguientes
posibilidades:

1=l I-1l I-1l 1=V -V I-vi

1=l I -1V -V -Vl

Pero entre ellas es necesario buscar posibles congruencias y detectamos que apli-
cando un giro alrededor de Oy, I-V se transforma en I-11I; con un giro alrededor de Oy,
I-VI se transforma en I-II y con una simetria central, II-IV se transforma en I-III. Por
ello, las posibilidades de partir un ortoedro, que cumpla las condiciones especificadas, en
seis piramides triangulares equivalentes son s6lo ocho:
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1=l 1=l 1=111 =1V

- -1 n-v -Vl

En la figura 15 se reflejan esas ocho particiones y los desarrollos planos de las seis
piramides de una de esas particiones. El recurso interactivo enlazado en la nota al pie?!
pueden observarse estas ocho particiones del ortoedro y obtenerse las que son congruen-
tes con ellas. También pueden imprimirse los desarrollos planos de cada particion y re-
producirse un modelo tangible de las mismas.

Particiones con piramides equivalentes

Particién 1 -1 Partician 1 - 1l

. Al &
Particion =1 =1
1‘ ¥ = Fuisa sabre el desairola para procsder a su impesin
. = LA

LA N L &N

& 3
Partician | - 1l Particién | - IV Partician 1 - 1I BaEE T
‘ ‘ _j_
e | 2 4
o =] - o,
LAl N i I N b
Parncsin Il - Il Particién Il -V Panticién I1- Vi
1 i

Figura 15. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso tercero) y desarrollos planos
de la particion.

2.4.2 Particion prismdtica de un ortoedro (segundo caso)

Un ortoedro con dos dimensiones diferentes puede partirse en dos prismas si lo dividi-
mos por dos caras rectangulares opuestas. Salvo congruencias hay una tinica forma de
hacerlo. Esos dos prismas tienen simetria central respecto al punto de interseccion de las
diagonales del ortoedro.

Segun lo analizado en el apartado 2.3.5, cada uno de esos prismas puede partirse en
piramides triangulares equivalentes de seis formas diferentes (I, IL, 1L, IV, V y VI).

21. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso tercero) y desarrollos planos de la particion:
http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/Con-
gruenciasParalelepipedo/CongruenciasOrtoedro3/particionesOrtoedro3.html
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1* 4 m 1 v 3 Vi 5*
1 0 B GEGhE

A su vez, cada particion esta compuesta por tres piramides y en ellas aparecen cinco
tipos que identificamos como 1, 2, 3,4 y 5.

Aplicando una simetria central se obtienen las siguientes congruencias entre las seis
particiones:

VI v

La construccion del ortoedro se aborda considerando dos de las particiones del prisma
anterior y yuxtaponiéndolas. Son 36 las posibilidades, resultado de {I, II, IIL, IV, V, VI} x
{I, II, II1, IV, V, VI}, pero analizando las congruencias son doce las posibilidades®? (ver
figura 16):

I1 I-11 | -V -V -V
li-11 - (TEY; 11-vi

I 1|
| vv v

2.4.3 Particion prismdtica de un ortoedro (primer caso)

Un ortoedro con sus tres dimensiones diferentes puede partirse en dos prismas usando
el plano determinado por dos diagonales paralelas de dos caras rectangulares opuestas.
Salvo congruencias, hay tres formas de hacerlo ya que encontramos que hay tres diago-
nales de longitudes distintas y cada una de éstas conduce a prismas diferentes. Esos dos
prismas tienen simetria central respecto al punto de interseccion de las diagonales del

22. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso segundo) y desarrollos planos de la par-
ticion: http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/
CongruenciasParalelepipedo/CongruenciasOrtoedro2/particionesOrtoedro2.html
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Figura 16. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso segundo) y desarrollos planos
de la particion.

ortoedro. De las tres posibilidades indicadas mostraremos a continuacion una de ellas.
Las otras dos son analogas.

Segtin lo analizado en el apartado 2.3.4, cada uno de esos prismas puede partirse en
piramides triangulares equivalentes de seis formas diferentes (I, 11, 111, IV, V y VI).

1 4 3 3 = 1
2 5 5* > | v|e | v | e
3 3 4 1* 1* 4

A su vez, cada particidon estd compuesta por tres piramides y en ellas aparecen seis
tipos que identificamos como 1, 2, 3,4, 5y 6.
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Aplicando una simetria central se obtienen las siguientes congruencias entre las seis
particiones:

~N VI '

La construccion del ortoedro se aborda considerando dos de las particiones del prisma
anterior y yuxtaponiéndolas. Son 36 las posibilidades, resultado de {I, I, IIL, IV, V, VI} x
{L, 1L, L, IV, V, VI}, pero analizando las congruencias son doce las posibilidades®® (ver
figura 17):

I1 I-11 | v -V VI
li-11 n-m | | TRY, 11-vi

| I
| vv V-V

2.4.4 Particion prismdtica de un romboedro (segundo caso)

Un romboedro puede partirse en dos prismas usando el plano determinado por dos diago-
nales mayores que sean paralelas. Salvo congruencias, hay una unica forma de hacerlo.
Esos dos prismas tienen simetria central respecto al punto de interseccion de las diago-
nales del romboedro y también tienen simetria especular respecto al plano de corte. Ana-
lizaremos a continuacion la particion de ambos prismas.
a) Segun lo analizado en el apartado 2.3.3, uno de esos prismas puede partirse en pi-
ramides triangulares equivalentes de seis formas diferentes (I, 11, 111, IV, V y VI),
donde se indican las particiones congruentes con el mismo color.

1 3 3
2 1} 3= 2
3 3 1

23. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso primero) y desarrollos planos de la par-
ticion: http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/
CongruenciasParalelepipedo/CongruenciasOrtoedro1/particionesOrtoedro.html
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Figura 17. Particiones del ortoedro en piramides triangulares (caso primero) y desarrollos planos
de la particion.

b) De manera analoga, el otro prisma puede partirse en piramides triangulares equi-
valentes de seis formas diferentes (I’, II’, III’, IV’, V’y V).

1 3 4 4 3* 1

r 2 i 3 mnr 5* v e* V' 2 vI' e*

3* 3 ;i 1 1 4*

La construccion del ortoedro se aborda considerando una de las particiones del pri-
mer prisma analizado y otra del segundo, yuxtaponiéndolas. Son 36 las posibilidades re-
sultado de {I, 11, IIL, IV, V, VI} x {I’, II’, III’, IV’, V°, VI’}. Pero por las congruencias
indicadas basta considerar las resultantes de {I, II, IIL, IV} x {I’, II’, 1", IV’, V*, VI'},
que a su vez quedan reducidas a diez?* (ver figura 18):

24. Particiones del romboedro en piramides triangulares (caso segundo) y desarrollos planos de la par-
ticion: http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/
CongruenciasParalelepipedo/CongruenciasRomboedro2/particionesRomboedro2.html
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Figura 18. Particiones del romboedro en piramides triangulares (caso segundo) y desarrollos
planos de la particion.

2.4.5 Particion prismdtica de un romboedro (primer caso)

Un romboedro puede partirse en dos prismas usando el plano determinado por dos diago-
nales menores que sean paralelas. Salvo congruencias, hay una unica forma de hacerlo.
Esos dos prismas tienen simetria central respecto al punto de interseccion de las diagona-
les del romboedro. Analizaremos a continuacion la particiéon de ambos prismas.
a) Segun lo analizado en el apartado 2.3.2, uno de esos prismas puede partirse en pi-
ramides triangulares equivalentes de seis formas diferentes (I, 11, III, IV, V y VI),
donde se indican las particiones congruentes con el mismo color.
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e B EpE
2 1] 4 ‘ | 2* v G§* 3
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b) De manera analoga, el otro prisma puede partirse en piramides triangulares equi-
valentes de seis formas diferentes (I’, II’, III’, IV’, V' y V).

2 2 5] 2* P 6
r | 2 i &* r 5 v 2 v 4 I 5
1 b 3 1 1 3 1*

La construccion del ortoedro se aborda considerando una de las particiones del pri-
mer prisma analizado y otra del segundo, yuxtaponiéndolas. Son 36 las posibilidades re-
sultado de {I, IL, III, IV, V, VI} x {I’, II’, III’, IV, V’, VI'}. Pero por las congruencias
indicadas basta considerar las resultantes de {I, I, IIT} x {I’, II’, IIT", IV’, V’, VI’}, que
a su vez quedan reducidas a doce? (ver figura 19):

U T EITT IRV Y Ve
ST TS SV TRV L
m-nr -V

25. Particiones del romboedro en piramides triangulares (caso primero) y desarrollos planos de la
particion:http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interacti-
vos/CongruenciasParalelepipedo/CongruenciasRomboedro1/particionesRomboedro1.html
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Figura 19. Particiones del romboedro en piramides triangulares (caso primero) y desarrollos planos.

2.4.6 Particion prismdtica de un romboiedro

Segun lo analizado en el apartado 2.3.1 un prisma procedente de un romboiedro puede
descomponerse en seis particiones en las que intervienen doce piramides triangulares di-

ferentes y asimétricas. No existe ninguna congruencia entre estas particiones.

1 &
1 2 Il 3 ]
3 3

] -] 4
7 v 9 v 1
8 10 10

Vi

12

A partir de ese prisma, la construccion del romboiedro sélo es posible mediante la
aplicacion de una simetria central. Este prisma simétrico podra descomponerse a su vez
en seis particiones que son simétricas de las anteriores y que estaran compuestas por las
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respectivas piramides simétricas®® (de nuevo denotamos por 1* la piramide simétrica de
la 1, y andlogamente el resto).

T ] T
3* 35 g* | 10+ 10* g*
1 1
" 2* i e m T* v g* v 11* I 12*
| |
1* q* ER I E* 4* 1R
| I i

La yuxtaposicion de esos dos prismas da lugar al romboiedro. Y consecuentemente
las posibles particiones?’ del mismo son 36, resultantes de {I, I, III, IV, V, VI} x {I’, II’,
1r, 1v’, v, vI';.

Pero para realizar una cuantificacion de todas las particiones prismaticas de un rom-
boiedro hemos de tener en consideracion que hay seis formas posibles de partirlo en dos
prismas. Para cada pareja de caras opuestas hay dos posibilidades correspondientes a las
dos diagonales, luego tres parejas por dos diagonales conducen a esas seis formas. Asi
pues, en el caso mas general, son seis posibles particiones prismaticas del romboiedro y
para cada una de ellas treinta y seis particiones diferentes en piramides triangulares, por
tanto, un total de 216 particiones. En ellas intervienen 24 x 6 = 144 piramides (72 pira-
mides y sus simétricas).

2.5. Escena interactiva general para la particién prismatica de un paralelepipedo

Para dar la posibilidad de que cualquiera pueda seleccionar un tipo de paralelepipedo,
aportar las dimensiones que desee al mismo, elegir la particion prismatica que quiera y
que pueda reproducirla en un modelo tangible, se aporta una escena interactiva?® (ver fi-
gura 20) la cual cuenta con un ment con las siguientes opciones:
e Selecciona el paralelepipedo ABCDEFGH:
—  Cubo. La particion en dos prismas es unica y la longitud de la arista no es
significativa, por tanto, no es necesario introducir ningn dato adicional.
—  Ortoedro. Con dos controles numéricos Bx y Dy puede definirse cualquier
ortoedro. La particion en dos prismas se efectia siempre considerando el
plano determinado por la diagonal AC y su paralela EG, por tanto, para

26. Piramides en la particiéon de un romboiedro: http://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_
didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/CongruenciasParalelepipedo/CongruenciasRomboiedro/desa-
rrolloPiramidesRomboiedro.html

27. Particiones del romboiedro en pirdmides triangulares y desarrollos planos de la particion: http://pro-
yectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/CongruenciasPa-
ralelepipedo/CongruenciasRomboiedro/desarrolloParticionesRomboiedro.html

28. Escena interactiva genérica para la particion prismatica de un paralelepipedo: http://proyectodes-
cartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/HexaedroPiramides-JS/interactivos/CongruenciasParalelepi-
pedo/CongruenciasCasoGeneral/index.html
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Particion prismatica de un romboiedro en seis piramides triangulares

Selecciona el paralelepipedo v

Selecciona el paralelepipedo
Ver las piramides posibles

Elegir particion
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Figura 20. Menu en la escena interactiva genérica para la particion prismatica de un
paralelepipedo.

obtener cada uno de los tres casos analizados anteriormente es necesario de-
finir adecuadamente dichos controles.

—  Romboedro cortando por la diagonal menor. Puede cambiarse el angulo que
define al romboedro y el corte en dos prismas se realiza por el plano ACGE
determinado por dos diagonales menores paralelas.

—  Romboedro cortando por la diagonal mayor. Puede cambiarse el angulo y en
este caso el corte por el plano ACGE se corresponde con dos diagonales ma-
yores paralelas.

—  Romboiedro. Pueden cambiarse las coordenadas de los vértices A, B, D y E
y el corte se efectlia, de nuevo, siempre por el plano ACGE.

Ver las piramides posibles. Opcion mediante la que se muestran los desarrollos

planos de las diferentes piramides que pueden aparecer en las particiones. Aqui,

en una rapida vision, puede interpretarse que algun desarrollo no coincide con los
observados en los casos particulares analizados, pero una atenta observacion con-
ducira a que no es mas que un desarrollo equivalente.

Elegir particion. Puede seleccionarse una de las 36 particiones posibles, ver las pi-

ramides que intervienen en ella e imprimir su desarrollo.
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CONCLUSIONES

En este articulo se ha abordado la particion de un paralelepipedo en piramides de caras
cuadrilateras y piramides triangulares estudio que generaliza otro anterior realizado por
el autor y que estaba restringido al caso particular del cubo.

La particion en piramides de base cuadrilatera presenta un esquema tinico basado en
la consideracion de un punto que se ubique bien en la frontera o bien en el interior del
poliedro que vamos a partir, y considerando éste como cuspide comun de las pirami-
des que conforman la particion se obtiene la particion minima, formada por tres pirami-
des, cuando la cuspide coincide con un vértice del hexaedro. Si el punto seleccionado se
ubica en una arista, en una cara o en el interior se generan sendas particiones formadas
por cuatro, cinco y seis piramides respectivamente.

La particion en piramides de base triangular se aborda desde dos perspectivas: una
basada en la division en dos de cada una de las piramides cuadrilateras obtenidas en las
particiones anteriores y otra mediante una construccion especifica. La primera conduce
a un minimo de seis piramides y la segunda permite obtener la particidén minima cons-
tituida por cinco piramides. En el caso de seis piramides las particiones se clasifican en
prismaticas y no prismaticas.

Para cada tipo de paralelepipedo, segun la regularidad intrinseca a cada uno, se han
abordado las diferentes formas de partirlo en prismas y en cada caso se han analizado
cuantas particiones diferentes, salvo congruencias, pueden obtenerse y los diferentes
tipos de pirdmides que las componen. En todos los casos se aportan escenas interacti-
vas que permiten definir las dimensiones del paralelepipedo deseado y observar digi-
talmente las particiones, asi como la posibilidad de imprimir los desarrollos planos de
las piramides.

En definitiva un estudio exhaustivo que comprende una amplia casuistica y que sur-
gi6 a raiz de la adaptacion a DescartesJS de una escena® en la que se observaba una par-
ticion prismatica de un cubo (Nufiez Castain, 2017) y en cada uno de los prismas, en los
que quedaba dividido, aparecian diferentes tipos de piramides equivalentes entre si. Al
abordar el analisis de la situacion se comprob6 que las referencias a las particiones de un
cubo en piramides quedaban planteadas de manera deslavazada o inconexa, mostrando
solo aquellos casos particulares en los que se encuentra mayor regularidad, pero no desde
un punto de vista global e integrador. Eso fue el objetivo primario de estudio realizado
en un articulo anterior (Galo-Sanchez, 2018) y el objetivo secundario su generalizacion
a los paralepipedos que es lo que aqui ha quedado realizado. La extension a hexaedros
convexos de caras cuadrilateras {4,4,4,4,4,4}, como poliedro no regular que puede con-
siderarse similar al cubo, también ha sido realizada por el autor e implica algunas parti-
cularidades adicionales interesantes que seran objeto de una publicacion ulterior.

29. Una descomposicion del cubo http://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/cubo-
JS/index.htm
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Resumen: En este articulo, escrito in memoriam de la matematica irani Maryam Mir-
zakhani, primera mujer galardonada con la Medalla Fields, se presentan, como ho-
menaje hacia ella y también para que sirvan de referentes y modelos, sobre todo a las
alumnas de Secundaria y Bachillerato, las biografias de cuatro matemdticas también
galardonadas con Premios en esa disciplina, que constituyen un paradigma de la ya
creciente presencia de la mujer entre los matematicos que consiguen estos Premios, que
hasta la fecha parecian reservados exclusivamente a los varones.

Palabras clave: Mujeres premiadas en Matematicas, Irit Dinur; Claire Voisin; Nalini
Anantharaman; Sylvia Serfaty.

Four referents of current women awarded in
mathematics

Abstract: This article is written in memoriam of the Iranian mathematician Maryam
Mirzakhani, the first woman awarded with the Fields Medal, in 2014. As a tribute to
her and with the objective of that they serve as referents and models for the female stu-
dents of Secondary and Baccalaureate, we show the biographies of four mathematician
women also awarded prizes in that discipline, who constitute a paradigm of the grow-
ing presence of women among people who get these Awards, which seemed exclusively
reserved to men.

Keywords: Women awarded in Mathematics, Irit Dinur; Claire Voisin; Nalini Anantha-
raman, Sylvia Serfaty.
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1. INTRODUCCION

Con ocasion de la celebracion de determinadas actividades ludicas en los centros de Se-
cundaria y Bachillerato, como pueden ser, por ejemplo, las semanas culturales, los cada
vez mas frecuentes (afortunadamente) actos en favor de la igualdad de género o la con-
memoracion de fechas relevantes en la vida de los personajes que les dan nombre a esos
centros, los profesores de Matematicas suelen proponerles a sus alumnos la realizacion
de exposiciones, talleres, murales, posters u otros tipos de participacion relacionados
bien directa o indirectamente con las Matematicas.

En ese contexto, una de las propuestas que los profesores mas les suelen pedir a sus
alumnos es la de realizar un trabajo de investigacion relacionado con la mujer y las Ma-
tematicas. Asi, es muy frecuente encontrar entre los trabajos que presentan los alumnos
las biografias de Hipatia, la Marquesa de Chatelet, Sophie Germain, Florence Nigthin-
gale, Sophia Kovalewski o Emma Noether, entre otras.

Sin embargo, estas mujeres matematicas cuyo estudio les propone el profesor o bien
descubren los propios alumnos tienen la caracteristica comun de haber nacido todas ellas
con anterioridad al siglo pasado, siendo sin embargo muy escasos (por no decir casi nin-
guno) los trabajos realizados por los alumnos que traten sobre mujeres matematicas na-
cidas bien en el siglo pasado o en el actual.

La pregunta que surge entonces de manera natural es la siguiente: jpueden llegar a
pensar los alumnos que no hay mujeres matematicas relevantes que hayan nacido des-
pués de los tltimos ciento veinte afios?

Pues bien, para dar alguna respuesta a la pregunta anterior los autores presentan este
articulo, cuya caracteristica principal radica en que ha sido escrito en homenaje pos-
tumo a Maryam Mirzhakani, la hasta el momento unica mujer matematica galardonada
con una Medalla Fields, maxima distincién que puede recibir un matematico por su tra-
bajo, nacida en 1974 y tristemente fallecida en 2017, a los 40 afos, a consecuencia de
un tumor.

El motivo por el que los autores deseamos dedicarle este articulo a Maryam es facil
de explicar: simplemente, tratar de honrar su memoria. Maryam marc6 un hito en 2014
cuando logroé la Medalla Fields, tanto por la enorme trascendencia del premio en si, como
por el hecho de ser la primera mujer que conseguia tal distincion, reservada para los ma-
tematicos que atn no hubiesen cumplido 40 afios en el momento de su concesion y que
hubiesen contribuido con sus investigaciones al desarrollo y avance de las Matematicas.

Con tal fin, tres son entonces los objetivos de este articulo. El primero, mostrar cuatro
referentes de mujeres de la actualidad que han conseguido Premios en Matematicas, con
el propdsito de que sobre todo las alumnas de Secundaria y Bachillerato se fijen en ellas
y les sirvan como ejemplo de los grandes logros que la mujer puede llegar a alcanzar a
base de esfuerzo, interés, trabajo y teson. El segundo es el de interesar tanto a profeso-
res como a alumnos en la busqueda de nuevos datos sobre estas mujeres o incluso sobre
otras muchas mas, también actuales, que pudiesen servir como base para ampliar los tra-
bajos comentados anteriormente. Y como tercer objetivo, este ya mas general aunque
basado en los dos anteriores, esta el procurar familiarizar a los profesores y alumnos de
estos niveles con la Historia de las Matematicas, recurso generalmente nada utilizado por
el profesorado, lo cual, en opinion de los autores supone un grave error y un gran retraso.
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Figura 1. Maryam
Mirzhakani recibiendo la
Medalla Fields de manos

de la entonces presidenta de
Corea del Sur Park Geun-
hye. Fuente: AFP PHOTO /
THE SEOUL ICM 2014.

Por ello, como homenaje a Maryam, los autores presentamos en este articulo unas
breves biografias de cuatro mujeres contemporaneas que también han sido galardona-
das con numerosos Premios en Matematicas. Ellas son la matematica israeli Irit Dinur,
poseedora de varios Premios en Matematicas y actualmente profesora de Ciencias de
la Computacion en el Instituto Weizmann de Ciencias en Rehovot, Israel, una de las
personas mas reconocidas en Ciencias de la Computacién y Matematicas, la matema-
tica francesa Claire Voisin, galardonada, entre otras distinciones, con las tres Medallas
que otorga el Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS) de Francia: la de
Bronce, en 1988, la de Plata, en 2006 y finalmente la de Oro, en 2016, la mas alta distin-
cion cientifica que se concede anualmente en Francia desde hace ya casi setenta afios y
otras dos matematicas también francesas, Nalini Anantharaman (de ascendencia india)
y Sylvia Serfaty, de las que puede decirse que llevan unas vidas totalmente paralelas,
pues ambas nacieron en Paris, Sylvia en 1975 y Nalini un afio después (esta es una de
las escasas diferencias existentes entre ellas), ambas coincidieron como estudiantes en
la misma clase de la Escuela Normal Superior de Paris, ambas trabajaron en proyectos
de investigacion del CNRS y ambas son, hasta el momento, las dos unicas mujeres ga-
nadoras del Premio Poincaré, instituido por la Asociacion Internacional de Fisica Mate-
matica, que es uno de los Premios més notables que se conceden, tras la Medalla Fields,
y, para mayor coincidencia, ambas en el mismo afo, 2012.

Estas cuatro mujeres son merecedoras de un doble reconocimiento por la sociedad:
el que se les debe por su trabajo y el que se les debe por el hecho de haber alcanzado ese
éxito siendo mujeres y por tanto habiendo padecido en determinados momentos discri-
minaciones de género para conseguirlo.

La estructura de este articulo es la siguiente: a esta Introduccion le siguen siete sec-
ciones. En la primera de ellas se da una breve descripcion de los principales Premios
que se conceden en la actualidad en Matematicas. En la siguiente se da cuenta del falle-
cimiento de Maryam Mirzhakani y se incluye una mini biografia de ella. Las siguien-
tes cuatro secciones, 4, 5, 6 y 7, se dedican, respectivamente, a glosar la obra cientifica
de cada una de esas cuatro mujeres anteriormente indicadas. En la seccion 8 se indican
algunas conclusiones obtenidas por los autores como consecuencia de la realizacion de
esta investigacion.
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2. PRINCIPALES PREMIOS EN MATEMATICAS

A la Iuz de nuestro conocimiento, no existe en la actualidad ninguna clasificacion oficial
de los Premios que se conceden en Matematicas, salvo la propuesta oficiosa realizada por
uno de los autores de este articulo en (Nufiez, 2018).

En dicha aportacion, el autor, a nivel exclusivamente personal, se atrevio a proponer
una clasificacion de estos premios en 3 categorias o grupos en funcion de su grado de
trascendencia, relevancia e importancia en la consideracion y reconocimiento de la so-
ciedad. No obstante, hay que aclarar que el criterio que ¢l consider6 es muy subjetivo y
por tanto muy poco rigorista 0 matematico, que ya se basa en conceptos de dificil preci-
sion: poca o mucha trascendencia, poco o mucho reconocimiento, etc, si bien los auto-
res consideramos que constituye una buena aproximacion a la realidad. Estos 3 grupos
serian los siguientes:

e Grupo 1: Premios de elevado prestigio para todos: Aquellos que poseen un alti-
simo grado de trascendencia, relevancia e importancia en la consideracion de la
sociedad, siendo reconocida su concesion por toda ella y no solo por la comuni-
dad cientifica en general o por la matematica en particular.

A este grupo unicamente pertenecen las Medallas Fields.

e Grupo 2: Premios de un prestigio menor para la sociedad: aquellos cuya trascen-
dencia, relevancia e importancia en la consideracion de la sociedad es elevada,
aunque bastante menor que los del grupo anterior, haciéndose eco de su concesion
unicamente la comunidad cientifica y no toda la sociedad.

Entre ellos (por orden cronoldgico de su institucion) se incluyen los Premios Abel,
Wolf, Erdés, Nevanlinna, Godel y Poincaré.

e Grupo 3: Premios de limitado prestigio para la sociedad: Aquellos de caracter mas
cerrado o local, cuya trascendencia, relevancia e importancia se cifien casi exclu-
sivamente al ambito en el que se convocan.

Entre ellos se pueden citar (por orden alfabético) los siguientes: los Premios Adams,
Berwick, Bocher, Bolyai, Chauvenet, Clay, Cole, Elie Cartan, Fermat, Frohlich, Fulker-
son, Carl Friedrich Gauss, Sophie Germain, Harry, Infosys, King Faisal, Leconte, Lee-
lavati, Loéve, Hua Loo-Keng, Kenneth O. May, Morgan, Naylor, Nemmers, Ostrowski,
Polya, David P. Robbins, Abdus Salam, Salem, Rolf Schock, Ruth Lyttle Setter, Shaw,
Leroy Steele, Oswald Veblen, Whitehead, y varios otros mas, asi como también las si-
guientes medallas: Medalla Cantor, Medalla Chern, Medalla Copley, Medalla De Mor-
gan, Medalla Dirac, Medalla Euler, Medalla Guy, Medalla Lobachevski, Medalla Real,
Medalla Sylvester Medal y la Medalla Nacional de Ciencia, entre varias otras mas.

En este Grupo también podrian estar integrados dos Premios que patrocina, total o
parcialmente, la Real Sociedad Matematica Espafiola: el Premio José Luis Rubio de
Francia y el Premio Vicent Caselles.

Puede verse una completa y detallada descripcion de las caracteristicas de todos estos
Premios en Matematicas en la referencia (Nufiez, 2018), anteriormente citada. En todo
caso, pasamos a continuacion a describir las principales caracteristicas de dos de los Pre-
mios que mas se resaltan en este articulo, haciendo especial hincapié en la presencia de
las mujeres entre la relacion de galardonados. Son las siguientes:
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e Las Medallas Fields (Grupo 1) fueron creadas en honor del matematico cana-
diense John Charles Fields en 1936. Se conceden de dos a cuatro medallas cada
cuatro afios a matematicos menores de 40 afios. Hasta 2017 se han concedido
56 medallas, de las cuales solo una ha correspondido a una mujer (a la ya citada
Maryam Mirzhakani).

¢ El Premio Poincaré fue creado por: Asociacion Internacional de Fisica y Matema-
ticas, en 1997, en honor del matematico francés Henri Poincaré. Su periodicidad
es cada tres afios, concediéndose 3 galardones en cada edicion. Hasta 2017 ha ha-
bido un total de 23 premiados, de los cuales solo dos son mujeres (las ya citadas
Nalini Anantharaman y Sylvia Serfaty).

3. MARYAM MIRZHAKANI: SU FALLECIMIENTO

Aunque no puede decirse que fuera de ma-
nera completamente inesperada, pues pade-
cia un cancer de mama detectado algin tiempo
atras, el sabado 14 de julio de 2017 falleci6 a
los 40 afios, en el Stanford University Medi-
cal Center, de Palo Alto, California, (EE.UU.),
Maryam Mirzakhani, la primera mujer galar-
donada con la Medalla Fields de la historia, en
2014.

Sin embargo, es bastante probable que esta
noticia haya pasado desapercibida para mu-
chos profesores universitarios de Matemati-
cas y muchisimos mas de esa misma disciplina
de Secundaria y Bachillerato, quienes, segu-
ramente, no habrian oido hablar de ella con
anterioridad. Figura 2. Maryam Mirzhakani. Fuente:

Maryam, la tinica mujer ganadora de una Me- Imagenes de wikipedia
dalla Fields hasta el presente, fue galardonada
con esta distincion el dia 13 de agosto de 2014,
en Seul, afio en el que ella era becaria de investigacion en el Instituto Clay de Matematicas
y profesora de la Universidad de Princeton. El Jurado le concedi6 ese galardon en atencion
a las siguientes razones: “Por sus contribuciones sobresalientes a la dinamica y la geome-
tria de las superficies de Riemann y sus espacios modulares”. Como anécdota, indicar que,
a pesar de que los derechos de las mujeres no estan demasiado reconocidos en su pais, el
Presidente de la Republica Islamica de Iran en ese afio, Hassan Rouhani, la felicité muy efu-
sivamente en persona. Por su parte, la profesora Frances Kirwan, miembro del comité res-
ponsable de escoger a los premiados de la Universidad de Oxford, dijo en aquel momento:

Espero que este premio inspirara a muchas mas chicas y jovenes, en este pais y alrededor
del mundo, a creer en sus propias habilidades y a fijarse como objetivo ser las premiadas con
la Medalla Fields del futuro”.
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Figura 3. Maryam Mirzhakani, recordada en su fallecimiento. Fuente: Imagenes de wikipedia.

Maryam habia nacido en Teheran, Iran, en 1977 y desde un primer momento empez6 a
destacar por su gran talento e inteligencia. Asi, ella y su amiga Roya Beheshti, dos mujeres
iranies muy adecuadamente preparadas en 1994, cuando Maryam tenia 17 afios, consiguie-
ron formar parte del equipo irani que participd en la Olimpiada Matematica Internacional,
celebrada en Hong Kong, donde ella fue capaz de obtener una de las Medallas de Oro de la
prueba, convirtiéndose asi en la primera alumna irani que conseguia esta proeza. Y no acabd
aqui todo, pues al afio siguiente, de nuevo en la Olimpiada Internacional de Matematicas de
1995, esta vez en Canada, Maryam se convirtié en la primera estudiante irani que conseguia
todos los puntos posibles de la prueba (42), ganando por ello ademas dos Medallas de Oro.

Tras su fallecimiento, Marc Tessier-Lavigne, rector de la Universidad de Stanford,
afiirmo de ella lo siguiente:

Maryam se fue demasiado pronto, pero su legado permanecera en las miles de mujeres a
las que inspir6. Era una brillante tedrica y también una persona humilde que acepté honores
solo en la esperanza de que podrian animar a otros a seguir su camino. Su contribucion como
académica y como modelo de motivacion es significativa y duradera,

mientras que el anteriormente citado Presidente de Iran, Hasan Rouhani, dijo que la
muerte de Mirzakhani le causo “gran pena”, segin informd la prensa estatal irani. Por su
parte, su Ministro de Exteriores, Javad Zarif, dijo que (el fallecimiento de Maryam) “era
causa de dolor para todos los ciudadanos de ese pais”. A su vez, el Portavoz del Go-
bierno Irani Ali Larijani lamentd en un mensaje de Instagram la muerte de Maryam, aun-
que fue muy criticado en las redes sociales por usar para ello una imagen vieja de ella,
luciendo el velo islamico (véase Figura 3).

“Hoy se apagd una luz. Me rompe el corazon...se ha ido lejos demasiado pronto”, escri-

bid también en su cuenta de Instagram el cientifico irani-estadounidense Firouz Naderi, quien
se pregunt6 en otro mensaje: “;Un genio? Si, pero también una hija, una madre y una esposa”.
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Para una mayor informacién tanto sobre las Medallas Fields en Matematicas como
sobre la vida y obra de Maryam puede consultarse (Nufiez et al, 2016), un articulo de dos
de los mismos autores de este.

En su honor, los autores deseamos finalizar esta seccion con una cita de ella misma:
“La belleza de las Matematicas solo se muestra a los seguidores mds pacientes”.

4. IRIT DINUR

En Ciencias de la Computaciéon y mas concreta-
mente en teoria de la Complejidad Computacio-
nal, una “clase de complejidad” es un conjunto de
problemas de decision de complejidad relacionada,
es decir, un conjunto de problemas de decision que
pueden ser resueltos por una maquina M utilizando
el orden O(f(n)) del recurso R, donde n es el tamafio
de la entrada. Pues bien, una de estas clases es la de-
nominada PCP, acronimo de “pruebas verificables
probabilisticamente” (en inglés, probabilistically
checkable proofs), que son pruebas que pueden ser
verificadas muy rapidamente usando técnicas pro-
babilisticas. Asimismo, en dichas ciencias, la “du-
reza de la aproximacion” es una rama que estudia
la complejidad algoritmica de encontrar soluciones
casi optimas para los problemas de optimizacion. Figura 4. Irit Dinur. Fuente:

Actualmente, la matematica israeli Irit Dinur, Imagenes de wikipedia.
profesora de Ciencias de la Computacion en el Ins-
tituto Weizmann de Ciencias (en Rehovot, Israel) es
una de las personas mas reconocidas en Ciencias de la Computacion y Matematicas, cen-
trandose su investigacion en Ciencias de la Computacion y Combinatoria, especialmente
en las PCPs y en el de la dureza de la aproximacion (webl).

No se conocen muchos datos en la literatura sobre la infancia, primeros estudios y es-
tudios universitarios de Irit.

Irit obtuvo su doctorado en 2002, en la Escuela de Informatica de la Universidad de
Tel Aviv, bajo la direccion del profesor Shmuel Safra, con una Tesis Doctoral titulada
“On the Hardness of Approximating the Minimum Vertex Cover and The Closest Vec-
tor in a Lattice”.

Desde ese momento, Irit se plante6d seguir estudiando PCPs y sus consecuencias,
particularmente para problemas de dureza de aproximacion. Su objetivo principal era
fortalecer a los PCPs conocidos y obtener una mejor comprension de la aproximabili-
dad, ocupandose también del fendomeno de la “robustez” en contextos combinatorios y
analiticos.

Irit se uni6 al Instituto Weizmann después de visitar el Instituto de Estudios Avan-
zados de Princeton, Nueva Jersey y la Universidad de California, en Berkeley. Sus tra-
bajos y la publicacion en 2006 de una nueva demostracion del Teorema PCP mucho

Epsilon, 2019, n° 102, 89-106, ISSN: 2340-714X 95



Cuatro referentes de mujeres actuales galardonadas en Matemdticas
Lucia Manzorro C., Juan Nufiez V. y Mencia Veas L. de T.

Figura 5. Los matematicos
espaiioles. Pablo Mira e
Isabel Fernandez. Fuente:
Imégenes de wikipedia

mas simple que las anteriormente cono-
cidas la hicieron merecedora de varios
galardones. Asi, gano el Premio “Anna
y Lajos Erdés” en Matematicas en 2012
y un “Premio Michael Bruno Memorial”
en 2007.

En el XXVI Congreso Internacional
de Matematicas (ICM) celebrado del 19
al 27 de agosto de 2010 en la ciudad de
Hyderabad (India), fue invitada a dar una
conferenvcia plenaria (al igual que tam-
bién lo fueron los matematicos espafio-
les Isabel Fernandez Delgado (Linares,
1979), profesora de Matematica Apli-
cada en la Universidad de Sevilla y Pablo
Mira Carrillo (Murcia, 1977), profesor
de la Universidad Politécnica de Carta-
gena, en Murcia y Premio José Luis Rubio de Francia, otorgado por la Real Sociedad
Matematica Espainola, en 2007. La charla de ambos fue sobre “superficies de curvatura
media constante”. Ello constituy6 todo un honor y el reconocimiento de la comunidad
matematica mundial al espectacular avance tenido por las Matematicas espafiolas en los
ultimos afios).

Irit tiene una Starting Grant y a fecha finales de julio de 2017 contintia desarrollando
su trabajo en el Departamento de Matematicas Aplicadas y Ciencias de la Computacion
en “The Weizmann Institute of Science”, en Rehovot, Israel.

Aunque lo que sigue pertenece exclusivamente al dmbito personal y obviamente
no posee ninguna relacion con su investigacion, lo comentamos en estas lineas porque
ella nunca ha tenido el menor problema en definirse como “matemdtica y homosexual”,
tal como escribié en un “post” (web2) que ella misma redactdé con motivo del “Turing

Figura 6. Irit Dinur. Fuente: Imagenes de
wikipedia.
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Centennial” en el afio 2012, afio del centenario del nacimiento del matematico britanico
Alan Turing, considerado como el padre de la inteligencia artificial. Ella afirma que el
hecho de ser mujer y homosexual la convierte en una minoria dentro de una minoria. Sin
embargo, también dice que, aunque nunca ha conocido a ningun otro compafiero en el
Instituto Weizmann que se reconozca como tal, ella nunca ha percibido ningtn tipo de
exclusion y siempre ha sentido dicha comunidad como un lugar libre y acogedor.

5. CLAIRE VOISIN

La matematica francesa Claire Voisin naci6 el 4
de marzo de 1962 en Saint-Leu-la-Forét, cerca de
Paris, ingresando en 1981, a los diecinueve afos,
en la division de Ciencias de la Ecole Normale Su-
périeure de Sévres. Tras serle concedida una “agré-
gation” (el diploma docente mas alto de Francia) en
Matematicas en 1983, obtuvo en 1986 su doctorado
en la Université Paris-Sud bajo la direccion de Ar-
naud Beauville, siendo contratada al poco de termi-
nar su tesis doctoral por el CNRS, primero en Orsay
y después en el Instituto de Matematicas de Jussieu
(recuérdese que el Centre National de la Recher-
che Scientifique o0 CNRS es la institucion de inves-
tigacion mas importante en Francia, figurando en
la novena posicion de la clasificacion de institucio-
nes similares en el mundo y en el primer puesto de Figura 7. Claire Voisin. Fuente:
Europa, seglin la clasificacion mundial “Webome- Imagenes de wikipedia.
trics”, que mide la visibilidad en la web de los orga-

nismos de investigacion).

Tras pasar una temporada como profesora en el Institut des Hautes Etudes Scientifi-
ques desde 2007 hasta 2009, Claire fue también profesora a tiempo parcial en la Ecole
polytechnique desde 2012 hasta 2014. Fue elegida miembro de la Académie des Scien-
ces en 2010, y fue la primera matematica femenina admitida en el Collége de France
en 2016. Desde ese mismo afio es profesora de Geometria Algebraica en el Collége de
France y miembro de la Académie des Sciences de Paris, recibiendo en ese afio de 2016,
en septiembre, la medalla de oro del CNRS, el maximo galardon cientifico en Francia.

Antes de dar una Conferencia Plenaria en el Congreso Internacional de Matematicos
de 2010, en Hyderabad, fue conferenciante invitada en el ICM de Zurich en 1994. Fue
también profesora visitante distinguida en IAS (Princeton, 2014-2015) e invitada Senior
fellow de ETH (Zurich 2017). Es asociada extranjera de la Academia Nacional de Lincei
y de la Academia Nacional de Ciencias.

Con referencia a los Premios en Matematicas que Claire ha conseguido, destacan fun-
damentalmente las tres Medallas del CNRS: la de de Bronce, en 1988, la de Plata, en
2006 y finalmente la de Oro, en 2016, la mas alta distincion cientifica que se concede
anualmente en Francia desde hace ya casi setenta afios. De entre quienes han recibido
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Figura 8. Claire
Voisin en una de
sus clases. Fuente:
Imégenes de
wikipedia.

esta tltima medalla, solo 6 han sido matematicos y solo 4 han sido mujeres. Las otras
tres cientificas galardonadas con este premio estaban especializadas en egiptologia, em-
briologia y biologia del desarrollo.

Aparte de estas tres distinciones anteriores, Claire gand el Premio de la Sociedad Ma-
tematica Europea en 1992, el Premio Servant, que le fue concedido por la Academia de
Ciencias en 1996, el Premio Sophie Germain en 2003, el Premio Ruth Lyttle Satter en
2007 (por su trabajo sobre la Conjetura de Kodaira, que resolvia el caso mas general de la
Conjetura de Green sobre las sizigias de la inmersion canonica de una curva algebraica,
dejando con ello abierta, aunque solo parcialmente, la conjetura para curvas arbitrarias),
el Premio Clay de Investigacion en 2008 (por su refutacion de la Conjetura de Kodaira
sobre deformaciones variedades de Kahler compactas) y el Premio Heinz Hopf en 2015.

Claire también ha ocupado puestos de relevancia en diferentes instituciones de pres-
tigio dentro de la comunidad matematica internacional. Ademas de, como ya se ha indi-
cado, haber sido invitada para impartir una conferencia plenaria en los ICMs de Zurich,
en 1994, y de Hyderabad, en 2014, dentro de la seccion de Geometria Algebraica, fue
nombrada “Chevalier” de la Legion de Honor en 2008 y admitida como miembro extran-
jero de las Academias de Leopoldina (Alemania) y del Liceo (Italia).

En 2014 en admitida como miembro de la Academia Europea (organizacion cienti-
fica europea no gubernamental fundada en 1988. Sus miembros son cientificos y aca-
démicos que en conjunto tienen por objeto promover el aprendizaje, la educacion y la
investigacion) y en mayo de 2016 miembro extranjero asociado de Academia Nacional
de Ciencias (corporacion estadounidense cuyos miembros actiian como consejeros de
la nacion en ciencia, ingenieria y medicina). Ese mismo afio de 2016 (el annus mirabi-
lis para Claire) lleg6 a ser la primera mujer matematica miembro del Colegio de Francia
y la primera titular de la Catedra de Geometria Algebraica y también obtuvo la Meda-
lla de Oro del CNRS en septiembre). Este ultimo galardon es el maximo Premio que se
concede a la Investigacion Cientifica en Francia. Ya en 2017, recibi6 el Premio Shaw en
Ciencias Matematicas.

Actualmente, Claire es profesora en el Collége de France, ocupando la catedra de Geo-
metria Algebraica desde el 2 de junio de 2016, en la que trabaja en estructuras de Hodge
y simetria especular. Ha escrito varios libros sobre la Teoria de Hodge y de hecho llego
a probar en 2002 que la generalizacion de la conjetura de Hodge para variedades Kéhler
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compactas es falsa. Esta conjetura fue uno de los
siete Problemas del Milenio propuestos por el
Instituto Clay de Matematicas en el afio 2000,
dotados cada uno de ellos con un premio en me-
talico de un millon de dolares (este Instituto es
una fundacioén sin fines de lucro de Cambridge,
Massachusetts, dedicada a incrementar y disemi-
nar el conocimiento matematico, que patrocina
varios premios e incentivos para matematicos
prometedores, entre ellos los “Problemas del Mi-
lenio, instituidos en el afio 2000, dotados con la
suma de un millon de dolares cada uno).
Ademas de todos esos Premios, Claire esta

muy reconocida como matematica. Pertenece Figura 9. Claire Voisin en 2014 en la
o ha pertenecido al Comité Editorial de dife- Queen Mary University of London.
rentes publicaciones, de especial significacion Fuente: Imagenes de wikipedia.

en el ambito de la investigacion en Matemati-

cas. Entre ellas pueden destacarse Mathematische Zeitschrift (1997-2004), Annales de
I’ENS (1999-2004), Journal of Algebraic Geometry (2004-2007), Journal of the Euro-
pean Math. Society (JEMS) (1998-2014), J. Differential Geometry (2004-2007), Duke
Math. Journal (1996-2009) y Forum of Mathematics Sigma (2013-2014).

No obstante, esta vida de excelencia matematica no le ha impedido formar una fami-
lia (esta casada con el matematico Jean-Michel Coron, del area de Matematicas Aplica-
das y es madre de 5 hijos) y segun la investigadora, para conciliar ambos mundos ha sido
fundamental la ayuda de su marido y el excelente sistema francés de cuidado infantil.

En una mini-entrevista que le hicieron (web3), ella responde asi a la peticion del en-
trevistador de que ella le explicara su investigacion a una persona no especialista:

Yo estoy trabajando en la geometria algebraica. En geometria algebraica, nos dan varie-
dades de una manera muy algebraica, a través de sus espacios de funciones algebraicas. Una
parte importante de la geometria algebraica es, de hecho, algebra conmutativa (...) Uno de mis
principales intereses es la topologia de los espacios topoldgicos.

Mas datos sobre la biografia personal y cientifica de Claire pueden verse en (webs 4y 5).

6. NALINI ANANTHARAMAN

La matematica francesa, de origen indio, Nalini Florence Anantharaman nacié el 26 de
Febrero de 1976 en Paris, en el seno de una familia de intelectuales, pues tanto su padre
como su madre eran profesores de universidad.

Nalini creci6 en Orleéans, ciudad en la que sus padres trabajaban en la universidad
como profesores de Matematicas ¢ investigadores, lo cual hizo que ella, ya desde pe-
queia, viviera en un ambiente de intelectuales matematicos y conviviese a diario con la
idea de convertirse en estudiosa de esa disciplina.
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Por ello, ya desde pequeiia, Nalini prefe-
ria las asignaturas de ciencias y pensé en ser
lo que es ahora: una investigadora apasionada
de lo que estudia. Asi, tras cursar los estudios
preuniversitarios, en los que incluso tante6 la
posibilidad de dedicarse a la musica, Nalini se
decantd por estudiar una carrera de ciencias en
la Universidad Pierre et Marie Curie.

Hasta el primer afio en el ENS (Ecole Nor-
male Supérieure) hizo conjuntamente Matema-
ticas y Fisica, pero tras unas practicas de Fisica
Experimental se dio cuenta de que el mundo
abstracto le era mucho mas atractivo. Por ello,
se especializé en Matematicas.

Figura 10. Nalini Anantharaman. Fuente: Nalini realizé su Tesis Doctoral en Mate-

Iméagenes de wikipedia. maticas, en la Universidad de Pierre et Marie

Curie, bajo la direccion del profesor Frangois

Ledrappier en el afio 2000, con el titulo “Géodésiques fermées d’une surface sous con-
traintes homologiques”, comenzando asi su carrera profesional.

Entre 2001 y 2006 fue maestra de conferencias de la “Université de mathématiques
pures et appliquées” en el “Ecole normale supéricure de Lyon”, donde ella ya habia es-
tado anteriormente como estudiante preuniversitaria.

En 2007, se uni6 al CNRS y simultaneamente ocupo6 el puesto de profesora de Ma-
tematicas en la Escuela politécnica. Un afio mas tarde fue a la Universidad de Cali-
fornia, en Berkeley, como profesora visitante; ademas de dar conferencias en Lyon
y Paris.

En 2009, ya paso a ser profesora titular de la Universidad de Paris-Sur, en Orsay. De
Enero a Junio de 2013 estuvo en el Instituto de estudios avanzados de Princeton, y en
2014 obtuvo el cargo de catedratica en la Universidad de Estrasburgo y se convirtié en
miembro del IRMA (Instituto de Investigacion Matematica Avanzada).

Actualmente, Nanili es vicepresidenta de la Sociedad Matematica de Francia y profe-
sora en el Laboratorio de Matematicas de Orsay (CNRS/ Universidad de Paris-Sur). En
su trabajo, su investigacion se centra en los sistemas dinamicos, las ecuaciones de deri-
vadas parciales, el analisis semi-clasico, la fisica matematica y la teoria espectral. Mas
especificamente, en todo lo que concierne a la localizacion o deslocalizacion de solu-
ciones de ecuaciones de ondas en diversos contextos, como la ecuacion de Schrodinger
sobre variables, caos cuantico, o el modelo de Anderson.

Siempre apasionada por (en sus propias palabras) “descubrir dominios o de desarro-
llar la comprension del desorden y el caos™, el estudio de las Matematicas ha resultado
muy satisfactorio para Nanili, no solo por su amor a esta ciencia sino por los numerosos
premios que ha ganado.

Asi, a dia de hoy ha sido galardonada con el premio Gabrielle Sand y Marie Guido
Triossi de la Academia de Ciencias (en 2007), el premio Raphael Salem (2010), por sus
trabajos matematicos sobre la las series de Fourier y el Jacques Herbrand de la Acade-
mia de Ciencias (en 2011).
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Uno de los mas importantes galardones que ha
conseguido ha sido precisamente el prestigioso pre-
mio Henri Poincaré, que obtuvo en 2012, que la ha
permitido convertirse en una de las dos primeras mu-
jeres a las que se les concede. El jurado acordé con-
cederle ese Premio por la siguiente razon:

“Nalini Anantharaman es galardonada por sus
contribuciones originales al area del caos cuantico,
sistemas dindmicos y ecuaciones de Schrdodinger, in-
cluyendo un notable avance en el problema de la ergo-
dicidad tinica cuéntica.”

Nalini nunca se planted la posibilidad de que una
mujer fuera o no capaz de ser una cientifica, a pesar
de que la sociedad, tanto en sus comienzos como en
la actualidad, estda muy marcada por la mas que ma-
yoritaria presencia masculina en este ambito. Ade-  Figyra 11. Nalini Anantharaman.
mas, de su amplitud de miras dan sentida cuenta sus Fuente: Iméagenes de wikipedia.
propias palabras (web6):

Es un privilegio crear cosas hermosas sin tener
que estar preocupados por su aplicacion o utilidad. La-
mento, no obstante, no ser capaz de ser mas util en un
mundo donde pasan cosas terribles, ni de estar en una
posicion que me permita reparar el mal cometido.

Finalmente (aunque hasta ahora), en 2013 fue
premiada con la “Médaille d’Argent” de la CNRS.

Mas datos biograficos sobre su vida y obra pue-
den verse en (webs 6y 7).

Figura 12. Nalini Anantharaman.
Fuente: web6.

7. SYLVIA SERFATY

A Sylvia Serfaty, nacida en Paris en 1975, siempre le han gustado las Matematicas, pro-
bablemente por haber crecido, al igual que Nalini Anantharaman, en el seno de una fami-
lia de intelectuales. Su padre, arquitecto, es considerado por ella misma como un artista,
y su madre es profesora.

Su pasion por las Matematicas comenzd en el instituto. En una entrevista que le hicie-
ron a raiz de haber conseguido el Premio Poincaré, ella cuenta (web3) que un dia tenian
que hacer problemas como tarea de casa. Habia uno que parecia muy dificil, y ella le dio
muchas vueltas, hasta llegar a una solucion. Al corregirlo en clase, descubri6 que su so-
lucion no era la requerida, pero la propuso como alternativa, “y creo que todos se queda-
ron sorprendidos, incluso la profesora”. Ese dia, Sylvia se fue muy contenta a su casa,
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porque habia conseguido algo que ella admi-
raba, y sigue admirando: ser una artista como
su padre, dar una solucion creativa.

Asi, a pesar de que es costumbre pensar que
un matematico es un genio o un prodigio, ella
afirma que lo que verdaderamente le empujo a
intentar conseguir sus metas no fue un don es-
pecial por las Matematicas, sino que:

Requirié mucha fe y creer en mi pequeiio suefo.
Mis padres me dijeron: Tu puedes hacer cualquier
cosa, deberias intentarlo. Y también mi primera pro-
fesora en la universidad jugoé un papel importante al
creer firmemente en mi potencial.

Figura 13. Sylvia Serfati. Fuente: webo6.

Sylvia entr¢ en el Instituto Louis Legrand y

mas tarde en la Escuela Normal Superior, en el

mismo curso que Nalini. Y en 1995 obtuvo su master en Matematicas. “Me gustaba su
belleza y el desafio”, afirmaba de las Matematicas.

En 1996 comenzd a preparar la tesis doctoral sobre la ecuacion de Ginzburg-Landau
de la superconductividad, en la Universidad Paris-Sur, bajo la direccion del profesor Fa-
brice Bethuel.

Tras conseguir su doctorado en 1999, comenz6 a trabajar como “chargée de recher-
che” (investigadora) en el CNRS y en 2002 es habilitada para dirigir investigaciones en
la Universidad de Pierre et Marie Curie, uno de los cargos mas altos que una persona
puede recibir dentro de la universidad.

De 2001 a 2007, Sylivia estuvo trabajando en el “Courant Institute of Mathematical
Sciences”, en el departamento de Matematicas de la Universidad de Nueva York como
profesora asociada, y después, hasta 2009, ocup6 el puesto de “Global distinguished Pro-
fessor”, que tuvo que compaginar con ejercer de profesora en la Universidad de Pierre et
Marie Curie VI hasta 2016.

Sylvia ha conseguido numerosos premios a lo largo de su carrera. En 2003 recibio la
beca de investigacion de la Fundacion Sloan y el premio NSF CAREER. En 2004 fue
galardonada con el premio de la Sociedad Matematica Europea. En 2006 fue invitada al
Congreso Internacional de Matematicas, en 2007 consigui6 el premio EURYI (European
Young Investigator) y en 2012 recibi6 el anteriormente mencionado Premio Henri Poin-
caré, convirtiéndose asi, junto con su compaiera de estudios y de trabajo, Nalini, en una
de las dos primeras mujeres en conseguirlo.

El jurado del Premio Poincaré acordd concederle ese galardon a Sylvia por la si-
guiente razon:

Sylvia Serfaty es galardonada por su meritorio trabajo sobre la teoria de ecuaciones de

Ginzburg-Landau, incluyendo progresos notables en la prueba rigurosa del inicio de la reticula
Abrikosov en la teoria de la superconductividad”
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Figura 14. Sylvia Serfati. Fuente: Figura 15. Sylvia Serfati. Fuente: Roberts, 2017.
Iméagenes de wikipedia.

Sylvia recibi6 asimismo en 2013 el premio Mergier-Bourdeix de la Academia Fran-
cesa de Ciencias y en la actualidad reparte su tiempo entre sus clases y la investigacion.
Prepara sus cursos, escribe y publica articulos y dirige a sus estudiantes de doctorado y
post-docs. Ha escrito un libro, conjuntamente con Etienne Sandier, titulado “Vértices en
el modelo magnético de Ginzburb-Landau” y a menudo viaja al extranjero para dar con-
ferencias o asistir a congresos.

Preguntada en una entrevista por el qué le recomendaria ella a una estudiante joven
que deseara comenzar una carrera en Matematicas, esta fue su respuesta (web7):

Recomendaria que ella siga sus propias ambiciones y no se deje influenciar por lo que es-
cucha a su alrededor. No debe dudar en ser autoexigente y en establecerse objetivos ambicio-
so0s, incluso si ni sus padres ni sus profesores lo hacen.

Mas datos biograficos sobre su vida y obra cientifica pueden verse en (Roberts, 2017
y webs 6y 7).

8. CONCLUSIONES

Como queda reflejado en la Introduccion, este articulo se ha escrito y terminado coinci-
diendo en el tiempo con el primer aniversario (julio de 2018) del fallecimiento de la ma-
tematica irani Maryam Mirzhakani, unica mujer galardonada hasta el momento con la
Medalla Fields. Con el objetivo principal de honrar su memoria, se muestran en ¢l las
biografias, breves, por motivos de extension, de cuatro mujeres matematicas también ga-
lardonadas con numerosos Premios en esa disciplina, si bien estos ultimos, aun siendo
importantes, pertenecen a categorias que pudiéramos llamar algo inferiores a la obtenida
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por Maryam. Estas cuatro mujeres son la matematica israeli Irit Dinur y las matematicas
francesas Claire Voisin, Nalini Anantharaman y Sylvia Serfaty, las dos tltimas galardo-
nadas con el muy prestigioso Premio Poincaré en Matematicas (véase (web9) para mayor
informacion al respecto de este Premio).

Otro de los objetivos notables del articulo ha sido mostrar a estas cuatro mujeres
como referentes ante la sociedad en general y ante las nuevas generaciones de alumnas
de Secundaria y Bachillerato y de mujeres matematicas en particular, poniéndolas como
ejemplo de que con trabajo, interés, teson y esfuerzo también las mujeres pueden conse-
guir premios y distinciones importantes en cualquier disciplina, por dificil y complicada
que parezca esta posibilidad, en razon del escasisimo porcentaje de mujeres existente en
las relaciones de varones y mujeres que han obtenido hasta el momento estos galardones.

En el articulo, y como primera reflexion, los autores desean poner de manifiesto que
hasta el momento, el nimero de mujeres galardonadas en los distintos Premios en Ma-
tematicas es escasisimo y muy desalentador. A esa conclusion es facil llegar sin mas que
tener en cuenta la relacion de varones y mujeres galardonados en los diferentes Premios
en Matematicas que forman parte de una clasificacion de los mismos en tres grupos, ela-
borada por uno de ellos segtn el criterio de que el grado de trascendencia, relevancia
e importancia de los mismos en la consideraciéon y reconocimiento de la sociedad sea
muy elevado, menos o nada elevado, respectivamente (véase (Nuiiez, 2018) para mayor
informacion).

Sin embargo, y como segunda reflexion, las cuatro biografias de mujeres matemati-
cas mostradas hacen ver que a partir de los tltimos seis afios ese numero de mujeres ga-
lardonadas se ha ido haciendo cada vez mayor, de forma que la presencia de la mujer
como ganadora de Premios en Matematicas ha ido aumentando sensiblemente, no solo
en la cantidad de mujeres galardonadas, sino también en la calidad de los Premios que
van consiguiendo: Medalla Fields, Premios Poincaré, Erdos, etc.

De hecho, algunas de estas cuatro mujeres (junto a otras, como por ejemplo la ucra-
niana Maryna Viazovska, por sus trabajos sobre empaquetamientos de esferas o la fran-
cesa Sophie Morel, por sus investigaciones en Teoria de Numeros) eran inicialmente
serias candidatas (Villatoro, 2017) a conseguir una de las Medallas Fields que se iban
a conceder en la edicion de 2018, lo cual finalmente no ha sucedido al ser galardona-
dos con estas medallas nuevamente solo matematicos varones: los catedraticos Peter
Scholze, de la Universidad de Bonn (Alemania), Alessio Figalli, de la Escuela Politéc-
nica Federal de Zurich (Suiza), Akshay Venkatesh, de la Universidad de Stanford (EE
UU) y Caucher Birkar de la Universidad de Cambridge (Reino Unido). Todos ellos tie-
nen entre 30 y 40 afios, han desarrollado carreras metedricas y estan especializados en
ramas matematicas tan abstractas como la geometria aritmética y algebraica, la teoria de
numeros y las derivadas parciales.

Por ello y en todo caso, los autores mostramos nuestra esperanza y deseo de que con-
tintie esta tendencia al alza de las mujeres y que en un futuro no muy lejano (aunque
con toda seguridad creemos que tampoco va a ser inmediato) la proporcion de mujeres
ganadoras de Premios importantes en Matematicas frente a la de varones se acerque lo
mas posible a la situacion ideal de un equilibrio entre ambos géneros, si no de un 50%
para cada uno de ellos, si al menos rondando el 35 o 40% para las mujeres. Ojala que
suceda asi.
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Maryna Viazovska (Ucrania, 33 afios) sophie Morel{Fsticia, 37:4A68)
Empaguetamientode esferas (8, 24)  1eqria de nameros y programa de Langlands

Figura 18. Maryam
Mirzhakani en los momentos
posteriores a la entrega de

la Medalla Fields en el ICM
de Seoul-2014. Imagen: The Maryam Mirzakhani
Nation Journal of Thailand.

Y para terminar, en homenaje a Maryam Mirzhakani y de acuerdo con la pretension
de los autores de honrar su memoria, nada mejor que finalizar esta aportacion con una
frase de ella que resume muy bien su caracter y su forma de ser:

La belleza de las Matematicas solo se evidencia a sus discipulos mas pacientes.
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1. MATEMATICAS ENTRE 400 Y 1600 D. C EN LA INDIA
1.1. Algunos personajes destacados

Continuamos en esta segunda parte con un periodo im-
portante de las Matematicas en la India, entre 400 d.
C. y 1600 d. C., considerandose como el periodo cla-
sico en la India. Hay que destacar, entre otras, las obras:
Aryabhatiya, Pancasiddhantika, Aryabhativa Bhasya,
Maha, Bhaskariya, Brahmasput.asiddhanta, Patiganita,
Ganitasarasangraha, Ganitalaka, Lilavati, Bijaganita, y
algunos de los autores:
a) Aryabhata I (nacido en 476). Poco se sabe de la
vida de Aryabhata, que se llama Aryabhata I para
distinguirlo de otro matematico del mismo nombre

que vivié cuatro siglos mas tarde. Aryabhata des- Figura 1. Aryabhata I.
empeld un papel en el desarrollo del actual sistema https://www.biografias.es/
de numeros y contribuy6 a la teoria de nimeros en famosos/aryabhata.html

un momento en que gran parte de Europa estaba en-

vuelta en la ignorancia. Naci6 en la India y tuvo una conexién con la ciudad Ku-
sumapura, la capital de los Guptas durante los siglos IV y V; este lugar se cree que
es la ciudad de su nacimiento. Ciertamente, su Aryabhatiya fue escrito en Kusu-
mapura, que mas tarde se convirtié en un centro de aprendizaje matematico.

b) Bhaskara I, era un matematico indio del siglo VII, que probablemente vivio entre
¢.600- ¢.680. Probablemente fue el primero en usar un circulo para el cero en el
sistema decimal hindi-arabe, y al comentar sobre el trabajo de Aryabhata, eva-
lué una aproximacion racional extraordinaria de la funcidon seno. Hay muy poca
informacion sobre la vida de Bhaskara. Se dice que nacio cerca de Saurashtra en
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Gujarat y murié en Ashmaka. Fue educado por su
padre en astronomia. Se le considera un seguidor de
Aryabhata [ y uno de los eruditos mas reconocidos
de la escuela astronémica de Aryabhata. Escribio
dos tratados, el Mahabhaskariya y el Laghubhas-
kariya. También escribié comentarios sobre el tra-
bajo de Aryabhata I titulado Aryabhatiyabhasya.
El Mahabhaskariya consta de ocho capitulos que
tratan sobre astronomia matematica. El libro trata
temas como: las longitudes de los planetas; asocia-
cion de los planetas entre si y también con las es-
trellas brillantes; la luna creciente; eclipses solares
y lunares; y levantamiento y configuracion de los
planetas. También sugiri6 una formula que tenia un
valor asombrosamente preciso del seno

a
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Figura 2. Bhaskara I.
http://taapli.com/bhaskara-i-
a-indian-mathematician/

16x(w - x)

S = v )

que evaluada numéricamente en el ordenador obtenemos para el intervalo cerrado
[0, /2] con paso de 7/20

x=0 formula = 0.00000 sen (x)= 0.00000 error = 0.00000
x=m/20 formula = 0.15800 sen (x) = 0.15643 error = 0.00157
x =7/10 formula = 0.31034 sen (x) =0.30903 error = 0.00131
x = 31/20 formula = 0.45434 sen (x) = 0.45399 error = 0.00035
x=m/5 formula = 0.58716 sen (x) = 0.58778 error = -0.00062
x =n/4 férmula = 0.70588 sen (x) =0.70710 error = -0.00122
x =m/10 férmula = 0.80769 sen (x) = 0.80903 error = -0.00134
x = Tn/20 formula = 0.88998 sen (x) =0.89103 error = -0.00105
X =27/5 féormula = 0.95050 sen (x) =0.95105 error = -0.00055
x =91/20 férmula = 0.98753 sen (x)= 0.98769 error =-0.00016
x=m/2 formula = 1.00000 sen(x) = 1.00000 error = 0.00000

¢) Varahamihira (505-587). Nuestro conocimiento de Varahamihira es muy limi-
tado. Segun una de sus obras, fue educado en Kapitthaka. Sin embargo, lejos de
resolver la cuestion, esto solo da lugar a discusiones sobre posibles interpreta-
ciones de donde estaba este lugar. Dhavale discute este problema. No sabemos
si naci6 en Kapitthaka, donde sea que esté, aunque hemos dado esto como la su-
posicién mas probable. Sin embargo, sabemos que trabajo en Ujjain, que habia
sido un centro importante para las matematicas desde alrededor del afio 400 d.C.
La escuela de matematicas en Ujjain aumentd en importancia debido a que Vara-
hamihira trabajaba alli y continué durante mucho tiempo siendo uno de los dos
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principales centros matematicos en la India, en par-
ticular teniendo a Brahmagupta como su proxima
figura principal.
La obra mas famosa de Varahamihira es el Panca-
siddhantika (Los cinco canones astrondmicos) de
575 d. C. Este trabajo es importante en si mismo
y también en darnos informacion sobre textos in-
dios mas antiguos que ahora estan perdidos. El tra-
bajo es un tratado sobre astronomia matematica y
resume cinco tratados astronomicos anteriores, a
saber, los siddhantas Surya, Romaka, Paulisa, Va-
sistha y Paitamaha. Figura3. Varahamihira.
Shukla afirma: http://meteobasica.blogspot.
com/2012/05/biografia-de-
»...El Pancasiddhantika de Varahamihira es una de ~ varahamihira-505-587-dc.html
las fuentes mas importantes para la historia de la astro-
nomia hindu antes de la época de Aryabhata I ...”.

Varahamihira hizo algunos descubrimientos matematicos importantes. Entre estos
se encuentran ciertas formulas trigonométricas que traducidas a nuestra notacion
actual corresponden a

senx =cos (/2 —x),
sen’x +cos’x =1,y
(1 —cos 2x) / 2 = sen’x.

Otra contribucién importante a la trigonometria fueron sus tablas sinusoidales
donde mejor6 las de Aryabhata I dando valores mas precisos. Debe enfatizarse
que la precision era muy importante para estos matematicos indios, ya que esta-
ban calculando tablas sinusoidales para aplicaciones a la astronomia y la astrolo-
gia. Esto motivo gran parte de la precision mejorada que lograron al desarrollar
nuevos métodos de interpolacion.

d) Brahmagupta (598-665), cuyo padre era Jisnugupta, escribié importantes tra-
bajos sobre matematicas y astronomia. En particular, escribié Brahmasput.
asiddhanta en 628. El trabajo fue escrito en 25 capitulos y Brahmagupta nos dice
en el texto que lo escribi6 en Bhillamala, que hoy es la ciudad de Bhinmal. Esta
fue la capital de las tierras gobernadas por la dinastia Gurjara.

Brahmagupta se convirtié en el jefe del observatorio astronémico en Ujjain, que
era el principal centro matematico de la antigua India en este momento. Matema-
ticos sobresalientes como Varahamihira habian trabajado alli y construyeron una
fuerte escuela de astronomia matematica.

La comprension de Brahmagupta de los sistemas numéricos representd un pro-
greso significativo mas alla de sus contemporaneos. El concepto de cero, ajeno a
los matematicos indios, Brahmagupta lo definié como la diferencia de un nimero
consigo mismo. Luego derivo sus propiedades basicas; sabia que el cero era una

Epsilon, 2019, n° 102, 107-121, ISSN: 2340-714X 09 —


http://meteobasica.blogspot.com/2012/05/biografia-de-varahamihira-505-587-dc.html
http://meteobasica.blogspot.com/2012/05/biografia-de-varahamihira-505-587-dc.html
http://meteobasica.blogspot.com/2012/05/biografia-de-varahamihira-505-587-dc.html

RINCON “SAPERE AUDE” ... jresolviendo problemas?

Sixto Romero

110

identidad aditiva, por ejemplo, pero tenia difi-
cultades para definir la division por cero, sin
darse cuenta de que esta operacion es impo-
sible. Los niimeros negativos se introducen al
restar una (cantidad positiva) de cero, y se des-
criben como “deudas”. Brahmagupta, después
demuestra la aritmética de los niimeros positi-
vos y negativos, y muestra, por ejemplo, que
un negativo multiplicado por un positivo es un
negativo.

También analiza la multiplicacion extendida
de niimeros grandes, utilizando un sistema nu-
mérico de valor de posicion bastante similar al
método moderno. De hecho, el sistema numé-
rico actual se deriva, con algunas modificacio-
nes, de los matematicos indios. Brahmagupta
presenta un procedimiento para calcular rai-
ces cuadradas que es en realidad equivalente
al método iterativo de Newton-Raphson. Para
resolver ciertas ecuaciones cuadraticas, Brah-
magupta introdujo una notacién algebraica

Figura 4. Brahmagupta.
https://es.wikipedia.org/wiki/
Brahmagupta

simbolica y probablemente uso6 el método de fracciones continuas. Algunos otros
temas del Brahmasphutasiddhanta incluyen reglas para sumar series —como la
suma de niimeros enteros, cuadrados y cubos consecutivos—y formulas para areas

de cuadrilateros.

Son interesantes las reglas aritméticas siguientes en términos de fortunas (niime-

ros positivos) y deudas (niimeros negativos):
1. Una deuda menos cero es una deuda.

. Una fortuna menos cero es una fortuna.

. Cero menos cero €s un cero.

. Una deuda restada de cero es una fortuna.

. Una fortuna restada de cero es una deuda.

oSN AW

—
_— O

. El producto de cero multiplicado por una deuda o fortuna es cero.
El producto de cero multiplicado por cero es cero.

. El producto o cociente de dos fortunas es una fortuna.

El producto o cociente de dos deudas es una fortuna.

. El producto o cociente de una deuda y una fortuna es una deuda.

. El producto o cociente de una fortuna y una deuda es una deuda.

12. Brahmagupta luego trat6 de extender la aritmética para incluir la division por

CCro.

13. Los numeros positivos o negativos cuando se divide por cero es una fraccion

del cero como denominador.

14. El cero dividido por nlimeros negativos o positivos es cero o se expresa como
una fraccion con cero como numerador y la cantidad finita como denominador.

15. Cero dividido por cero es cero.
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Realmente Brahmagupta dice muy poco cuando sugiere que n dividido por cero
es n/0. Ciertamente se equivoca cuando afirma que cero dividido por cero es cero.
Sin embargo, es un intento brillante de extender la aritmética a nimeros negati-
VOS y cero.

También son dignos de mencion: Mahaviracarya (nacido alrededor de 850),
Aryabhata II (950-1100), Sridhara (nacido en 991), Bhaskaracarya (Bhaskara II,
nacido en 1114).

1.2. Sistematizacion en el estudio de algunas ecuaciones

Segun el método hinduy, todo, incluidas las matematicas, se expresa utilizando la poe-
sia como elemento de “divulgacion”. Los nimeros, con frecuencia, fueron reemplazados
por palabras de la mitologia india.

El primer tratamiento sistematico de la ecuacion de primer grado

ax +c=by

(Kuttaka) se encuentra en el tratado Aryabhatiya del astronomo indio Aryabhata apro-
ximadamente 510 después d.C. De los 33 versos muy concisos de la parte matematica
(Ganita) dos se refieren a esta cuestion cuyo tratado se perdid, posteriormente la solu-
cion fue esbozada posteriormente por Brahmagupta, y Bhaskara dara los detalles clara-
mente. Aryabhat sabia como extraer raices cuadradas que las utiliza en sus estudios de
progresiones aritméticas y determina el numero de esferas en un empilamiento tetraé-
drico, también da reglas para calcular valores sinusoidales.

Varahamihira, astrénomo de la escuela de Ujjain (en el centro de la India) escribe
Panca Siddhantika, que contiene un resumen de la trigonometria hindd. Sus tablas,
de senos, podria provenir de Ptolemeo. Mucho antes de Copérnico, sabia que la tie-
rra gira alrededor del sol. El tratado de astronomia (Brhatsamhita) de Varahamihira in-
cluye una descripcion cientifica de las elipses, incluso se ve obligado a justificar los
mitos de la ortodoxia de los Brahmanes. Sucede igual para el Brahma-Siddhanta de
Brahmagupta.

El método ciclico (Cakravala) para resolver la ecuacion

X’ — Py’ ==l
se remonta a los trabajos de matematicos y astronomos de la escuela india entre los si-
glos VI y XII, era conocida por Jayadeva en el siglo XI, y Brahmagupta sabia que habia
un numero infinito de soluciones. La estructura multiplicativa del conjunto de soluciones
le era familiar, y a partir de una solucién sabia construir una infinidad.
La identidad de Brahmagupta es
(x> — Py?) (22 — PP?) = (xz = Pyt — P(xt £ yz)’

y su método para obtener dos soluciones es bhavana en sanscrito.
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Ejemplo: El método ciclico conduce siempre a una solucion. Un ejemplo espectacu-
lar (obtenido de Weil, A. Number Theory. An approach through history. From Hammu-
rapi to Legendre. BirkhAauser Boston, Inc., Boston, Mass., 1984) lo podemos encontrar
en la ecuacion

x> —60y=1

Brahmmagupta conocia también:
a) La parametrizacion de la ecuacion de Pitagoras por

x=2mn,y=m>—n* z=m>+n?
b) Sabia resolver las ecuaciones de la forma
axy =bx+cy+d
¢) El problema que consiste en encontrar x ¢ y tales que ax+/ y bx+1 sean sendos

cuadrados.
Da la solucién,

2 2
+
x:—g(a+b2),ax+1:<—3a+b> ,bx+1:<a 3b>
(a-b) a-b a-b

Igualmente, muestra como elegir x e y para que los nimeros x+y, x-y, xy-/ sean
cuadrados.

Finalizo esta entrega, indicando que como en otras civilizaciones matematicas anti-
guas, la determinacion del nimero « jugé un papel importante.

En la formula
=d(1_ 28 (m(l_l)))
®)x(29)\ 6\ 8

Baudhayana, para el lado s de un cuadrado donde el area es la de un disco de diame-
tro d, da para & el valor aproximado de 3,088.

SAPERE AUDE, GEOMETRIA

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del nimero anterior 101)

Para Platon los entes geométricos ideales eran la recta y la circunferencia: toda la geo-
metria habria que limitarla a las construcciones con regla y compas. Esta era la forma

correcta de resolver los problemas geométricos, y cualquier otra forma era vulgar y de-
gradante, y no merecia ni ser contemplada.
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Fuertemente influenciado por Platon los griegos se dis-
pusieron a construir la geometria con regla y compas, y la
verdad es que no les fue tan mal porque hicieron una labor
encomiable. Pero en su camino se tropezaron con tres pro-
blemas que fueron incapaces de resolver y que fueron
tomando importancia con el paso del tiempo hasta ser lla-
mados: “Los Tres Problemas Clasicos de la antigiiedad”.
Estos problemas son:

a) La duplicacion del cubo: construir un cubo cuyo

volumen sea doble que el de un cubo de lado dado.

b) La triseccion del dngulo: dividir un angulo cual-

quiera en tres partes iguales.

¢) La cuadratura del circulo: dado un circulo, encon- Figura 5. Tres problemas

trar el lado de un cuadrado cuya 4rea sea la misma  cldsicos. http:/masquemates.
que la del circulo inicial. blogspot.com/2007/11/l0s-
tres-problemas-clsicos.html

Los tres problemas tienen en comiin que son en apa-
riencia sencillos, tienen un enunciado que anima a inten-
tarlos, pero ninguno de los tres tiene solucion utilizando solo la regla y el compas, como
después siglos mas tarde se demostraria.

La necesidad de estudiar los elementos constitutivos de las referencias espaciales ha
dado lugar, en las ultimas décadas, en cuanto a la ensefianza de la geometria se refiere,
a trabajos didacticos inspirados en diferentes teorias, pero a menudo de una preocupa-
cion comun de analisis.

Asi, trabajos recientes han estudiado la introduccién de una dimension cognitiva
(Houdement & Kuzniak, Parzysz, Jore ...), surgen preguntas tales como la articulacion
entre espacios de trabajo, en la constitucion de la geometria, la entrada perceptiva o la
cuestion de la visualizacion; entrada experimental, ...; finalmente, la cuestion de la infe-
rencia y el lenguaje, luego de la prueba (ver Houdement y Kuzniak, en este mismo tra-
bajo). Los trabajos de Perrin et al. (Offer, Perrin & Verbaere, 2006, Keskessa, Perrin &
Delplace, 2007, Perrin & Godin, 2009) se centran en el estudio del uso de instrumen-
tos y el paso del razonamiento de la geometria instrumentada, mientras que no prohiben
hacer proposiciones de situaciones para favorecer esta transicion . En 1992, Berthelot y
Salin definieron y experimentaron situaciones que organizaban la transicion de la expe-
rimentacion a la geometria, en un proceso que llamaron un enfoque de modelado por-
que la transicion de la experimentacion a la teorizacion fue el principio. De acuerdo con
la naturaleza del problema de geometria propuesto, se refirieron a tres problemas (Ber-
thelot y Salin, 1992):

e Un problema prdctico en el que los objetos sobre los que se trabaja son objetos fi-
sicos (en particular dibujos): la validacion es hecho mientras permanece en el es-
pacio sensible.

e Un problema geométrico en el que los objetos ya no son objetos fisicos: la vali-
dacion se realiza mediante un razonamiento que se basa unicamente en el conoci-
miento geométrico reconocido.
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e Un problema de modelizacion en el que trabajamos con objetos fisicos: la va-
lidacion se realiza en el espacio sensible, como en el problema practico, pero el
enfoque de la resolucion es totalmente diferente ya que se basa en propiedades
geométricas.

Estos tres problemas estan asociados con situaciones organizadas en espacios de di-
ferente tamafio (dimensiones espaciales): microespacio, mesoespacio, macroespacio
(véase Berthelot y Salin, 1992, Brousseau, 2000). Inspirados por estos enfoques, Pres-
siat y Combier (2003) establecieron situaciones para garantizar la transicion de la expe-
rimentacion en el meso-espacio con la geometria escolar. (Bloch 1., Conne F. et al. (eds.),
L’enseignement de la geometrie, de I’ecole au debut du college: situations et connais-
sances. Actes de la XIVeme Ecole d’Eté de Didactique des Mathématiques, pp. 1 — 24.
,2008)

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

JOYITA: a) Sea M un punto del lado
BC de un triangulo ABC. La paralela por
M a AB corta al lado AC en el punto N y
la paralela por M a AC corta al lado AB
en el punto O. La razon entre las dreas
de los triangulos OBM y NMC es k. De-
terminese la razon entre las dareas de los
triangulos AON y ABC.

SOLUCION

Figura 6. Triangulo cualquiera.
Paso 1

Consideremos el triangulo cualquiera, de la figura adjunta
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Tracemos la perpendicular por N, por M y por C al lado B4, cortando en D, E, y F'
respectivamente
Los triangulos OBM y NMC son semejantes, de razon k. El cuadrilatero AOMN es un
paralelogramo, y MN=0A.
Si a BO lo designamos por t, se tiene que
MN=0A4=k.t.
Como

BA=BO+0A = BA=t+kt=(1+k)t

El Area(OBM )=W=(OB.EM)/2

Paso 2

Por otro lado, CG = k. EM = CG=k. h siendo h=EM la altura del triAngulo OBM.

CF=CG+GF=CG+EM || CF=(1+k)hh.
Y el area del triangulo ABC es:
Area (ABC)=(1+k>). W
DN=GF=EM=h
Paso 3
Area (AON)=(40/2).GF=(k. t. h) / 2=k. W
Area(OBM)/Area(ABC)= k. W/ (1+k)>. W=k / (1+k)?

JOYITA: b) Dos circunferencias secantes C;y C, de radios R;y R, se cortan en los
puntos Ay B.

Por B se traza una recta variable que corta de nuevo a C;y C, en dos puntos que lla-
maremos My N respectivamente. Comprobar que existe un punto P, que depende solo de

C,y C,, tal que la mediatriz del segmento MN pasa por P.
NOTA: Problema Olimpiada Nacional. Solucion de L. Emilio Garcia (UPV).
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SOLUCION
Paso 1

La figura adjunta muestra las dos circunferencias secantes C; y C,.

Consideremos el punto O, como punto medio del segmento P P, Todas las matrices
de los segmentos MN pasan por el punto simétrico de B respecto de O.
Consideremos los angulos
a:<MBP1:<P1MB, B:<PIBP2
sigue pues que P,BN = 180° — (o + f3).

Como el triangulo P,BN es isosceles, se tiene

<BP,N =180°— 2 <P,BN = —180°+ 2(a. + B), y asi
<PP,N=180° — B+ <BP,N=180°— B —180°+ 2 (0 + B) = 20. +

De modo analogo, por ser el triangulo MP B is6sceles, se tiene:

<MP,B=180°—2a

<MP,B =360° — (<MP,B + 180° — B ) = 360° — 180° +2a —180° + B =2 o+
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Resulta que para cualquier posicion de la recta variable los triangulos PP,M 'y PP,N
son iguales y por tanto PM= PNy P est4 en la mediatriz de MN.
Como P no depende de la recta variable queda probada la propiedad del enunciado.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la propuesta de los ejercicios del niumero
anterior 101)

La naturaleza formal y cognitiva que puede ofrecer la teoria de nimeros para la Educa-
cion Matematica (EM), su relacion con la aritmética y el algebra, su accesibilidad, su uti-
lidad y otras cuestiones hay que entenderlas como una interrelacion bajo la optica de la
promocion y el didlogo, con sentido de critica constructiva, de las investigaciones que
ofrece la comunidad internacional de Educacion Matematica (EM), presentando su rele-
vancia e importancia en este campo en alumnos de secundaria y la formacion de maes-
tros, sobre todo.

La lectura de la obra de Rina Zakis y Stephen R. Campbell, Number Theory in Mathe-
matics Education: Perspectives and Prospects (Studies in Mathematical Thinking and
Learning) que, entre otros, incluye los temas:

a) Comprension de conceptos particulares relacionados con la estructura numérica

y la teoria de nimeros.

b) La elaboracion de la relevancia historica y psicoldgica de la teoria de niimeros en

el desarrollo de conceptos.

¢) Ellogro de una transicion y extension sin problemas desde el reconocimiento de

patrones hasta los principios formativos.

d) La consecucion del entendimiento de la estética de la estructura numérica.

e) La investigacion de conexiones entre técnica y teoria.

f) La utilizacion de ordenadores y calculadoras como herramientas pedagogicas.

g) ...Y el papel que podrian desempefiar los conceptos de la teoria de nimeros en

el desarrollo del conocimiento matematico y el razonamiento en estudiantes y
maestros.

Nos debe llevar a la consideracion de destacar que esta tematica relacionada con la
teoria de nimeros deberia utilizarse como un trampolin desde la aritmética hacia la ge-
neralizacion y el formalismo algebraico, y como un medio para proporcionar significa-
dos intuitivos de niimeros, variables, funciones y pruebas.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

JOYITA: a) Hallar todos los enteros positivos p y q tales que

pl+1=(q" — 1)
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SOLUCION
Paso 1
Consideremos que p y ¢ son enteros positivos, de la expresion

plt1=(q -1y

sigue que g > 3.
Por lo tanto,

pl+1=(q")?-2q!+ 1, 0seap! =(q/)>— 2q!
pl=q'(q' —2).

Al ser obviamente p > ¢, si se divide por ¢! ambos miembros se tiene que

p_ q%-2,
q!
p(p-D(p 2)...(p-(p qg-1.q(q -1)....1 =q-2
q(g-1(g -2)...1
p(p-D(p —'2).~(q Dat_ o
q!
p(p=1)(p 2).(qg+)=q!-2

tenemos que p(p — 1) (p — 2)... (¢ + 1) = q! — 2 y al ser ¢! divisible por 3 (¢ > 3), tene-
mos que ¢! — 2 no es divisible por 3, por lo que el término de la izquierda, p(p — 1)... (¢
+ 1), debe tener a lo sumo dos factores.
Paso 2
2.1. Primer Caso
a) Seap=qt1bg+1=¢q!'-2bg=gq!-3.Como ¢ divide a ¢g! - 3 y divide a ¢! po-
demos inferir que ¢ dividea3 bg=3yp=4.

b) Podemos comprobar que para estos dos valores se cumple que

(41+1) = (3! — 1)2. En efecto: (24+1) = (6—1)2, 25 = 25.

2.2. Segundo Caso

a) Seap=q+2=(q+2)(q+1)=q! —2=¢"+3q+2=q!-2=¢’+ 3q + 4=¢!
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Por lo tanto: 3¢ = ¢! — ¢*> — 4 con lo que g divide a ¢! — ¢> — 4 = q divide a 4 y,
por tanto, g = 4.

b) Concluimos que ¢ = 4 no es solucion de ¢g> + 3g +4 =4! pues 16 + 12 + 4 £ 24,
La tinica solucion es, por ello

q=3, p=4
JOYITA: b) Los numeros enteros desde 1 hasta 9 se distribuyen en las casillas de un
cuadrado 3x3. A continuacion sumamos seis numeros de tres cifras, tres que se leen en

filas de izquierda a derecha y otros tres que se leen en columnas de arriba abajo.

¢ Podremos encontrar alguna distribucion para la que se obtenga como valor de la
suma 2019?

SOLUCION
Paso 1

Sea la distribucion siguiente en el cuadrado

p . q T

S u

\'} X 4

Atendiendo a las condiciones del ejercicio, se tiene que la suma es:

S=pqr+stu+vxz+psv+qtx+ruz
S=100p+s+v+p+qg+r)+10(gtt+x+s+tt+tu)y+(v+tut+tz+y+x+z)=
S=1002p+s+v+qg+r)+10(g+2t+x+s+u)+(r+u+2z+y+x)

§=200p + 100s + 100v + 100g + 1007 + 10g + 20t + 10x + 10s + 10u +v+u+2z+y+x
§=200p+ 1105+ 101y + 110g + 1017+ 20/ + 11x + 11u + 2z

Paso 2

Para las distintas distribuciones que podamos realizar, interviniendo los niumeros del 1
al 9, en modulo 9 se tiene:

200:9=229+2
110:9=129+2
101:9=119+2
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20:9=29+
11:9=19+2

Por ello,
S=2(p+s+tv+qg+t+x+r+u+z)=2 (1+2+3+4+5+6+7+8+9) =2.45=90

que en modulo 9 es S=0.

Por lo tanto, como 2019 no es multiplo de 9, no habra ninguna distribucién para la
que la suma indicada tome el valor 2019 podremos afirmar que la suma S no puede valer
nunca 2019.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS

Siguiendo el mismo esquema que en articulo anteriores, en esta ocasion, presentard va-
rios ejercicios relativos a la teoria de nimeros y la geometria del triangulo.

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

El circulo en el que aparecieron los estudios matematicos a principios del siglo XIX se
rompid por todos lados. Se nos presentan viejos problemas de forma renovada, surgen
nuevos problemas, cuyo estudio ocupa legiones de trabajadores. EI nimero de quie-
nes cultivan geometria pura se ha vuelto prodigiosamente pequefio. Este es un peligro
contra el cual es importante protegerse. No olvidemos que, si el Analisis ha adquirido
los medios de investigacion de los que carecia en el pasado, se los debe en gran me-
dida a las concepciones introducidas por los Agrimensores. No es necesario que la
Geometria permanezca de alguna manera enterrada en su triunfo. Fue en su escuela
donde aprendimos, que nuestros sucesores tendrian que aprender, nunca confiar cie-
gamente en métodos demasiado generales, considerar las preguntas por si mismos y
encontrar, en las condiciones particulares de cada problema, un camino directo hacia
una solucion facil, los medios para aplicar de manera apropiada los procesos genera-
les que toda la ciencia debe unir. Como dice Chasles en el Resumen historico: “...Las
doctrinas de la geometria pura a menudo ofrecen, y en una gran cantidad de pregun-
tas, esta forma simple y natural que, al penetrar en el origen de las verdades, expone
La cadena misteriosa que las une y las hace conocer individualmente de la manera
mas luminosa y completa..”

iCultivemos la geometria, que tiene sus propias ventajas, ...!

a) /Existe algun triangulo tal que las medidas de sus lados son tres numeros conse-
cutivos y el angulo mayor es el doble que el menor? En caso afirmativo, calcu-
lar las medidas.

b) Sea M un punto interior del segmento AB. Se construyen cuadrados AMCD y
BEHM en el mismo lado de AB. Si N es el segundo punto de interseccion de las
circunferencias circunscritas a dichos cuadrados probar que:
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1. Los puntos B,N y C estan alineados.
2. El punto H es el ortocentro del triangulo ABC.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

Practicamente desde nuestra mas tierna infancia, las Matematicas nos circundan for-
mando parte de nuestras vidas. Modelizamos con algoritmos matemaéticos, casi todo.

Empezamos con los nimeros naturales que con “cierta simpleza”, los utilizamos a
diario para contar objetos, realizar diferentes operaciones elementales cuando vamos al
mercado, al cine, al teatro, al kiosco, ...en definitiva cuando compramos alguna cosa,
manejamos nuestra economia, asi como todo aquello que necesitamos para vivir. Pos-
teriormente aparece el uso de los numeros negativo, fraccionarios, reales, y complejos.

Llega a ser un uso casi automatico, con aplicaciones en formas complejas variando
acorde a distintas disciplinas o tecnologias.

Presentaré en esta ocasion, y ulteriormente en siguientes nimeros, algunos ejercicios
que aparecen en la Olimpiada Matematica Nacional en nuestro pais.

El por qué presentar en la seccion SAPERE AUDE problemas de olimpiadas mate-
maticas hay que encontrarlo en el convencimiento de que la participacion de muchos
jovenes estudiantes en todo el mundo, han alcanzado una importante resonancia interna-
cional desde hace décadas. Se trata de una propuesta intelectual que permite al alumno/a
enfrentarse a una situacioén problematica simple o no, muchas veces dificil, resoluble con
sentido comiin y un poco de la matematica escolar y/o elemental. No se trata de un ejer-
cicio mas o menos evidente como los que abundan al final de un capitulo en un libro de
texto, tampoco es una situacion abstracta de resultados tedricos prefijados, ni problemas
con enunciados con trampas para confundir al estudiante con talento.

La realizacion de estas actividades, como nuestra Olimpiada Thales, permite que los
responsables académicos de muchos paises mantengan su curricula escolar conveniente-
mente actualizado para satisfacer a las exigencias del mundo moderno.

Soy consciente de la marcada diferencia entre la matematica escolar y la olimpica.
Esta ultima apunta al ingenio, la creatividad, la invencion, el desarrollo de la intuicion
para responder de manera efectiva a las aspiraciones de la joven generacion.

iEs, bajo esta idea precisamente, lo que me induce a presentar en esta seccion dos jo-
yitas numéricas, a mi juicio muy interesantes, que estoy seguro gustara al lector!

a) Hallar las tres ultimas cifras del numero 3°0%°.

b) ¢Cudl de los dos numeros es mayor: 888! 6 300°9°?

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccion electronica:
sapereaudethales@gmail.com
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