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Constancia y perseverancia para llegar a
100 numeros de Epsilon

Alexander Maz-Machado
Universidad de Cordoba

Para la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES es motivo de orgullo y
satisfaccion que su revista Epsilon alcance el numero 100. En estos tiempos no es facil
que una revista de una sociedad de profesores, en la que toda la labor de gestion es de ca-
racter altruista, perviva y continte de forma ininterrumpida en el tiempo. A lo largo de
estos 35 afos la revista ha experimentado cambios normales en la estructura de sus sec-
ciones y en sus paginas ha quedado vestigio de cambios de todo tipo: cambios legisla-
tivos que han afectado a la ensefianza de las matematicas, cambios en los paradigmas y
en las agendas de investigacion dentro de la educacion matematica, la aparicion de nue-
vos recursos didacticos, de nuevas metodologias didacticas y de la irrupcion de las TICs.

En estos 100 numeros de Epsilon la revista ha contado con cuatro directores: Ma-
nuel Iglesias Cerezal del numero 0 al 18, Javier Pérez Fernandez del 19 al 57, Antonio
Javier Moreno Verdejo del 58 al 72 y, desde el 73 hasta este nimero, el 100, Alexander
Maz Machado.

Como todas las revistas creadas en los afios 90, Epsilon empieza publicarse en for-
mato papel y partir del afio 2013 pasa a publicarse exclusivamente en formato digi-
tal, coincidiendo ademas con el aniversario de los 30 afos de publicacion de la revista.
A partir del afio 2015 la revista pasa a ser de acceso abierto. Estos dos ultimos acon-
tecimientos le han conferido mayor presencia a nivel internacional, especialmente en
Latinoamérica.

Durante todos estos afios la revista ha ofrecido diferentes modos de recepcion y pu-
blicacién de articulos. Durante sus primeros afios de publicacion abundaban los envios
a la revista debido a que no existia un gran numero de revistas educativas en Espafa y
menos aun en Educacion Matematica. Posteriormente se experimentd una etapa de es-
casez de envios de propuestas para su publicacion. Ahora, poco a poco, volvemos a ob-
servar una mayor afluencia de autores, especialmente latinoamericanos, con propuestas
para publicar en nuestra revista. Creemos que este mayor flujo de recepcion de articulos
se debe, en parte, a la decision de publicar con acceso abierto.

La revista se ha nutrido en gran parte por las aportaciones de profesorado en activo
que ha querido compartir sus experiencias y propuestas para la ensefianza de las mate-
maticas. El otro gran colectivo que colabora con la revista son los investigadores que
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difunden sus investigaciones educativas relacionadas con las matematicas. Lamentable-
mente este colectivo investigador ha visto como para su evaluacion (acreditaciones, se-
xenios, oposiciones) solamente les son reconocidas las publicaciones indexadas en JCR
o SCOPUS. Esto también ha quedado reflejado en la revista. Debido a que para Epsilon
la prioridad en cuanto a publicacion y autoria son los profesores de matematicas, ya que
fue creada por ellos, la investigacion no es la prioridad (si bien tiene cabida en la revista
e incluso una seccion). Por tanto, nunca podremos aparecer en tales indices.

Para dificultar mas el asunto, ahora es requisito para poder defender las tesis docto-
rales la publicacion de articulos solamente en revistas indexadas, con lo que los jovenes
investigadores que estén iniciando su etapa como autores no tendran interés en publicar
en revistas como Epsilon. Considero que es un error, ya que son precisamente las revistas
de este nivel las que permiten a los jovenes investigadores adquirir destrezas en cuanto
a la forma de presentar sus hallazgos. Afortunadamente atin contamos con investigado-
res con una trayectoria consolidada que comparten los resultados de sus investigaciones
en Epsilon sin importarles que sea 0 no JCR o SCOPUS, ya que valoran otros aspectos.

En este nlimero quiero expresar mis agradecimientos a todos aquellos que han hecho
posible alcanzar los 100 numeros de Epsilon: a sus directores, a los equipos editoriales,
a los asesores cientificos, a los revisores, a los autores y a la Sociedad THALES porque
sin su apoyo, colaboracion y animo esto no hubiera sido posible.

8 Epsilon, 2018, n° 100, 7-8, ISSN: 2340-714X
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Numero 100 un éxito

Salvador Guerrero
Presidente Sociedad THALES
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REVISTA DE LA SOCIEDAD
ANDALUZA DE PROFESORES DE MATEM

Haber llegado al nimero 100 en una revista de un ambito tan minoritario como es la En-
seflanza de las Matematicas es un hito importante, y es un signo de vitalidad y esfuerzo
de quien la promociona, la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “THALES”,
que con los avatares correspondientes a esta clase de revistas, la ha mantenido a lo largo
de casi 35 afios.

En realidad han sido 102 nimeros porque hubo un numero 0, y un nimero extraor-
dinario entre los nimeros 9 y 10, como segunda parte del nimero 8, dedicados ambos a
las conferencias y comunicaciones mas interesantes del Simposium Internacional sobre
la Renovacion en la Ensefianza de las Matematicas, que se celebrd en Sevilla en junio
de 1986.

Los fines de la revista los expresaba nuestro afiorado Gonzalo Sanchez Vazquez, pri-
mer presidente de la “Thales”, en el nimero 0 como “el deseo de proporcionar un 6rgano
de expresion... para elevar y actualizar el nivel pedagogica de la ensefianza de las Ma-
tematicas”, pero afiadiendo que “no quiere ser s6lo una revista para los socios, sino para
todos los profesores y grupos interesados en ello aunque no pertenezcan a nuestra Socie-
dad”. Ese era el espiritu de ofrecer a toda la sociedad espaiiola el esfuerzo y el trabajo de
la Sociedad “Thales”.




Numero 100 un éxito
Salvador Guerrero

Dirigio la revista desde sus comienzos Manuel Iglesias Cerezal (QEPD) magnifico
compaifiero y gran persona, con quien tantos afos de trabajo en las aulas universitarias
comparti, y que tuvo el enorme trabajo de poner en marcha la revista, gracias (todo hay
que decirlo) al apoyo inicial de Juan Carlos Lopez Eisman, director general (entonces,
1984) de Promocion Educativa y Renovacion Pedagogica de la Consejeria de Educacion
de la Junta de Andalucia, y el apoyo constante de la Facultad de Matematicas de la Uni-
versidad de Sevilla.

La revista nacio a finales de 1984 con periodicidad cuatrimestral, y con unas 150 pa-
ginas de media aproximadamente, y desde entonces hasta el numero 82 de 2012 asi es-
tuvo. Durante los primeros nimeros (hasta el nimero 10, el nombre de la revista era
“THALES. Revista de la Sociedad Andaluza de Profesores de Matematicas”. En el curso
1987/88, se unificaron las dos sociedades de profesores que existian en Andalucia, la
“Thales” y la “APMA” de Granada, que naci6 en 1984, y que editaba una revista con el
nombre de “Epsilon”, que publicéd 9 niimeros incluido el extraordinario ultimo dedicado
a la Alhambra de Granada, y cuyo director fue Rafael Pérez Gomez, recogiendo asi el
testigo de otra homénima (4 nimeros) que desde 1981 editaban algunos profesores de la
Andalucia oriental. En la unificacion se acordd que el nombre comun de la sociedad re-
sultante fuera “Thales” y el nombre de las dos revistas unificadas fuera “Epsilon” que
sigui6 dirigiendo Manuel Iglesias. Precisamente a Rafael Pérez Gomez le hemos solici-
tado que nos narrara como fue la gestacion de esos numeros de “Epsilon” antes de la ac-
tual EPSILON.

Aunque la Sociedad “Thales” se cred en noviembre de 1981, durante esos prime-
ros aflos hasta tener nuestra propia revista, los socios estuvieron recibiendo ejemplares
de la revista “Numeros” de la Sociedad Canaria “Isaac Newton” creada un poco antes
de la nuestra, y aunque, una vez creada la revista de nuestra sociedad hubo alguna idea
de fusion de ambas, al cuajar gracias al esfuerzo de los presidentes de ambas, Gonzalo
Sanchez y Luis Balbuena, la creacion de la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profe-
sores de Matematicas (FESPM), esta pasoé a tener su propia revista SUMA, que dirigida
por Rafael Pérez Gomez, empezaron a recibir también todos los socios.

No han sido muchos los directores que ha tenido la revista Epsilon lo que indica que
han podido elaborar un trabajo fructifero a largo plazo. Después de 7 afios de direccion
de Manuel Iglesias (hasta el numero 19), en 1991 se hace cargo desde Cadiz de la re-
vista Francisco Javier Pérez Fernandez, hasta el afo 2003, (nimero 57, el ultimo que di-
rigi6), compatibilizando ademds con una gran labor como editor en la Sociedad de los
facsimiles de obras clasicas de Matematicas (Cauchy, Newton, Euler). Para el nimero
58 comienza a dirigir desde Granada la revista Antonio Javier Moreno Verdejo, que da
un fuerte impulso a los trabajos de investigacion en educacion matematica, apoyado en
los trabajos de los distintos Departamentos de las universidades, sobre todo andaluzas,
donde se realizan investigaciones de esta naturaleza. Desde 2010 (niimero 75) pasa a di-
rigir desde Cordoba la revista Alexander Maz-Machado, quien finaliza el nimero 82 en
2012, y realiza el dificil trabajo de reconvertir la revista desde el formato papel a tener un
formato on-line. pues en medio de la crisis econdmica que nos envolvia y que hacia im-
posible el elevado coste de impresion de la revista, la Junta Directiva decidio pasar a edi-
tar la revista on-line, a pesar del grave inconveniente que ello pudiera tener para nuestros

10 Epsilon, 2018, n° 100, -12, ISSN: 2340-714X



Numero 100 un éxito
Salvador Guerrero

socios. Hasta este numero 100, han sido 25 niimeros los que ha dirigido Alexander Maz,
tanto en uno u otro formato como habréis podido observar los lectores de la revista.

Repasando la coleccion de la revista se puede ver la evolucion de la educacion mate-
matica, no so6lo en Andalucia sino también en Espafia y en todo el ambito europeo. Hay
numeros especiales dedicados a reuniones y congresos y desde un principio se puede ob-
servar la atencion que la revista ha dedicado a los contenidos que se ha ido introduciendo
en los curriculos o se ha luchado por introducir (informatica, geogebra, fractales, etc.), y
temas necesarios para la formacion del profesorado (historia de la matematica, filosofia
de la matematica y logica) , asi como la atencion a las ideas de los principales propulso-
res de la innovacién en la ensefianza de la matematica en Espafia (Miguel de Guzman,
el propio Gonzélez Sanchez Véazquez, Claudi Alsina, Luis Rico, Antonio Pérez, etc.) y
tantos y tantas personas que es imposible citarlas todas, y que en su clase han hecho pe-
queias innovaciones pero que con toda seguridad han sido un enorme paso para sus
alumnos.

Durante estos afios ha habido una gran cantidad de reuniones y congresos sobre Edu-
cacion Matematica tanto en Espafia como fuera de ella, y de muchos de ellos se ha hecho
eco la revista Epsilon publicando articulos destacado de ellos, salvo del VIII ICME (Se-
villa, 1996) cuyas actas se publicaron aparte. Asimismo se han publicado noticias y re-
sumenes de proyectos muy interesantes como los cursos Thales-Cica de formacion del
profesorado (18 ediciones), el proyecto ESTALMAT de formacion de alumnos con ta-
lento matematico (14 ediciones), las Olimpiadas Matematicas de Thales (34 ediciones),
y gran cantidad de problemas para resolver y sus soluciones. Todas ellas son publica-
ciones de gran interés para el desarrollo y la difusion de la matematica en nuestra tierra.

La relacion de los temas y personas que han publicado en estos 100 numeros de la
revista, seria imposible ni siquiera de esbozar aqui, por su longitud, pero en el nimero
doble 31-32 hay un extenso trabajo (creo que de Mariano Salmer6n) que contiene un in-
dice de articulos aparecidos hasta 1994 en las varias revistas Epsilon, donde aparecen
669, clasificados tematicamente (con descriptores de temas) y un indice de autores con
alrededor de 700. Eso en solo 10 afios, y desde 1994 han pasado 24 afios.

Es interesante constatar que en el nimero 75 apareci6 un articulo de Rafael Bracho,
Alexander Maz y otros, con un analisis tematico y cienciométrico sobre “La investiga-
cion en Educacion Matematica en la revista Epsilon entre 2000 y 2009”. En el analisis de
los trabajos en esa década aparecen 116 articulos de investigacion de 178 autores. Todos
estos datos nos sirven como idea del enorme trabajo, informacion y estudios que hay re-
copilado en estos 100 nimeros de la Epsilon.

Y asi llega a tus manos, querido socio y amigo lector, este nimero 100 del que de-
seamos obtengas el mayor provecho para tu formacion y te sirva de apoyo para tu diario
trabajo docente, que apoyamos desde esta Sociedad y del que esperamos la mejora, que
tanto deseamos, en la formacion de los alumnos andaluces.

Epsilon, 2018, n° 100, -12, ISSN: 2340-714X 11
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Cien numeros...

Sixto Romero Sanchez

Universidad de Huelva

SAEM Thales-Huelva
sixto@uhu.es

“La razon teme la derrota, pero la intuicion disfruta la vida y sus desafios”
Paulo Coelho

La aventura de la revista de la Sociedad Andaluz de Educaciéon Matematica (SAEM)
Thales cumple cien numeros, desde el primero con Deposito Legal SE-476-1984, ti-
tulada Revista Andaluza de Profesores de Matemdticas THALES, 1984 a 1987, para
denominarse EPSILON, 1987 a la actualidad (antes de la unificacion en 1987 de la Aso-
ciacion de Profesores de Matematica de Andalucia-APMA - y la Sociedad Andaluza de
Profesores de Matematicas el nombre de EPSILON correspondia a APMA durante el pe-
riodo 1984-1987).

Entre las revistas de primera linea en Educacion Matematica, esta nuestra revista,
que puede ser considerada como un 6rgano de difusion excepcional de la SAEM Thales,
institucion sin animo de lucro, que desde mayo de 1981 cuando se crea en Sevilla como
consecuencia de la inquietud de profesores, fundamentalmente de bachillerato, pertene-
cientes a los Movimientos de Renovacion Pedagdgica (MRP’'S) en la ensefianza de las
Matematicas propulsados inicialmente a partir de la mitad de la década de los afios se-
tenta (concretamente en Huelva lo iniciamos a partir del afio 1980) ha informado, desde
la creacion y responsabilidad de organizacién de infinitas actividades, entorno a la me-
joray calidad de la ensefianza de las matematicas, en las diferentes épocas de su existen-
cia, dirigidas a profesores y alumnos de todos los niveles.

Tengo el honor y la satisfaccion de afirmar, humildemente, que soy uno de aquellos
“locos” maravillosos”, liderados por nuestro admirado y querido Gonzalo Sanchez Vaz-
quez, que participaron en la génesis de la creacion de la Sociedad Andaluza de Profe-
sores de Matematicas, hoy denominada Sociedad Andaluza de Educacion Matematicas
Thales: jmucho ha llovido desde entonces!

No quisiera extenderme demasiado ante la amable invitacion de nuestro direc-
tor de la revista EPSILON, el Prof. Alexander Maz, en colaborar en este testimonio
que refuerza la accion de poner en valor su importancia al cumplir el numero cien de
“vida”, pero si dar la asercion de tres hechos notables: PRIMER nimero de la revista,
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PRIMERAS JORNADAS ANDALUZAS DE MATEMATICAS y PRIMERA OLIM-
PIADA MATEMATICA.

El primer nimero bajo la batuta del siempre recordado, Manuel Iglesias Cerezal (mi
profesor de Ecuaciones Diferenciales en tercero de carrera en el curso 1972-1973 y di-
rector hasta el afio 1990, que en alusion a las palabras aparecidas en el Nimero “0” de
Gonzalo Sanchez Vazquez, nuestro primer Presidente, escribia en el editorial “...Cree-
mos que hay que llegar a crear una revista de gran calidad con las demds sociedades ...
Una revista ambiciosa que sea y llegue a todos los profesores de Matematicas...”) tenia
como vocales a Isabel Barragan Pérez (su paso muy breve por la revista. Un emotivo re-
cuerdo aparece en el numero dos. “...de su buen hacer profesional es una muestra de ex-
traordinario valor el enorme afecto, ...de los que han sido alumnos suyos...””), Braulio
de Diego Martin, Julio Marquez Mosquera, Antonio Pozo Chia, José A. Rivero Bulnes
y José Luis Vicente Cordoba aparece con varias secciones: Estudio de Matematicas, Di-
dactica, Metodologia y Experiencias, Informatica, Actualidad, Matematicas Recreativas
y Problemas, en el que se reflejan las inquietudes del profesorado pertenecientes a los di-
ferentes niveles de ensefianza en el momento procesal en que se contextualiza.

A mi juicio, es importante resefiar el texto de 1956 que aparece en sus primeras pa-
ginas relativo al Prof. Puig Adam: “...Se trata de captar a nuestros alumnos para la
Matemadatica, de que sientan el placer interno del esfuerzo ante metas alcanzables y es-
timulantes, de hacerles, en resumen, mas deseable y mas deseada la Ciencia que hasta
ahora les ha servido de tortura...”.

Sesenta y dos afios después suscribimos tal afirmacion en el que subyace la idea de
que al profesor que ensenia debe acompariiarle siempre el profesor maestro.

Las primeras Jornadas Andaluzas de Profesores de Matematicas celebradas del 15
al 17 de septiembre de 1983 en Cadiz fueron organizadas por nuestra Sociedad cuya
responsabilidad recay6 en Francisco Benitez Trujillo, Manuel M. Bosch Leria, Manuel
Gonzalez Davila, Manuel Martin Fernandez, Francisco Javier Pérez Fernandez y Anto-
nio Varo Gomez de la Torre, con una importante implicacion social e institucional que
con el formato de conferencias plenarias, ponencias y comunicaciones hicieron reali-
dad la culminacion de la ilusion de un nutrido grupo de profesores convencidos de la
necesidad de la bisqueda de nuevos métodos de ensefianza que fortaleciera el binomio
Ensenianza/Aprendizaje de las Matematicas que pudieran implementarse en los centros
educativos de Andalucia desde la renovacion e innovacion para optimizar esfuerzos con
la transmisién del conocimiento y experiencias en el aula.

En realidad fue el segundo reto, en cuanto a responsabilidad se refiere, ya que un
afio antes, en abril de 1982, se organizaron en Sevilla, las Il Jornadas Nacionales sobre
Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas cuyo esquema recogia practicamente la
misma estructura citada ut-supra, conferencias plenarias, ponencias sobre un conjunto
de temas propuesto por el Comité de Programa, conferencias semiplenarias, comuni-
caciones sobre ideas y experiencias, talleres practicos sobre actividades desarrolladas
por profesores en el aula y otras actividades como exposicion de materiales didacticos y
otros soportes. Destacar asi mismo la presencia de conferenciantes de la talla de Emma
CASTELNUOVO, Maurice Glayman y Pascual Llorente y la labor del Comité de Or-
ganizacion formado por Antonio Aranda Plata, Trinidad bando Casado, Manuel Iglesias
Cerezal, José Mercado Vilchez, Antonio Martin Castilla, Isabel Ostalé Baeza, Antonio

14 Epsilon, 2018, n° 100, 7-18, ISSN: 2340-714X
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Pérez Jiménez, Pedro Reyes Columé, Emiliano Romero Cabot, Victoria Ruiz Abascal,
Gonzalo Sanchez Vazquez y Juan A. Sudrez Vazquez.

Sin dudas, se tratd de un paso cualitativo importante en la reciente creada sociedad
que conto con la presencia de cerca de 500 profesores del territorio nacional que, a lo
largo del tiempo como se ha demostrado, ha dado cauce a un extenso movimiento de
profesores de Matematicas aglutinados en la Federacion de Sociedades de Profesores de
Matematicas (FESPM) que ha servido para profundizar en la revision de programas y
métodos de ensefianza, si como en la preocupacion general de coordinar los diferentes
niveles educativos desde primaria a la universidad.

La PRIMERA Olimpiada Matematica Thales se celebr6 en 1985 en Sevilla, dirigida
a estudiantes de secundaria en su segundo curso.

Ante la pregunta frecuente que se hacen nuestros alumnos desde pequefios: ;para qué
sirven las Matemdticas?, los profesores debemos dar respuestas claras y concisas. La en-
seflanza de las matematicas ocupa un lugar central en los curricula escolar al que hay que
dedicar, a mi juicio, mas tiempo que el que actualmente se aplica, entorno a un 20% del
tiempo disponible.

Entre las metas a conseguir cudndo ensefiamos matematicas debemos pensar en:

a) Ensefar a razonar, discurrir, reflexionar, recapacitar y concentrarse.

b) Ensefiar a observar con detenimiento, analizar una situacion, realizar conjeturas,

disefiar estrategias y utilizar un razonamiento deductivo para probarlas.

En definitiva, saber que las matematicas son muy ttiles y necesarias en la vida cotidiana.

Han pasado ya treinta y cuatro ediciones de la Olimpiada Matematica Thales que han
confirmado que con esta actividad se cultiva, fundamentalmente, el amor por las mate-
maticas mostrando un aspecto mas agradable y divertido, fomentando el compaierismo,
la confraternidad, la hermandad, la camaraderia y las relaciones de amistad entre los
nifios y nifias participantes, concibiendo las Matematicas como una parte mas de su for-
macion integral que les inculque valores tan importantes como la solidaridad, el compa-
fierismo, el trabajo en equipo, la tolerancia, el espiritu critico, etc.

En calidad de Presidente de la SAEM Thales me dirigia, a los participantes del XV
CEAM celebrado en Baeza de 2014, con estas palabras que aparecen en el Prologo del
tercer libro de ESTALMAT, presentado en dicho evento: “...Si las piramides de Gizhé,
el Faro de Alejandria, la Muralla China, la Torre de Pisa, ..., si los versos de Federico
Garcia Lorca, Miguel Herndandez, Rafael Alberti, Pabo Neruda, Rbén Dario y Antonio
Machado, ..., entre otros, pertenecen a nuestro modo habitual de observar y leer, no es
menos cierto que Pitagoras, Thales, Al-Jwarizmi, Leonardo da Vinci, Newton, Leibniz,
Cauchy, Lagrange, Hilbert, Fraudenthal,...estan presentes en nuestro quehacer profe-
sional diario. Son historia marcadas por el tiempo y, a veces, denigradas por el habito y
también olvidadas en nichos obscuros de la memoria que parece que renacen en el ego
humano necesario para aiiadir a nuestra voluntad de proseguir su trabajo, el trabajo de
todos...la SAEM Thales, nuestra Sociedad es un proyecto que permite hacer mencion al
entusiasmo para desarrollar una determinada accion...”.

Desde el afio 1981 como socio de a pie, posteriormente con responsabilidad provin-
cial en Huelva (jatin quedan en mi retina las III Jornadas Andaluza sobre Didactica de
las Matematicas-Un encuentro con Iberoamérica- celebradas en Huelva en abril de 1987.
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Como Presidente del Comité Organizador tuve el honor de compartir varios dias con
Luis Antonio Santal6 —Argentina-, Cristine Keitel-Alemania-, Maria Cristina Zambujo
—Portugal-, Claudi Alsina —Espafia-, Maria Antonia Canals —Espafia-, Lucia Grugnetti
-Italia- y Guy Brousseau —Francia- cuya presencia supuso un gran salto cualitativo en el
panorama internacional de la Sociedad Thales!) y regional, como Presidente de la SAEM
Thales, desde el afio 2012 a 2016, me siento enormemente orgulloso de haber pertene-
cido y seguir perteneciendo a esta gran familia que ha conseguido importantes logros
en Educacion Matematica con los grandes bloques de actuacion, Cursos Thales CICA,
ESTALMAT ANDALUCIA, INSTITUTO DE GEOGEBRA, OLIMPIADA MATEMA.-
TICA, CEAM’s,...y la REVISTA EPSILON, con el V°B° de la mayoria de los socios
aprobo en asamblea general de la SAEM Thales, celebrada en Sevilla el 13 de noviem-
bre de 2015, pasar a ser de libre acceso a través de Internet en formato digital. El tiempo
dird si acertamos o no en la decision.

La experiencia que hemos acumulado desde los inicios de la creacion de la Sociedad
Thales, con la realizacion de importantes, decisivas y variadas actividades incluidas en
los boques citados ut-supra, nos ha permitido reflejar, en EPSILON, desde el nimero 1
hasta el 99 el acercamiento a la historia, la filosofia, la geometria, el arte, la ciencia, la
economia, la cultura, la lectura en matematicas, la matematica recreativa, los nimeros, la
estadistica, la poesia, la modelizacion matematica, las representaciones graficas, la cal-
culadora cientifica, el calculo cientifico, la programacion dinamica, la interdisciplinarie-
dad, la arquitectura, la cosmologia, los polinomios,... Son temas que se han desarrollado
desde 1981 a la actualidad y que ha permitido estimular el trabajo de profesores y que ha
llegado de forma atractiva a nifios y nifias atraidos por la belleza fascinante de las ma-
tematicas. En mi caso, resefiar que hay también un periodo importante en mi vida en el
que la presencia de las SAEM Thales estuvo desde 1991 en la Federacion de Sociedades
de Profesores de Matematicas, coincidiendo con la publicacion del nimero 9 de SUMA,
asumi la direccion de la revista SUMA hasta el nimero 19, en 1995.

En definitiva, quiero dejar patente que todas las actividades que hemos organizado,
se debe, fundamentalmente, al apoyo incondicional de todas aquellas personas que han
creido, creen y espero que seguiran creyendo en un proyecto que tiene como finalidad
fundamental el fomento de la investigacion, el desarrollo y la innovacion y, especifica-
mente, la promocién y la divulgacion del conocimiento en cualquiera de sus formas en
pro de la mejora y ensefianza de las Matematicas. Debemos seguir trabajando en la crea-
cion de un espiritu de nuevos enfoques que tiendan a mejorar la Educacion Matematica
y que perduren como espacio no cerrado de convivencia y realidad.

En una sociedad como la nuestra en la que cada dia se apuesta muy poco por la edu-
cacion y la cultura, desde nuestra Sociedad debemos reclamar una mayor atencion de los
poderes puiblicos para conseguir que nuestro éxito venza el temor al fracaso. Quiero re-
cordar en estos momentos al inquieto escritor italiano Carlo Dossi cuando afirma: ...
En muchas empresas para alcanzar la gloria no importa vencer, basta combatir”. Asi
es, y asi debe ser.

Decia Ortega:”Enseriar es primordialmente ensefianza de la cultura o transmision
a la nueva generacion de ideas sobre el mundo y el hombre. Es necesario dar un orden
Jerarquico a las funciones de instituciones, y en concreto a la universidad, numerando
cada una de éstas y poniendo como principal la cultura”.
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Habria que afadir a este pensamiento, ensefiar es primordialmente ensefianza de la
cultura y educacion y transmision a la nueva generacion de ideas del mundo y del hom-
bre en el que las Matematicas deben tener un rol preponderante: Matemdticas para vivir
Jjuntos en armonia. Es necesario dar un orden jerarquico a las funciones de instituciones,
no solo universitarias, numerando cada una de éstas y poniendo como principal la edu-
cacion y cultura.

Es tan dificil escribir y no empefar las palabras, tienen las palabras tanto compro-
miso, son tan precisas, incluso las nacidas en el silencio, que en ocasiones hay tanto
miedo y respeto, tanta implicacion, son tan profundas que parezcan arrancadas, desque-
brajada. Nuestra mision, como hombres y mujeres de Ciencias es seguir trabajando en el
proyecto descartiano de convertir a las Matematicas en una ciencia universal por la cual
pueda elevarse nuestra naturaleza a su mas alto nivel de perfeccion

En resumidas cuentas, nuestro compromiso, y asi lo entiendo, es un compromiso con
una idea, un sueflo y una vision de lo que puede ser. Y mi suefio es que mi pais, mi tierra,
mi Sociedad Thales que es la vuestra, mis estudiantes, mi gente... alcancen su maximo
potencial, independientemente de su sexo, condicion, o de creencias, precisamente en un
momento donde las circunstancias son muy adversas. No queremos ni debemos doble-
garnos nunca, creo sinceramente que la Sociedad Andaluza de Educacién Matematica
Thales, con su proyecto quiere depositar su confianza en todos sus asociados y simpati-
zantes, por la modesta y humilde importante contribucion al mundo de la Educacion Ma-
tematica en nuestro pais, y a ello debe contribuir mayestaticamente la revista EPSILON,
la consecucion del nlimero cien no ha sido gratuita: jaqui esta!
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Del 1 al 9. Epsilon, segunda época

Rafael Pérez Gomez
Departamento de Matematica Aplicada
Universidad de Granada

El 2 de Octubre de 2018, a las 18:25 horas, recibi el siguiente correo electronico:

«Rafael, buenos dias:

soy Salvador Guerrero, espero que te acuerdes de mi y sepas quien soy, a pesar de que
hace tiempo que no nos vemos. Queria que hablasemos de un tema de trabajo, pero preferiria
hacerlo por teléfono ya que no puede ser en persona. Pues queda muy frio hacerlo en un es-
crito. (...).Gracias, un abrazo.»

Si bien es cierto que Salvador y yo nos vimos por tltima vez el 17 de Septiembre
de 2016 con motivo del Acto Inaugural del Curso 2016-2017 de Estalmat en su sede de
Andalucia Oriental, en el que imparti la conferencia inaugural, nunca me olvido de mis
amigos, entre los que se encuentra Salvador. En la década de los 80 vivimos juntos mu-
chas situaciones en las que la Educacion Matematica era protagonista. En ellas, ademas
de mantener intensos debates guiados por la generosidad a la hora de aportar nuestros
conocimientos sobre el tema que a todos nos unia, se forjaron relaciones de amistad que
hoy siguen vivas.

Fueron unos afios en los que se produjeron cambios profundos en Andalucia como
consecuencia de los que se estaban dando en Espafia. La finalizacion de mis estudios en
Matematicas en la Universidad de Granada coincidio con los tltimos afios del régimen
franquista. Los cinco afios siguientes los pasé como profesor contratado del Departa-
mento de Geometria, Algebra y Topologia. Junto a asignaturas basicas de Algebra, me
asignaron la imparticion de una Geometria Algebraica que, por primera vez, se ensefaria
en el 4° curso de la carrera. El texto basico que utilicé por recomendacion del catedratico
del Departamento, D. Luis Esteban Carrasco, era el Fulton. Nunca he estudiado mas. No
para hacer la investigacion que me condujera hacia la tesis doctoral, cosa impensable en
aquel momento, sino porque estdbamos dedicados a mejorar la docencia que s6lo unos
aflos antes habiamos recibido como estudiantes. En esta etapa de mi vida profesional
tuve brillantes alumnos y alumnas en la Licenciatura de Matematicas. Algunos pasaron a
formar parte del profesorado de la Seccion de Matematicas de la Universidad de Granada
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desarrollando en ella su carrera docente y otros, la mayoria, comenzaron a ensefiar Mate-
maticas en colegios e institutos. Cuando pienso en esto me veo como esa hormiga que, en
un determinado momento, va abriendo camino seguida del resto de la colonia y a la que
pasan por encima cuando le faltan las fuerzas. Es esta una metafora que dibuja perfecta-
mente la profesion de profesor, en general, y de investigador, en particular.

Segun pasaban los afios, mi situacion en la Universidad era cada vez mas inestable.
Estabamos en plena transicion politica de la dictadura a la democracia que hoy gozamos.
Asi pues, decidi presentarme a las oposiciones de instituto y resolver mi interinidad pro-
fesional. A mis 27 afios era catedratico de Matematicas de Ensefianzas Medias. A lo largo
de diez afios estuve destinado en varios institutos de las provincias de Malaga y Granada,
aunque nunca me desvinculé de la Universidad de Granada. Aunque durante este periodo
de tiempo me enriqueci enormemente como persona y culturalmente, seguia intentando
hacer mi doctorado y volver a la Universidad.

Lo anterior explica el porqué, estando destinado en el Instituto Alonso Cano de Dur-
cal, a 20 km de Granada, y yendo regularmente al Departamento del que habia salido seis
afios atras, Victoriano Ramirez me propuso que me hiciese cargo de una revista que ha-
bian creado en el Departamento de Analisis y a la que habian bautizado con el nombre de
Epsilon. Cuatro afios después, Victoriano dirigia un nuevo Departamento, el de Matema-
tica Aplicada, que tuvo un rapido y gran crecimiento por su vinculacion a las ensefianzas
técnicas que emergieron en la Universidad de Granada, y me pidi6é que me incorporase a
¢l. Atendi su ofrecimiento. Desde entonces pertenezco al Departamento de Matematica
Aplicada de la Universidad de Granada. Victoriano y yo somos grandes amigos y hace
unos dias le pedi que me precisara como consiguieron publicar Epsilon durante su pri-
mera etapa de vida. Reproduzco literalmente su respuesta:

«Querido Rafael:

Me dijiste que antes de Navidad [de 2018] querias tener alguna informacion de los inicios
de Epsilon. He tirado de la memoria de Antonio Lopez Carmona [uno de aquellos brillantes
alumnos a los que me referia antes, hoy compaifiero y gran amigo), que va aios luz por delante
de la mia, y me ha completado los nombres y fechas sobre los cuales tenia en duda.

Los encargados reales de la Revista en la época previa a tu entrada como director fue-
ron: Fernando Lopez Exposito, Francisco Linares Teruel y José Luis Gallego Garcia. Anto-
nio Lopez Carmona y yo le echabamos una mano (va que no disponiamos de mucho tiempo
por estar liados con la tesis).

Salieron tres numeros, encuadernados en cartulina blanca y sin nada de publicidad. Anto-
nio escribi6 algo sobre las memorias de los ordenadores empezando por la “pascalina”, pri-
mera calculadora inventada por Pascal en 1642, y los nuicleos de ferrita, entre otras cosas. En
el segundo numero, Mariano Gasca hizo una introduccion del Andlisis Numérico que se im-
partia en la UNED, con algunos cambios, obviamente, sobre el tema de la coma flotante, di-
gitos significativos y demas. Algunas cosas de los numeros 0y 1 se hicieron con la IBM que
teniamos en Ecuaciones Funcionales y con la maquina automatica del Dpto. de Geometria,
Algebra y Topologia. Recuerdo a José Luis Gallego como uno de los que mds esfuerzos tenia
que hacer. Venia desde Lorca y se hospedaba en un Hostal de Camino de Ronda. Las reunio-
nes las haciamos en mi Departamento.

Un abrazo,

Victoriano.»
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Los ejemplares de los pocos nimeros que consiguieron publicar eran fotocopias
que eran distribuidas por los pasillos de la Facultad de Ciencias y algunos institutos
de Granada y Murcia, fundamentalmente. No cabe mayor altruismo ni generosidad.
Las Matematicas debian divulgarse a toda lo sociedad y, de forma especial, seguir
contribuyendo desde la Universidad en la formacion permanente del profesorado im-
partian docencia en colegios e institutos. Mi reconocimiento a este grupo de compa-
fieros por su acierto y ahinco. Sin embargo, su ilusion no les impedia ver la realidad.
Todos eran conscientes de las limitaciones que tenian tanto el procedimiento como
la organizacién que desarrollaron. Creo que esa fue la razén principal por la cual
Victoriano me pidi6é que tomase las riendas de Epsilon. Acepté encantado tras expo-
nerle un plan con el que intentaria llegar un poco mas lejos: crear una Asociacion de
Profesores de Matematicas cuyo organo de expresion fuese Epsilon. Y asi, sin sos-
pechar que estaba metiéndome en un gran charco, inicié la segunda etapa de la re-
vista Epsilon.

Invité a Ramoén Gutiérrez Jaime, entonces catedratico de la Universidad de Granada
de Estadistica y que anteriormente lo habia sido de Ensefianzas Medias, a presidir la
Asociacion de Profesores de Matematicas de Andalucia (APMA) y a Luis Rico Romero,
entonces catedratico de Escuela Universitaria en Magisterio, para que ocupara la vice-
presidencia. La llegada de Luis supuso un gran impulso para la mejora y difusion de Ep-
silon al aportar buenisimas ideas, incorporar a una serie de personas de su entorno y,
sobre todo, iniciar la andadura internacional de Epsilon basada en una acertada politica
de intercambios con otras revistas y centros de documentacion cientifica. Poco a poco
fui aglutinando un excepcional grupo de amigos y amigas que, con la mayor generosidad
que nadie pueda imaginar, se pusieron manos a la obra. En marzo de 1984 publicamos
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1.3.- Concepto de nimero en E.G.B.
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Editorial

2.-PRACTICA.
Por Aquilino Pérez de Madrid y Carmen Garcfa Arribas, Catedrdticos de Es de obligado cumplimiento que ll;!.nlniar;g la andadura de una
Bachillerato. . publicacion se dé contestacidn a las “cinco W’ consagradas por el buen
hacer period{stico: Who? L;Quién?), Why? (zPor qué?), Where? (;Dén-

3.~ INFORMATICA. de?), When? (gCudnde?), What? (;Qué?)

A W. jQuiénes se atreven a editar esta revista?
pasado dfa 4 de Febrero, 132 amigos de la Matemitica se reu-
nieron en Granada para firmar el ACTA FUNDACIONAL de la Ascciacién de
de En los Estatutos aparecen sus
fines y entre éstos la publicacidn de la revista "EPSILON". Es éste un
nombre que, segin formaciones matemdticas, estard mejor o peor visto,
- pero su cardoter si es bien conocido por todos: tan pequefio como se
quiera y a la vez importantisimo, por estar presente en los conceptos
fundamentales de la Matemitica y trazar fronteras, sujetas a varia-
cidn, que aglutinan alrededor de un objetivo infinidad de elementos,
dejando fuera muy pocos. Asi quiere ser EPSILON, un objetivo que reuna
a todos los admiradores de la Matemdtica y que, por esta vez, no deje
a nadie fuera

3.1.- Informatizacidn de un Centro de Ensefianza: I.B. "Emilio Mufioz"

Cogollos Vega (Granada).

Manuel Reyes. Agregado de Ffsica y Quimica.
3.2.- Dentro de un orden.

Moisés Coriat Benarroch. Agregado de Bachillerato...
3.3.- Nimeros con demasiadas cifras.

Andrés Gonzdlez Carmona. Catedrdtico de Bachillerato........
3.k.- Recursividad en Basic.

Moisés Coriat Benarroch. Agregado de Bachillerato.......
3.5.- Encuesta sobre el estado de informatizacidn en los Centros.

Equipo de Redaccidh de la Revista..

y. BN

[ Inl‘ormcion de 1a Junta de Andalucfa sobre las experiencias que apoya
n Matemiticas, Informitica o Pedagogfa........

B2, Mecadulog{. en la Investigacién de la Matemdtica
Juan Diaz Godino. E.U. de Formacidh del Profesorado. Jadh............94

W. zPor qué es un objetivo de la Asociacidn de Profesores de
Matemiticas de Andalucia esta publicacidn?
Frsfiodos el soontdx F1a desconexidn exiabente entre niveles
e hacen otros compa-
| feros, la sgnumnnxa & o, ansoei e RIS s aoguir para cbtener
ayudas que nos permitan avanzar en nuestros proyeoctos educativos, la
imposibilidad de asistencia a todos los cursos o seminarios que se
organizan, o que la misma Asociacidn organizard, ete. Por eso queremos
sirvan estas pdgiras como ayuda en vuestro trabajo y como medio de
| expresidn de la Asociacidn.

5.-1 Y CULTURA. »
Por José Luis Herndndez Rojo. Catedritico de Bachillerato.

5.1.- Bnbrevigta oon Hanuel Gracia, Consefero de Educacidn de la Junta de
Andalucfa.... 102
5.2.- Honenaje a Julio Cortdzar y Jorge Guillén..

W. jDinde estaremos a vuestra disposicidn y recibiremos las
colaboraciones?

Es nuestro deseo abrir los locales de la Asociacidn de Profeso-
res de Matemiticas de Andalucla, que son los de la Revista (Seccidn de
Matemdticas - Facultad de Ciencias - de la Universidad de Granada) a
todos vosotros para que,enviando allf vuestras colaboraciones, mejore-

|
|
mos cada dia nuestra publicacidn.

6.-RESEfAS DE LIBROS Y |
Equipo de Redaccie'n de 1a Revista....

7.-INDICE PUBLICITARIO.

W. zQué periodicidad va a tener "EPSILON"?

Nacemos en 1981, afio bisiesto. Segtn algunos los afios bisiestos
son nefastos. Esp con muchfsima ilusidn que no
sea as{ para "EPSILON" y podamos, puntualmente, estar con vosotros,
asociados y lectores, al finalizar cada trimestre.

W. a contener las piginas de "EPSILON"?

TriidaY wasrive w Hasiote 5 04 que sus lectores deseen que
sea . Vosotros vais a ser quienes con vuestros artfculos, experien-
cias, sugerencias o crfticas disefieis cada uno de los nfimeros que, con
el tiempo, han de salir.

Distribuimos este espacio en seis seccione: Art{culos, Expe-
riencias sobre la ensefianza de la MatemAtica, InformAtica, Problemas,
Libros y Revistas y Comentarios sobre temas educativos de actualidad.

Cada uno de los equipos que estdn al frente de cada seccidn
encabezan las de este nimero con una explicacidn de sus pretensiones
iniciales. Baste desde aquf decir que, en general, pretendemos ocupar
ese amplio campo, despoblado y desierto, que existe entre las Revis-
tas de Investigacién especializadas y las publicaciones hechas con mds’
corazén que calidad. Asi pues, aunque tenemos puesto todo nuestro

b
ser lefdo por todos los que rendimos admiracidn, carifio y respeto
hacia la Matemitica, desde profesionales en E.G.B. hasta los de la
Universidad.

ademds, otra W famosa: How? ;Cémo hemos podido hacer este
primer ifasto A& T4 reviata? Aparta da trabajah intensamente, aprender
algo sobre composicidn de textos, fotolitos,
publicitarias, etc., hemos contado con ayudas inestimables sin las que
no hubiese sido posible llevar a buen puerto esta nave. Queremos mos-
trar nuestro agradecimiento sincero al Director del Departamento de
Ecuaciones Funcionales -Seccidn de Matemdticas de la Universidad de
Granada-, Prof. Dr. D. Pedro Martinez Amores, por los locales y me-
dfos materiales que su Departamento ha puesto a nuestra disposicidn.
Maria Angustias Valenzuela Morales y D® Maria Angustias Villoslada
Cazenave se han desvelado para ayudarnos -sin perder la paciencia- en
el tratamiento informatico de los textos. Gracias.

Esperando vuestra colaboracidn y entusiasmo por esta labor,
queda en nombre del Consejo de Redaccidn a vuestra entera disposicidn:,
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el primer nimero de la segunda época de Epsilon, cuyas cuatro primeras paginas se re-
producen a continuacion. En la primera figura el equipazo al que antes aludia. A todos
y todas les debo gratitud por la ilusion y empefio que pusieron para sacar adelante la re-
vista. Es esta una magnifica ocasion para mostrarles mi reconocimiento ptiblicamente y,
sobre todo, para solicitar que la comunidad de profesores y profesoras de Matematicas
rinda homenaje a su memoria.

iQué tiempos aquellos! Sin experiencia en publicaciones, y sin apenas medios (basta
observar que las tildes eran puestas a mano sobre los textos sacados en impresoras de
agujas), conseguimos sacar nueve numeros. El noveno, y ultimo de esta segunda etapa,
fue el famoso monografico sobre La Alhambra que fue publicado en 1987. La evolucion
de la revista, tanto en su edicion como en su capacidad de impacto, s6lo puede explicarse
desde la dedicacion y saber hacer de todos los que le dedicamos innumerables horas de
nuestro tiempo. Pero, sin duda alguna, merecid la pena.

Mientras todo esto sucedia teniendo como centro neuralgico a Granada, supe de la
existencia de otra Sociedad de Profesores de Matematicas Thales. Su sede estaba en Se-
villa y venia desarrollando sus actividades desde 1981. Entre ellas se encontraba la edi-
cion de la Revista Thales que, bajo la direccién de Manuel Iglesias Cerezal, consiguid
publicar diez nimeros.

Aunque era evidente que tenia poco sentido la existencia de dos asociaciones con
idéntico fin en Andalucia, no resultd facil reconducir la situacion. Durante los cuatro
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Del 1 al 9. Epsilon, segunda época
Rafael Pérez Gomez

afios que estuve al frente de Epsilon maduraron las conversaciones que mantuvieron la
APMA y la Sociedad Thales. Finalmente se logr6 constituir una tinica asociacion de pro-
fesores y profesoras de Matematicas de ambito andaluz: la Sociedad Andaluza de Edu-
cacion Matematica Thales. Se acordd mantener los dos nombres que habian adquirido
proyeccion nacional e internacional: el de Thales para identificar la nueva sociedad y el
de Epsilon para su 6rgano de expresion.

A partir de entonces comienza la tercera etapa de la revista Epsilon con un nuevo di-
rector, Manuel Iglesias Cerezal. Entonces fue cuando quienes habiamos llevado Epsi-
lon hasta ese momento aceptamos un nuevo reto: crear una nueva revista, SUMA, como
medio de expresion de la recién constituida Federacion Espaiola de Sociedades de Pro-
fesores de Matematicas. Asi llegamos al afio 1987 en el cual nuestro querido, y siempre
afiorado, Gonzalo Sanchez Vazquez ocup¢ la Presidencia de la FESPM, cargo que simul-
taneo con el equivalente de la SAEM Thales que venia ostentando desde su constitucion.

El resto de la historia de Epsilon ya lo conocéis. Con teson y acierto se ha llegado al
namero 100, razon por la cual Salvador Guerrero me pidié que escribiera estas lineas.
Debemos felicitarnos por ello y desear que ese numero tienda a infinito.
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Epsilon: 100 numeros contribuyendo
al desarrollo profesional

Antonio Moreno Verdejo
Universidad de Granada

Un numero 100 es un buen momento para realizar una reflexion sobre la evolucion de la
revista EPSILON. El periodo en el que nos responsabilizamos de la revista como equipo
editorial fue el comprendido entre los aiios 2004 y 2011.

La revista de profesores de matematicas EPSILON la entendimos siempre como un
intercambio de experiencias y reflexiones compartidas entre los profesionales de la edu-
cacion matematica. Esto aportaria un crecimiento del conocimiento que el profesor de
matematicas utiliza y construye en su trabajo diario. Asi, la revista es un instrumento para
el desarrollo profesional de los docentes de matematicas de todos los niveles educativos.

En la Educacion Matematica encontramos dos discursos derivados de las diferentes
practicas. El discurso de los profesionales que desarrollan su actividad en sus aulas den-
tro de contextos definidos y por otro lado el discurso de la investigacion que analiza e
interpreta esas practicas con el fin de comprender la practica docente. Desde el equipo
editorial sabiamos que asumiamos el reto de ofrecer la revista como un espacio para
compartir las reflexiones de ambos discursos. Buscamos el modo de ofrecer desde la re-
vista, tanto experiencias educativas como transferencia de resultados de investigacion en
educacion matematica.

De alguna manera, a lo largo de su historia, EPSILON ha realizado siempre esa labor
y una revision critica de su estructura y sus contenidos junto con el contexto educativo
y social en el que aparecen publicados nos aportaria una informacion interesante sobre
como se construyen los discursos de la practica y la investigacion en cada momento.

El periodo en que nosotros nos involucramos con la revista suponia una transicion
en algunos aspectos de la educacion matematica andaluza. Por un lado, se implant6 una
nueva Ley educativa, la Ley Orgénica de Educacion (LOE). La introduccion de esta Ley
suponia, entre otros muchos cambios, la aparicion de las competencias matematicas en
el curriculo, el uso de los conocimientos en contextos y el paso a un curriculo de carac-
ter funcional.

Por otro lado, aparecen las primeras publicaciones de los resultados de los resultados
de las evaluaciones PISA.
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Los resultados de estas evaluaciones se convirtieron en una competicion internacio-
nal en la que los docentes, el sistema educativo o ambos se jugaban el prestigio perma-
nentemente. Una noticia de agencia publicada por El Pais titulaba asi: “China toma la
delantera en la Olimpiada de Matematicas” y subtitulaba, no sin retranca: ”Los seis par-
ticipantes chinos aseguran haber resuelto todas las pruebas, “que no eran dificiles” -Dos
de los seis espafioles no consiguen acabar el tltimo de los tres ejercicios-".

Fue en este periodo en el que gestionabamos la revista EPSILON cuando se gesto
otro acontecimiento fundamental para el profesional de la educacion matematica: la des-
aparicion del CAP y la creacion del Master de Formacion del Profesorado de Ensefianza
Secundaria y Bachillerato. Esta transformacion significa un cambio en la concepcion de
las competencias profesionales del profesor de matematicas y evidentemente todo lo que
conlleva en la formacion de profesores de todos los tipos y niveles.

Este contexto influyo en la estructura y contenidos de la revista en ese momento. Asi,
la transferencia de resultados de investigacion, la innovacion educativa y el estado de
conocimiento de un tema tenia cabida en la seccion de Articulos. La turbulencia de los
cambios se canalizaba en la seccion Debate. Los resultados del informe PISA, el uso de
las calculadoras graficas en el aula y en la prueba de Selectividad, el proceso de evalua-
cion de diagnostico en Andalucia, la utilidad de las matematicas, el Practicum del Master
del Profesorado de Secundaria de Matematicas, y la perspectiva solidaria de la educacion
matematica fueron temas que se enfocaron desde perspectivas diversas con la intencion
de generar un espacio de reflexion.

Los cambios metodoldgicos y de contenidos que implicaron los cambios legislati-
vos del momento tenian su reflejo también las secciones y contenidos de la revista. La
seccion Problemas comentados planteaba problemas para su resolucion y analizaba sus
posibles soluciones basandose en la idea de que la resolucion de problemas es la piedra
angular del aprendizaje y conscientes de la dificultad de su introducciéon en clase.

Para ayudar en ese cambio metodologico, la revista mostraba actividades practicas
y posibilidades didacticas tanto del uso de las TIC en la ensefianza de las matematicas
como de distintos materiales y juegos. Alli estaban las secciones TIC'y + que una asig-
natura. Los contextos como situaciones que aportan significado al concepto matematico
se mostraban en la seccion Reflejos matemdticos.

El desarrollo de la tecnologia de la informacién cambiaba algunos aspectos de la
competencia profesional. Entre ellos su capacidad para aprender y formarse de manera
continua y a lo largo de su carrera profesional. Por ello EPSILON, en la seccion E/l saber
si ocupa lugar, se ocupd de incluir informaciones publicadas tanto en papel como en
otros soportes. Permitiendo que el profesorado pudiera disponer de resefias de trabajos o
bibliografia comentada que podian ser de interés sobre un tema relacionado con las ma-
tematicas y su enseflanza y que pudieran servir al profesorado para enriquecer su trabajo.

La revista por tanto, estuvo y sigue estando al servicio de los profesores de matema-
ticas y su necesidad de ampliar sus conocimientos.

La revista EPSILON, a lo largo de su historia, a contribuido al desarrollo profesional
del docente de matematica. Por ello debemos alegrarnos de que se alcance una cifra tan
significativa como 100 niimeros y desearle mucha vida para seguir ayudando a los pro-
fesores y profesoras de todos los niveles educativos. jFelicidades!
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Epsilon 100. Las revistas de las sociedades
de profesorado de matematicas. Pasado,
presente y futuro

Onofre Monz6 del Olmo.
Presidente de la FESPM

Cuando sales para hacer el viaje hacia ftaca,

has de rogar que sea largo el camino,

lleno de aventuras, lleno de conocimiento.

Has de rogar que sea largo el camino,

que sean muchas las madrugadas

que entraras en un puerto que tus ojos ignoraban
que vayas a ciudades a aprender de los que saben.
Ten siempre en el corazon la idea de Itaca.
fraca. C. P. Cavaris

(Traduccion de la adaptacion de Lluis Llach
sobre una version catalana de Carles Riba)

LOS ORIGENES

Estamos de enhorabuena: celebramos que una revista dedicada al aprendizaje y la ense-
flanza de las matematicas llega a su ntimero 100.

Para entender el origen del conjunto de revistas que tratan sobre la Educacién Mate-
matica hay analizar el nacimiento de las sociedades de profesores que las publican. La
primera sociedad que surgi6 en Espaiia fue la Sociedad Canaria “Isaac Newton” de Pro-
fesores de Matematicas, en 1978; en 1980, lo hizo la Sociedad Andaluza de Profesores
de Matematicas “Thales”, y en 1981, la Sociedad Aragonesa “Pedro Sanchez Ciruelo” de
Profesores de Matematicas. En 1984 se constituy6 la Asociacion de Profesores de Mate-
maticas de Andalucia. En 1987 se fusionaron las dos sociedades andaluzas, adoptando el
nombre de Sociedad Andaluza de Educacion Matematica “Thales”.

En 1988, nace la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas
(FESPM). A partir de este momento empiezan a constituirse asociaciones de profesorado
de Matematicas. En la actualidad son 22 las sociedades de profesorado integradas en la
FESPM, con representacion en la totalidad de las comunidades auténomas de Espaiia.
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Esta proliferacion de sociedades lleva
aparejada la realizacion de gran cantidad
de actividades de formacion del profe-
sorado, académicas, divulgativas, etc. y,
en algunos casos significativamente re-
levantes, el fomento de la comunicacion
y difusion a través de las revistas cienti-
ficas que las propias sociedades han ido
editando.

En este contexto hay que viajar hasta
1981 a las islas Canarias para encontrar
los origenes de la revista decana de las
sociedades de profesorado de matemati-
cas en nuestro pais. Numeros, que publica
la Sociedad Canaria “Isaac Newton”
de Profesores de Matematicas. Aunque

como recogen Rico y Sierra (1994) debe-
T 1o 30 mos remontarnos a 1876 para encontrar
las primeras referencias sobre Educacion
Matematica en el Boletin de la Institu-
cion Libre de Ensefianza (BILE).

Un poco después, en 1984, encontramos la revista Thales de la mano de la Sociedad
Andaluza de Profesores de Matematicas “Thales” y Epsilon que publica la Asociacion de
Profesores de Matematicas de Andalucia. Ambas coexistieron hasta la fusion, en 1987,
de las dos sociedades. A partir de 1987 la nueva Sociedad Andaluza de Educacion Mate-
matica “Thales” continua con la edicion de Epsilon.

Después vinieron Suma que publica la FESPM, desde 1988, el boletin de ENCIGA
(1988), Biaix FEEMCAT (1992), Gamma AGAPEMA (2001)...

Hay que recordar que aquellos eran momentos de cambios importantes. Desde finales
de 1985 empiezan a surgir en las universidades espafiolas los Departamentos de Didactica
de las Matematicas ligados en un principio a las Escuelas Universitarias de Formacion
del Profesorado de E.G.B. y a los estudios de magisterio. A la vez empieza la Reforma de
las Ensefanzas (tanto en Primaria como en Secundaria) y su experimentacion.

En este contexto es donde los grupos de profesores de matematicas mas activos fun-
dan las primeras sociedades de ambito autonémico y la FESPM.

Las revistas de las sociedades de profesorado nacen, junto a las sociedades que las edi-
tan, ante unas expectativas inabordables individualmente y un interés en participar, como
profesionales, en el futuro de la ensefianza-aprendizaje de las Matematicas. Es decir, reunir
las nuevas iniciativas, propuestas, investigaciones, reflexiones ... que tanta falta nos hacen.

Esa inquietud y ganas de implicarse del profesorado de matemaéticas se encuentra en
el ofrecimiento de Luis Balbuena, Vicepresidente de FESPM, en el Editorial del nimero
3 de Suma (primavera de 1989):
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... los Grupos y Sociedades de Profesores pueden ofrecer al sistema educativo una serie de
servicios que las administraciones educativas dificilmente pueden cubrir. Los resumimos
como sigue:

Actuando como asesores/consultores en:
1. la elaboracion de propuestas generales sobre educacion;

1.1. Laelaboracion de prospectivas sobre disefios curriculares abiertos y flexibles;

1.2. los estudios sobre las necesidades detectadas en el profesorado relacionados,
especialmente, con su perfeccionamiento;

1.3. el conocimiento directo de personas y planes que se desarrollan en otros
paises.

2. Actuando como «animadores sociales» del cambio:

2.1. ofreciendo al profesorado sus revistas periddicas para el intercambio de

experiencias;

ofreciendo al profesorado sus hemerotecas y centros de documentacion en

general, mediante boletines de sumarios que le ayudaran en su labor de ac-

tualizacion cientifica y didactica;

siendo sus jornadas, congresos, seminarios, ... un lugar de encuentro para el

debate y el contraste de pareceres;

formando grupos de trabajo que tuvieran como finalidad el estudio de la en-

seflanza y el aprendizaje en general y de su disciplina en particular;

ofreciendo, de entre sus miembros, profesores especializados en temas diver-

s0s que cuentan no s6lo con amplia formacion e informacion sino, ademas,

con el asesoramiento de especialistas cualificados;

elaborando materiales didacticos que aporten soluciones a problemas naci-

dos de experiencias e innovaciones educativas;

2.7. fomentando la participacion en torneos, concursos, etc., que sirven para po-
pularizar su disciplina a la vez que orientan sobre temas curriculares de
actualidad.

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Esperamos que tras la consulta, se recoja, en documentos finales, una mencion ex-
presa sobre lo que pudiera ser el papel de Grupos y Sociedades en ese futuro proximo de
la educacion por el que todos hemos apostado.

Bajo estas premisas las revistas recogen:

Articulos en los que se incluyen trabajos que contribuyan a mejorar nuestro bagaje
sobre la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas.

Ideas para la clase que incluyen articulos con sugerencias que, de modo facil y
comodo, se puedan incorporar a las clases.

Recursos para el aula en los que se describen distintos materiales indicando sus
posibles usos didacticos.

Informaciones sobre multiples aspectos que pueden interesarnos. Congresos, ex-
posiciones, libros, etc.
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EL VIAJE

El viaje, tanto el de las revistas como el de las sociedades que las editan, no ha sido
todo lo placido que cabria desear. Desde su nacimiento el panorama educativo espaiiol
ha vivido la promulgacion de las siguientes leyes educativas:
* Ley Orgénica reguladora del Derecho a la Educacion (LODE) de 3 de julio de
1985.

* Ley Orgénica General del Sistema Educativo (LOGSE) de 1990.

e Ley Organica de Calidad de la Educacion (LOCE) de 2002 .Ley publicada en
2002, pero que no llego a aplicarse por el cambio de gobierno de 2004.

* Ley Orgénica de Educacion (LOE) de 2006.

* Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa (LOMCE) de 2013. Ley pu-
blicada en 2013, pero que se ha paralizado su total aplicacion por el cambio de
gobierno de 2018.

Todo esto ha supuesto que los maestros, profesores de E.G.B., denominacion que te-
nian en aquella época, volveran a tener docencia s6lo en la ensefianza Infantil y Primaria.
Y el profesorado de BUP y F.P., fusionados en el nuevo cuerpo de Profesores de Secun-
daria, tendran competencia en toda la Secundaria (Obligatoria y Bachillerato). La ense-
flanza pasard a ser obligatoria hasta los 16 afios. Desaparecera la doble via de formacion,
BUP/E.P... Estos cambios exigen un nuevo perfil de profesorado.

Se abre una nueva etapa en la ensefianza en Espafa, es tiempo de Libro Verde (Hacia
la Reforma) y Libro Blanco para la Reforma del Sistema Educativo. De Disefios Cu-
rriculares Base, de Objetivos Generales, de Capacidades, de Bloques de Contenido, de
Contenidos, procedimientos y actitudes, de Criterios de Evaluacion, ... de Metodologia.

Es un tiempo de incertidumbre y entonces, mas que nunca, hace falta un referente
donde recoger propuestas, las de aqui; grupos Cero y Zero, Arzaquiel, Beta... y las que
se hacen en otros paises; como en Francia, en los IREM; que dice Brouseau... Cuales
son las propuestas de Freudenthal y del IOWO (OW&OC). Qué son los Estandares de la
N.C.T.M., como funcionan los centros de profesores ingleses...

La LOE nos trajo otro cambio de paradigma, ahora es tiempo de competencias, tec-
nologia, pruebas externas, evaluaciones internacionales (PISA, TIMSS)...

En este contexto, donde el profesorado no se encuentra ni reconocido ni incentivado,
es donde /las revistas siguen siendo ese foro de debate, de expresion, ... Ese escaparate
donde compartir ilusiones, experiencias, desasosiegos, donde fijar posiciones,... y otra
vez, hoy més que nunca, siguen siendo imprescindibles en nuestro trabajo como profe-
sores de Matematicas.

EL RECONOCIMIENTO

El viaje de las revistas de las sociedades de profesores de matematicas no ha sido
facil en el proceloso mar de los cambios educativos. No siempre las administracio-
nes ha aceptado el ofrecimiento que ya hizo Luis Balbuena en 1989. Ni en muchos
casos se ha reconocido el trabajo realizado por el profesorado, generalmente, mas
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activo de nuestro pais que ha dedicado gran parte de su tiempo libre a dirigir las re-
vistas, impulsar que se presenten trabajos, experiencias, evaluarlas y ni por supuesto,
de los que han decidido, compartir sus investigaciones, experiencias de aula, materia-
les, reflexiones...

Como ya he mencionado estas revistas nacen del esfuerzo del profesorado de Prima-
ria, Secundaria y de los Departamentos de Didactica de las Matematicas. Pero muchas
veces este trabajo no es reconocido o los requisitos administrativos para su reconoci-
miento hacen que, aparte del trabajo inherente a la edicién de una revista haya que afia-
dir mas tareas administrativas.

Para el profesorado de Primaria y Secundaria, si quieren que se les reconozca su tra-
bajo, por ejemplo, para el concurso de traslados (BOE Num. 239 Miércoles 3 de octubre
de 2018 Sec. I1.B. Pag. 95911) es necesario presentar:

b) Revistas en sus distintos formatos (papel o electronico):

—AULOT .o hasta 0,2000 puntos
— Coautor .....coevveeeveeeeenenn hasta 0,1000 puntos
—3 0 mas AUtores .......c..cc....... hasta 0,0500 puntos

— En el caso de revistas (en papel, DVD o CD), la siguiente documentacion:

* Los ejemplares originales correspondientes.

* Certificado en el que conste: el numero de ejemplares, lugares de distribucion y
venta, o asociacion cientifica o didactica, legalmente constituida, a la que perte-
nece la revista, titulo de la publicacion, autor/es, ISSN o ISMN, deposito legal y
fecha de edicion.

En relacion con las revistas editadas por Administraciones Publicas y Universidades (pu-
blicas/privadas), que no se han difundido en establecimientos comerciales, ademas de los
datos anteriores, en el certificado deben constar los centros de difusion (centros educativos,
centros de profesores, instituciones culturales, etc.).

— En el caso de publicaciones que solamente se dan en formato electronico, para ser
valorados se presentara un informe, en el cual, el organismo emisor certificara que
la publicacion aparece en la correspondiente base de datos bibliogréafica. En este do-
cumento se indicara la base de datos, el titulo de la publicacion, autor/es, el afio y
la URL.

Nuestras sociedades son entidades sin animo de lucro para las que poder cumplir
estas condiciones hace que necesiten una estructura administrativa a anadir al trabajo de
gestion de las actividades.

Para el profesorado universitario que necesita acreditar su trabajo, las agencias
evaluadoras, no valoran el trabajo realizado sino el prestigio de la revista donde se
ha publicado. Podriamos pensar que las revistas de mas calidad son las que publican
los mejores trabajos. Pero si analizamos cuales son los criterios que utilizan algun in-
dice como Latindex (Sistema Regional de Informacién en Linea para Revistas Cienti-
ficas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal) o alguna agencia de evaluacion
como la Comision Nacional Evaluadora de la Actividad Investigadora (CNEAI) o la
Agencia Nacional de Evaluacion de la Calidad y Acreditacion (ANECA)(Tablal) ob-
servamos que son mayoritariamente técnicos y no entran en la calidad de los traba-
jos publicados.
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Tabla 1:Criterios de calidad para evaluar las revistas

Latindex

CNEI

ANECA

Mencion del cuerpo editorial

Existencia Consejo de
Redaccion y Comité Cientifico

Existencia Consejo de
Redaccion y Comité Cientifico

Contenido cientifico

Identificacion miembros de
los Comités

Identificacion miembros de
los Comités

Antigliedad minima (1afio)

Instrucciones detalladas a los
autores

Instrucciones detalladas a los
autores

Identificacion de los autores

Resumen

Resumen

Lugar de edicion

Sumario (bilingiie)

Sumario (bilingiie)

Entidad editora

Sistema de arbitraje

Sistema de arbitraje

Mencion del director

Datos estadisticos de la revista

Datos estadisticos de la revista

Mencion de la direccion

Declara la periodicidad

Declara la periodicidad

Péginas de presentacion

Cumple la periodicidad

Cumple la periodicidad

Mencion de periodicidad

Evaluadores externos

Evaluadores externos

Tabla de contenidos (indice)

Anonimato en la revision
externa

Anonimato en la revision
externa

Membrete bibliogréafico (inicio
del articulo)

Comunicacion motivada de la
decision editorial

Instrucciones a los
evaluadores

Membrete bibliografico (en
cada pagina)

Apertura institucional del
Comité Cientifico

Comunicacién motivada de la
decision editorial

Miembros del Consejo
Editorial

Internacionalidad del Comité
Cientifico

Apertura institucional del
Comité Cientifico

Afiliacion institucional de
los miembros del Consejo
Editorial

Investigacion original

Internacionalidad del Comité
Cientifico

Afiliacion de los autores

Apertura institucional de los
autores (Entidad editora)

Apertura institucional del
Consejo de Redaccion

Recepcion y aceptacion de
articulos

Incluida en WoS/JCR y/o
ERIH

Investigacion original

ISSN

Incluida en bases de datos
especializadas

Apertura institucional de los
autores

Definicion de la revista

Incluida en WoS/JCR y/o
ERIH

Sistema de arbitraje

Incluida en bases de datos
especializadas + Catalogo
Latindex
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Latindex CNEI ANECA
Incluida en ISOC, ICYT o
Evaluadores externos —
IME
Autores externos — Incluida en DICE

Apertura editorial — —

Servicios de informacion — —

Cumplimiento de la
periodicidad

Contenido original — —

Instrucciones a los autores — —

Elaboracion de las referencias
bibliograficas

Exigencia de originalidad — —

Resumen — —

Resumen en dos idiomas — —

Palabras clave — —

Palabras clave en dos idiomas — —

Esta forma de actuar ha tenido consecuencias en la vida, de por si ya dificil, de las revis-
tas de las sociedades de profesorado de matematicas. Al profesorado de los departamen-
tos de Didactica de las Matematicas le interesa publicar en revistas mejor posicionadas
y deja de hacerlo en nuestras revistas. Pues aunque el trabajo sea de calidad no es valo-
rado igual si esta publicado en una revista u otra.

Aunque revistas como Epsilon o Suma aparezcan referenciadas en algunos indices
como Latindex, Mathematics Education Database (MathEduc), CARHUS Plus+ 2014 o
DIALNET, la caracteristica general de nuestras revistas es que estan dirigidas y editadas
por profesorado que de forma altruista lo hace después de su jornada laboral. Evidente-
mente no podemos competir con algunas revistas que son editadas, con equipos profe-
sionales, por editoriales comerciales.

DESEOS PARA EL FUTURO.

Este modo de actuar, considerar mas importante el continente que el contenido, ha lle-
vado a que una profesora se considerara agraviada por este tipo de evaluacién que no
tiene en cuenta la calidad de los trabajos sino de la revista que los publica, y llevara el
caso hasta el Tribunal Supremo, en concreto a la Sala de lo Contencioso-Administrativo.
Seccion Cuarta que en su sentencia niim. 986/2018 reconoce algo tan decisivo como:
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...las investigaciones, las aportaciones presentadas por los interesados, no pueden dejar de
examinarse solo por el hecho de que no se publicaran en las revistas o medios incluidos en los
indices o listados identificados en la resolucion de 26 de noviembre de 2014. Ni tampoco estan
excluidos por esa sola razén de la méxima valoracion permitida por la Orden de 2 de diciem-
bre de 1994. Dependera de su contenido la evaluacion que merezcan. Y a ello han de referirse
el comité de expertos o los especialistas en los informes que emitan al respecto y en los que se
fundamente la decision de la Comision Nacional de Evaluacion de la Actividad Investigadora.

Esperamos que esta importante decision haga que nuestras revistas puedan seguir pu-
blicando trabajos relevantes para nuestra area, de los que realmente influyen en el dia a
dia de nuestras aulas y que sean evaluados de acuerdo a su calidad y no por donde han
sido publicados.

Otro componente importante, muy importante. Decisiva para la pervivencia de nues-
tras sociedades y por ende de nuestras revistas es el necesario relevo generacional. Pero
esto es algo que nos preocupa desde hace tiempo, por eso Florencio Villarroya, presi-
dente de la FESPM, en el Editorial de Suma 20 ya la sefialaba que:

Ahora, a finales de 1995, se pone en marcha una reforma que, con sus luces y sus som-
bras, lleva implicita algunas de las ideas que entonces empezaban a tomar cuerpo. Es un mo-
mento en el que no esta todo hecho, en el que los profesores de matematicas tenemos mucho
que decir y aportar, tanto desde la critica a los nuevos curriculos, como a través de propues-
tas para la mejora de la ensefianza de algun aspecto de las matematicas, o en la realizacion de
materiales para la clase, etc. Estas aportaciones no las pueden llevar a cabo so6lo aquella gene-
racion de hace veinte afios. Es imprescindible que esta «nueva generacion» de profesores que
tienen veintitantos o treinta afios se incorpore con ganas a esta tarea de seguir cambiando la en-
sefianza de nuestra materia, a seguir innovando, a tratar de seguir mejorando...

Es necesario que estos nuevos profesores y profesoras se incorporen a las juntas directivas
de las sociedades de profesores, a los equipos que ponen en marcha las olimpiadas, a la orga-
nizacion de jornadas...; que se animen a presentar ponencias y comunicaciones en congresos,
jornadas y encuentros; que comuniquen sus experiencias, que escriban articulos en revistas. ..

Con ello no abogamos por un relevo generacional, sino por una integracion de profesores
de diferentes edades y experiencia en una tarea que supone, ademas de la participacion en un
movimiento colectivo que impulsa la mejora de la calidad de la ensefianza de nuestra materia,
un gran enriquecimiento profesional y personal.

Esta aspiracion, que continua plenamente vigente, explicita la necesidad de la incor-
poracion de las nuevas generaciones de profesorado al mundo de la innovacion, investi-
gacion... y de que no lo haga de forma aislada sino a través de los foros existentes y cada
vez mas extendidos por todo el Estado y aglutinados en FESPM (en su expresion de las
JAEM, Suma, Olimpiadas...).
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Resumen: Con éste, alcanzamos el numero 100 de la revista Epsilon. Desde su crea-
cion en el aiio 1983 esta revista ha sufrido diversos avatares y ha evolucionado hasta el
momento actual. Pretendemos con este articulo rendir un homenaje a todos los que han
contribuido en su publicacion, disefio y difusion: autores, editores, directores, revisores,
lectores y diseiiadores. Otras revistas como esta se han ido configurando como un medio
de comunicacion y expresion de todos los profesores de matematicas. Muchos de noso-
tros hemos crecido y evolucionado profesionalmente al mismo tiempo que ellas. Valgan
estas cien palabras como un reconocimiento a todas ellas.

Palabras clave: revista, matemdticas, prensa pedagogica, historia de la educacion
matematica

One hundred as the numbers of the review
Epsilon

Abstract: With this, we reached number 100 of the Epsilon review. Since its creation in
1983 this review has suffered for different avatars and has evolved until the present time.
With this article we try to pay a tribute to all those who have contributed to its publica-
tion, design and dissemination: authors, editors, directors, reviewers, readers and de-
signers. Other magazines like this have been configured as a means of communication
and expression of all teachers of mathematics. Many of us have grown and evolved pro-
fessionally at the same time as them. These words are worthy of recognition to all of
them.

Keywords: review, mathematics, pedagogical press, history of mathematics education
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Figura 1. Numero 1 de la revista de la revista Figura 2. Ntimero 10 de la revista Epsilon.
de la Sociedad Andaluza de Profesores de
Matematicas.
INTRODUCCION

En febrero de 1984 nace la Asociacion de Profesores de Matematicas de Andalucia
(APMA) y con ella la revista Epsilon. Rico (2013) recuerda los fines principales de esta
publicacién y hace un repaso del primer numero de dicha revista para conmemorar los
30 afos de la revista.

Al afio siguiente, en 1985, nace también la revista de la Sociedad Andaluza de Pro-
fesores de Matematicas Thales (SAEM-THALES) como un medio de hacer visible el
trabajo de los profesores de matematicas, para compartir ideas y experiencias y servir
como medio de comunicacion de las noticias de la sociedad y de intercambio de estu-
dios e investigaciones.

Se inici6 su andadura con nimero que incluia dos colaboraciones dedicadas al profe-
sor Pedro Puig Adam como un homenaje a su figura por ser “uno de los pioneros de los
estudios sobre ensefianza de la Matematica en Espafia” (Iglesias, 1984, p.7).

Posteriormente, en el afio 1988, al publicar el numero 10 de la revista Epsilon, se
fusionan ambas sociedades andaluzas manteniendo como nombre el de la Sociedad
SAEM-THALES y siendo el de la revista, Epsilon, por ser la mas antigua (Sanchez,
1988). Se inicia asi una segunda etapa de la revista, mas global por representar las pro-
ducciones de todos los profesores andaluces de matematicas. Esta fusiéon de ambas so-
ciedades coincidid, ademas con el inicio de la Federacion de Sociedades de Profesores
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de Matematicas que englobaba a todas las sociedades existentes hasta el momento y a la
que se fueron incorporando sociedades emergentes, tratando de buscar cooperacion y de
trabajar por intereses comunes.

Es precisamente esta comunidad de profesores de matematicas que llevaba tiempo
organizandose en sociedades regionales y trabajando en grupos colaborativos, la que con
su impulso consiguid que salieran adelante diversas publicaciones a lo largo de la geo-
grafia espafiola. Asi surgen revistas como Numeros, la decana de las revistas, editada por
la Sociedad Canaria de Profesores de matematicas Isaac Newton que ya llega actual-
mente al nimero 98 y cuyo primer niimero se publicé en 1981; la revista Suma editada
por la Federacion de Sociedades de profesores de matematicas, que nace en octubre de
1988 y que actualmente alcanza el numero 88 o Uno, revista publicada por la editorial
Grao que nace en julio de 1994 y que acaba de publicar el numero 82.

Ademas del movimiento asociativo que se generd en Espafia en aquellos afios, hay
que recordar que el 1 de septiembre de 1983 se publico en el BOE, la ley de Reforma
Universitaria (LRU) (MEC, 1983) que organizaria las universidades y estructuraria la
investigacion y la docencia en departamentos. Fue en ese momento cuando se estable-
cieron las areas de conocimiento que conforman los departamentos de las universida-
des: art.8.2 “Los Departamentos se constituiran por areas de conocimiento cientifico,
técnico o artistico, y agruparan a todos los docentes e investigadores cuyas especialida-
des se correspondan con tales areas”. Concretamente, en el Real Decreto 1888/84 de 26
de septiembre (MEC, 1984) se establecio un Catalogo de Areas de Conocimiento para la
universidad espafiola y es cuando se considera que surge el area de conocimiento de Di-
dactica de la Matematica como un reconocimiento a la labor realizada por la comunidad
de profesores de matematicas (Rico, Sierra y Castro, 2002).

LA PRENSA PEDAGOGICA

Dado que estas revistas se consideran dentro de lo que se ha dado en llamar prensa pe-
dagobgica, trataré de mostrar una vision general de esta tematica para aterrizar posterior-
mente en las revistas que nos ocupan.

Se considera que ya durante la Ilustracion aparecen papeles impresos relacionados
con la educacion en primer lugar de los artesanos y posteriormente de los ciudadanos y
donde se tratan algunos problemas de la educacion y de las instituciones educativas en
general. Pero es en el siglo XIX cuando, con motivo de las primeras leyes que regulan la
educacion, como la Ley Moyano de 1857, empiezan a publicarse en Espafia las primeras
revistas en las que se da cuenta de las reformas legislativas en educacion, de algunos mé-
todos de innovacion didactica, se debaten ideas y concepciones acerca de la ensefianza
en general, se hace publicidad de materiales y recursos didacticos o se publican convo-
catorias de diversa indole relacionadas con el mundo educativo.

Asi se editaron diversas revistas que estaban ligadas a la labor de maestros de
primaria y profesores de secundaria, en las que encontraban informaciones diversas
sobre el ejercicio de su profesion, se publicaban informaciones sobre la normativa que
regia la vida profesional de maestros y profesores de secundaria, pero también ideas
para apoyar su trabajo docente para, de esta forma, compartir ideas y experiencias
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comunes. Estas eran revistas de indole general, no centradas en una materia concreta
ni incluso un nivel educativo. Cabe recordar revistas como El magisterio espariol (ini-
ciada en 1868 y que llegaria a publicarse hasta muy avanzado el siglo XX) que acom-
pand a los maestros durante un largo periodo de tiempo o el Boletin de la Instruccion
Publica de Enserianza (1876-1936) mas encauzado hacia los profesores de educacion
secundaria.

Una segunda época, desde el punto de vista histdorico de la andadura de la prensa
pedagdgica, fue la que se corresponde a la dictadura (1936-1975). En ese momento la
prensa se convierte en una forma de transmision del ideario del nacional catolicismo
del que no escapd la educacion. Dentro de esta linea estaria la revista Escuela Espa-
fiola publicada desde 1941. Ya a partir de 1958, el CEDODEP (Centro de Documenta-
cion y Orientacion Didactica de la Ensefianza Primaria) publica la revista Vida Escolar
en la que se constata una apuesta del Ministerio de Educacion por la Innovacion Docente
en general y en la que se pueden encontrar diversos articulos, incluso monograficos de-
dicados a la ensefianza de las matematicas (Gonzalez, 2008). Hay que recordar que por
aquella época se produce la reforma de la matematica moderna que tantos disgustos dio
a maestros, padres y alumnos. En esta revista se publicaron diversos articulos con pau-
tas, ideas, materiales, experiencias para acercar la matematica moderna a los maestros y
profesores de secundaria.

En el siguiente periodo, correspondiente a la transicion, desde la publicacion de la
Ley General de Educacion (1970) hasta la reforma realizada por el PSOE en 1983 con la
Ley de Organizacion General del Sistema Educativo (LOGSE) corresponde una descen-
tralizacion de la ensefianza que pasa a ser competencia de algunas Comunidades Autono-
mas. Se inician en este momento muchos grupos de profesores localizados en diferentes
zonas geograficas y ligados a los movimientos de renovacion pedagogica que tratan de
actualizar y renovar la ensefianza. Para publicar las experiencias de algunos de estos gru-
pos surgen revistas como Perspectiva Escolar publicada por el grupo de Rosa Sensat o
Cuadernos de Pedagogia que tuvieron una gran influencia en la escuela espafiola tanto
en el nivel de primaria como en el de secundaria. Estas revistas sirvieron de medio para
focalizar la innovacion docente, como medio de expresion de muchos maestros y profe-
sores y como instrumento de formacion docente.

Actualmente se puede constatar que se ha producido un boom de revistas de diversa
indole apareciendo revistas especializadas en las diversas areas de conocimiento y diri-
gidas a los profesores de la ensefianza universitaria. Hay que tener en cuenta que esta-
mos en la era de la informacion y la comunicacion y que hay una necesidad de difundir
experiencias y noticias de actualidad cada vez mayor. Ademas, han surgido numerosas
revistas cientificas en las que divulgar los resultados de investigacion de los profesores
dedicados a la educacion matematica. Este ultimo grupo de revistas esta mas ligado a la
cultura universitaria de competicion y rankings “en la que vale mas el donde se publica
que el qué se publica” (Hernandez, 2018b, p. 31)

Dos caracteristicas propias de la prensa pedagdgica son que es una prensa de y para
los profesores. Es de los profesores porque buena parte de la prensa pedagdgica profe-
sional esta escrita y gestionada por los implicados, que en su mayoria son profesores de
secundaria y universidad. Es para los profesores porque recoge sus preocupaciones ¢ in-
tereses (Hernandez, 2018a), sus experiencias, sus propuestas, sus ideas.
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Como hemos visto esta prensa, en el sentido mas amplio, ha ido evolucionando a lo
largo del tiempo y adaptandose a cada momento y circunstancia en la que estaba inmersa la
educacion teniendo una sefia de identidad caracteristica. Pero ademas, si observamos cada
una de las revistas, veremos que no se configuran en una imagen fija pues van evolucio-
nando siguiendo el ritmo de las reformas escolares lo que se percibe de forma inmediata
en su estructura, en el tipo de articulos, en el nimero de autores firmantes de los articu-
los y su procedencia y en el propio formato fisico de las revistas que en muchas ocasiones
ha pasado del formato fisico al formato digital, como ha sido el caso de la revista Epsilon.

LAS REVISTAS DIRIGIDAS A LOS PROFESORES DE MATEMATICAS

Entre las revistas de difusion dirigidas a los profesores de matematicas (Rico, Sierra y
Castro, 2002) tenemos las publicadas por diferentes sociedades de profesores de ma-
tematicas (Numeros, Epsilon, Boletin de la Sociedad Puig Adam, Suma, Quadrante,
Unidn), otras estan publicadas por instituciones educativas (Sigma, Educacion mate-
matica, EMA) y otras estan publicadas por editoriales comerciales (UNO). Ademas de
articulos de difusion, estas revistas suelen incluir también articulos de investigacion,
anuncios de congresos y reuniones regionales y nacionales, materiales, resefias de libros.
Incluso en alguna ocasion suelen tratar un tema monografico en profundidad.

El origen de estas revistas se ha gestado a través de las diferentes sociedades o gru-
pos de profesores, con intereses comunes y con un afan de innovar y de trabajar para la
mejora de la ensefianza de las matematicas. Esto se ha llevado a cabo la mayoria de las
veces de forma altruista, pero con un gran sentido de servicio a todos los implicados en
la educacion matematica, tanto profesores como alumnos, instituciones o agentes edu-
cativos en general.

Profesores como Julio Rey Pastor, Pedro Puig Adam o Luis Santal6 crearon la semi-
lla de una inquietud por introducir métodos innovadores en la ensefianza de las matema-
ticas preocupandose por la forma en la que los nifios y jovenes aprenden las matematicas
para adaptar la ensefianza y crear nuevos materiales que hicieran mas atractivo el tra-
bajo en las aulas. Los grupos de renovacion pedagogica que nacieron en los afios sesenta
y setenta cogieron aquel testigo inicial haciendo un esfuerzo titanico pero ilusionante
para transformar la ensefianza, creando materiales, libros de texto y didacticos tanto para
alumnos como para profesores. Estos grupos se transformaron poco a poco en socieda-
des de profesores entre las que podemos encontrar a las pioneras como los grupos Cero
y Zero, de Valencia y Barcelona respectivamente o la Sociedad Canaria de profesores
de Matematicas Isaac Newton. De esta forma surgieron las revistas que se han mencio-
nado como medio de difusion de los trabajos realizados por estos grupos de profesores
o como medio de comunicacion y de intercambio de noticias de interés para los profeso-
res de matematicas. Este empuje inicial fue consolidandose poco a poco y contagiando a
otros profesores de otras regiones que fueron constituyéndose en asociaciones y creando
nuevas revistas y publicaciones.

Como ejemplo de una de estas revistas, la publicada por la Federacion de Sociedades
de Profesores de Matematicas (FESPM) es la que aglutina a todas las sociedades y a los
profesores de matematicas.
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Inicialmente esta revista estaba organi-
zada en secciones que se distribuian en: ar-
ticulos, ideas para clase, recursos para el
aula, informacion y buzén suma. En la pri-
mera seccion de articulos se publicaban do-
cumentos encaminados a la profundizacion
matematica de los contenidos escolares. La
segunda estaba conformada por articulos en
los que se describian experiencias de aula a
modo de ejemplos de situaciones que po-
drian utilizar otros profesores, como medio
de difusion de actividades innovadoras e in-
teresantes desde el punto de vista del atrac-
tivo que pudieran tener por conseguir una
mejor motivacion de los alumnos o por la
organizacién sobre la que estuvieran sus-
tentadas o por los resultados obtenidos en
términos de aprendizaje. En la parte co-

Figura 3. Numero 1 de la revista Suma. rrespondiente a materiales se presentaban

materiales didacticos como el tangram o re-
cursos que se pudieran utilizar en las aulas. Se daban informaciones relativas a congre-
sos tanto nacionales como internacionales, asi en el primer nimero se da la informacion
sobre el 6° ICME que se celebré en Budapest en 1988, el I CIBEM que se organizaria en
Sevilla, o el III Congreso internacional sobre la didactica de las ciencias y de las mate-
maticas que se celebraria en Santiago de Compostela en 1989. También se proporciona
informacion sobre exposiciones y libros publicados en forma de resefias y sobre las olim-
piadas Thales. Finalmente se incluyen las normas y el procedimiento para la publicacion
de originales en la revista.

Entre los autores del primer nimero de la revista Suma, todos los nombres son cono-
cidos por su trayectoria solvente ya que han mantenido un trabajo continuado formando
generaciones de profesores no sélo a través de su labor profesional sino a través de los
articulos publicados en estas revistas. Tal es el caso de Francisco Hernan, Claudi Alsina,
Ceferino Ruiz, Salvador Guerrero, José del Rio, Manuel Fernandez Reyes, Luis Rico o
Florencio Villaroya, que son los autores firmantes de este primer nimero.

En definitiva, con estas revistas se trataba de “mantenerle informado [al profesor] y
para suscitar en €l nuevas expectativas metodologicas, de debate politico educativo o de
impulso de su carrera cientifica (Hernandez, 2018, p.12).

[BYISTA SOBKE ENSERANTA Y APRENDI?A)E D6 LSS M.AA'I'A:N-‘TIL’AS
Nz 2 -Anw? Vol L Oculue 1500

EL PRIMER NUMERO DE LA REVISTA DE LA SAEM-THALES

Resulta interesante desde el punto de vista historico la revision de los articulos publi-
cados en los primeros nimeros de una publicaciéon, como las que estamos tratando.
La revision de los diferentes nimeros nos da pista de multiples cuestiones relaciona-
das con la ensenanza-aprendizaje de las matematicas del momento y que subyacen en
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los contenidos de los articulos. Su lectura permite conocer practicas de las socieda-
des de aquel momento, intereses de profesores y alumnos, materiales que se usaban en
las aulas que podian ser mas o menos novedosos, lo que se consideraba innovador en
una determinada época, el tipo de publicaciones que se realizaban, ademdas de conocer
quiénes eran los profesores protagonistas o mas conocidos del momento, algunos he-
chos historicos, la legislacion o las actividades mas importantes realizadas en el am-
bito educativo.

Para hacernos una idea de lo que se publicaba en este tipo de revistas en sus inicios
vamos a hacer una pequefia descripcion del primer numero de la revista de la SAPM-
THALES (el primer nimero de la revista Epsilon ya fue descrito por el profesor Rico
en esta misma revista en el afio 2013). Estaba dividido en siete apartados: colaboracio-
nes, estudios matematicos, didactica, metodologia y experiencias, informatica, actuali-
dad, matematicas recreativas y problemas junto con una seccion dedicada a bibliografia
y una ultima para las bases de la I Olimpiada Thales.

Como hemos indicado al inicio de este articulo, las colaboraciones estuvieron dedi-
cadas a la figura del Dr. Pedro Puig Adam en un homenaje a su legado a los veinticinco
afios de su fallecimiento (el 12 de enero de 1960). En este sentido se publicaron dos ar-
ticulos. El primero de José¢ R. Pascual Ibarra, catedratico de Instituto, titulado “Pedro
Puig Adam, Maestro”. En ¢l se recuerda la metodologia usada por el profesor Pedro
Puig Adam, su didactica activa y heuristica centrada en el alumno, algunos aspectos de
su obra y publicaciones y la proyeccion internacional de su figura a través de su relacion
con Caleb Gattegno y su pertenencia a la Comision Internacional para el Estudio y Me-
jora de la Ensefianza de la Matematica.

El segundo de A. de Castro Brzezcki, catedratico de Analisis Matematico de la Fa-
cultad de Ciencias Matematicas de la Universidad de Sevilla y se titula “Reflexiones
sobre la obra de Pedro Puig Adam”. En ¢l se hace un repaso de algunas obras de Pedro
Puig Adam como “La matematica y su ensefianza actual”, “Metodologia y Didactica
de la Matematica Elemental”, “Geometria métrica”, “Calculo Integral” y “Ecuaciones
diferenciales” resaltando las principales contribuciones realizadas a través de estos li-
bros. También se mencionan algunos articulos cuya tematica principal eran las fraccio-
nes continuas.

Entre los estudios matematicos se publica un articulo que se puede considerar una
revision historica realizada por el catedratico de Instituto Antonio Malet Tomas sobre
“Pedro Nuiiez, Simon Stevin y el calculo del M.C.D. de Polinomios (1585)”. En él se
hace un repaso del algoritmo de Euclides para el calculo del M.C.D. de dos nimeros, asi
como de la vida y obra del matematico belga Simon Stevin (1548-1620) que menciona
al matematico portugués Pedro Nufiez (1502-1578) a la hora de desarrollar el algoritmo
para el calculo del M.C.D. de dos polinomios, aunque el portugués “sélo habia conse-
guido algunos métodos por tanteo” (Malet, 1984, p.32).

Otro articulo, de un caracter mas marcadamente matematico, es el de Maurice Glay-
man, de la Universidad de Lyon. En el se presenta el desarrollo matematico de una fun-
cién en un punto con sus definiciones y teoremas, se le da sentido a la derivada de una
funcién en un punto a partir de su desarrollo, se explica el método de Horner (1786-
1827) para factorizar una funciéon polinomica y el método de Fermat (1601-1665) para
calcular extremos de una funcion.
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Se publicaron tres articulos sobre didactica, metodologia y experiencias. El primero
de Carlos Maza Gomez, profesor de Matematicas de la Escuela Universitaria de Pro-
fesorado de E.G.B. de Sevilla, se titulaba “La formacion de conjuntos en Jean Piaget”.
Hemos de recordar que, hasta aquel momento, la ley educativa en Espana (LGE) cen-
traba la ensefianza de las matematicas bajo los principios de la llamada Matematica Mo-
derna. La matematica estaba organizada en torno a la nocién de estructura, y la teoria
de conjuntos tenia un papel principal en la organizacion de los contenidos. En este ar-
ticulo, se recurre a un material muy conocido y utilizado para la ensefianza en las pri-
meras edades como eran los bloques 16gicos. Se describen en el articulo actividades
para la introduccion del concepto de conjunto y se introducen algunos términos con una
intencionalidad claramente didactica y propios de la matematica moderna: definir por
comprension o por extension, pertenencia inclusiva o partitiva, relacion infraldgica o
coordinacion de semejanzas.

El siguiente articulo es una propuesta de ocho autores de la Sociedad Thales sobre
“Metodologia para el aprendizaje de las situaciones problematicas con las operaciones
fundamentales en E.G.B.” en el que se trata el asunto de las dificultades de los alumnos
para resolver los problemas de matematicas de sumas y restas. Se trata de una pequefia
investigacion en la que se analizan 150 problemas propuestos por nifios de 1° de E.G.B.
y se realizan algunas propuestas metodoldgicas para adaptar los problemas que se pro-
ponen a los nifios a su nivel. Asi, consideran que hay que tener cuidado con el lenguaje
usado para que los alumnos lo comprendan, que los problemas partan de la propia reali-
dad, que se utilicen cantidades pequeias, que los primeros problemas sean de un tinico
paso o que se empiecen resolviendo problemas con material concreto hasta llegar a re-
solverlos utilizando s6lo el lenguaje y datos numéricos.

M? Dolores Hernandez Hernandez y Juan Sanchez Ballesteros, ambos profesores de
un Instituto de la provincia de Jaen proponen un articulo sobre “Posibilidades didacticas
que ofrece el empleo de la calculadora”. En él se discute acerca del uso de la calculadora
tanto en las clases de Matematicas como en las de Fisica y Quimica, asi como las posturas
a favor y en contra existentes en el momento, aunque se pueden considerar de plena ac-
tualidad. Se plantean dos usos de la calculadora: “uno meramente funcional como auxiliar
de trabajo y otro mas revolucionario como elemento pedagdgico, plenamente integrado
en el aprendizaje” (Hernandez y Sanchez, 1984, p. 61). El primero se utiliza fundamental-
mente para comprobar los resultados de las operaciones realizadas con lapiz y papel y el
segundo mas innovador en el que se pretende que la calculadora sea una herramienta que
facilite el aprendizaje del alumno. Finalmente se proponen dos ejemplos de esta segunda
opcidn: el primero para comparar progresiones aritméticas y geométricas, asi como para
determinar la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica y el segundo
para presentar a los alumnos las graficas de las funciones trigonométricas.

Sorprendentemente hay una seccion dedicada a la informatica y que esta conformada
por dos articulos. El primero se titula “Algunas consideraciones sobre la ensefianza de la
informatica en el nivel medio” y estd firmado por Manuel Gonzélez Avila del Instituto
Asta Regia de Jerez de la Frontera y Juan Antonio Herrera Ejarque del Instituto Barrio
Bellavista de Sevilla. En ¢l se plantea la ensenanza de la informatica que estaba ligada
a las matematicas para trabajar la nocion de algoritmo. Se considera que la informatica
deberia ser una herramienta que deberian utilizar todos los profesores, no sélo los de
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matematicas ni siquiera los de ciencias. En el otro articulo sobre “Una introduccion a la
inteligencia artificial” de Francisco Garcia Moran, catedratico de Instituto, se menciona
algunos aspectos que se consideran relacionados con la inteligencia artificial como los
programas de procesamiento de textos, los que juegan partidas de ajedrez o los de ana-
lisis de decision. Esto, ademas, da pie a considera qué se entiende por inteligencia y qué
areas estan relacionadas con la inteligencia artificial:

—  Vision por computador.

—  Produccion del habla,

—  Reconocimiento de la voz.

—  Pensamiento, razonamiento y resolucion de problemas.
—  Comprension del lenguaje y traduccion.

Figura 4. Areas de la inteligencia artificial (Thales 1, p. 75).

En la seccion de Actualidad se hace un informe acerca del ICME-5 celebrado en
Adelaida (Australia) al que la Sociedad Thales mand6 un delegado, Manuel Gonzalez
Davila. Esto permiti6 conocer otras realidades educativas, traer a Espafa y a los profeso-
res de matematicas las novedades del momento, las tendencias didacticas imperantes o
los principales dilemas a los que se estaban enfrentando los profesores a nivel mundial.
También se incluye en esta seccion los objetivos de la 2* etapa de E.G.B. que se estaban
discutiendo en ese momento.

Dentro del apartado de matematicas recreativas se incluye un articulo sobre el uso de
los pentominds y un programita realizado con BASIC sobre la construccion de cualquier
pentomind a escala triple usando nueve de ellos.

Como en muchas otras revistas de la época se incluian problemas propuestos y re-
sueltos. Problemas de Oposiciones, de Olimpiadas, propuestos por los lectores o por el
comité editorial. Se trata de una manera de interactuar con los lectores bien proponién-
doles problemas para que ellos los resuelvan, bien haciéndoles participes de la edicion
de la revista para que sugieran problemas al consejo editorial.

Hay un apartado de bibliografia en el que se incluyen titulos de libros, supuesta-
mente recién publicados junto con un pequefio resumen a modo de recension de cada pu-
blicacion. Y finaliza la revista con un anuncio de la I Olimpiada Thales, las diferentes
direcciones provinciales en cada una de las provincias andaluzas con el nombre de los
presidentes y las normas para la publicacion de articulos.

LOS NUMEROS ACTUALES: UNA APUESTA POR LA MODERNIZACION

Desde el afio 2015 la revista Epsilon se publica digitalmente y es de acceso abierto con
lo que se pueden consultar los tltimos niimeros a través de la pagina web <http://thales.
cica.es/epsilon/>. Como podemos percibir en los diferentes nimeros, la estética de la re-
vista se ha ido adaptando a los tiempos. Se trata de una publicacion en la que se ha dado
paso al color y en el que tanto la tipografia como las imagenes, tablas y graficos tienen
una estética mas actual.
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La estructura ha cambiado un poco,
aunque todavia se pueden encontrar sec-
ciones comunes a la publicada inicial-
2018 v mente. La primera seccion esta dedicada
a investigaciones, esto puede ser un sin-
toma o el resultado de que la investi-
gacion en Didactica de la Matematica
tiene ya un recorrido, se ha ido conso-
lidando con el tiempo y, de hecho, han
surgido revistas centradas en la difu-
sion de los resultados de esta investiga-
cion. Otro apartado es el correspondiente
a las experiencias que es comun a todas
las revistas dedicadas al profesor. En este
sentido estas revistas se han mantenido
fieles a sus origenes tratando de facili-
tar a los profesores de matematicas ex-
periencias interesantes y novedosas que
producen buen clima y buenos resultados
en las aulas de los diferentes niveles edu-
cativos. La siguiente seccion es la corres-

Figura 5. Ultimo ntimero de la revista Epsilon. ~ Pondiente a Ideas en las que se presentan
materiales, asi como tareas para el uso de
esos materiales en las aulas. Curiosamente el tangram sigue presente en los niimeros mas
recientes de esta revista, de hecho, hay un articulo dedicado a este material en el nimero
99 de la revista Epsilon. Finalmente, termina la revista con una seccion de miscelanea
en la que se incluyen problemas resueltos y propuestos muchos de ellos recogidos a par-
tir de la historia de las matematicas, asi como resefias de libros que pueden ser interesan-
tes no solo desde el punto de vista de la ensefianza sino también que son de divulgacion
o dirigidos a los alumnos de secundaria.

Un aspecto curioso que ha surgido en la revision de los Gltimos nimeros de la revista
es que muchos articulos los firman autores iberoamericanos. Esto puede ser producto de
la facilidad de acceso a la revista a través de su pagina web, con lo que la distribucion y el
conocimiento por parte de profesores de matematicas de la revista ya no es una cuestion
regional, ni nacional, sino de indole mas global. En este sentido de hacer que la revista
esté dirigida a un publico mas amplio se puede observar como en los ultimos niimeros
de la revista se escribe el titulo en espafiol y en inglés ademas del resumen y las palabras
clave. Esto también es un sintoma de uniformizacion de las revistas y de adaptacion a los
canones establecidos en el mundo de las publicaciones cientificas periodicas.

También se puede observar que los articulos muestran una gran variedad en rela-
cion con los temas o los niveles educativos a los que van dirigidos. Asi sorprende que
hay una gran cantidad de articulos centrados en la educacion infantil y también hay que
mencionar aquellos que estan enfocados en torno a aspectos relativos a la estadistica y la
probabilidad asi como a aspectos relacionados con la tecnologia como el uso de un de-
terminado software o el recurso a los videojuegos.
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En esta ultima etapa, aunque en todos los ntimeros han aparecido contribuciones muy
interesantes hay dos que voy a resaltar. Uno de ellos es el nimero 85 de la revista con el
que se celebraron los treinta afios de existencia y, con dicho motivo, en la parte de misce-
lanea se publicaron algunos articulos de homenaje. Uno de ellos del profesor Luis Rico
en el que recordaba los inicios de la revista y otro del profesor Antonio Moreno en el que
hacia un repaso de su labor como director de la revista.

Otro es el nimero 77 que se centrd en la historia de las matematicas y de la educacion
matematica y en el que participaron algunos especialistas espafioles e iberoamericanos
en esta tematica como los profesores Bernardo Gomez, Modesto Sierra, Carmen Lopez,
Carlos Suérez Aleman, Luis Augusto Campistrous, Jorge Lopez Fernandez, Celia Rizo
Cabrera, Javier Peralta, Miguel Picado, Luis Rico, Jests Salinas, Natividad Adamuz Po-
vedano, Noelia Jiménez Fanjul, Elisa Quiros Bajo, Constantino de la Fuente Garcia, F.
Damian Aranda Ballesteros, Manuel Gomez Lara y yo misma.

A MODO DE CONCLUSION

Aunque a lo largo de este escrito s6lo se mencionan algunos de los autores de los ar-
ticulos publicados en esta revista y en otras similares, quiero que sirva de homenaje
a todos aquellos profesores que han contribuido a que esta revista (asi como otras) se
haya consolidado como un referente entre los profesores de matematicas tanto espafio-
les como iberoamericanos. Todos ellos, con su granito de arena han hecho posible que
se llegara con éste al nimero 100 de la revista, lo cual es un hito. La labor desinteresada
de cada uno de ellos y la ilusion por participar y hacer llegar al resto de la comunidad
sus experiencias, trabajos e ideas han configurado una revista que a pesar de estar diri-
gida a la comunidad andaluza de profesores se ha transformado en una revista de am-
bito internacional.

Es encomiable el trabajo realizado también por cada uno de los directores de la re-
vista que han ido dejando su sefia de identidad a lo largo de estos treinta y cinco afios de
recorrido. Su interés en que cada niimero saliera en el momento establecido, cerciorarse
de la calidad de los articulos, que estuvieran representadas diferentes visiones de la ma-
tematica y su ensefianza asi como sus diferentes ramas, que los articulos se adaptaran al
momento en el que se encontraba la educacion matematica ha sido el impulso que nece-
sitaba la revista para llegar al momento actual. Todo ello ha supuesto un gran esfuerzo
que quiza en estos momentos no tiene el reconocimiento que mereceria porque muchos
de nosotros estamos en cierta manera “obligados” a publicar en revistas de las llamadas
de alto impacto. Pero creo que el esfuerzo de todos merece la pena porque se esta cu-
briendo un d&mbito que de otra manera quedaria totalmente huérfano.

En este sentido quiero terminar con unas palabras del actual director de la revista Ep-
silon en el momento en el que cogio el testigo para hacerse cargo de ella:

“Finalmente debo serialar que el éxito de la revista Epsilon depende no solo de los comi-
tés editorial y cientifico, sino de los autores y de cada una de las personas que, de forma des-
interesada, realizan labores de arbitraje de los articulos o hacen sugerencias sobre la forma de
mejoria. Sin todos ellos no podria existir la revista” (Maz, 2010, p.7)
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Resumen: Los diagramas de drbol permiten representar la estructura de muchos pro-
blemas combinatorios y probabilisticos, facilitando su resolucion. No obstante, la in-
vestigacion sobre el tema muestra la existencia de dificultades en la construccion e
interpretacion de diagramas de darbol por parte de los estudiantes, posiblemente debido
a que en la enserianza no reciben la atencion necesaria. En este articulo analizamos las
propiedades del diagrama de arbol y las dificultades experimentadas en el trabajo con
los mismos descritas en la investigacion previa. Finalmente mostramos ejemplos de las
oportunidades de aprendizaje que ofrece en la combinatoria y probabilidad, incluyendo
la argumentacion de algunos teoremas. Como conclusion, sugerimos la necesidad de su
uso, desde edades tempranas, para conformar intuiciones correctas que luego se aplica-
ran durante todo el periodo de formacion en probabilidad y combinatoria.

Palabras clave: Diagrama de arbol, intuiciones, probabilidad, combinatoria.

Tree diagram: an intuitive resource in probability
and combinatorics

Abstract: Tree diagrams allow representing the structure of many combinatorial and
probabilistic problems, facilitating their resolution. However, research on this topic
shows the existence of difficulties in the construction and interpretation of tree diagrams
by students, possibly because they do not receive the necessary attention in teaching. In
this work we analyze the properties of tree diagrams and the difficulties when working
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with them described in previous research. Finally, we show examples of learning oppor-
tunities offered in probability and combinatorics, including the understanding of some
probability theorems. As a conclusion we suggest the need of using them from an early
age in order to form correct intuitions that will then be applied throughout training in
probability and combinatorics.

Keywords: Tree diagram, intuitions, probability, combinatorics.

1. INTRODUCCION

Asumimos que la principal mision del sistema educativo es la formacion integral de las
personas para que éstas puedan desenvolverse como ciudadanos con plenos derechos
en la sociedad del siglo XXI. Ellos se veran obligados a tomar decisiones que afectaran
tanto a ellos mismos como, en muchos casos, al resto de la poblacion. Para llevar a cabo
esta labor, es absolutamente necesario que los estudiantes adquieran una serie de conoci-
mientos y habilidades que les permitan afrontar, de una forma razonada y critica, la toma
de decisiones basadas en argumentos sélidos, lo mas cientificos posible y teniendo en
cuenta el contexto en el que se toman.

En este sentido, el sistema educativo resalta la formacion en aspectos lingiiisticos
y matematicos como base fundamental para tener éxito en las demds areas de conoci-
miento: comunicar, comprender y abstraer son competencias esenciales en la formacion
de los individuos. Nuestro interés se centra en este momento en las capacidades mate-
maticas que debemos adquirir para hacer frente a cuestiones de tipo social, civico ¢ in-
cluso ético. La formacion del ciudadano en matematicas comienza incluso antes de que
se matricule en el primer curso de Educacion Primaria, pues no solo se trabajan conteni-
dos matematicos en la Educacion Infantil, sino que las familias otorgan una gran impor-
tancia a que el nifio comience a distinguir numeros y operaciones basicas (suma y resta)
cuanto antes mejor. Desarrollar estas capacidades en la etapa mas temprana es conside-
rado simbolo de inteligencia y de un futuro proéspero.

Durante la Educacion Primaria, el alumnado aprende de una manera informal, dando
significado a los contenidos matematicos basandose especialmente en sus intuiciones.
La ensefanza y el aprendizaje de los niimeros y de la geometria estan indisolublemente
vinculados a las experiencias vividas por el alumnado, que le son cercanas y que puede
repetir en su ambiente familiar. Con el paso de los cursos se va adquiriendo un mayor
grado de profundizacion en los diferentes conceptos y procedimientos que otorgan al
alumnado la capacidad de resolver situaciones problematicas, especialmente si se corres-
ponden con situaciones reales en contextos muy proximos.

El bloque curricular sobre Estadistica y Probabilidad (MECD, 2015) esta especialmente
orientado a un aprendizaje mediante procedimientos heuristicos en los que la intuicion es in-
cluso mas necesaria que las herramientas algebraicas. La habilidad para reconocer los feno-
menos aleatorios y prever sus posibles resultados esta mas relacionada con las experiencias
personales y con la capacidad lingiiistica de expresion que con contenidos puramente ma-
tematicos. En este sentido, durante toda la etapa primaria se trabajan técnicas de ensefianza
y aprendizaje que, a pesar de que puedan parecer basicas por su simplicidad, seran las que
conformen después el razonamiento matematico y probabilistico en edades mas avanzadas.
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En el presente articulo desarrollamos un analisis de las posibilidades que ofrecen los
diagramas de arbol dentro de la Educacion Primaria y Secundaria para la formacion del
ciudadano, especialmente en el ambito de la combinatoria y la probabilidad, y describi-
remos su importancia en la hora de aplicar, sin necesidad de férmulas, teoremas notables
de probabilidad (que luego aparecen en las pruebas de acceso y/o admision a la univer-
sidad). Comenzamos con unas consideraciones generales y un resumen de la investiga-
cion didactica relacionada.

2. EL DIAGRAMA DE ARBOL

El tipo de representacion utilizado para resolver problemas influye en el modo en que se
organiza e interpreta la informacion dada en el enunciado (Kolloffel, Eysink, de Jong y
Wilhelm, 2009). El valor de la representacion depende de su poder informacional y com-
putacional; el primero se mide por la cantidad y tipo de informacion que permite repre-
sentar y el segundo por la forma de ayudar a operar con la misma. En este sentido, los
diagramas de arbol juegan un papel importante en la planificacion y el desarrollo de ta-
reas matematicas escolares.

En general, un diagrama de arbol es un grafo (orientado o no) con la propiedad de que
cualesquiera dos de sus distintos vértices estan conectados por un inico camino simple.
Para fines educativos, nos basta con considerar diagramas de arbol con un niimero finito
de vértices y lados, que siempre se pueden representar en el plano (véase la Figura 1).

En concreto, consideraremos diagramas de arbol que nacen de una raiz (o tronco) de
la que salen diferentes caminos (en nuestro caso, un niumero finito de ellas), denomina-
das ramas de primera generacion. Estas ramas deben representar todas las posibilidades
que pueden aparecer en la primera fase de la construccion del diagrama (por ejemplo, de
un juego o experimento que se trata de representar), y terminan en vértices del grafo de-
nominados nudos (o nodos, o vértices). A su vez, de estos nudos pueden nacer nuevas
ramas, denominadas ramas de segunda generacion, que vuelven a terminar en nuevos
nudos. Tras un nimero finito de fases, se llega a nudos terminales, de los que ya no salen
mas ramas, los cuales representan el final del fenomeno representado (pudiendo el arbol
volver a repetirse desde la raiz).

La ventaja principal de los diagramas de arbol, que pueden usarse también fuera
del ambito matematico, es su capacidad
para transmitir mucha informacion, orde-

nada y clasificada, con un simple golpe /

de vista. Por ello, permite una vision ra- ® L
pida y de conjunto del hecho estudiado, /
teniendo en cuenta todas sus posibilida- _— ®

des. Asi, en la toma de decisiones, ayuda

o O .
a discriminar las causas primarias o se- T o °
-,
o—_

cundarias que afectan al comportamiento
global del sistema, para analizar su po-
sible evoluciéon y elegir la mejor deci-
sion. Igualmente, en la resolucion de un Figura 1. Ejemplo de diagrama de arbol.
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problema, ayuda a todos los componentes del grupo de trabajo a entender cual es su labor
dentro del cometido global, colaborando en el desarrollo eficiente de la tarea.

En este trabajo mostraremos que, en la ensefianza de las matematicas, los diagramas
de arbol son especialmente utiles en el estudio de la combinatoria y de la probabilidad.
Previamente resumimos algunas investigaciones didacticas centradas en el uso de este
recurso.

3. INVESTIGACION DIDACTICA SOBRE EL DIAGRAMA DE ARBOL

Uno de los primeros autores que se preocupd por el diagrama de arbol fue Fischbein
(1975), quien lo consideré como un recurso importante en la resolucion de problemas
de combinatoria. El autor sostuvo que las estructuras matematicas pueden representarse
no solo de forma simbdlica, sino también iconica y enactiva, sin cambiar, por ello, las
caracteristicas esenciales de dicha estructura, y que el uso de métodos adecuados de
representacion facilita y acelera el transito desde un nivel de conocimiento hacia otro
nivel superior. Entre las representaciones graficas destaca el diagrama de arbol, al que
Fischbein considera un modelo generativo, en cuanto que sugiere y facilita una genera-
lizacion iterativa (problemas sucesivos con un mayor nimero de elementos cada vez) y
una generalizacion constructiva (problemas derivados del inicial), siendo éstas las dos
caracteristicas esenciales del razonamiento recursivo.

Fischbein (1975) concibe las intuiciones como procesos cognitivos que intervienen
directamente en las acciones de las personas y que suponen una parte importante de su
inteligencia. Sus caracteristicas de globalidad, inmediatez, facilidad aparente para ser
aplicadas en otras situaciones, estructurabilidad y auto-evidencia las hacen dificiles de
cambiar, una vez que se adquieren. Pero las intuiciones en matematicas pueden ser co-
rrectas o incorrectas; de ahi la importancia de una formacion matematica adecuada para
educar las intuiciones que, tanto en el caso de la combinatoria como de la probabilidad,
se pueden reforzar con la ayuda del diagrama de arbol.

La ensefianza no dedica demasiado tiempo al aprendizaje del diagrama de arbol.
Es por eso que diferentes autores han descrito errores de los estudiantes. Por ejemplo,
Batanero, Navarro-Pelayo y Godino (1997) indican que pocos estudiantes usan espon-
taneamente este diagrama para resolver problemas combinatorios, y los que lo usan
cometen errores o lo interpretan incorrectamente. Roa (2001), en una investigacion
con estudiantes de matematica, encuentra algunos que dibujan diagramas en los que
sobran o faltan ramas, o bien dibujan una parte del diagrama (por ejemplo una de las
ramas) tratando luego de generalizar, pero fallan en la generalizacion o incluso cons-
truyen el diagrama solo como complemento, si bien resuelven el problema por medio
de formulas.

Son muchas las dificultades que puede encontrar el alumnado al enfrentarse a la con-
feccion o a la interpretacion de un diagrama de arbol: por ejemplo, no considerar una
raiz, no describir todas las ramas que salen de cada nudo, creer que de cada nudo debe
salir el mismo niimero de ramas, creer que el experimento siempre termina tras el mismo
numero de fases, suponer que todos los caminos en todos los experimentos ocurren con
la misma asiduidad, no tomar la decision adecuada en cada nudo sobre el mejor camino

52 Epsilon, 2018, n° 100, 7-63, ISSN: 2340-714X



El diagrama de arbol: un recurso intuitivo en Probabilidad y Combinatoria
Antonio Francisco Roldan Lopez de Hierro, Carmen Batanero y Pablo Beltran-Pellicer

a elegir, etc. Otro error, dificil de atajar, es la creencia de que los procesos han de seguir
una linea temporal concreta, no teniendo sentido, por ejemplo, determinar la probabili-
dad de un suceso de la primera fase condicionando a que sabemos lo que ha ocurrido en
la segunda etapa. Diaz y de la Fuente (2005) describen esta creencia y la posible influen-
cia que tiene en los errores de los estudiantes al resolver problemas basados en el teo-
rema de Bayes.

4. DIAGRAMAS DE ARBOL EN LOS DOCUMENTOS CURRICULARES

La importancia de los diagramas de arbol en el desarrollo de diferentes asignaturas a lo
largo de las etapas de Educacion Primaria y Secundaria se muestra en diferentes docu-
mentos curriculares. Dentro de la actual Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para
la mejora de la calidad educativa (LOMCE), el Real Decreto 1105/2014, de 26 de di-
ciembre, que establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y
del Bachillerato, los cita en el Bloque 5 dedicado a estadistica y probabilidad (MECD,
2015). Los diagramas en arbol aparecen en diferentes cursos, tanto en los contenidos
como en los criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables de la si-
guiente forma.

Dentro de los contenidos, los diagramas de arbol se consideran, por ejemplo, en 4°
de ESO para las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas, donde identi-
ficamos: “Experiencias aleatorias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y
diagramas de arbol para la asignacion de probabilidades”; “Calcular probabilidades sim-
ples o compuestas aplicando la regla de Laplace, los diagramas de arbol, las tablas de
contingencia u otras técnicas combinatorias” (p. 398). Por otro lado, en las Matematicas
Orientadas a las Enserianzas Aplicadas de 4° de ESO encontramos: “Célculo de proba-
bilidades mediante la Regla de Laplace. Probabilidad simple y compuesta. Sucesos de-
pendientes e independientes. Diagrama en arbol.” (p. 407).

Sin embargo, como criterios de evaluacion, se consideran desde las Matematicas de
1°y 2° de ESO, donde se incluye el siguiente: “Describe experimentos aleatorios sen-
cillos y enumera todos los resultados posibles, apoyandose en tablas, recuentos o dia-
gramas en arbol sencillos” (p. 413). En las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Académicas de 3° encontramos: “Calculo de probabilidades mediante la regla de La-
place. Diagramas de arbol sencillos”; “Estimar la posibilidad de que ocurra un suceso
asociado a un experimento aleatorio sencillo, calculando su probabilidad a partir de
su frecuencia relativa, la regla de Laplace o los diagramas de arbol, identificando los
elementos asociados al experimento” (p. 394). En la asignatura de Matematicas Apli-
cadas a las Ciencias Sociales de 2° de Bachillerato, aparecen como criterios de eva-
luacion: “[...] utilizando la regla de Laplace en combinacion con diferentes técnicas
de recuento personales, diagramas de arbol o tablas de contingencia” (p. 389). En este
curso, suponen uno de los principales recursos educativos en el area de probabilidad.
Por ejemplo, veremos mas adelante como usarlos en ejercicios y problemas en los que
se aplica tanto el teorema de la probabilidad total como el teorema de Bayes, que luego
son propuestos sistematicamente cada afio en las pruebas de acceso y/o admisién a la
universidad.
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Finalmente, en los estandares de aprendizaje evaluables también se incluyen desde el
primer curso. Asi en las Matemdticas de 1°y 2° de ESO, encontramos “Espacio muestral
en experimentos sencillos. Tablas y diagramas de arbol sencillos”, Igualmente se citan
como estandares de aprendizaje evaluables en el area de Lengua Castellana y Literatura
en los siguientes términos: “Aplica técnicas diversas para planificar sus escritos: esque-
mas, arboles, mapas conceptuales etc.” (p. 361). Los diagramas de arbol también estan
presentes en las pruebas de acceso a ciclos formativos, especialmente en la familia pro-
fesional de Administracion y en la de Comercio y Marketing.

En lo que sigue analizamos algunos usos de este diagrama en combinatoria y pro-
babilidad y, en especial, su utilidad para facilitar la comprensién de algunos teore-
mas notables de probabilidad. Finalizamos con algunas recomendaciones para la
ensefianza.

5. DIAGRAMAS DE ARBOL EN COMBINATORIA

Aunque, aparentemente, el contenido combinatorio del curriculo es limitado, esta im-
presion es falsa, pues la combinatoria es, en realidad, la base de la matematica discreta y
aparece como tal, no solo en probabilidad, sino en aritmética (nimeros factoriales, divi-
sibilidad), muestreo, matrices, determinantes e incluso en investigacion operativa (Hadar
y Hadass, 1981).

Por ello, los diagramas de arbol se utilizan desde la Educacion Primaria en temas re-
lacionados con la enumeracion sistematica o el calculo del nimero de elementos de un
conjunto discreto (sin contar), desde una componente lidica, haciéndolos intervenir en
actividades exploratorias y juegos, entendiendo éstos como un conjunto de acciones, su-
jetas a ciertas normas o reglas predeterminadas, que se realizan como diversion, pero
pueden servir de recurso de aprendizaje. Precisamente Engel, Varga y Walser (1976) ya
propusieron una serie de juegos, muchos de ellos basados en el diagrama de arbol, que
permiten introducir la combinatoria desde esta etapa educativa.

Las primeras actividades combinatorias basadas en los diagramas de arbol en Edu-
cacion Primaria son, quizas, aquellas disefiadas para aprender a clasificar objetos segin
unas cualidades determinadas. Por ejemplo, podemos distinguir entre hombres y muje-
res que, a su vez, pueden tener el pelo moreno, castafio, rubio o pelirrojo. En este caso,
un sencillo diagrama de arbol sirve para comprender todas las posibilidades de la clasi-
ficacion, atendiendo a diferentes criterios (sexo y color de pelo), de tal forma que cada
uno de los objetos considerados debe pertenecer a uno, y solo a uno, de los posibles ca-
minos considerados desde la raiz hasta un nodo terminal. En otras palabras, la clasifica-
cion debe ser exhaustiva y excluyente.

En la Educacion Secundaria, los diagramas de arbol se utilizan principalmente en
ejercicios y problemas asociados a la construccion de permutaciones, variaciones y com-
binaciones, ordinarias o con repeticion, elaboradas en base a las normas que se hayan
prefijado, con la idea de remarcar la estructura multiplicativa de estas situaciones. Por
otro lado, son muchos los ejemplos de actividades combinatorias accesibles al alumnado
que permiten construir e interpretar diagramas de arbol durante toda su etapa escolar.
Describimos algunos de ellos (Batanero, Godino y Navarro-Pelayo, 1994):
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e Realizar una enumeracion sistematica: detallar todas las posibilidades que pueden
ocurrir al lanzar dos o tres monedas o dados, o explicar todas las posibilidades que
nos podemos encontrar para el tiempo meteoroldgico para mafiana y pasado ma-
flana (cuando vamos a realizar una excursion).

e Analizar la mejor estrategia en un juego, como en el de pares o nones.

* Problema de existencia: ;existe una forma de organizar una competicion donde
n equipos han de jugar dos contra dos?

* Problemas de optimizacion: determinar una forma rapida de ordenar un conjunto
de nimeros.

En resumen, los diagramas de arbol son esenciales en combinatoria, para com-
prender como han de combinarse una serie de elementos para formar una opcién plau-
sible. No obstante, a poco que el nimero de elementos aumente, suele haber tantas
combinaciones (o variaciones) que el calculo de todas las opciones posibles se dis-
para. Un ejemplo sencillo, que causa gran impacto entre el alumnado, es la descrip-
cion de todas las diferentes formas de vestir de los propios alumnos partiendo de la
ropa de que disponen. Por ejemplo, si poseen 7 camisetas y 3 camisas para abrigar el
tronco, 6 pantalones para las piernas, unos zapatos y dos calzados deportivos, nos es-
tariamos encontrando ante (7 +3) - 6 - (2 + 1) = 180 posibilidades distintas de vestir, lo
cual es suficiente para ir a clase todos los dias durante un curso escolar sin repetir mo-
delo. Todo ello sin contar ropa deportiva para hacer gimnasia, pafiuelos, ropa interior,
complementos, etc.

En estos casos no es necesario (seria muy engorroso) formar todo el diagrama de
arbol. Una estrategia para resolver este problema de forma general consiste en afrontar
previamente un caso en el que el nimero de posibilidades en cada etapa sea menor (no
mas de dos o tres), y representarlo graficamente cuando sea asequible (por ejemplo, di-
bujar el diagrama de arbol para el caso de 3 camisas, 2 pantalones y 2 tipos de calzado).
Utilizando este modelo simplificado, facilitamos que el alumnado descubra una formula
que luego pueda emplearse variando el nimero de objetos a combinar e incluso variando
el contexto, como ocurre en los ejemplos siguientes:

e Sitenemos papeletas con 5 nombres y 7 apellidos, ;cuantos nombres pueden for-
marse? (distinguir entre si el nombre llevara uno o dos apellidos, o si se pueden
repetir o no los apellidos).

* ;Cuantos menus diferentes pueden confeccionarse con 5 primeros, 4 segundos y
7 postres?

e Sirifamos dos premios al azar entre todos los alumnos de la clase, ;cuantas pare-
jas ganadoras puede haber?

6. DIAGRAMAS DE ARBOL EN PROBABILIDAD

En el ambito de la probabilidad, los diagramas de arbol son, sin lugar a duda, una he-
rramienta destacada dentro los procesos de enseflanza y aprendizaje del alumnado. En
primer lugar, se utilizan para determinar el espacio muestral, es decir, todos los posi-
bles resultados de un experimento aleatorio, siendo muy interesante en los experimentos
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compuestos, que se pueden descomponer en varias fases y que ofrecen un numero finito
de posibilidades en cada paso.

Por otro lado, aunque a veces la propia construccion del diagrama de arbol ayuda a
comprender la estructura del experimento y, por tanto, a resolver los problemas, su uti-
lidad es ain mayor en el calculo de probabilidades en el contexto de un experimento
compuesto (véase Huerta, Edo, Amorés y Arnau, 2016). Por ejemplo, cuando se anali-
zan experimentos aleatorios que ocurren en diferentes etapas de forma consecutiva, los
diagramas de arbol nos ayudan a conocer todos los posibles resultados de cada etapa. En
este caso, el diagrama suele considerarse dirigido, en el sentido de que hay una forma
natural de recorrer el arbol, segiin vayan apareciendo unas u otras opciones en el expe-
rimento, lo que se suele indicar en la representacion grafica mediante flechas en vez de
segmentos. Este podria ser el caso si consideramos todas las posibles combinaciones de
géneros de cuatro hermanos de la misma familia.

Para formar un diagrama de arbol, los sucesos que pueden ocurrir en la primera etapa
de un experimento aleatorio deben formar un sistema completo de sucesos, es decir,
describir el espacio muestral de forma exhaustiva y excluyente. Sus probabilidades
asociadas son simples por contraposicion a las probabilidades que se asocian a ramas
secundarias, que son probabilidades de sucesos que pueden ocurrir en la segunda etapa
condicionadas a sus respectivos sucesos de la primera fase. Dichas probabilidades se
suelen escribir junto a las ramas (o flechas) del diagrama de arbol y, en muchas ocasio-
nes, son fracciones que resultan de la aplicacion de la regla de Laplace. La suma de las
probabilidades de las ramas que salen de cada nudo debe ser 1 ya que representan todas
las posibilidades de los sucesos que pueden ocurrir tras pasar por ese nudo en direccion
a la siguiente fase (véase la figura 2).

Primera Segunda
fase fase

3

9

As §<BBC
s A2<§:gc

Figura 2. Diagrama de arbol con indicaciones
de sus respectivas probabilidades.

En el diagrama de arbol anterior, el espacio muestral del primer experimento esta for-
mado por tres sucesos 4;, A4, y As y en el segundo experimento por dos, B y su
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complementario. A partir del diagrama, es sencillo calcular probabilidades condicionales
como las siguientes.

1 3 1
P(BIA)) =—, P(B°|A4;) =— vy P(Bl43) =—.
3 5 7

El suceso que ocurre como conjuncion de un suceso de cada fase puede interpretarse
como el camino simple que va desde la raiz hasta un nodo terminal pasando por todos los
sucesos que conforman la trayectoria. Las probabilidades compuestas de dichos sucesos
resultantes de intersecciones pueden ser determinadas multiplicando las respectivas pro-
babilidades del camino que se recorre. Pluvinage (2005) indica que cuando el punto de
llegada para una experiencia se toma en cuenta como el de partida para otra posterior, se
habla de encadenamiento, donde se aplica la regla del producto. Por ejemplo:

3 2 2 4 2 8
P(AlnBC): : :?, P(A3nB):

95 45

Los argumentos que apoyan esta regla, necesarios para dar significado al diagrama y
relacionarlo con este desarrollo aritmético, estan vinculados a su vez con el significado
de la fraccion como operador, especialmente cuando dicha fraccion expresa una razon
entre los casos de interés y los casos posibles (regla de Laplace). De esta forma, el ejem-
plo anterior podria leerse de la siguiente forma: «Si el suceso A, ocurre tres de cada
nueve veces que repetimos la experiencia (3/9) y, habiendo ocurrido A,, el suceso B® ocu-
rre dos de cada tres veces (2/3), entonces en 2/3 de 3/9 de las ocasiones ocurre el suceso
compuesto A, N B%. Obviamente, desde el punto de vista didactico, este argumento debe
interpretarse aludiendo a los sucesos dentro del contexto del problema, dejando la nota-
cion formal para los tltimos cursos.

El diagrama mostrado en la Figura 2 se puede continuar afiadiendo nuevos experi-
mentos. Por ello, una de las principales ventajas del diagrama de arbol es su caracter re-
cursivo: para construir un arbol de 7 pasos, basta ampliar el construido con z — 1 etapas,
y éste parte del de n — 2, hasta llegar al nodo original.

Pero la principal bondad de los diagramas de arbol es su enorme capacidad para hacer
comprender a quienes los disefian o interpretan situaciones relativamente complejas de
una forma muy sencilla. Por ejemplo, cuando nos hacemos una prueba médica para de-
tectar si tenemos o no una cierta enfermedad, confiamos en que el proceso de deteccion
sera fiable al 100%. Sin embargo, esto no es asi. Podemos estar sanos y que la prueba
diga que tenemos la enfermedad (falsos positivos), o podemos estar enfermos y que el
test asegure que estamos sanos (falsos negativos). En cualquier caso, las pruebas mé-
dicas deben incrementar, cada vez mas, su sensibilidad (probabilidad de dar positivo
cuando el paciente tiene la enfermedad) y su especificidad (probabilidad de dar negativo
cuando el paciente esta sano). Esta situacion se muestra en la Figura 3.

Epsilon, 2018, n° 100, 7-63, ISSN: 2340-714X 57



El diagrama de arbol: un recurso intuitivo en Probabilidad y Combinatoria
Antonio Francisco Roldan Lopez de Hierro, Carmen Batanero y Pablo Beltran-Pellicer

(no tiene la
enfermedad)

(error)

Especificidad (correcto)

ENFERMA

(sf tiene la
enfermedad)

Sensibilidad (correcto)

(error)

Figura 3: Diagrama de arbol para describir los posibles casos al hacernos una
prueba médica.

7. TEOREMAS NOTABLES DE PROBABILIDAD UTILIZANDO DIAGRA-
MAS DE ARBOL

Si consideramos experimentos con un nimero pequeilo de sucesos en el espacio
muestral, es posible utilizar el diagrama de arbol para introducir a los estudiantes en
el estudio de teoremas que, de otro modo, serian complejos de justificar. Asi, tanto el
teorema de la probabilidad total como el teorema de Bayes permiten una interpreta-
cion muy sencilla cuando se ha confeccionado un diagrama de arbol (Martin-Pliego y
Ruiz-Maya, 2010).

De esta forma, un diagrama de arbol con dos fases (como el de la Figura 2) nos
ayuda a interpretar el feorema de la probabilidad total como una herramienta adecuada
para calcular la probabilidad de un suceso de la segunda fase, sin hacer mencion a lo
que pudo ocurrir en la primera. De esta forma, solo hay que recorrer todos los caminos
que llevan a ese suceso, y sumar los respectivos productos de las probabilidades que
se encuentran en dichos caminos. Por ejemplo, a partir de la Figura 4, podemos calcu-
lar la probabilidad del suceso B resaltando todos los caminos que llevan a dicho suceso
(véase la Figura 4). Por consiguiente, la probabilidad del suceso B se obtiene haciendo
el siguiente célculo:

3
9

4 2 21 3 8 2 101

P(B)= +?'€+ =

9 7 9 Tt e T3

w| -

Cuando el alumnado es capaz de comprender este sencillo e intuitivo método, rela-
cionando el significado de cada uno de los sumandos con las correspondientes ramas del
arbol y su significado dentro del contexto, resulta mas sencillo que, mas adelante, sea
capaz de generalizar este resultado de manera formal, con la conocida expresion:

P(B) = P(A,) - P(B|A;) + P(Az) - P(B|Az) + P(A3) - P(B|A3),

la cual, posteriormente, se puede generalizar todavia mas empleando cualquier numero
de sucesos en cada etapa y variando las probabilidades que intervienen.
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Primera Segunda
fase fase

Figura 4. Diagrama de 4rbol resaltando los caminos
que llegan al suceso.

El teorema de Bayes puede resultar un poco extrafio a primera vista, ya que en él se
nos solicita calcular la probabilidad de un suceso que pudo ocurrir en la primera fase
del experimento cuando sabemos lo que ha ocurrido en la segunda fase. Esto choca
con la intuicion inicial de los estudiantes, pues asocian el condicionamiento de su-
cesos con la causalidad y, ademas, suponen que no puede condicionarse un suceso a
otro que ocurre con posterioridad (Diaz y de la Fuente, 2005). Matematicamente, sin
embargo, el orden temporal es irrelevante para el condicionamiento pero, intuitiva-
mente, hay diferencia en la comprension, aspecto que es el origen de diversos sesgos
de razonamiento.

Asi, en el teorema de Bayes sabemos lo que ocurrid en la segunda fase, pero desco-
nocemos lo que ocurrid en la primera y, por ello, nos planteamos calcular la probabilidad
de que ocurriese ese suceso con la informacion disponible. Pongamos como ejemplo que
tenemos fiebre, pero no sabemos si la causa es gripe u otra enfermedad. Aqui, las proba-
bilidades que nos interesa conocer son del tipo:

P(A;|B),

es decir, ;qué probabilidad tengo de tener gripe si tengo fiebre? Para ello, hay que co-
nocer las probabilidades P (4;) que se denominan, en este contexto, probabilidades a
priori, y las condicionales P (B | 4;), que se denominan verosimilitudes de que ocurra el
suceso B sabiendo que ha ocurrido el suceso 4;. Las probabilidades P (4;| B) se deno-
minan probabilidades a posteriori. Para obtenerlas, el teorema de Bayes puede interpre-
tarse, intuitivamente, de la siguiente forma, calculando el siguiente cociente:

* En el denominador se escribira la probabilidad del suceso B (al que se condi-
ciona), obteniéndolo como en el teorema de la probabilidad total (buscando todos
los caminos que llevan al suceso B de la segunda fase y sumando todos los pro-
ductos de verisimilitudes y probabilidades a priori);

Epsilon, 2018, n° 100, 7-63, ISSN: 2340-714X 59



El diagrama de arbol: un recurso intuitivo en Probabilidad y Combinatoria
Antonio Francisco Roldan Lopez de Hierro, Carmen Batanero y Pablo Beltran-Pellicer

Primera Segunda
fase fase

Figura 5. Diagrama de arbol que facilita la aplicacion
del teorema de Bayes.

* En el numerador se escribira el inico sumando del denominador que corresponde,
a la vez, a los dos sucesos considerados (uno de la primera fase y otro de la
segunda).

Por ejemplo, utilizando el arbol de la Figura 5, la probabilidad de que haya ocurrido
el suceso 4,, condicionando al suceso B¢, se obtiene de la siguiente forma:

Unico camino que pasa por A, y B¢

P(A,|BC) = :
(4.1B%) suma de todos los caminos que llevan a B¢
4.3 il
_ = _ — _ 4214 42
3. 2,4 34,26 2,4, % 157315 107"
9 3 9 5 9 7 9 15 21

Es importante resaltar que en el denominador se escriben todos los caminos que lle-
gan a B¢, mientras que en el numerador se considera un unico camino de los que hay en
el denominador. Toda vez que el alumnado ha comprendido este proceso, muy posible-
mente sea capaz de comprender su justificacion teorica del teorema y, también, su expre-
sion algebraica, a saber:
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P(Az) ' P(BC|A2)

P(A,]B¢) = P C c c
(41) - P(B®|A;) + P(Ay) - P(B®|A;) + P(A3) - P(B®|43)
4.3
32,43 2% 107 -
9 3 9 5 9 7

Concluimos este estudio aportando una nueva perspectiva desde la cual se puede in-
troducir al alumnado en el estudio de los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.
Consideremos un contexto adecuado para aplicar el teorema de Bayes, como puede ser
el descrito en la Figura 2. En la primera fase del experimento solo pueden ocurrir, de
forma excluyente, los sucesos 4,, 4,y A3, mientras que en la segunda etapa estamos con-
siderando el suceso B y su complementario. Como hemos comentado antes, en estas
condiciones, las probabilidades iniciales P (4;) se denominan probabilidades a priori,
mientras que las probabilidades P (B | 4;) y P (B€| 4;) de los sucesos de la segunda fase
condicionadas a sus respectivos sucesos de la primera fase se denominan verosimilitu-
des. Teniendo en cuenta el contexto en el que nos encontramos, es interesante plantear al
alumnado la existencia del arbol “inverso” del arbol considerado en la Figura 2: en este
arbol “inverso”, los sucesos de la segunda fase del diagrama de arbol original se corres-
ponden con los sucesos de la primera fase del diagrama de arbol “inverso”, y viceversa
(véase la Figura 6).

Primera Segunda
fase fase
A1
B A,
A3
A 1
B¢ A,
A3

Figura 6. Diagrama de arbol “inverso” del diagrama
de la Figura 2.

De esta forma, si deseamos completar el arbol “inverso” con sus respectivas probabi-
lidades, podemos interpretar que el teorema de la probabilidad total nos permite calcu-
lar las probabilidades a priori P(B)y P(B€) del arbol “inverso”, mientras que el teorema
de Bayes es la herramienta mas adecuada para determinar las verosimilitudes P (A4;| B)
del arbol “inverso”. Utilizando este nuevo punto de vista, podemos contrarrestar el sesgo
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que produce la linea temporal en el alumnado, observando que cada arbol como el de la
Figura 2 posee un arbol “inverso” asociado.

CONCLUSIONES

Las principales ventajas de los diagramas de arbol pueden resumirse en tres caracteristi-
cas esenciales: provocan un gran impacto visual en la persona que los observa, describen
de una forma sintética y estructurada el fenémeno al que se refieren, y permiten ir de lo
abstracto a lo particular atendiendo a los factores que influyen en el proceso.

En resumen, los diagramas de arbol constituyen una de las principales herramientas
de representacion y de deduccion en el ambito de la probabilidad y de la combinatoria.
El alumnado aprende a confeccionarlos e interpretarlos mediante la propia experimenta-
cion, y los procesos intuitivos que desarrolle en las edades mas tempranas serviran, du-
rante toda su vida, para razonar y argumentar en contextos que se presten a ser analizados
mediante diagramas de arbol. Es por ello que, en nuestra opinion, deberia incrementarse
el tiempo dedicado en clase al planteamiento de situaciones problematicas que puedan
afrontarse mediante diferentes técnicas de resolucion, siendo una de las posibles el dia-
grama de arbol. Esto permitiria al alumnado contrastar las bondades y las deficiencias de
los diagramas de arbol frente a otros procedimientos de resolucion.

Para evitar que la aplicacion de los diagramas de arbol se reduzca a un mero proce-
dimiento, es necesario incidir en los argumentos que permiten elaborar para justificar las
operaciones a realizar, facilitando la dotacion de significado a los términos de las expre-
siones aritméticas para el célculo de la probabilidad en relacion con el contexto. De esta
manera, se aumenta la idoneidad didactica o grado de adecuacion del proceso de ense-
fanza y aprendizaje (Beltran-Pellicer, Godino y Giacomone, 2018).

Actualmente, el alumnado no aprende a confeccionar o a interpretar diagramas de
arbol mediante la aplicacion de técnicas sistematicas de ensefianza y aprendizaje, sino
mediante heuristicos que va contrastando a través de su propia experiencia. En este sen-
tido, es muy importante que el docente ofrezca al alumnado suficientes oportunidades de
aprendizaje para que, después, este Ultimo sea capaz de desenvolverse con soltura a la
hora de analizar las diferentes posibilidades de un experimento y sus respectivas proba-
bilidades. A nuestro entender, las capacidades adquiridas por el alumnado en sus edades
mas tempranas para disefiar e interpretar diagramas de arbol seran las que luego ponga
en juego el resto de su vida. En este sentido, las intuiciones que se hayan adquirido du-
rante la Educacion Primaria serdn cruciales durante el resto de la formacion. Es mas,
como hemos puesto de manifiesto, estas intuiciones son suficientes, en muchos casos,
para superar con ¢éxito las pruebas de acceso a la universidad sin necesidad de aplicar
complicadas féormulas.
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Resumen: En este articulo se presenta un proyecto de intervencion multidisciplinar
para los nifios de segundo de Educacion Primaria. Se parte de obras de Piet Mondrian
vy Paul Klee para analizar los conceptos geométricos presentes en las obras, trasladan-
dolos después al geoplano. Las dificultades se centran en las relaciones entre rectas y en
la visualizacion de elementos de la circunferencia. El geoplano facilito la atencion a la
diversidad y la consolidacion y visualizacion de conceptos geométricos que luego incor-
poraron a sus creaciones artisticas. Se recurrio a la tecnologia para hacer visible todo
el proceso llevado a cabo.

Palabras Clave: STEAM, geometria plana, pintura abstracta, geoplano y visualizacion.

Moving geometry from abstract painting
to geoboard

Abstract: In this article, we present a multidisciplinary intervention project for students
in the second year of Primary Education. This project begins with works by Piet Mon-
drian and Paul Klee in order to analyse the geometric concepts present in the paintings,
which are later moved to the geoboard. The difficulties are centred on the relationships
between straight lines and on the visualization of elements of the circumference. The ge-
oboard facilitated attention to the diversity, and to the consolidation and visualization of
geometric concepts that were later incorporated into their artistic creations. Technology
was used to make the entire process carried out visible.

Keywords: STEAM, plane geometry, abstract painting, geoboard and visualization.
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INTRODUCCION

En los ultimos afios, la sociedad ha experimentado notables cambios en el ambito cul-
tural y artistico en los que son destacables, por ejemplo, el impacto del arte moderno en
la ciudadania o la aparicion de nuevas corrientes y formas de expresion artisticas. Estos
cambios repercuten en el sistema educativo, en el cual se promueven nuevos métodos de
trabajo interdisciplinar que se traducen en propuestas didacticas que potencian las areas
STEAM (en inglés, Science, Technology, Engineering, Art, and Mathematics) dentro
del aula (Gorgal, Blanco, Salgado y Diego, 2017). En este sentido, se destaca la valiosa
oportunidad que ofrece la materia de Educacion Plastica y Visual para interactuar con las
demas materias del curriculo de Educacion Primaria, en particular con las Matematicas
(Frega, 2007 e Iglesias, 2017).

Siguiendo el Decreto 105 (MEC, 2014), las areas de Educacion Artistica y Matema-
ticas estan estrechamente relacionadas a través de las competencias. Se destaca que uno
de los objetivos fundamentales es potenciar un enfoque globalizador e interdisciplina-
rio que fomente la transversalidad de contenidos entre estas areas. Concretamente, en el
bloque 3 de la materia Educacion Plastica y Visual, se sefiala la importancia de la com-
petencia matematica para desenvolver, de forma grafica y artistica, los contenidos apren-
didos en la materia de Matematicas.

El objetivo principal de esta propuesta es conectar la Geometria y la Educacion Plas-
tica y Visual utilizando el geoplano como recurso manipulativo. Como objetivo especi-
fico desde la Geometria esta identificar las ideas previas de los nifios acerca de contenidos
basicos como: tipos de lineas, poligonos y su clasificacion, circulo y circunferencia y an-
gulos. Desde la Educacion Plastica y Visual, el objetivo es introducir a los nifios en la
interpretacion de obras artisticas para que hagan juicios de valor, expresen sus sentimien-
tos y formulen hipotesis del tipo: ;Para qué crees que sirve ver este tipo de obras en la
clase de matematicas? o ;En qué piensas cuando miras la obra? Se intentd que los nifios
mostraran interés y motivacion por investigar los trazos mas importantes relativos a la
vida de los pintores Mondrian y Klee y las caracteristicas de sus obras que estan estre-
chamente relacionadas con la Geometria. Se requiri6, por ultimo, que estos utilizasen di-
ferentes representaciones y expresiones artisticas; y que se iniciaran en la construccion
de propuestas visuales y audiovisuales por medio de las TIC.

METODOLOGIA

La metodologia se centrd en la participacion activa, favoreciendo tanto el pensamiento
racional y critico como el trabajo individual y cooperativo del alumnado (Echeita,
2006). Del mismo modo, se abogd por una metodologia en la que la manipulacion de
los materiales se considera elemento fundamental en la construccion de la Geometria
(Iglesias, 2017).

La propuesta se implementd en un grupo de segundo de Educacion Primaria, formado
por 13 nifas y 14 nifios, en el horario correspondiente a la materia Educacion Plastica y
Visual. Se presentaron tres actividades inspiradas en obras de los pintores Piet Mondrian
y Paul Klee, relacionadas con los conocimientos adquiridos en las clases de geometria:
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lineas, tipos de lineas, poligonos, angulos, vértices, circulos y circunferencias. La se-
cuencia metodologica en las dos primeras actividades se inicid presentando una obra
de cada uno de los autores e indagando sobre los conocimientos previos a través de una
puesta en comun. A continuacion se explicaron y repasaron los contenidos geométricos
asociados a dicha obra y se experiment6 con el geoplano para evaluar la adquisicion y
asentamiento de tales contenidos. Para finalizar, la Gltima actividad fue la que dio pie al
proceso de creacion donde los nifios tuvieron que realizar su propia obra artistica y ex-
plicarla a los demas compaiieros. Segiin Renzulli y Reis (1997) todo proceso creativo es
esencial que sea transmitido a una audiencia real después de abordar el nivel mas hondo
de construccion de conocimiento.

Para la elaboracion de las actividades se recurrié al modelo de Van Hiele (Godino y
Ruiz, 2002). El nivel en el que se encuentran los nifios a los que va destinada esta pro-
puesta de intervencion es el nivel 0, siendo las actividades que se le proponen para ini-
ciarlos en el 1. Para recoger y afianzar los conceptos surgidos en la puesta en comun y
explicados después por el profesor se utilizo el geoplano como recurso manipulativo
(Alsina et al., 1991; Badillo e Edo, 2007; Lopez, 2010; Marifio, 2000). Este material
permite que los nifios exploren un niimero grande de figuras a nivel concreto, adiestren
la coordinacion muscular fina y que observen una figura desde muchas posiciones, evi-
tando errores asociados a las figuras y a una posicion determinada. Asi mismo, fomenta
la creatividad con el juego libre y la composicion y descomposicion de figuras, desa-
rrollando la reversibilidad del pensamiento haciendo transformaciones de figuras y vol-
viendo al original.

Se construyeron tres geoplanos de 80x40 cm (dos de trama cuadrada y uno doble cir-
cular), lo que permitid trabajar en grupos de cuatro componentes y facilitd la construc-
cion de un ntimero importante de figuras geométricas sin superponer. A todos ellos se les
aplico una camara cenital para ser proyectados en el encerado digital y, asi, hacer parti-
cipes a los demas compafieros cuando un grupo de nifios y nifias salia a representar figu-
ras o una composicion.

El proceso de descripcion y andlisis de una produccion plastica se hizo siguiendo las
tres fases que proponen Badillo y Edo (2007). En la fase inicial se hace una descripcion
objetiva de los elementos que se reconocen en la obra y que forman parte del vocabulario
geométrico y plastico de cada actividad. En la segunda fase se realiza una mirada subje-
tiva propia de los nifios, haciéndoles preguntas como: ;qué puede ser? ;qué me sugiere?
(a qué me recuerda? En la tercera y ultima fase los nifos han de ponerle titulo a la obra
y explicar a los demas esa eleccion del titulo. A continuacion, se describen cada una de
las actividades de la propuesta (imagen 1).
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Actividad 1
Piet Mondrian y las lineas poligonales

Imagen 1. Composicion en rojo,
amarillo, azul y negro (1921).

Esta actividad se comenz6 mostrando en la pizarra digital una obra del pintor Piet Mondrian
titulada ‘Composicion en rojo, amarillo, azul y negro’ (Imagen 1). Esta obra estd compuesta
por lineas poligonales cerradas formando cuadrilateros de distintos tamafios, con trazos grue-
sos y pintadas de distintos colores. En esta sesion, los nifios, de forma oral, destacaron los
rasgos mas caracteristicos de la obra y datos curiosos del autor. Después, el maestro hizo un
repaso de los conceptos geométricos estudiados en el curso anterior y los nuevos introducidos
en este curso (Imagen 2). La fuerza de esta actividad recay6 en la construccion del concepto
de poligono a partir del concepto de linea poligonal cerrada y sobre el trabajo manipulativo
que ayuda a los nifios a construir gradualmente este concepto. A continuacion, los nifios re-
presentaron en el geoplano los distintos tipos de lineas y las relaciones entre ellas. Al igual
que Dickson, Brown y Gibson (1991) recogen en su investigacion, algunos nifios presenta-
ban dificultades para reconocer la relacion de paralelismo de dos rectas, por ejemplo, cuando
una es mas larga que otra (rectas D y C en la Imagen 3), o si estan situadas oblicuamente (rec-
tas Ay B en Imagen 3). A continuacion, se presentaron las lineas poligonales abiertas (Ima-
gen 4) y cerradas (Imagen 5) con multiples ejemplos y también contragjemplos para mitigar
las dificultades y posibles errores, tal y como aconsejan Romero y Cafiadas (2015).

Una vez introducidos estos conceptos se procedio a identificar, comparar y clasificar
figuras planas, empezando por los tridngulos (Imagen 6) y siguiendo por los cuadrila-
teros (Imagen 7). La visualizacidén de cuadrados y tridngulos en posiciones no estandar
produjo algunas dificultades en los nifios que se solventaron cambiandose de posicion o
girando el geoplano.

También se presentaron contraejemplos para fortalecer el concepto de triangulo y de cua-
drilatero. En la imagen 8 se muestra un sector circular como contraejemplo de tridngulo y, en
la imagen 9, una figura parecida a un rectangulo con dos de sus lados opuestos semicircula-
res. El geoplano permite realizar los cambios pertinentes para poder formar el poligono co-
rrecto, como se puede observar en las imagenes 10y 11 (Evangelista, Pereira y Souza, 2011).

Para finalizar esta actividad se introdujo a los nifios en la medida, para lo cual se les
indicod que construyeran un rectangulo de unas determinadas dimensiones (Imagen 12).
En la imagen 13 se muestra a un nifio explicando el nimero de cuadraditos unidad que
estan contenidos en otro mas grande.

68 Epsilon, 2018, n° 100, 7-76, ISSN: 2340-714X



Trasladando la geometria de la pintura abstracta al geoplano
Manuel Gémez C., Teresa F. Blanco y Valeria Gonzalez R.

.
3N L
Imagen 2.El maestro repasa conceptos. Imagen 3. Representaciones de relaciones
de rectas.

Imagen 4. Lineas poligonales abiertas. Imagen 5. Lineas poligonales cerradas.

Imagen 6. Triangulos isosceles y escalenos. Imagen 7. Trapecios, cometas, puntas de
flecha y cuadrados.
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Imagen 10. Modificacion por manipulacion Imagen 11. Modificacién por manipulacion
de las gomas de la figura de la imagen 8 de las gomas de la figura de la imagen 9
convirtiéndola en un tridangulo. convirtiéndola en un rectangulo.

Imagen 12. Rectangulo de 5x4. Imagen 13. Contando n° de cuadrados
contenidos en uno de mayor tamafo.
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Actividad 2
Paul Klee y los circulos

Imagen 14. Senecio (1922)

En esta actividad los niflos se inspiraron con la obra Senecio de Paul Klee (Imagen 14).
Esta actividad comenzé de forma muy similar a la anterior. Se procedié a la descripcion
de la obra identificando los elementos geométricos que hay en ella y comentando datos
curiosos del autor. Atendiendo a la variacion de respuestas y comentarios sobre esta, se
realiz6 una puesta en comun de los conceptos geométricos que se reconocen en ella. Se
parti6 del trabajo previo sobre los conceptos de linea curva y poligonal trabajados en la
actividad 1. Una vez reconocido el circulo, la circunferencia y las demas figuras geomé-
tricas que hay en la pintura, los nifios fueron pasando por parejas al geoplano circular y
realizando las figuras geométricas observadas en la pintura. Se introdujeron, en ese mo-
mento, nuevos términos geométricos como radio, didmetro, angulo, cuerda, arco y cir-
cunferencias concéntricas para que empiecen a forma parte de su vocabulario (nivel 0 de
Van Hiele). Las imagenes 15, 16 y 17 presentan algunos de esos conceptos representados
por los nifios en el geoplano. En la imagen 18 se muestra una de las creaciones libres en
las que los nifios tenian que incorporar figuras geométricas vistas en las actividades an-
teriores (fase de integracion del modelo de Van Hiele).

Imagen 15. Didmetro y circunferencias Imagen 16. Circunferencia con dos didmetros.
concéntricas.
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Imagen 17. Construyendo angulos. Imagen 18. Creando un sol.

Actividad 3
Creando arte a partir de Piet
Mondrian

Imagen 19. Aurora

Esta actividad tuvo como meta fomentar en los nifios procesos de reflexion sobre la cons-
truccion de una produccion artistica que relacionasen el arte y la geometria como son la
argumentacion matematica, la expresion verbal y la imaginacion y la creatividad. En la
realizacion de las obras, cada nifio utilizé una técnica que consideré mas adecuada: acri-
lica, ceras, rotuladores, acuarelas o combinacion de ellas. Las Unicas indicaciones fue-
ron que las obras que se realizasen contuvieran formas geométricas de las comentadas
en clase. Alguna de las obras pretendié emular a la original (Imagenes 19 y 20), en cam-
bio otras, como las imagenes 22, 23 y 24, tienen un mayor grado de creatividad al inter-
pretar libremente la obra, aunque siempre manteniendo las premisas marcadas en cuanto
a los conceptos geométricos.

A medida que los nifios fueron acabando sus obras las fotografiaron y las compartie-
ron con los demdas compafieros y familiares subiéndolas a la aplicacion Prezi (Imagen
24). Cada uno explico a sus compaiieros el significado de su obra, las figuras geométri-
cas que en ella aparecen y el porqué del titulo.
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Imagen 20. Eva. Imagen 21. Laura.

Imagen 22. Mateo.

[~ . [ETS ) [ Braces o .
.

Arte con Poligonos. Seguindo a Piet Mondrian.

Tus prezis recientes

Imagen 24. Presentacion en linea con Prezi con las 24 obras abstractas de los
nifos del CEIP Raifia Fabiola.
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Imagen 25. Simetrias. Imagen 26. Mateo navegando.

Para finalizar, los nifios crearon composiciones libres realizando figuras simétricas
de motivos variados (Imagen 25) y otros reprodujeron escenas proximas a la realidad
(Imagen 26).

EVALUACION

El proceso de evaluacion fue dividido en tres momentos: (1) una evaluacion inicial en
la cual se utilizé un “warm-up” para tener nociones de los conocimientos previos de los
nifios; (2) una evaluacion procesual, mediante la observacion directa de los nifios, pres-
tando especial atencion a su implicacion en las actividades y al respeto hacia sus compa-
fieros y material del aula; y (3) una evaluacion sumativa, que se llevo a cabo al finalizar
la ultima actividad con las obras artisticas realizadas y con su descripcion al resto del
aula. También se hizo una encuesta de opinion sobre esta propuesta.

CONCLUSIONES

El clima de interés y relajacion que aporta el entorno del arte y la plastica favorecio la
entrada y asentamiento de conceptos geométricos y ayudoé a los nifios a crear produccio-
nes artisticas calidas y cargadas de emociones. Esta propuesta introdujo a los nifios en
la interpretacion de obras de arte, haciendo juicios de valor, expresando sentimientos, y
promoviendo la formulacion de hipdtesis. Por otra parte, permitio identificar las ideas
previas que tienen sobre distintos conceptos geométricos que se quieren trabajar (lineas
y tipos de lineas, poligonos, clasificacion de poligonos, circulo, circunferencia, angulos)
y asentarlas utilizando el geoplano. Por ltimo, motivé a los nifios hacia la investigacion
de los trazos mas importantes de la vida y obra de estos pintores, centrandose en la rela-
cion con la geometria.

La atencién a la diversidad estuvo presente en todas las actividades con la finali-
dad de adecuar la respuesta educativa a los diferentes ritmos y estilos de aprendizaje,
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motivaciones y situaciones sociales y culturales de todos los nifios. El uso del geoplano fa-
cilitd que pudieran trabajar en el mismo aula realizando actividades adaptadas a cada uno.

La puesta en practica de esta propuesta puso de manifiesto como la teoria bien enten-
dida genera buenas practicas, lo que lleva a una evaluacion positiva del proceso de ense-
flanza-aprendizaje de la propuesta en si.
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Conocimiento de las figuras planas a través
del cuento

Ana Escudero-Dominguez
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Resumen: Este trabajo tiene como finalidad la ensefianza de la geometria plana en un
aula de Educacion Infantil. La intervencion mostrada es parte de un estudio mds am-
plio, recogiendo aqui tres de las sesiones mas importantes. Este trabajo utiliza como eje
motivacional el cuento de Por cuatro esquinitas de nada (Ruillier, 2005) cuyos protago-
nistas nos acompanaran en cada actividad. Ademas, con la idea de captar aun mas la
atencion del alumnado se elaboran una serie de materiales que permiten su manipula-
cion. Todo ello facilita la concentracion y el alcance de un aprendizaje significativo por
parte del alumnado.

Palabras clave: Cuento, Educacion Infantil, Geometria Plana, Intervencion, Materia-
les manipulativos

Knowledge of flat figures through the tale

Abstract: The purpose of this article is teaching flat geometry in a classroom of Early
Childhood Education. The intervention is part of a larger study, recognizing here the
most important sessions where a didactic resource is used as a motivational axis. This
is a tale named Por cuatro esquinitas de nada (Ruillier, 2005) whose protagonists will
accompany us in each activity. In order to motivate and attract the students’ attention,
an interactive panel is created, so that facilitate concentration and the scope of learn-
ing through manipulation.

Keywords: tale, Early Childhood Education, flat geometry, intervention, manipulative
materials
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INTRODUCCION

Segtn algunas asociaciones e investigadores en Didactica de las Matematicas
(e.g. NCTM, 2000; Clements, 2004) afirman que la ensefianza de las matematicas
en Educacién infantil incluye la geometria como un conocimiento significativo. En
este conocimiento tiene relevancia la orientacion espacial y el reconocimiento de las
formas. Esto permite que el alumnado pueda entender mucho mejor el mundo que le
rodea (Orden del 5 de Agosto de 2008). Sin embargo, se le otorga menos importan-
cia que a otros bloques de contenidos, dedicando poco tiempo a su ensefianza (Es-
cudero-Dominguez y Carrillo, 2014) vy, a veces, limitandola a la identificacion de
algunas figuras planas. Este tema nos permite de alguna manera u otra reflexionar
sobre la importancia de dicho contenido y su ensefianza en un aula de Educacion In-
fantil, haciéndonos preguntas como las siguientes: ;Realmente no se considera im-
portante el conocimiento de las figuras planas?, ;Por qué los docentes se conforman
con que el alumnado coloree las figuras segun sus indicaciones? Son tantos los por-
qués a los que no encontramos respuesta, que adecuandonos a la manera de apren-
der que tiene por naturaleza un nifio, hemos elaborado un proyecto sobre las figuras
planas que responda a las necesidades de los estudiantes. El alumnado a estas edades
tiene la necesidad de conocer el mundo que les rodea (Clements, 2004) y no lo hacen
de otra manera que poniendo en practica sus sentidos, de forma que la observacion y
manipulacidon son sus aliados. Para comprender mejor los contenidos en la etapa se
intenta realizar actividades atractivas. Debido a esto, para el aprendizaje de las figu-
ras planas hemos introducido varios aspectos claves que he considerado esenciales
para que se alcance un aprendizaje significativo, tales como: el trabajo por proyec-
tos, el juego, la manipulacion y exploracion, y el cuento como eje motivacional para
el desarrollo del proyecto.

JUSTIFICACION DE LA EXPERIENCIA

Se va a trabajar la ensefianza de la geometria plana que es un saber que aparece en el cu-
rriculum de Educacion Infantil (NCTM, 2000). Al igual que los demas saberes, aparece
de forma globalizada, ya que el curriculo oficial Espaiiol (Orden ECI/3960/2007) apa-
rece estructurado en tres areas: conocimiento de si mismo y autonomia personal, cono-
cimiento del entorno y lenguajes: comunicacion y representacion. Las matematicas se
encuentran explicitamente dentro del conocimiento del entorno, aunque implicitamente
también se hallan en las otras dos areas.

Como modelo de instruccion hemos elegido trabajar por proyectos ya que consti-
tuye un modelo donde se realizan actividades de indagacidn, investigacion y experi-
mentacion (Muiloz y Diaz, 2009), que asigna al alumnado un papel fundamental en
el proceso de ensefianza-aprendizaje, dandole a su vez la responsabilidad de ser crea-
dor de sus conocimientos y asi poder alcanzar un aprendizaje mucho mas significa-
tivo (Sarceda, Seijas, Fernandez y Fouce, 2015). Segtin Bishop (1999), este método en
el area de matematicas supone una serie de ventajas como favorecer que el alumnado
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realice un analisis critico mediante una ensefianza de aspecto individualizador y fo-
mentando el empleo de una variedad de materiales que estimulan el pensamiento ma-
tematico. Ademas de favorecer la conexion con otros aspectos del curriculo escolar
(Escudero-Dominguez y Rodriguez, 2015). Para potenciar esto y hacerlo mucho mas
cercano al alumnado, utilizamos el cuento como eje motivacional durante todo el pro-
yecto, ya que es una herramienta didéctica atractiva (Fernandez, 2010) que puede
trabajar de manera interdisciplinar todas las areas del curriculo de infantil. Desde el
ambito de las matematicas, el cuento puede servir para hacerlas mas cercanas al alum-
nado. Por otro lado, en nuestro proyecto le damos un valor potencial al juego ya que
permite al alumnado poner en practica su imaginacion (Parks y Schmeichel, 2014).
Ademas de esto, somos conscientes de que el aprendizaje en Educacion Infantil se
basa en la estimulacion de los sentidos (Moreno, 2013) por lo que hemos introducido
en nuestro proyecto una serie de materiales que permiten la interaccion y manipula-
cion por parte del alumnado.

METODO

Como objetivo principal nos proponemos el acercamiento de las figuras planas al
alumnado de la etapa de Educacion Infantil a partir de la manipulaciéon y exploracion.
Para ello se ha llevado a cabo el disefio de una serie de actividades en las que se han
abarcado un amplio campo de objetivos y contenidos no s6lo matematicos, sino tam-
bién de habilidades sociales y lingiiisticas. Ademas del disefio, este proyecto se ha
puesto en practica en un aula de 3 afios del CEIP Miguel Hernandez situado en el Po-
ligono San Pablo.

La investigacion que presentamos es de caracter cualitativo y se enmarca en el con-
texto de un estudio de mayor extension (Trabajo Fin de Grado (en adelante TFG)). Ini-
cialmente se dedicaban 9 sesiones, pero debido a la extension de este documento hemos
elegido algunas actividades representativas. La propuesta abarca 3 actividades a través
de las que se ha conseguido vincular el aprendizaje de las figuras planas con el disfrute y
el gusto por lo que se esta realizando. Para ello, se han intercalado diversos materiales y
recursos desde papel y lapiz hasta nuestro propio cuerpo.

La metodologia utilizada para la evaluacion de la adquisicion del aprendizaje ha sido
la observacion. Se han realizado videograbaciones al alumnado que después han sido
transcritas, y a partir de estas se han analizado los didlogos. En estas transcripciones
existe un didlogo entre el docente y el alumno quedando reflejado, para el primero la
letra “P” y para el segundo la letra “A” acompaiiada si requiere de un numero que distin-
gue la intervencion del alumnado.

DISENO DE ACTIVIDADES
La intervencion aqui recogida muestra 3 actividades enfocadas a la ensefianza de va-

rias figuras planas como son el tridangulo, el rectangulo, el rombo, el cuadrado y el cir-
culo. El circulo y el cuadrado han sido las primeras figuras que se han trabajado en el
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Figura la. Panel interactivo.

Figura 1b. Transformaciones. Figura 1c. Cambio.

proyecto ya que son los protagonistas del cuento elegido. A través de éste se ha intro-
ducido al alumnado en este mundo de las figuras planas. A lo largo de las actividades
se trabaja el numero de lados y vértices de distintas figuras. Ademas, en una de ellas
realizaremos una comparacion entre el cuadrado y rectangulo, atendiendo a la longi-
tud de los lados.

El cuento elegido cuenta la historia de un grupo de amigos todos redondos (circu-
los) menos uno, cuadradito (cuadrado). Al sonar el timbre, todos tienen que entrar a
la casa pero la puerta es redonda, y los redonditos entran sin problema, pero (y cua-
dradito? Cuadradito no puede entrar por la puerta y se pone muy triste e intenta hacer
lo posible por entrar (se alarga, se dobla y se pone cabeza abajo), pero no lo consi-
gue. Entonces, los redonditos se ponen a pensar qué hacer para ayudar a cuadradito
y, entre todos, llegan a la conclusion de que hay que cortarle las cuatro esquinitas a
la puerta.

El cuento estd creado para trabajar la inclusidon, pero nosotros vamos a enfatizar
con ¢l la geometria plana. Como hemos descrito anteriormente, creemos importante el
uso de material manipulativo en la etapa, por ello realizamos un panel de elaboraciéon
propia donde hemos representado el cuento (Figura 1). En la Figura la observamos
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Figura 2. Caja para tacto.

como se encuentran todos los nifios fuera de la casa, todos con forma de circulo ex-
cepto uno. En esta primera representacion la puerta de la casa es un circulo. En la Fi-
gura 1b observamos los distintos cambios que realiza cuadradito para intentar pasar
por la puerta y, por tlltimo, en la Figura 1¢ encontramos la solucion para que todos pue-
dan pasar por la puerta.

Como hemos comentado anteriormente este trabajo muestra una sintesis de un tra-
bajo mas extenso (TFG) en el que se disefiaron y se llevaron a cabo distintas actividades
en un aula de Educacion Infantil. Aqui mostramos tres de ellas:

La primera actividad es la lectura del cuento, que la vamos a realizar manipulando
el panel interactivo que hemos creado. En esta el alumnado tiene que ir introduciendo
los redonditos por la puerta (Figura 1a). Cuando cuadradito intenta entrar por la puerta y
vemos que no entra, sacamos otro cuadradito hecho de cartulina que nos permite obser-
var los cambios que éste sufre para poder entrar por la puerta. Para entrar, cuadradito se
alarga (rectangulo), se dobla (triangulo) y se pone boca abajo (rombo) (Figura 1b). Al ver
que no entra, se le pregunta al alumnado sobre la posible solucion del problema y entre
todos llegan a la solucion (Figura 1c).

En la siguiente actividad se trabaja la designacion de las diversas figuras a través del
sentido del tacto. Para ello, utilizamos una caja donde introducimos figuras de los blo-
ques légicos (cuadrados, rectangulos, tridngulos y circulos) y el alumnado, por turnos,
ha de adivinar. Para seguir con el eje motivacional del proyecto decoramos la caja como
se muestra en la Figura 2.

Como ultima actividad se realiza un trivial donde se recoge todo lo aprendido ante-
riormente. Esta actividad esta disefiada para trabajarse en pequefios grupos de 5-6 alum-
nos. Diseflamos para este juego cuatro tipos de cartas: la de color amarillo, que estan
compuestas por imagenes donde el alumnado ha de buscar las figuras que le indique el
docente; las de color verde, donde se le indica la figura que el alumnado ha de dibujar;
las de color azul, donde el alumnado tiene que designar el mensaje y resolverlo; y, por
ultimo, las cartas de color rojo, que son unas adivinanzas sobre las figuras.
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Figura 3a. Tablero. Figura 3b. Cartas Figura 3c. Cartas verdes.
amarillas.

Figura 3d. Cartas rojas. Figura 3e. Cartas azules.

ANALISIS Y RESULTADOS

Pasamos a mostrar los resultados obtenidos en la puesta en practica de esta propuesta
educativa para la ensefianza de las figuras planas en la etapa de Educacion Infantil. Para
enriquecer los datos mostraremos alguna fotografia y/o transcripcion.

Actividad 1. Lectura del cuento

En esta primera actividad el alumnado permaneci6 atento durante toda la lectura del
cuento, mostrando ademas las ganas por interactuar con el panel elaborado, por lo que
constatamos que el uso de material manipulativo en estas edades potencia el trabajo en
el aula (Figura 4a). Cuando nos dispusimos a observar las transformaciones que sufria
cuadradito en su esfuerzo por entrar por la puerta, sentiamos como al alumnado le cos-
taba distinguir a simple vista las cualidades de las distintas figuras planas. La que con
mas facilidad identificaron fue el tridngulo, quedando el rombo como la mas dificil. Tras
observar que con las distintas transformaciones cuadradito sigue sin poder entrar por la
puerta, se le pregunta al alumnado, para, entre todos, poder llegar a la solucion del pro-
blema (Tabla 1).
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Tabla 1. Transcripcion de parte de la actividad 1

P: ";Qué podemos hacer para que cuadradito entre por la puerta?".

Al: "Le cortamos los pelos".

A2: "Hacemos el agujero mas grande".

A3: "Que entre por la chimenea".

A2:"O por la ventana".

A4: "Cambiar la forma como el nifio que es un cuadrado".

P: "Muy bien A4, para que cuadradito entre por la puerta debemos cambiar la forma de la
fuerta" (figura 4b).

Figura 4a. Introducimos a los redonditos. Figura 4b. Puerta cuadrada.

Actividad 2. Caja para el tacto.

Con respecto a la segunda actividad, la fi-
gura mejor detectada por el alumnado a
través del tacto ha sido el circulo. Esto se
debe a que es la tinica que no tiene vér-
tices. La siguiente mejor detectada fue
el cuadrado debido a que es el Gnico que
tiene todos los lados iguales, lo que hace
que sea mas facil de detectar por el tacto
(Figura 5).

Figura 5. Designar figuras.

Actividad 3. Trivial

En la tercera actividad, trivial, nos llamo la atencion que la mayoria del alumnado ha re-
querido contar los puntos del dado para averiguar el numero 6 (Figura 6). Con el resto de
nimeros parece que el alumnado tenia adquirida la subitizacion.

Con respecto a las cartas de colores, la carta amarilla, donde el alumnado tenia que
identificar distintas figuras, ha sido la mas facil para resolver (Figuras 7a 'y 7b).

La carta azu/ ha requerido la ayuda del docente y no para la subitizacion o desig-
nacion del mensaje sino para la resolucion de los problemas aritméticos elementales
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Figura 6.
Conteo.

Figura 7a. Buscando circulos. Figura 7b. Buscando rectangulos.

(aditivos). Mostramos, a continuacion, el ejemplo de una alumna que tiene que reunir 5
triangulos verdes (Tabla 2).

Tabla 2. Fotografia y transcripcion de un ejemplo de carta azul

P: “Cuantos tienes?”.

Al:“6 (los cuenta)”.

P: “;Cuantos necesitas?”.

Al: “5”.

P: “1Y qué podemos hacer? ;Quitar o poner?” (mien-
tras la alumna se dirige a poner uno mas).

Al: “Quitar” (retrocede, quita uno y los cuenta) “Ya
hay 5”.

Con respecto a la carta verde donde se pedia que representaran la figura mostrada, se
observo como a esta edad hay diferentes niveles en el manejo del lapiz. Algunos alum-
nos fueron capaces de realizar correctamente el trazo de la figura, mientras que otros no
lo tenian del todo adquirido (Figuras 8a, 8b y &c).

Y, por ultimo, de las cartas rojas comentar que las adivinanzas han sido resueltas con
éxito entre el alumnado. Con respecto a la solucion de estas, les ha resultado mas facil la
del triangulo (Figura 9) y el circulo.
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Figura 8a. Rectangulo 1. Figura 8b. Rectangulo 2.

Figura 8c.
Rectangulo 3.

Figura 9.
Adivinanza del triangulo.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

La elaboracion de proyectos es un método que acerca los contenidos a un contexto cer-
cano al alumnado (Escudero Dominguez y Rodriguez, 2015). Los alumnos se com-
prometen en la construccion de su propio aprendizaje a través de tareas divertidas y
motivadoras, en las que el juego esta presente (Parks y Schmeichel, 2014; De Gyves,
2018). Atendiendo a los resultados obtenidos se puede concluir que el alumnado ha
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adquirido los conocimientos que se pretendian acerca de las figuras planas. La aporta-
cion clave de esta propuesta ha sido el éxito de utilizar un cuento como el de Por cuatro
esquinitas de nada como un recurso didactico en la enseflanza de matematicas (Fernan-
dez, 2010). En este sentido, podemos afirmar que es el docente el que tiene la capacidad
para crear e innovar y hacer de sus clases un espacio mas divertido y comodo para ense-
fiar. Ligado con lo anterior podemos corroborar que el uso de material manipulativo ha
permitido que el alumno adquiera un papel principal en todo el proceso de aprendizaje
(Moreno, 2013). Ellos han sido quienes han ido creando sus conocimientos y estos se
han ido fortaleciendo gracias a la manipulacién y exploracion con los diversos materia-
les, permitiéndoles comprobar por ellos mismos si son vélidas o no sus hipétesis. Tam-
bién le ha permitido estar mucho mas concentrado en la actividad ya que estos materiales
de elaboracion propia han sido la esencia para captar la atencion del alumnado. Con la
propuesta disefiada el alumnado ha sido capaz de familiarizarse con algunas caracteristi-
cas de las figuras planas, empleando para ello vocabulario geométrico. Ademas de ayu-
darnos en el estudio de distintas figuras planas, este proyecto nos ha servido para trabajar
otros contenidos, entre los que destacar los lingiiisticos y sociales como el respeto hacia
las opiniones de los demas, la diversidad y la inclusion. Lo anterior afirma que este pro-
yecto tiene en cuenta el curriculo oficial Espafiol (Orden ECI/3960/2007) ya que alberca
distintos saberes, de forma globalizada.
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Resumen: Se presenta una propuesta de clase para la enserianza del Teorema de Pitd-
goras en su version general a través de materiales manipulativos y el uso de una balanza
para comparar dareas de figuras planas. También se realiza una representacion previa
del Teorema del Coseno, sin el uso de razones trigonométricas, a través de una balanza
de brazos graduados.
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INTRODUCCION

El Teorema de Pitdgoras es uno de los resultados de geometria plana mas conoci-
dos y mas demostrados, con alrededor de 400 demostraciones conocidas (Maor, 2007).
Aunque existen muchas formas de representarlo, la mas utilizada es la forma algebraica
a?+b=ck

El Real Decreto 1105/2014 de contenidos de Educacion Secundaria Obligatoria es-
tablece, dentro de los contenidos minimos en 1° de Educacion Secundaria Obligatoria
dentro del territorio espafol, la ensefianza del Teorema de Pitagoras, con su justifica-
cidén geométrica. Asimismo, dentro de los contenidos del bloque transversal “Procesos,
métodos y actitudes en Matematicas” se incluye el “Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos”.

Como sefiala Galo-Sanchez (2018), en muchas ocasiones un problema clésico casi
siempre se expone de manera parcial a través de ejemplos particulares que no detallan la
totalidad de las posibilidades de demostracion o de visualizacion desde perspectivas di-
ferentes. Sin embargo, entre el profesorado es un tema recurrente en cuanto a propuestas
de ensefianza tanto a nivel de congresos como de revistas dirigidas a los docentes tanto
de primaria como de secundaria (Troyano y Flores, 2016; Gutiérrez-Rubio, 2017).

En esta propuesta mostramos el uso de un recurso didactico como es el de la balanza
para la introduccion geométrica del Teorema de Pitagoras. El uso de las balanza como
forma de representacion de igualdades se ha planteado por varios autores como recurso
didactico para la ensefianza de ecuaciones (Rojano, 2010) o para el calculo de propor-
ciones de compuestos (Altés & Real, 1995), entre muchos otros. Como afirman otros
autores el uso de materiales didacticos en la clase de matematicas crea un ambiente fa-
vorable no solo para la comprension de los conceptos sino también para inculcar en los
alumnos actitudes positivas y de empatia hacia las matematicas (Maz-Machado y Jimé-
nez-Fanjul, 2012).

CONCEPTOS PREVIOS

Esta propuesta se plantea para alumnos de 1°ESO, donde se plantea por primera vez
dicho Teorema. Lo introduciremos como un caso particular de un resultado mas general
que establece que el angulo que forman los lados a, b es agudo (resp. obtuso) si a® + b> >
c?, (resp <). El caso intermedio donde se da la igualdad es el caso intermedio entre agudo
y obtuso que corresponde a un angulo recto.

El material que utilizaremos consistird en una balanza que utilizaremos para compa-
rar pesos. En principio no es necesario ningtin tipo de balanza especial, aunque para la
ultima actividad serd necesario una balanza de brazos graduados, similar a la represen-
tada en la Figura 1:

Recortaremos cuadrados de varios tamafios de colores rojo (que formaran los lados
a,b) y azul (que formaran el lado ¢), que pueden ser de madera o de un cartdn lo bastante
grueso para que su peso sea significativo. Para obtener una casuistica suficiente hemos
elegidos cuadrados de lados (en centimetros) 6, 9, 9,12 en color rojo y 10, 11.65, 12.72,
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Figura 1. Balanza con brazos graduados

14, 15, 16, 20 en color azul. Cada rectangulo estara atravesado por un cordel de masa
despreciable, para poder colgarlo del brazo de la balanza a la distancia que se quiera.
También haremos uso de dos rectangulos de dimensiones 9x12 como introduccion al
Teorema del Coseno.

Utilizaremos un papel en blanco donde tenemos impreso un transportador de angu-
los, a modo de tapete para realizar las construcciones de los diferentes triangulos en la
actividad.

DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES

Las actividades se desarrollardn en una unica sesién que pasamos a describir a
continuacion:

Primera sesion:

Explicaremos a los alumnos que usando los lados de 3 cuadrados vamos a cons-
truir un triangulo. Para ello elegiremos dos cuadrados, colocando ambos con un vértice
comun en el centro del transportador de angulos y uno de ellos alineado con el 0, como
se muestra en la Figura 2.

Posteriormente se cogera un tercer cuadrado y se formara un triangulo, procurando
que los cuadrados colocados con anterioridad sigan teniendo su vértice comun en el cen-
tro del transportador, como se ve en la Figura 3.

Preguntaremos qué angulo forman los dos cuadrados rojos, no solo la medicion sino
que haremos énfasis en si es agudo, recto u obtuso. A continuaciéon pediremos a los
alumnos que comparen los pesos de los dos cuadrados rojos con los del cuadrado azul,
colgandolos de la balanza a igual distancia del centro ;cudl pesa mas? Si efectuan la pe-
sada correctamente y el angulo resultante era agudo, los dos cuadrados rojos pesaran
mas que el azul, mientras que si el angulo es obtuso los cuadrados rojos pesaran menos
que el azul.
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Figura 2.
Colocacion de los dos primeros
rectangulos.

Figura 3:
Formacion del
triangulo

Repetiremos este experimento varias veces (evitaremos el caso del angulo recto por
ahora), rellenando la tabla de la pagina siguiente.

Pediremos ahora que formen el tridngulo con los rojos de longitudes 6 cmy 9 cm y el
azul de longitud 10cm y deberan responder, sin realizar la pesada, qué creen que pesara
mas, si las dos piezas rojas juntas o la azul. Llegados a este punto deberian de haber des-
cubierto que los angulos obtusos corresponden a piezas azules “muy grandes” que son
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Lados de los rojos Lado del azul Angulo que forman JPesan mas los
los rojos (aprox) rojos o el azul?
9y 12 11 61° LOS ROJOS
9y 12 14 82° LOS ROJOS
9y 12 16 98° EL AZUL
9y 12 20 145° EL AZUL
6y9 11.65 100° EL AZUL

mas pesadas que las rojas, mientras que los agudos corresponden al caso contrario. Plan-
teamos entonces el caso intermedio ¢y qué ocurre cuando la pieza azul pesa exactamente
lo mismo que las dos piezas rojas juntas? Es decir, si la pieza azul ni es mas pesada ni
menos pesada que las dos rojas juntas, el &ngulo que forman ni sera obtuso ni sera agudo.
Por exclusion, deberian deducir que el angulo que forman ha de ser recto.

Llegados a este punto, estamos en condiciones de cambiar de la representacion
geométrica a la algebraica, pero antes tomaremos un paso intermedio, utilizando la re-
presentacion numérica. Centrandonos en un trio de figuras que equilibren la balanza (por
ejemplo, los cuadrados de lados 9 cm, 12 cm y 15 cm), pediremos que, utilizando una
regla, calculen sus areas, obteniendo 81 cm?, 144 cm? y 225 cm? respectivamente. Pre-
guntamos si, dado que la balanza estaba equilibrada con esas piezas, la suma de las areas
de los cuadrados rojos ha de ser igual a la del cuadrado azul. Si la clase no tiene dudas al
respecto, escribimos dicha igualdad en la pizarra:

81 + 144 =225

Para hallar una ley general que nos sirva, aclaramos, debemos aclarar de donde pro-
ceden estos numeros. 81 era el area de uno de los cuadrados rojos, que hemos calculado
haciendo 9 x 9 = 92, De igual modo con los otros nimeros:

92+122=15?

Observamos que son los lados del tridngulo rectangulo para poder hacer la relacion.
Entonces, dibujando un triangulo rectangulo de lados a, b y ¢, podemos generalizar el re-
sultado anterior al Teorema de Pitagoras en su forma mas conocida:

a’+ b><c*(resp. a®> + b*>>c?)

Tenemos que hacer notar que el angulo recto ha de ser el que forman los lados de
los dos cuadrados rojos. Dichos lados rojos los denominamos catetos y el lado azul
hipotenusa.

Podemos preguntar como quedaria la ecuacion si el &ngulo que forman los lados rojos
fuera obtuso (resp. agudo):
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N9

Figura 4: Figuras alternativas al cuadrado (Fuente: Elaboracion propia).

Figura 5. Iustracion del Teorema de
Pitagoras con monigotes.

Podemos generalizar este resultado con figuras que no sean cuadradas, como penta-
gonos o cualquier contorno que tenga una base recta bien delimitada para hacer las veces
de lado del tridangulo. En la figura 4 se muestran algunos ejemplos:

En rojo se han marcado los puntos de referencia para crear los lados de los triangu-
los. Puede ser sorprendente para los alumnos comprobar que la balanza se equilibra con
formas cualesquiera sin mas que comprobar que se puede construir un tridngulo rectan-
gulo con sus bases (figura 5).

Para enriquecer mas el uso de la balanza en la sesion, se puede terminar introduciendo
un avance de el Teorema del Coseno, sin necesidad de introducir razones trigonométricas
propiamente dichas, de la siguiente manera: Partimos de la siguiente construccion de los
cuadrados de tamafios 6 y 9 (marcados en rojo) (figura 6):

94 Epsilon, 2018, n° 100, 7-97, ISSN: 2340-714X



Introduccion del Teorema de Pitagoras y del Teorema del Coseno mediante el uso de balanzas
David Gutiérrez-Rubio, Carmen Ledn-Mantero, M. Jos¢ Madrid-Martin y M. Teresa Sanchez-Compaia

En verde 6 x 9 estan representados
los dos rectangulos necesarios para
completar el cuadrado. A continua-
cion, pediremos a la clase que realicen
un triangulo con los lados rojos 6 y 9
y un lado azul cualquiera, por ejemplo

14. En este caso, el angulo que forman
los lados rojos es de 137° aproximada-
mente. A estas alturas ya es obvio para
la clase que la pieza azul pesara mas
que las dos rojas juntas, lo que compro-
bamos con la balanza. Ahora retamos a
un alumno a que cuelgue los dos rectan-
gulos verdes juntos en algun lugar de la
balanza de forma que esta quede equi-

librada, pero que solo dispone de un Figura 6. Cuadrados de lados 6 y 9 con
intento, como se muestra de manera es- rectangulos 6x9.
quematica en la figura 7.

Después de pensar y colocar las piezas, lo mas probable es que no consiga su ob-
jetivo. Decimos entonces que nosotros, con un simple calculo a partir del angulo que
forman las piezas rojas, podemos colocar las piezas verdes de manera exacta para que
quede la balanza equilibrada. Para ello, solo tenemos que calcular el coseno del angulo
que formaron las piezas rojas al construir el triangulo (en este caso cos(137°) =-0,73 ).
Si nuestra balanza esta graduada de 0 a 10 (como en la Figura 7), y hemos colgado las
piezas rojas y azul a 10 unidades del centro, colocaremos las piezas verdes a una distan-
cia de —7,3 unidades (en este caso el valor negativo indica que las colgamos del brazo
de las piezas rojas), consiguiendo que la balanza esté equilibrada, como se muestra en
la Figura 8.

Podemos repetir esta accion varias veces para convencerles de que no es pura suerte,
sino que la matematica nos permite saber de antemano muchas cosas sin necesidad de
probar por el método de ensayo y error. Por tltimo les diremos que hemos utilizado una
funcion que existe en las calculadoras cientificas como las que ellos tienen llamada co-
seno, que se calcula a partir del angulo que forman las piezas rojas al construir el trian-
gulo con la azul, y que veran en cursos posteriores.

CONCLUSIONES

Hemos presentado una propuesta que va en linea con el planteamiento de Iglesias (2017)
respecto a que la geometria hay que verla, construirla, tocarla y manipularla. El uso de
balanzas y de la correspondencia area-peso a igual densidad/grosor como en el caso de
planchas de madera o de carton, nos permite utilizar un modelo fisico para el trabajo con
areas, permitiendo su comparacion con materiales manipulativos, y permitiendo al alum-
nado una introduccion intuitiva al Teorema de Pitdgoras siguiendo el orden deseable de
menos abstracto a mas abstracto. Por su parte, el estudio de los casos de angulo obtuso y
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Figura 7. Teorema del Coseno representado como un problema de balanza.

Figura 8: Solucién con la balanza del Teorema del Coseno.

agudo permite el uso del pensamiento deductivo para concluir el Teorema de Pitagoras
como un caso frontera entre ambos.
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INTRODUCCION

Matematicas: ;donde comenzé todo?

Como anuncidbamos en el numero
anterior, este sub-apartado lo vamos
a dedicar a algunas ideas sobre lo
que significé el pitagorismo.

Pitagoras es de todos los filo-
sofos de la alta antigiiedad el mas
conocido y, por asi decirlo, sigue
siendo el mas popular. Sabemos, sin
embargo, muy poco de sus doctri-
nas: no tenemos trabajo de él, sino
solo algunos fragmentos de uno de
sus discipulos llamado Filolao de
Crotona (449 a.C-350 a.C).

Incluso es imposible, para no-
sotros, distinguir la enseflanza del
maestro de las teorias de los disci-
pulos. Solo podemos hablar de pi-
tagorismo, sin pretender saber lo
que pensaba Pitagoras. Ademas, la
mayor parte de la informacion que se
ha mantenido, dispersa en una gran
cantidad de libros, merece poca con-
fianza. Pitagoras pronto se convirtid

”,
P

2

Y
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Figura 1. (Xilografia del medioevo que muestra a
Piatagoras y Filolao con instrumentos musicales)
https://es.wikipedia.org/wiki/Filolao.
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en una figura legendaria: ha funcionado muy mucho la fantasia de los poetas y escrito-
res. Nada es mas dificil que desentrafiar, entre tantas historias fabulosas o contradicto-
rias, la parte de verdad que contienen.

Hay que distinguir dos aspectos en el pitagorismo: uno filoso6fico como la explicacion
del universo y otro la doctrina moral.

La filosofia pitagdrica se resume en: todo lo que existe es un numero. La esencia y el
principio de las cosas es el nimero. Para comprender el significado de esta expresion, apa-
rentemente extrafia, debe recordarse que los pitagoricos estaban bien versados en el estu-
dio de las matematicas. También demostrd por primera vez el conocido teorema sobre el
cuadrado de la hipotenusa, y su alegria fue tan grande después de este descubrimiento que
ofrecio un sacrificio solemne a Japiter. Consecuentemente hay que suponer que muchos
matematicos bien entrenados han estado dispuestos a ver los nimeros en todas partes.

Se dice que Pitagoras, un dia en una fragua, notd que los martillos, al caer sobre los
yunques, hacian diferentes sonidos, y que estos sonidos variaban segtn el tamaio de los
martillos. Cualquiera que sea el valor que se le dé a esta historia, cuya autenticidad se ha
discutido, al menos es probable que demuestre que las observaciones atentas y juicio-
sas llevaron a Pitagoras a una concepcion del mundo al principio muy extrafia. También
habia observado que los sonidos de la lira son proporcionales a la longitud de las cuerdas
y, en consecuencia, que una rigurosa ley matematica regula la produccion de sonidos. Al
generalizar esta idea, Pitdgoras concluye que todo en el mundo fisico obedece a las leyes
del niimero, (verdad confirmada por la ciencia moderna).

Sus discipulos abusaron de esta formula ya excesiva, y terminaron en extravagancias
reales, como decir que la justicia es el numero cuatro, o que el matrimonio es el nimero
cinco. Pitagoras no es responsable de estas locuras. Al margen de las aplicaciones ilegi-
timas que se hicieron, su idea basica era correcta: vision de genio.

Todos los pitagoéricos no cayeron en estos excesos, y su buena fortuna deseaba que
algunos, por una especie de casualidad, sin duda, o de adivinacion, y sin poder justificar
sus afirmaciones por razones solidas, debieran ser conducidos a las concepciones. Muy
extraordinario por el tiempo que vivieron. Asi declararon que debe haber antipodas, y
se dice que cuando Cristobal Colon emprendio6 su viaje, estaba en la fe de una tradi-
cion pitagorica y habian adivinado el movimiento de la tierra. Copérnico declard ex-
presamente que cuando descubrio el verdadero sistema del mundo y demostré que es la
Tierra quién se mueve alrededor del Sol, se inspir6 en la idea ya expresada por los pita-
goricos: una verdad.

Referente a su doctrina moral mas que a sus teorias filosoficas es cuando Pitagoras al-
canza mayor ¢€xito, y por tanto la fama. En esto, los historiadores no se ponen de acuerdo:
entre su filosofia y su moralidad, es dificil percibir cualquier conexion. Algunos historia-
dores creen que son bastante independientes entre si. Como ha demostrado el historiador
aleman A. Schwegler, es probable que Pitagoras, que pertenecia a la raza doriana, no-
table entre todas las razas griegas por su austera moral y sus rigidas virtudes (los espar-
tanos eran dorios), se uniera en un cuerpo de doctrina, y formulado de una manera mas
precisa, las ideas que habia conocido desde la infancia, y que eran familiares para todos
sus compatriotas.

Pitagoras habia fundado un Instituto, una especie de orden, un monasterio, donde
¢l y sus discipulos, entre los cuales se encontraban algunas mujeres, vivian bajo leyes
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comunes de gran severidad. “...El reclutamiento de los miembros de la orden”, dice M.
Chaignet, “se realizo con mucho cuidado. Pitagoras estudio severamente la vocacion de
los jovenes que se le presentaban, antes de admitirlos en las primeras iniciaciones de
esta nueva vida, procuro leer en sus rostros, adivinar en su modo de andar, en sus acti-
tudes, en todos los habitos de su persona, las inclinaciones de sus almas, el verdadero
trasfondo de su cardcter, las aptitudes propias de su espiritu....”. Incluso después de
estas pruebas, solo unos pocos fueron introducidos en la doctrina del Maestro que entre
todos los miembros de la hermandad la propiedad era comun y que debian restringirse al
silencio, abstenerse de comer carne y frijoles, pero estos detalles se cree que no son ver-
dad, sobre todo la ultima afirmacion. Lo que es incontestable es que Pitagoras se habia
fijado una meta moral y religiosa.

Afirma el historiador Ed. Zeller, “...Queria fundar una escuela de piedad, buena
moral, templanza, valor, orden, obediencia a la ley, fidelidad en la amistad...De manera
general, deseaba hacer flovecer en su escuela todas las virtudes que formaban al hombre
honesto segun las ideas griegas, y particularmente de acuerdo con las ideas y virtudes
que también se recomiendan preferiblemente en las oraciones mas o menos auténticas
atribuidas a Pitagoras. “

Es a este caracter moral y religioso al que se debe que las teorias pitagdricas estan
relacionadas con la transmigracion de las almas, o la metempsicosis. Los cuerpos son
como prisiones en las que la divinidad ha encerrado a las almas para castigarlas. Sepa-
rado del cuerpo, el alma, cuando ha merecido una recompensa en virtud de sus virtu-
des anteriores, conduce a un mundo superior, a una vida incorpdrea. Si ha sido culpable,
debe ser castigada e incluso condenada a hacer nuevas peregrinaciones a través de cuer-
pos de hombres o animales.

La asociacion pitagorica tenia un caracter politico muy marcado. La forma mas im-
portante de gobierno entre los dorios era el gobierno aristocratico. Los pitagdricos en
todas partes ejercieron su influencia, que parece haber sido considerable, al servicio del
partido aristocratico, y lucharon con todas sus
fuerzas por la democracia en las ciudades de
la Gran Grecia: eran especialmente maestros
en Crotona donde Pitdgoras pasé los tltimos
afios de su vida.

En una escuela que tenia tanta preocupa-
cion por las cosas morales y el sentido de orga-
nizacion politica, es imposible que las teorias
educativas no ocupen un lugar grande. El tes-
timonio preciso nos dice que Pitdgoras habia
escrito un tratado sobre educacion; pero, por
otro lado, hay razones suficientes para creer
que Pitagoras no habia escrito nada. En cual-
quier caso, uno de sus seguidores, Archytas
de Tarentum (428 a.C.-350 a.C), habia publi-
cado un tratado sobre educacion moral.

En cierto sentido, se puede decir que todo www-groups.des.st-and.ac.uk/history/
pitagorismo, previsto en su doctrina moral, Biographies/Archytas.html.
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era pura pedagogia. Hemos visto ut-su-

pra con qué exquisitez y cuidado Pitago-

ras elegia a sus discipulos, las pruebas a

las que los sometia, las iniciaciones suce-

sivas después de las cuales los clasificaba
en varias categorias, por lo que podemos
arriesgarnos a afirmar que podia conside-
rarse como parte de la educacion integral
del individuo. Desafortunadamente, sobre
los detalles de esta educacion, tenemos
muy poca informacion. Solo sabemos que
los pitagéricos atribuian gran importancia
a la gimnasia y la musica: era necesario
establecer entre el cuerpo y el alma una
armonia lo mas perfecta posible. Sobre
todo, prescribieron a los jovenes:
La piedad hacia los dioses y la obe-
diencia a las leyes del pais que, segun
dijeron, no deberian modificarse a la
ligera para imitar a las de otros paises.

* No hay mal mayor que la falta de leyes, sin autoridad, los hombres no pueden
subsistir.

e Los jovenes debian ser educados para el estado, el respeto a los ancianos, la fide-
lidad a sus amigos, la moderacion en todo, estas eran las principales virtudes a las
que se ejercitaban.

e “..No esnecesario”, dijo Pitagoras, “expulsar el placer de la vida, pero es necesa-
rio ahuyentar los placeres vulgares, y admitir solo el placer que viene después de
lo que es justo y hermoso...”.

Figura 3. Platon. http://www.philosophica.info/
voces/platon/Platon.html

Hay motivos para creer que Platon, quien en su obra la Republica y en las Leyes ha
entendido bien la importancia de la educacion y ha desarrollado teorias, de manera tan
favorable sobre este tema que se ha inspirado repetidamente en Pitdgoras.

Al final de su vida, precisamente cuando estaba escribiendo la Republica, Platon es-
taba cada vez mas dispuesto a acercarse a Pitdgoras y apropiarse de sus principales doc-
trinas. En la Republica, por ejemplo, cuando explica como instruir a los jovenes, hace
una referencia directa a los pitagoricos. Para él, como para Pitdgoras, como se ha indi-
cado, la gimnasia y la musica son los medios principales de educacion, al menos lo que
debe darse a todos los ciudadanos. Uno puede considerar, sin temor a equivocarse, la pe-
dagogia de Platon como el desarrollo de la de Pitagoras: es a través de Platon que perci-
bimos con mayor claridad las teorias pitagoricas sobre la educacion.
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SAPERE AUDE, GEOMETRIA
1. Ejercicios de aqui y alld (solucion a la Propuesta del namero anterior 99)

En el nimero 99 proponia dos ejercicios: a) en el primero, los conceptos de modeliza-
cioén y optimizacion se conjugan para obtener la forma y las dimensiones de un canal.
Se trata de un interesante ejercicio (propuesto por M.F Guissarda en Losanges, n°40,
pags. 34-39) de modelizacion facilmente adaptable a diferentes niveles de ensefianza
que en los que se puede desarrollar diferentes variantes y que me permito presentar
solo aplicado a un canal de seccion y longitud fija. Y b) un segundo, conocido como el
teorema de Napoleon. La leyenda atribuye este teorema al emperador Napoledén Bo-
naparte. El matematico italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) le habria dicho:
“General, esperabamos todo de usted, excepto las lecciones de Geometria”. Quizas
este no sea el unico hecho de las armas matematicas de Napoledn. También se le atri-
buye una construccion que permite determinar con la ayuda de la unica brajula el cen-
tro de un circulo dado

Propuesta 1: dos joyitas geométricas

JOYITA a)

a) Construir una seccion de un canal
de capacidad mdxima que se
puede obtener, en planta, a partir
de una hoja de zinc rectangular
de 21cm de ancho paralelamente
a su longitud.

NOTA: Se puede utilizar una hoja
DIN-A4 para comprender la mul-
titud de pliegues posibles.

293
cm

SOLUCION

Paso 1

Para trabajar, consideremos una hoja 21

DIN-A4 e indicar a los alumnos la va- cm

riedad de pliegues posibles que podemos

hacer. Una cierta habilidad, en la mani- Figura 4. Canal.

pulacion, nos puede ayudar a tomar con-
ciencia de las diferentes variables que entran en juego, y que las diferentes partes del
canal (de la misma longitud) no tiene la misma capacidad.
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Con esta fase de iniciacion del ejercicio las cuestiones de optimizacion se pueden pre-
sentar de varias maneras.

Si preguntamos: ;Cudl es el canal de capacidad maxima que se puede obtener ple-
gando una plancha de zinc de 21 cm. de ancho paralelamente a su longitud?

Con estas condiciones y restricciones, el problema no es accesible para el nivel de se-
cundaria. Por lo tanto, hay que insistir al alumno que debe tomar conciencia de que hay
que afiadir algunas condiciones de restriccion suplementaria. Otra dificultad afiadida es
comprender que, para construir un canal de capacidad maxima, es necesario maximizar
el area de la seccion perpendicular a la longitud del canal.

De todos los casos particulares, con grados de dificultad creciente:

e Canal con seccion rectangular de longitud fijada.

e (Canal con seccion rectangular de longitud indeterminada L.

e Canal con seccion trapezoidal (dividido en tres partes iguales)

e Canal con seccion trapezoidal y pliegue simétrico.

voy a presentar el primero de la siguiente manera:

Plegando en dangulo recto, paralelamente a longitud, los dos bordes de una tira de
zinc de 21 cm de largo, se forma un canal. Determinar las alturas de los bordes para que
la capacidad del canal sea maxima.

Paso 2

En primer lugar, iniciemos el proceso con una seccion del canal de, por ejemplo, cuatro
metros de largo.

Hay que partir de la suposicion que el fondo del canal es horizontal. En este contexto,
los alumnos son inmediatamente persuadidos que las alturas de los dos bordes, que no-
tamos h,; y hy, sobre la figura adjunta, deben ser iguales.

En efecto, en caso contrario, el agua saldria desbordada inmediatamente por nivel
que tuviese el borde menos alto.

hp1

Figura 5. Simetria del pliegue (I).
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En este caso, tendremos zinc que no se utiliza del otro lado. Si dividimos en dos par-
tes la parte que excede para ponerla en el otro lado, se aumentaria la capacidad del canal.
De esta observacion, se deduce que los dos bordes deben ser de la misma altura, deno-
temosla por h.

La capacidad del canal se calcula entonces por la formula del volumen de un parale-
lepipedo rectangulo

V=B.h

La altura a determinar, h, serd entonces la variable. Expresamos entonces las dimen-
siones de la base en funcidn de esta variable.
La base sera de ancho b=21-2h y de longitud L=400 cm.

Paso 3
Tendremos el volumen V expresado por la funcion
V(h)=400(21-2h) h=400(21h-2h?)
Ordenando la expresion, obtenemos el volumen
V(h)=400(-2h*+21h)

En funcion de la variable h, y tendremos que buscar de que valor se trata de & para
que el volumen sea maximo.

Notemos que los estudiantes que primero comprendieron que es la seccion la que de-
termina la capacidad no pasaran por este paso, lo cual es indispensable para los demas.

El volumen V es una funcion de segundo grado en A

V(h)=400(-2h*+21h) = -800h’ + 8400

Su grafica es una parabola donde la concavidad es hacia abajo. Los alumnos pueden
representarlas, eventualmente con cualquier programa por ordenador y remarcar que el
valor méximo del volumen V(h) se encuentra en el punto cumbre de la parabola.

Es también la ocasion de investigar la parte de la grafica que corresponde al problema
de interpretar los valores limites A=0 y h=10.5. El resto se comprende que es la abscisa
del punto cumbre que proporciona el valor de & que realiza en ordenada el valor maximo
de V(h).

La respuesta a esta cuestion propuesta es entonces un canal que tiene de largo en la
base 10,5 cm y los dos bordes verticales mediran 5,25cm (figura 6).
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Nota:

a)

b)

106

5,25 cm

b=7cm

Figura 7. Seccion trapezoidal.

A partir de aqui es interesante proponer a los alumnos que se reemplace los 400

cm por un canal de longitud genérica L para un canal de seccidon rectangular. ;Qué

pasara con la solucién? Puede servir como ejercicio de entrada para el concepto

de derivada.

Se puede también estudiar el canal de seccion trapezoidal con base b dada ple-

gando dos veces (figura 7) plegando dos veces una plancha de zinc de 21 cm de

ancho paralelamente a su longitud de manera simétrica con la se puede obtener un

canal. ;Cuadl es el canal de capacidad maxima? En este caso la figura anterior ilus-

tra la situacion y pone en evidencia tres variables posibles, dos funciones irracio-

nales y una trigonométrica:

o h, altura de la seccion trapezoidal isdsceles.

o X, lalongitud de la proyeccion de la pared oblicua del canal sobre la direccion
horizontal.

o @, el angulo agudo formado por la horizontal y el borde del canal.
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¢) Y finalmente, también, plegando dos veces una plancha de zinc de 21 cm, para-
lelamente a su longitud, de manera simétrica (pero no necesariamente la tercera
parte de su longitud) se puede presentar asi la base asi: b=21-2y en funcion de los
bordes del canal que notaremos por y.

Con todo ello tenemos la posibilidad de dar a los alumnos una perspectiva hacia cues-
tiones y conceptos matematicos mas avanzados que deben ser introducidos en funcion
del nivel que se esté ensefiando.

JOYITA b)
X
C
Y-
NN S
N
Z
Figura 8. Emperador Napoleon Figura 9. Teorema de Napoleon.

Bonaparte.

b) Sea un triangulo cualquiera ABC. Si se construyen tres triangulos equildteros a
partir de sus lados, entonces los centros de los triangulos equildteros es también
un triangulo equildtero. (Teorema de Napoleon).

Notas

a) Un teorema andlogo es cuando los triangulos equilateros se construyen en el in-
terior de los lados de un triangulo y el denominado triangulo interior de Napo-
leon también es equilatero.

b) Es sorprendente como la diferencia entre las dreas de los triangulos de Napoleon,
exterior e interior, es igual al area del triangulo original
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SOLUCION
Paso 1

Veamos la demostracion dese el punto de vista de la geometria clésica tan olvidada en
los curriculos actuales.

Los triangulos MCL y ACX son semejantes con una razon de semejanza igual a , fa-
cilmente comprobable. En efecto:

En el tridngulo CYA
]
2
Camt- M= (203 M =2 =233 23,
3 3 2 3
De aqui
CcA_ 13 W3
M V3, B33
3
Analogamente

= _/3
CL
Y los angulos MCL y ACX son iguales.

Paso 2

En lenguaje mas moderno: por semejanza directa (resultado de la composicion de una
homotecia y de una rotacion ) de centro C, angulo £30 grados y razén los puntos My L
se convierten en los puntos Ay X.
De aqui inferimos que la longitud del segmento AX es igual a veces la longitud de ML.
Analogamente, razonando con los tridangulos NBL y ABX se demuestra que la longi-
tud de AX es también igual a veces las de NL. Asi ML y NL tienen la misma longitud.
Se demuestra de igual forma —en comparacion con BY— que LM y NM tienen la
misma longitud.
En conclusion: NL = ML = NM y el triangulo es equilatero, csqd.
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Nota

Para un nivel superior se recomienda al alumno que podemos trabajar utilizando los
27

numeros complejos, partiendo de la expresion j = e 3 y de las notaciones de la figura
y partir del plano complejo con referencia ortonormal.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del numero anterior 99)

Los apilamientos infinitos de radicales

\/ao +bo\/a1 +b1\/a2 +b,

y la descomposicion de un niimero en el producto de niimeros primos serd la base de las
dos propuestas que presentamos en este nimero.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

JOYITA a) Probar que

\/1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/ﬁ.... =3

SOLUCION
Paso 1

Existen raices continuas, sucesion de radicales embebidos, para representar cualquier
nimero entero.

La estrategia o técnica consiste en encontrar una funcion que pueda introducirse en
el radicando: una raiz continua que se contenga a si misma.

Sea la funcion:
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Paso 2
Debemos hacer notar que la funcion se encuentra en segundo rango multiplicada por x:
f()=Jl+x.f(x+1)
De aqui se tiene que elevando al cuadrado
[f(OF =1+x.f(x+1)
Si es una funcion lineal, reemplazando en la expresion anterior se tiene
(ax+b)* =1+ x[a(x+1)+b]

a’x* +2axb+b* =1+ax’ +(a+b)x
Paso 3

Para la constante b =1

a’x’ +2ax+1=1+ax’ +(a+1)x = a’x’ +2ax =ax’ +ax +x
(@ —a)x’ +ax—x=0=(a’ —a)x’ +(a—1)x=0

(> —a)x+a—-1=0

La anterior ecuacion se satisface para a=1 y se tiene que
f(x)=x+1
O en el caso numérico que nos interesa
x=2= f(x=2)=2+1=3

Con lo que llegamos a demostrar que

\/1+3\/l+4\/1+5\/1+6\/ﬁ.... =4

Nota

a) Se ha visto que con x = 2, la raiz continua converge hacia 3 Analogamente con
x =3, tendremos que sera 4,

\/1+3\/l+4\/1+5\/1+6\/ﬁ.... =4

y asi sucesivamente.
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b) Podemos invitar al alumno que trabaje la técnica citada ut-supra y compruebe que
[ 1++/5
\/“3\/“4 RN N ! es el niimero de oro ¢ =Tf =1,618033 solucién de

la ecuacion

x2-x-1=0

JOYITA b)
Demostrar que un entero natural n que es al mismo tiempo el cuadrado n=p? y el cubo
n=¢’ también n es el cuadrado de un cubo.

Generalizando: Si a, b, n, m son enteros naturales con nA m =1y a"* = b™. Demos-
trar que existe un numero entero c tal que a =c"y b = c".

SOLUCION

A modo de indicacion descompongamos @ y b en factores primos e identificar las poten-
cias de los exponentes y después utilizar el teorema de Gauss.

Paso 1

Vamos a contextualizar con detalles que es lo que nos estan pidiendo en el ejercicio.
Sea n un numero entero que es a la vez un cuadrado y un cubo,

n=p?
n=¢3

Y lo que se quiere probar es que existe un entero ¢ tal que

n=(c’)’=c.

Paso 2

Descompongamos n, p y ¢ en producto de factores primos

— % % O ap
n=a; a, a; ... (1[]
— B P By By
p=al'alal’ ... a,
— N g2 473 7p
g=al'alal.... a,

Epsilon, 2018, n° 100, 7-124, ISSN: 2340-714X 111



RINCON “SAPERE AUDE” ... resolviendo problemas?
Sixto Romero

Por unicidad de la descomposicion en factores primos puesto que n=p?, se tiene que

c=plprpl..... r,

Vie[l,2,....p]y puesto que n=¢’°, se tiene que Viell,2,....p]
b=alala? ... ay

Tenemos asi que cada o; es multiplo de 2 y de 3, por lo tanto de 6, y o, = 6¢
Podemos, por ello, escribir que
c=atata®....a"

Y se tiene que c®=n.

Paso 3: Generalicemos

Descompongamos a et b en producto de factores primos

— g% 4% 4% p
a=alaya;’ ... a,
—_ 1 ﬁZ 3 ﬂp
b=al"a*a; ....... a,

La igualdad a"=b" se traduce por na=mf}; para todo j=1,2,...p.

Se tiene entonces que m divide a na; y puesto que nA m=I, se tiene que m divide tam-
bién a a;. Escribamos, pues, que a=my;.

Por ello, encontramos que nmy=mf;. Sea flj=ny; Asinos queda que

c=plprpl..... P,

otambiéna=c"y b = c"

SAPERE AUDE: RESOLUCION DE EJERCICIOS APORTADAS POR LOS
LECTORES

El nimero 100 de una revista es sintoma de que la sociedad responsable de su edicion
estd muy viva. En este sentido quiero agradecer a todos los lectores que dedican parte
de su tempo a la lectura de la misma. Por eso quiero saldar mi deuda y compromiso con
dos compaiieros a los que no les contesté por razones técnicas en su dia a la solucion
dada a los problemas que vengo planteando en la seccién Rincon SAPERE AUDE...
Jresoviendo problemas?

Soy consciente que ha habido un problema con la direccion de correo electrénico que
aparece ut-infra. Habiéndose solucionado el problema, en este apartado que estara opera-
tivo siempre y cuando reciba ejercicios resueltos aportando nuevas, distintas e interesan-
tes soluciones a las que yo puedo dar por los lectores de la revista EPSILON, apareceran
los autores de dichas aportaciones tal cual las presentan. En este caso, voy a adjuntar en
formato WORD y PDF, las aportadas por Ricardo Barroso y Enrique Hoyos.
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1. SOLUCION DE RICARDO BARROSO (al ejercicio que se adjunta y que
corresponde a la Propuesta 1, apartado (a), pagina 96 del niimero 97 de EPSILON)

a) Sea MNP un triangulo acutangulo. La bisectriz del angulo en M corta al lado P en
Qy al circulo p circunscrito al triangulo MNP en R. La tangente a f en N corta a MQ en
S. Demostrar que si M(Q?=2 PQ?, entonces R es la mitad de MS (ver figura).

Figura 10. Triangulo acutangulo.

Sea PQ=t, MQ=v2t, PM=u
El triangulo RNQ es semejante al PMQ. Asi, si RQ=v, es QN=v2v, y NR=u—tv. Siendo

PR=NR=u—:, por ser <PMR = <NMR, al ser MR bisectriz.
El triangulo MQN es semejante al PQR, luego % = IZ_S = %, de donde

Los triangulos SNR y SMN son semejantes, luego

uyv
SR _SN _NR SR _SN _ t _ 2
SN  SM  MN SN  SM 2w 2
t

Asi, SN= % = /2SR, SN= g SM de donde se obtiene lo pedido, SM=2SR.

2
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Observaciones

1) ;Como construir un triangulo MNP que cumpla los requisitos del enunciado?

Tomemos un segmento PQ de longitud t.

Tracemos el cuadrado PQRS de lado PQ.

Con centro en Q tracemos la circunferencia de radio QS.

Tomemos un punto M de dicha circunferencia.

Tracemos el triangulo PQM. Tracemos la recta simétrica de PM segun el eje de sime-
tria MQ, que cortara a la recta PQ en N. PMN es el tridngulo pedido.

2) La propiedad se mantiene para los triangulos rectangulos y obtusangulos.

2. SOLUCION DE RICARDO BARROSO (AL EJERCICIO QUE SE ADJUNTA
Y QUE CORRESPONDE A LA PROPUESTA 1, APARTADO (B), PAGINA 96

DEL NUMERO 97 DE EPSILON)

b) Sea MNP un triangulo equildtero de altura 1 unidad de longitud. El circulo f de
radio 1 y de centro situado en el mismo lado de MN que P es tangente a MN en un punto
situado entre M'y N. Mostrar que la longitud de arco de circulo situado en el interior del
triangulo MNP es independiente del punto de tangente.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar un sistema de coordenadas con el centro

en el punto medio de MN.

Asi, es P(0,1), M (—? 0),N(§. 0),

Figura 11. Tricangulo iquilgatero.

114

El centro de P esté situado en 71, 1), con

£S Ei (figura 11).
3 3

Estudiemos las coordenadas de los pun-
tos B, interseccion de f con PM y C | inter-
seccion de  con PN.

La ecuacion de f3 es:

-D*+ -t =1,
esdeciry? — 2y +x2 —2tx +t> =0

Larecta PM es V3x + 1

La interseccion es
t—V4—3t2 \3t—/12-9t2+4
p(itt By,
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Con respecto a PN, la ecuacion es y = —/3x+1

Y la interseccion que nos interesa de la circunferencia es:

t+V4—-3t2 —\/3t—12-9t2+4
CC—— 7 )

V4-3t2 /3t
2 72

El vector BC es ( ), cuyo modulo es constante e igual a 1.

De esta manera se concluye que el triangulo TCB es equilatero de lado 1, y por tanto
la longitud de arco de circulo situado en el interior del tridngulo MNP es independiente
del punto de tangente, y mide n/3

3. SOLUCION DE ENRIQUE HOYOS (AL EJERCICIO QUE SE ADJUNTA Y
QUE CORRESPONDE A LA PROPUESTA 2, APARTADO (B), PAGINA 128
DEL NUMERO 95 DE EPSILON)

b) Si el radio del circulo mas pequerio mide 2cm y que el del segundo circulo es de 3
cm, Jcudl es el radio del tercer circulo?

Figura 12. Tridngulos equilateros.
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Epsilon 95. Rincon SAPERE AUDE. Soluciones de Enrique Hoyos Jiménez

b) Si el radio del circulo mas pequefio mide 2 cm y el del segundo circulo es de 3 cm, ¢cual es el
radio del tercer circulo?.

Llamando d=PD :
De la 1% igualdad:

d_d+2+3

3 3 =3d=2d+10=>d=10 ;

Luego PE=10+2+3=15 ; PF=15+3+r=18+r ;

Y en la 2° igualdad queda:
+
E=&=5r=18+r=4r=18=r=2=4.5
3 r 2

Comentario a la solucién del problema propuesto en Epsilon 92, sobre los angulos en un tridngulo
is6sceles:

Intenté resolver el problema, sin éxito, en tanto necesitaba alguna presuncion sobre alineacién de
puntos o igualdad entre angulos o lados que no he sabido demostrar.

Encuentro en la solucién que aportas (en el nimero 93) que:

Figura 13.

Egesilon 95. Rincdn SAPERE AUDE. Solaciones de Enriges Hoyos iménez

«Eltridngule AAB'C' es equildtero con el dnguloen A de 60%=
Puedo entender que este tridngulo es isosceles &l estar construido mediante simetria, pero no veo la
razn par 12 que se afirma que es equilatero. ; Tendrizs la amabilidad de explicarme este pormenor
con algo de detzlle?.
Un cordial saludo ¥ agradecer de muevo 12 bonita empresa que ha acometido.

Enrigue Hoyos Jimenez

Figura 14.
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4. SOLUCION DE ENRIQUE HOYOS (AL EJERCICIO QUE SE ADJUNTA Y
QUE CORRESPONDE A LA PROPUESTA 1, APARTADOS (A), (B) PAGINA
107 DEL NUMERO 96 DE EPSILON)

a) Si 2EO=AE, 2FO=FD y que ABCD es un cuadrado de lado 4 cm, ;cudl es el area
de la region coloreada en rojo?

Figura 15. Region coloreada en un cuadrado.
—/1 , = P =N
¢) Sea ABCD un cuadrilatero tal que CAD=25°, ACD=45° y BAC=BCA=20r.

;Cudnto mide el dngulo DBC? (figuras 16 y 17).

5. SOLUCION DE ENRIQUE HOYOS (al ejercicio que se adjunta y que corres-
ponde a la Propuesta 2, apartados (a), (b) pagina 107 y 108 del nimero 96 de
EPSILON)

a) Consideremos x, y, z, t € N tales que
x<2y, y<3z, z<4t, y t<40.
¢ Cudal es el valor mayor que puede tomar el numero x?

b) ;Cudantas combinaciones de tres (tripletas) numeros primos {x,y,z} satisfacen
la ecuacion x+y 2+ z3=200? (figura 18).
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«Sapere Aude». Epsilon 96. Soluciones Enrique Hoyos Jiménez
96. 1.a.
J
A D
E F
H
O
B C

Tomando O como origen de coordenadas, OX=OH ;O0Y=O0J; tenemos que:

H(2,0);A(=2,2);7(0,2); D(2,2);
—_ == s ~—_ 1= 22 . . 22
Y dado que 2O0F=FD se verifica OF—§OD:F 33 y por simetria: E ~3'3

Por otra parte: TFI(%— %) de modo que la ecuacién de larecta AF es:

AF:7<=a+tK'F=(—2+§t,2—%t)

. 3 8 3 4 3
=2 . 2.2 5 4.2
En particular, para t 5 X ( 2+3-5,2 3 2) (2,0) .Luego HEAF .

Y para el punto G: —2+%t=0z8t=6ﬁt=% .Porloque G(0,1).

Por ultimo, llamando S al 4rea del cuadrilatero OFGE, se tiene que:

4

ey € &
—16exoEI=I0 1 0fi=[2s]=
= X = =||%ell=%
s=166xaFI=l|0 L O)i=|2¢]~2
3 3
1/4
Figura 16.
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96. Lb.

Fijemos un sistema de referencia con origenen O, puntomediode AC ¥ OX=AC.
Al—r,0);Cir,0)

i [ tsen25"=w "TZ l
d=[—r,0)+t[0s25% 5en35°|=(r,0}+v|oos 135°, sen 135°)=/

lt Cos 25'+1.r—: ‘
- 2r —~E:||'—r Zroms35* 2rsen25* ]
0525 +5m25° | cos25%+sen?5% cos 25 +sen 257

b=(0,z)=(—r,0)+5|cos20°,— 5en 20° }= 5=

T i
=z=—riEn2D"
—=z r

il e’ g |r Zreos25° 2rsem25° ]
— aj . — B 5 a
BC=|r,rtan20" ; BD \ =25+ sen" e T :r13n2ﬂl.
ZomB* A Zsem3se ao
i BEER | | [n:ub""sml‘i' e (mauma-”’“m :',I
(=X |
IIMIII&DI} 3 o FomEr Zsen25* ¥
s 'Il—nc:ib"'" — 1]*l—n;5-+=.1;5-*m3’ 1
Caloaladora en mano:

o= arcoos (LG427876057 = 0.B726646260 rad =50
Luoego ¥, ]
CED=50* ; DRA=90*

274

Figura 17
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*Sapars Avdes_ Epeilon 96. Saluriomes Enriqus Hoyos imanez

96. 2.a.
Sean x,y,zfEN talesque x<2y,y<3z,zr<4t, <40 Equivalentemente

=39, z=4t—1,y=3z—1 x=2y—1
Sustituyendo sucesivaments
I=H/=2=4-39—1=155=2y =3 155 —1=4b4=x=2-454 —1=927
Ha de ser entonces  x=<927

96. 2.b.

La resalocidn de la ecuacidn x+3y +2°=200 ,con x,¥,7Ep primos) ha de realizarse por
tanteq, para lo que establecemos el signisnte programa:

n=1

tEB!PL'-_. ¥.zl=

ITPrimeQix] &f PrimeQly] ff PrimeQlz], {n++,
P.l.]nﬂ:r'[lrip II, nl n 5 {"| x, II, III 5.; III r!J zl F]II‘J}]

For{x =1, x < 198, x++,
Foify = 1, y < 14, y++,
Forfz=1,z <6, z++,
Fx’f ¥'2 +2'3 = 200, {complx, ¥, 211
1
]

Con los siguientes resultados:

Tripletz 1: (23,13, 2)
Triple 2 - (71,2, 5)
Tripleta 3 - (71, 11, 2)
Triplesz 4 : (167, 5,2)

/4

Figura 18.
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¢) En el siguiente cuadro de numero

123
456
789

la suma de los elementos que estan en las diagonales valen 15. Si escribimos cuadros que
se construyen siguiendo el mismo criterio con:

e CI. Los nimeros del 1 al 64.

e (2. Los ntimeros del 1 al 144.

«Sapers M.nﬂntﬁ;m'.l.nnﬂ& Solubomes Enrique Hoyos Jimanez
96. 2.c.
1 2 3 4 5 [ T a
9 1 1 1 13 14 15 16
17 18 189 XM 2H 22 A M
25 2B F XM X 3 AN 12
3B 34 3B N 3IF 38 31 40
a4 42 4 4 45 4 47 4B
49 B0 51 5 53 54 55 56
57 58 B9 60 61 62 63 64
Por constuccidn de latabla 0, =B(ji—1)+k; j,k=1..,8 .Luego:
] ] a8
. P ’ 1+64
wlA=Y ap= ¥ (8(j—1)+j= X (9j—8)=8-——=
=t 4= = 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 H 2 B M
X 26 % 28 0B W 31 I 33 M 3IF 38
37 38 3B 40 #H 42 43 M4 45 46 & 448
49 50 51 52 53 54 55 5 57 5B S8 60
61 62 6 64 B 66 67 &8 69 ™M T1 T2
B ™ 7= 6 77 TR 73 80 Bl 82 B B84
85 85 &7 B3 90 951 52 893 54 85 595
5 598 95 100 1d 102 103 104 105 106 107 108
105 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132
133 134 135 136 137 138 135 140 141 142 143 14
Similarmente al caso anterior, aﬂ=12|:j—1:l+k ; j.k=1..,12 . Porlo cual
12 12 12
L i X 4 1+144
w(Al= Y ap= ¥ (12(j—1+j)= } (13j—12)=12- > =5
=1 =1 =1
En &l caso general cr‘“=n|:,1'—1:+k : k=1, .n
" " " v
i)=Y ay= ¥ (nlj—1)+]1= X ((n+1)j—nj=n-25"
= = = 7
=1 = =1
473
Figura 19.
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¢Cudl serd la suma de los elementos que estan en cada una de las diagonales de
los cuadros C1y C2?

Generalizar al caso Cn: jcudl serd la suma de los elementos de cada una de las
dos diagonales del cuadro formado por los numeros del 1 a n2

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccién electrénica:
sapereaudethales@gmail.com
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